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INTRODUCTION GÉNÉRALE

La théorie de dérivation fractionnaire est un sujet presque aussi ancien que le calcul clas-
sique que nos le connaissons aujourd’hui, Ces origines remontent à la fin du 17-ième siècle,
l’époque où Newton et Leibniz ont développé les fondements du calcul différentiel et intégral.

Leibniz a introduit le symbole dnf
dxn

pour désigner la dérivée n-ième d’une fonction f. Quand
il a annoncé dans une lettre à L’Hospital en 1695, L’Hospital a répondu : Que signifie dnf

dxn
si

n = 1
2
?

Cette lettre de l’Hôpital, est aujourd’hui admise comme le premier incident de ce que nous
appelons la dérivation fractionnaire, et le fait que L’Hospital a demandé spécifiquement pour
n = 1

2
, c’est-à-dire une fraction, a en fait donné lieu au nom de ce domaine des mathématiques.

Les dérivées non entières possèdent un effet de mémoire qu’elles partagent avec plusieurs
matériaux tels que les matériaux viscoélastiques ou polymères. Ce fait est également une des
raisons pour lesquelles le calcul fractionnaire a connu récemment un grand intérêt. L’utilisation
de l’effet mémoire des dérivées fractionnaires dans la construction des modèles simples est
livrée avec un coût élevé en ce qui concerne la résolution numérique. De nombreuses tentatives
pour la résolution des équations faisant intervenir différents types d’opérateurs d’ordre non
entier peuvent être trouvées dans la littérature.

Maintenant, nous citons une liste de mathématiciens qui ont fourni des contributions im-
portantes au calcul fractionnaire jusqu’au milieu du 20-ième siècle :

P.S. Laplace(1812), J.B.J. Fourier(1822), N.H. Abel(1823-1826), J. Liouville(1832-1873), B. Rie-
mann(1847), H. Holmgren(1865-1867), A.K. Grunwald(1867-1872), A.V. Letnikov(1868-1872), H.
Laurent(1884), P.A. Nekrassov(1888), A. Krug(1890), J. Hadamard(1892), O. Heaviside(1892-
1912), S. Pincherle(1902), G.H. Hardy et J.E. Littlewood(1917-1928), H. Weyl(1917), P. Levy
(1923), A. Marchaud(1927), H.T. Davis(1924-1936), A. Zygmund(1935-1945), E.R. Amour(1938-
1996), H. Kober(1940), D.V. Widder(1941), M. Riesz(1949)

Cependant, cette théorie peut être considérée comme un sujet nouveau aussi, depuis seule-
ment un peut plus de 30 ans, elle a été objet de quelques conférences spécialisées. Pour la pre-
mière conférence, le mérite est attribué à B. Ross qui a organisé la première conférence sur les
calculs fractionnaires et ses applications à l’université de New Haven en juin 1974, et il a édité
les débats. Pour la première monographie le mérite est attribué à K.B. Oldham et J. Spanier, qui
ont publié un livre consacré au calcul fractionnaire en 1974 après une collaboration commune,
commencé en 1968.
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De nombreuses définitions ont été alors données sur la dérivation et l’intégration fraction-
naire. Pour plus de détails sur ce sujet on pourra consulter ([1], [2], [3], [4]).

Ces dernières années, il y a eu un développement considérable concernant l’étude des équa-
tions différentielles d’ordre fractionnaire, (voir [1],[7],[8],[9],[10]).

Le travail présenté dans ce mémoire s’inscrit dans le cadre d’étude de quelques opérateurs
de dérivations fractionnaires.

Ce mémoire se décompose de trois chapitres partagés de la manière suivante :

Premier chapitre : Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions et définitions des
fonctions spécifiques utiles tout au long de ce mémoire.

Deuxième chapitre : Ce chapitre est consacré pour les définitions de quelques opérateurs
de dérivations et d’intégrations fractionnaires et leurs propriétés.

Troisième chapitre : Dans ce chapitre, nous étudions quelques exemples d’équations diffé-
rentielles et intégrales fractionnaires au sens de Riemann-Liouville.



Chapitre 1

Préliminaires et notions générales

1.1 fonctions usuelles pour le calcul fractionnaire

Dans cette section, nous présentons quelques fonctions spécifiques qui seront utilisées tout
au long de ce mémoire. Ces fonctions jouent un rôle très important dans la théorie du calcul
fractionnaire

1.1.1 La fonction Gamma

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Euler Γ(z).
La fonction Gamma Γ(z) est définie par l’intégrale suivante :

Γ(z) =

∫ +∞

0

tz−1e−tdt, z > 0. (1.1)

avec Γ(1) = 1, Γ(0+) = +∞, Γ(z) est une fonction strictement décroissante pour 0 < z ≤ 1.
Une propriété fondamentale de la fonction Gamma Γ(z) est la relation de récurrence sui-

vante :

Γ(z + 1) = zΓ(z) (1.2)

qu’on peut la démontrer par une intégration par parties

Γ(z + 1) =

∫ +∞

0

t(z+1)−1e−tdt =

∫ +∞

0

tze−tdt =

[
− tze−t

]t=+∞

t=0

+ z

∫ +∞

0

tz−1e−tdt = zΓ(z).

La fonction gamma d’Euler généralise la factorielle car Γ(n + 1) = n!, ∀n ∈ N, en effet
Γ(1) = 1, et en utilisant (1.2) nous obtenons :

Γ(2) = 1.Γ(1) = 1!,

Γ(3) = 2.Γ(2) = 2.1! = 2!,

Γ(4) = 3.Γ(3) = 3.2! = 3!,

... .... ... ...

Γ(n+ 1) = n.Γ(n) = n.(n− 1)! = n! (1.3)

3
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FIGURE 1.1 – Courbe représentative de la fonction gamma

Nous montrons maintenant que Γ(1
2
) =
√
π.

De la définition (1.1) nous avons

Γ

(
1

2

)
=

∫ +∞

0

t−
1
2 e−tdt.

Si nous posons t = y2, alors dt = 2ydy, et nous obtenons maintenant

Γ

(
1

2

)
=

∫ +∞

0

e−y
2

dy. (1.4)

De façon équivalente, on peut écrire :

Γ

(
1

2

)
=

∫ +∞

0

e−x
2

dx. (1.5)

Si nous multiplions ensemble (1.4) et (1.5) nous obtenons :[
Γ

(
1

2

)]2

= 4

∫ +∞

0

∫ +∞

0

e−(x2+y2)dxdy. (1.6)

L’équation (1.6) est une intégrale double, qui peut être évaluée en coordonnées polaires pour
obtenir [

Γ

(
1

2

)]2

= 4

∫ π
2

0

∫ +∞

0

e−r
2

drdθ = π. (1.7)
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Ainsi, Γ(1
2
) =
√
π.

L’équation fonctionnelle (1.2) entraine pour les entiers relatifs positifs n (voir [6])

Γ

(
n+

1

2

)
=

1.3.5...(2n− 1)

2n
√
π

Γ

(
n+

1

3

)
=

1.4.7...(3n− 2)

3n
Γ

(
1

3

)
,

Γ

(
n+

1

4

)
=

1.5.9...(4n− 3)

4n
Γ

(
1

4

)
,

et pour les valeurs négatives,

Γ

(
− n+

1

2

)
=

(−1)n2n

1.3.5...(2n− 1)

√
π.

1.1.2 La fonction Bêta

Comme la fonction gamma, la fonction bêta est définie par une intégrale finie. Sa définition
est donnée par :

B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt, x, y ∈ R+ (1.8)

La fonction de Bêta peut également définie en termes de la fonction Gamma (voir [3]) :

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
, x, y ∈ R+ (1.9)

1.1.3 La fonction d’erreur

La définition de la fonction d’erreur est donnée par :

erf(z) =
2√
π

∫ z

0

e−t
2

dt, z ∈ R+ (1.10)

et elle se présente par une série en tant que :

erf(z) =
2√
π

∞∑
k=0

(−1)nz2n+1

(2n+ 1)n!

=
2√
π

(z − z3

3
+
z5

10
− z7

42
+

z9

216
+ ...)

La fonction d’erreur complémentaire est une fonction étroitement liée qui peut être écrit en
termes de la fonction d’erreur de la manière suivante :

erfc(z) = 1− erf(z) =
2√
π

∫ ∞
z

e−t
2

dt (1.11)

De la formule (1.10) en résulte que erf(0) = 0 et erf(∞) = 1.
Sous forme d’une série la fonction erfc(z) s’écrit sous la forme :

erfc(z) =
e−z

2

z
√
π

(
1 +

∞∑
k=0

(−1)n
(2n)!

n!(2z)2n

)
.
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1.1.4 La fonction Mellin-Ross

La fonction Mellin-Ross, Et(ν, a), se pose lors de la recherche de l’intégrale fractionnaire
d’un fonction exponentielle eat. Elle est définie par :

Et(ν, a) = tν
∞∑
k=0

(at)k

Γ(k + ν + 1)
= tνE1,ν+1(at).

1.1.5 La fonction Mittag-Leffler

La fonction Mittag-Leffler est nommée d’après un mathématicien suédois qui l’a défini en
1903. (voir [11]) Cette fonction est une généralisation directe de la fonction exponentielle, ex,
et il joue un rôle majeur dans le calcul fractionnaire. Les représentations de la fonction Mittag-
Leffler à un et à deux paramètres peuvent être définies en terme d’une série de puissances :

Eα(x) =
∞∑
k=0

xk

Γ(αk + 1)
, α > 0, (1.12)

Eα,β(x) =
∞∑
k=0

xk

Γ(αk + β)
, α > 0, β > 0. (1.13)

De la définition (1.13), il en résulte que :

Eα,β(x) =
1

Γ(β)
+ xEα,α+β(x).

En effet, par définition on a,

Eα,β(x) =
∞∑
k=0

xk

Γ(αk + β)

=
∞∑

k=−1

xk+1

Γ(α(k + 1) + β)

=
∞∑

k=−1

xxk

Γ(αk + (α + β))

=
1

Γ(β)
+ x

∞∑
k=0

xk

Γ(αk + (α + β))

=
1

Γ(β)
+ xEα,α+β(x). (1.14)

La fonction Mittag-Leffler se réduit à des fonctions simples. Par exemple,

E1,1(x) =
∞∑
k=0

xk

Γ(k + 1)
=
∞∑
k=0

xk

k!
= ex

E1,2(x) =
∞∑
k=0

xk

Γ(k + 2)
=

1

x

∞∑
k=0

xk+1

(k + 1)!
=
ex − 1

x

E2,1(x2) =
∞∑
k=0

x2k

Γ(2k + 1)
=
∞∑
k=0

x2k

(2k)!
= cosh(x).
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FIGURE 1.2 – La fonction de Mittag-Leffler à un seul paramètre

FIGURE 1.3 – La fonction de Mittag-Leffler à deux paramètres



Chapitre 2

Dérivées et Intégrales fractionnaires

Dans ce chapitre, nous présentons quelques approches de généralisation de la notion de
dérivation et intégration.

2.1 Les Dérivées fractionnaires de Grünwald-Letnikov

2.1.1 Unification des dérivées et des intégrales fractionnaires d’ordre entier

Dans cette section nous donnons une approche pour l’unification des deux notions, qui sont
souvent présentées séparément dans l’analyse classique : dérivée d’ordre entier n et intégrale
répétée n-fois.

Considérons une fonction continue y = f(t).
On sait que la dérivée première de la fonction f(t) est définie par :

f ′(t) =
df(t)

dt
= lim

h→0

f(t)− f(t− h)

h
(2.1)

En appliquant cette définition deux fois, on trouve la dérivée seconde :

f ′′(t) =
d2f(t)

dt2
= lim

h→0

f ′(t)− f ′(t− h)

h

= lim
h→0

1

h

{
f(t)− f(t− h)

h
− f(t− h)− f(t− 2h)

h

}
= lim

h→0

f(t)− 2f(t− h) + f(t− 2h)

h2
(2.2)

En utilisant (2.1) et (2.2) nous obtenons :

f ′′′(t) =
d3f(t)

dt
= lim

h→0

f(t)− 3f(t− h) + 3f(t− 2h)− f(t− 3h)

h3
(2.3)

et par récurrence,

f (n)(t) =
dnf(t)

dtn
= lim

h→0

1

hn

n∑
r=0

(−1)r
(
n
r

)
f(t− rh) (2.4)

8
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où (
n
r

)
=
n(n− 1)...(n− r + 1)

r!
. (2.5)

Considérons maintenant, l’expression suivante qui généralise les fractions (2.1) et (2.4) :

f
(p)
h (t) =

1

hp

p∑
r=0

(−1)r
(
p
r

)
f(t− rh) (2.6)

où p est un entier arbitraire, n est aussi un entier.
Il est évident que pour p ≤ n, on a :

lim
h→0

f
(p)
h (t) = f (p)(t) =

dpf(t)

dtp
(2.7)

car dans un tel cas, comme entraîné de (2.5), tous les coefficients du numérateur après
(
p
p

)
sont

nuls.

Pour les valeurs négatives de p, et Par commodité, on note :

[
p
r

]
=
p(p+ 1)...(p+ r − 1)

r!
, (2.8)

alors, on a : (
−p
r

)
=
−p(−p− 1)...(−p− r + 1)

r!
= (−1)r

[
p
r

]
, (2.9)

et en remplaçant p dans (2.6) par (−p), on peut écrire :

f
(−p)
h (t) =

1

h−p

n∑
r=0

[
p
r

]
f(t− rh), (2.10)

où p est un nombre entier positif.

Si p est fixé, alors f (−p)
h (t) tend vers "0"

quand h→ 0. Pour arriver à une limite non nulle, on suppose que n→∞ quand h→ 0.

Alors, on peut prendre h =
t− a
n

, où a est une constante réelle, et on considère la valeur limite,

(soit finie ou infinie), de f (−p)
h (t), que l’on notera comme suit :

lim
h→0

f
(−p)
h (t) =a D

−p
t f(t). (2.11)

telle que : nh = t− a
Considérons quelques cas particuliers.
Pour p = 1, on a :

f
(−1)
h (t) = h

n∑
r=0

f(t− rh), (2.12)
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en tenant compte de t− nh = a et que la fonction f(t) est supposée continue, on conclut que :

lim
h→0

f
(−1)
h (t) =a D

−1
t f(t) =

∫ t−a

0

f(t− z)dz =

∫ t

a

f(τ)dτ (2.13)

Pour p = 2. on a : [
2
r

]
=

2.3...(2 + r − 1)

r!
= r + 1,

et on a :

f−2
h (t) = h

n∑
r=0

(r + 1)hf(t− rh). (2.14)

En notant t+ h = y, nous pouvons écrire :

f−2
h (t) = h

n+1∑
r=1

(rh)f(t− rh). (2.15)

Si h −→ 0, alors :

lim
h−→0

f−2
h (t) =a D

−2
t f(t) =

∫ t−a

0

zf(t− z)dt =

∫ t

a

(t− τ)f(τ)dτ,

car y −→ t quand h −→ 0.
Pour Le troisième cas particulier p = 3, en tenant compte de[

3
r

]
=

3.4...(3 + r − 1)

r!
=

(r + 1)(r + 2)

1.2
,

Nous avons :

f
(−3)
h (t) =

h

1.2

n∑
r=0

(r + 1)(r + 2)h2f(t− rh). (2.16)

En posant, comme ci-dessus, t+ 2h = y, nous obtenons :

f
(−3)
h =

h

1.2

n+1∑
r=1

r(r + 1)h2f(y − rh) (2.17)

L’expression (2.17), peut s’écrire sous la forme :

f
(−3)
h (t) =

h

1.2

n+1∑
r=1

(rh)2f(y − rh) +
h2

1.2

n+1∑
r=1

rhf(y − rh) (2.18)

En faisant tendre h −→ 0, nous obtenons :

aD
−3
t f(t) =

1

2!

∫ t−a

0

z2f(t− z)dz =
1

2!

∫ t

a

(t− τ)2f(τ)dτ (2.19)
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Parce que y −→ t et h −→ 0 et

lim
h−→0

h2

1.2

n+1∑
r=1

rhf(y − rh) = lim
h−→0

h

∫ t

a

(t− τ)f(τ)dτ = 0

Les relations (2.13)-2.19) suggèrent l’expression générale suivante :

aD
−p
t f(t) = lim

h−→0nh=t−a
hp

n∑
r=0

[
p
r

]
f(t− rh) =

1

(p− 1)!

∫ t

a

(t− τ)p−1f(τ)dτ. (2.20)

Pour la démonstration de la formule (2.20), on procède par récurrence (voir [3]).
Montrons maintenant, que (2.20) est une représentation d’une intégrale répétée p-fois.
En ingérant la relation

d

dt
(aD

−p
t f(t)) =

1

(p− 2!)

∫ t

a

(t− τ)p−2f(τ)dτ =a D
−p+1
t f(t)

de a à t, nous obtenons :

aD
−p
t f(t) =

∫ t

a

(
a

D−p+1
t f(t)

)
dt,

aD
−p+1
t f(t) =

∫ t

a

(
a

D−p+2
t f(t)

)
dt,

et donc,

aD
−p
t f(t) =

∫ t

a

dt

∫ t

a

(aD
−p+2
t f(t))dt

=

∫ t

a

dt

∫ t

a

dt

∫ t

a

(aD
−p+3
t f(t))dt

=

∫ t

a

dt

∫ t

a

dt...

∫ t

a︸ ︷︷ ︸
p−fois

f(t)dt. (2.21)

On remarque que la dérivée d’ordre entier n et l’intégrale répétée n-fois d’une fonction continue
f(t) sont des cas particuliers de la formule générale :

aD
−p
t f(t) = lim

h−→0nh=t−a
hp

n∑
r=0

(−1)r
(
p
r

)
f(t− rh), (2.22)

qui représente la dérivée d’ordre m si p = m et l’intégrale répétée m-fois si p = −m.

Théorème 2.1.1 Considérons une suite (βk) de nombres réels et supposons que

lim
k−→∞

βk = 1,

lim
n−→∞

αn,k = 0 pour tout k,

lim
n−→∞

n∑
k=1

αn,k = A, pour tout k,

n∑
k=1

| αn,k |< K pour tout n.
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Alors

lim
n−→∞

n∑
k=1

αn,kβk = A.

Preuve : Pour la démonstration, on renvoit à [3]

�

2.1.2 Les dérivées d’ordre arbitraire

Considérons le cas p > 0. Notre but est d’évaluer la limite suivante :

aD
p
t f(t) = lim

h−→0
h−p

n∑
r=0

(−1)r
(
p
r

)
f(t− rh) = lim

h−→0
f

(p)
h (t) (2.23)

où

f
(p)
h (t) = h−p

n∑
r=0

(−1)r
(
p
r

)
f(t− rh) (2.24)

Pour évaluer la limite (2.23), on utilise la propriété des coefficients du binôme.(
p
r

)
=

(
p− 1
r

)
+

(
p− 1
r − 1

)
, (2.25)

nous pouvons écrire donc,

f
(p)
h (t) = h−p

n∑
r=0

(−1)r
(
p− 1
r

)
f(t− rh)

+ h−p
n∑
r=1

(−1)r
(
p− 1
r − 1

)
f(t− rh)

= h−p
n∑
r=0

(−1)r
(
p− 1
r

)
f(t− rh)

+ h−p
n−1∑
r=0

(−1)r+1

(
p− 1
r

)
f(t− (r + 1)h)

= (−1)n
(
p− 1
n

)
h−pf(a)

+ h−p
n−1∑
r=0

(−1)r
(
p− 1
r

)
∆f(t− rh) (2.26)

Où
∆f(t− rh) = f(t− rh)− f(t− (r + 1)h).

En appliquant la propriété (2.25), répétée m-fois, on obtient en partant de (2.26)
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f
(p)
h (t) = (−1)n

(
p− 1
n

)
h−pf(a) + (−1)n−1

(
p− 2
n− 1

)
h−p∆f(a+ h)

+ h−p
n−2∑
r=0

(−1)r
(
p− 2
r

)
∆2f(t− rh)

= (−1)n
(
p− 2
r

)
∆2f(t− rh)

= (−1)n
(
p− 1
n

)
h−pf(a) + (−1)n−1

(
p− 2
n− 1

)
h−p∆f(a+ h)

+ (−1)n−2

(
p− 3
n− 3

)
hp∆2f(a+ 2h)

+ h−p
n−3∑
r=0

(−1)r
(
p− 3
r

)
∆3f(t− rh)

= ...

=
m∑
k=0

(−1)n−k
(
p− k − 1
n− k

)
h−p∆kf(a+ kh)

+ h−p
n−m−1∑
r=0

(−1)r
(
p−m− 1

r

)
∆m+1f(t− rh). (2.27)

Évaluant maintenant, la limite du k-ième terme de la première somme dans (2.27).

lim
h−→0

(−1)n−k
(
p− k − 1
n− k

)
h−p∆kf(a+ kh)

= lim
h−→0nh=t−a

(−1)n−k
(
p− k − 1
n− k

)
(n− k)p−k × (

n

n− k
)p−k(nh)−p+k

∆kf(a+ kh)

hk

= (t− a)−p+k lim
n−→∞

(−1)n−k
(
p− k − 1
n− k

)
(n− k)p−k × lim

n−→∞
(

n

n− k
)p−k × lim

h−→0

∆kf(a+ kh)

hk

=
fk(a)(t− a)−p+k

Γ(−p+ k + 1)
, (2.28)

car (2.7) nous donne :

lim
n−→∞

(−1)n−k
(
p− k − 1
n− k

)
(n− k)p−k

= lim
n−→∞

(−p+ k + 1)(−p+ k + 2)...(−p+ n)

(n− k)−p+k(n− k)!
=

1

Γ(−p+ k + 1)

et
lim
n−→∞

(
n

n− k
)p−k = 1,



2.1 Les Dérivées fractionnaires de Grünwald-Letnikov 14

lim
h−→0

Mk f(a+ kh)

hk
= fk(a).

Sachant la limite (2.28), nous pouvons facilement écrire la limite de la première somme dans
(2.28).
pour évaluer la limite de la deuxième somme dans (2.27), nous l’écrivons sous la forme :

1

Γ(−p+m+ 1)

n−m−1∑
r=0

(−1)rΓ(−p+m+ 1)

(
p−m− 1

r

)
r−m+p

×h(rh)m−p
Mm+1 f(t− rh)

hm+1
(2.29)

Pour appliquer le théorème 2.1 nous prenons

βr = (−1)rΓ(−p+m+ 1)

(
p−m− 1

r

)
r−m+p,

αn,r = h(rh)m−p
Mm+1 f(t− rh)

hm+1
, h =

t− a
n

En utilisant l’identité
Γ(z) = lim

n→∞

n!nz

z(z + 1)...(z + n)
,

on vérifie que,

lim
r−→∞

βr = lim
r−→∞

(−1)rΓ(−p+m− 1)

(
p−m− 1

r

)
r−m+p = 1. (2.30)

Donc, si m− p > −1, alors

lim
n−→∞

n−m−1∑
r=0

αn,r = lim
n−→∞

n−m−1∑
r=0

h(rh)m−p
Mm+1 f(t− rh)

hm+1
=

∫ t

a

(t− τ)m−pf (m+1)(τ)dτ. (2.31)

en tenant compte (2.30) et (2.31) et en appliquant théorème 2.1.1 nous concluons que

lim
h−→0

h−p
n−m−1∑
r=0

(−1)r
(
p−m− 1

r

)
Mm+1 f(t− rh)

1

Γ(−p+m+ 1)

∫ t

a

(t− τ)m−pf (m+1)(τ)dτ.

Utilisant (2.28) et (2.31), nous obtenons finalement

aD
p
t f(t) = lim

h−→∞

m∑
k=0

f (k)(a)(t− a)−p+k

Γ(−p+ k + 1)

+
1

Γ(−p+m+ 1)

∫ t

a

(t− τ)m−pf (m+1)(τ)dτ. (2.32)
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Exemple 2.1.1 La dérivée d’une fonction constante au sens de Grünwald-Letnikov
En générale la dérivée d’une fonction constante au sens de Grünwald-Letnikov n’est pas nulle ni constante.
Si f(t) = c et p non entier on a : f (k)(t)= 0 pour k = 1,2,...,n

aD
p
t f(t) =

c

Γ(1− p)
(t− a)−p +

n−1∑
k=1

f (k)(a)(t− a)k−p

Γ(k − p+ 1︸ ︷︷ ︸
⇓0

+
1

Γ(n− p)

∫ t

a

(t− τ)n−p−1fn(τ)dτ︸ ︷︷ ︸
⇓0

=
c

Γ(1− p)
(t− a)−p

2.1.3 La dérivée de f(t) = (t− a)α au sens de Grünwald-Latnikov

Soit p non entier et 0 ≤ n − 1 < p < n avec α > n − 1, alors on a : f (k)(a) = 0 pour tout
k = 0, 1, ..., n− 1 et

f (n)(τ) =
Γ(α + 1)

Γ(α− n+ 1)
(τ − a)α−n

donc

aD
p
t (t− a)α =

Γ(α + 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)

∫ t

a

(t− τ)n−p−1(τ − a)α−ndτ

En effectuant le changement de variables τ = a+ s(t− a) on aura :

aD
p
t (t− a)α =

Γ(α + 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)

∫ t

a

(t− τ)n−p−1(τ − a)α−ndτ

=
Γ(α + 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)
(t− a)α−p

∫ 1

0

(1− s)n−p−1sα−nds

=
Γ(α + 1)β(n− p, α− n+ 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)
(t− a)α−p

=
Γ(α + 1)Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)Γ(α− p+ 1)
(t− a)α−p

=
Γ(α + 1)

Γ(α− p+ 1)
(t− a)α−p.

Exemple 2.1.2

0D
1/2
t t =

Γ(2)

Γ(1.5)

√
t =

√
t

Γ(1.5)
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2.1.4 Propriétés

Composition avec les dérivées d’ordre entier

proposition 2.1.1 Pour m entier positif et p nom entier on a :

dm

dtm
(aD

p
t f(t)) =a D

m+p
t f(t)

et

aD
p
t (
dm

dtm
f(t)) =a D

m+p
t f(t)−

m−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k−p−m

Γ(k − p−m+ 1)

Preuve : Pour m entier positif et p non entier avec (n− 1 < p < n), on a :

dm

dtm
(aD

p
t f(t)) =

n+m−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k−(p+m)

Γ(k − (p+m) + 1)

+
1

Γ(n+m− (p+m))

∫ t

a

(t− τ)n+m−(p+m)−1f (n+m)(τ)dτ. (2.33)

Alors,
dm

dtm
(aD

p
t f(t)) =a D

m+p
t f(t)

, mais :

aD
p
t (
dm

dtm
f(t)) =

n−1∑
k=0

f (m+k)(a)(t− a)k−p

Γ(k − p+ 1)
+

1

Γ(n− p)

∫ t

a

(t− τ)n−p−1f (n+m)(τ)dτ

=
n+m−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k−(p+m)

Γ(k − (p+m) + 1)
−

n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k−p−m

Γ(k − p−m+ 1)

+
1

Γ(n+m− (p+m))

∫ t

a

(t− τ)n+m−(p+m)−1f (n+m)(τ)dτ

= aD
m+p
t f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k−p−m

Γ(k − p−m+ 1)

on déduit alors que la dérivation fractionnaire et la dérivation classique ne comutent que si
f (k)(a) = 0 pour tout k = 0, 1, 2, ...,m− 1.

�
Composition avec les dérivées fractionnaires

proposition 2.1.2 * Si q < 0 et p ∈ R, alors :

aD
p
t (aD

q
t f(t)) =a D

p+q
t f(t)

* si 0 ≤ m− 1 < q < m et p < 0, alors :

aD
p
t (aD

q
t f(t)) =a D

p+q
t f(t)
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Seulement si f (k)(a) = 0 pour tout k = 0, 1, 2, ..., r − 2 avec r = max(m,n)
Preuve : Si q < 0 et p < 0, alors :

aD
p
t (aD

q
t f(t)) =

1

Γ(−p)

∫ t

a

(t− τ)−p−1(aD
q
t f(τ))dτ

=
1

Γ(−p)Γ(−q)

∫ t

a

(t− τ)−p−1dτ

∫ τ

a

(t− s)−q−1f(s)ds

=
1

Γ(−p)Γ(−q)

∫ t

a

f(s)ds

∫ t

s

(τ − s)−q−1(t− τ)−p−1dτ

=
1

Γ(−(p+ q))

∫ t

a

(t− s)−p−q−1f(s)ds =a D
p+q
t f(t)

* Si q < 0 et 0 ≤ n− 1 < p < n, on a : p = n+ (p− n) avec (p− n) < 0, alors :

aD
p
t (aD

q
t f(t)) =

dn

dtn
aD

p−n
t (aD

q
t f(t))

=
dn

dtn a
Dq+p−n
t (f(t)

= aD
p+q
t f(t)

* Si q < 0 et 0 ≤ n− 1 < p < n, on a : p = n+ (p− n) avec p− n < 0, alors :

aD
p
t (aD

q
t f(t)) =

dn

dtn
aD

p−n
t (aD

q
t f(t))

=
dn

dtn
(aD

q+p−n
t f(t))

= aD
p+q
t f(t)

* Pour 0 ≤ m− 1 < q < m et p < 0, on a :

aD
q
t f(t) =

m−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k−q

Γ(k − q + 1)
+

1

Γ(m− q)

∫ t

a

(t− τ)m−q−1f (m)(τ)dτ

et (t−a)k−q ont des singularités non intégrables, donc aD
p
t (aD

q
t f(t)) n’existe que si f (k)(a) =

0 pour tout k = 0, 1, 2, ...,m− 2 et dans ce cas on a

aD
q
t f(t) =

m−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)m−1−q

Γ(m− q)
+a D

q−m
t f (m)(t)

alors,

aD
p
t (aD

q
t f(t)) =

f (m−1)(a)(t− a)m−1−q−p

Γ(m− q − p)
+a D

p+q−m
t f (m)(t)

=
f (m−1)(a)(t− a)m−(q+p)−1

Γ(m− q − p)

+
1

Γ(m− (p+ q)

∫ t

a

(t− τ)m−(p+q)−1f (m)(τ)dτ

= aD
p+q
t f(t)
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* Pour 0 ≤ m− 1 < q < m et 0 ≤ n− 1 < p < n, on a :

aD
p
t (aD

q
t f(t)) =

dn

dtn
aD

p−n
t (aD

q
t f(t)

Si f (k)(a) = 0 pour tout k = 0, 1, 2, ...,m− 2 alors

aD
p
t (aD

q
t f(t)) =a D

q+p−n
t f(t)

par conséquent, :

aD
q
t f(t) =

dn

dtn
(aD

q+p−n
t (f(t))

=a D
p+q
t f(t)

�

2.1.5 Transformée de Laplace

soit f une fonction qui possède une transformée de Laplace F (s). pour 0 ≤ p < 1, on a :

0D
p
t f(t) =

f(0)t−p

Γ(1− p)
+

1

Γ(1− p)

∫ t

0

(t− τ)−pf ′(τ)dτ

, alors

L[0D
p
t f(t)](s) =

f(0)

s1−p +
1

s1−p [sF (s)− f(0)]

= spF (s)

Pour p ≥ 1 il n’existe pas de transformée de Laplace dans le sens classique mais dans le sens
des distributions on a aussi :

L[0D
p
t f(t)](s) = spF (s)

2.2 Les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville

Dans cette partie, nous donnons quelques définitions et résultats concernant le calcul frac-
tionnaire au sens de Riemann-Liouville.

2.2.1 Intégrales d’ordre arbitraire

Soit f : [a, b) −→ R une fonction continue, b pouvant être fini ou infini.
Une primitive de f est donnée par l’expression :

(I1
af)(t) =

∫ t

a

f(τ)dτ.

Pour une primitive seconde on aura

(I2
af)(t) =

∫ t

a

(∫ s

a

f(t)dt

)
ds.
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Le théorème de Fubini, nous donne :

(I2
af)(t) =

∫ t

a

(t− τ)f(τ)dτ,

en itérant, on arrive à :

(Ina f)(t) =

∫ t

a

(t− τ)n−1

(n− 1)!
f(τ)dτ.

Définition 2.2.1 Soit f : [a, b) −→ R. On appelle intégrale de Riemann-Liouville de f l’intégrale
définie par la formule suivante :

(Iαa f)(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1f(τ)dτ, (2.34)

où α est un nombre réel ou complexe.

Remarque 2.2.1

La formule (2.34) est une généralisation de la n-ième primitive avec un ordre de primitivation
α non entier.

Remarque 2.2.2

L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville peut notamment s’écrire sous forme de produit
de convolution de la fonction puissance gα(t) = tα−1

Γ(α)
et f(t).

(Iαa f)(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1f(τ)dτ = gα(t) ? f(t).

2.2.2 Intégrales fractionnaires de quelques fonctions usuelles

Soit la fonction f(t) = (t− a)β où β > −1.

Iαa (t− a)β =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1(τ − a)βdτ.

Pour évaluer cette intégrale on effectue le changement de variable τ = a+ (t− a)s

Iαa (t− a)β =
(t− a)β+α

Γ(α)

∫ 1

0

(1− s)α−1tβdt

=
(t− a)β+α

Γ(α)
B(α, β + 1)

=
(t− a)β+α

Γ(α)
× Γ(α)Γ(β + 1)

Γ(β + 1 + α)

=
Γ(β + 1)

Γ(β + 1 + α)
(t− a)β+α. (2.35)
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La relation (2.35) montre que l’intégrale frctionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre
α d’une constante est donnée par

R
a
D−αt C = IαaC =

C

Γ(α + 1)
(t− a)α.

Et en particulier, si α = 1
2
,

R
a
D
− 1

2
t x0 =

Γ(1)

Γ(3
2
)
x

1
2 = 2

√
x

π

R
a
D
− 1

2
t x1 =

Γ(2)

Γ(5
2
)
x

3
2 =

4

3

√
x3

π

R
a
D
− 1

2
t x2 =

Γ(3)

Γ(7
2
)
x

5
2 =

16

15

√
x5

π
.

proposition 2.2.1

Soient α et β deux nombres complexes et f ∈ C0([a, b)).

i) Iαa (Iβa f) = Iα+β
a f, (Re(α) > 0, Re(α) > 0) (2.36)

ii)
d

dt
(Iαa f)(t) = (Iα−1

a f)(t), Re(α) > 1 (2.37)

iii) lim
α−→0+

(Iαa f)(t) = f(t), Re(α) > 0. (2.38)

Preuve :
i) Pour la demonstration on utilise la fonction Bêta d’Euler . En effet :

[Iαa (Iβa f)](t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1(Iβa f)(s)ds

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

∫ s

a

(t− s)α−1(s− τ)β−1f(τ)dτds,

en utilisant le théorème de Fubini, on pourra permuter l’ordre d’intégration et on obtient :

[Iαa (Iβa f)](t) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

f(τ)

[∫ t

τ

(t− s)α−1(s− τ)β−1ds

]
dτ.

Le changement de variable s = τ + (t− τ)µ, nous donne :∫ t

τ

(t− s)α−1(s− τ)β−1ds = (t− τ)α+β−1

∫ 1

0

(1− µ)α−1µβ−1dµ

= (t− τ)α+β−1 Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
.

D’où

[Iαa (Iβa f)](t) =
1

Γ(α + β)

∫ t

a

f(τ)(t− τ)α+β−1dτ = (Iα+β
a f)(t)
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ii) Pour justifier la deuxième identité on utilise les théorèmes classiques de dérivation d’une
intégrale dépendant d’un paramètre et la relation fondamentale de la fonction gamma d’Euler :
Γ(α) = (α− 1)Γ(α− 1).
iii) Pour la dernière identité, on considère la fonction f ∈ C0([a, b)), on a

(Iαa f)(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1f(τ)dτ.

De la relation (2.35) on peut écrire :

(Iαa 1)(t) =
(t− a)α

Γ(α + 1)
−→ 1 quand α→ 0+.

Donc,∣∣∣∣∣(Iαa f)(t)− (t− a)α

Γ(α + 1)
f(t)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1f(τ)dτ − 1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1f(t)dτ

∣∣∣∣∣
≤ 1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1|f(τ)− f(t)|dτ

=
1

Γ(α)

∫ t−δ

a

(t− τ)α−1|f(τ)− f(t)|dτ

+
1

Γ(α)

∫ t

t−δ
(t− τ)α−1|f(τ)− f(t)|dτ. (2.39)

D’une part, on a f est continue sur [a, b) qui nous permet d’écrire :

∀t, τ ∈ [a, b), ∀ε > 0, ∃δ > 0 : |τ − t| < δ ⇒ |f(τ)− f(t)| < ε,

ce qui entraine : ∫ t

t−δ
(t− τ)α−1|f(τ)− f(t)|dτ ≤ ε

∫ t

t−δ
(t− τ)α−1dτ =

εδα

α
. (2.40)

D’autre part,

1

Γ(α)

∫ t−δ

a

(t− τ)α−1|f(τ)− f(t)|dτ ≤ 1

Γ(α)

∫ t−δ

a

(t− τ)α−1(|f(τ)|+ |f(t)|)dτ

≤ 2 sup
ξ∈[a,t]

|f(ξ)|
∫ t−δ

a

(t− τ)α−1dτ, ∀t ∈ [a, b)

= 2M

(
(t− a)α

α
− δα

α

)
, où M = sup

ξ∈[a,t]

|f(ξ)|. (2.41)

Une combinaison de (2.39), (2.40) et (2.41) nous donne :∣∣∣∣∣(Iαa f)(t)− (t− a)α

Γ(α + 1)
f(t)

∣∣∣∣∣ ≤ 1

αΓ(α)
[εδα + 2M((t− a)α − δα)]

=
1

Γ(α + 1)
[εδα + 2M((t− a)α − δα)],
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en faisant tendre α vers 0+, on obtient :

lim
α→0+

∣∣∣∣∣(Iαa f)(t)− (t− a)α

Γ(α + 1)
f(t)

∣∣∣∣∣ ≤ ε

autrement dit : ∣∣∣∣∣ lim
α→0+

(Iαa f)(t)− f(t)

∣∣∣∣∣ ≤ ε, ∀ε > 0,

c’est-à-dire que :
lim
α→0+

(Iαa f)(t) = f(t)

�

2.2.3 Dérivées d’ordre arbitraire

Définition 2.2.2

Soit α ∈ [m− 1,m[ avec m ∈ N?. On appelle dérivée d’ordre α au sens de Riemann-Liouville la
fonction définie par

(R
a
Dα
t f)(t) =

(
d

dt

)m
[(Im−αa f)(t)] (2.42)

=
1

Γ(m− α)

dm

dtm

∫ t

a

(t− τ)m−α−1f(τ)dτ, m− 1 ≤ α < m.

2.2.4 Dérivées fractionnaires de quelques fonctions usuelles

Calculons la dérivée de Riemann-Liouville de la fonction f(t) = (t− a)β.
En utilisant (2.35) on peut écrire

R
a
Dα
t (t− a)β =

(
d

dt

)m[
Γ(β + 1)

Γ(β + 1 +m− α)
(t− a)β+m−α

]
,

=
Γ(β + 1)

Γ(β + 1 +m− α)

(
d

dt

)m
(t− a)β+m−α, (2.43)

on sait que(
d

dt

)m
(t− a)β+m−α = (β +m− α)(β +m− α− 1)...(β − α + 1)(t− a)β−α. (2.44)

Par substitution de (2.44) dans (2.43) on obtient :

R
a
Dα
t (t− a)β =

Γ(β + 1)(β +m− α)(β +m− α− 1)...(β − α + 1)

Γ(β + 1 +m− α)
(t− a)β−α

=
Γ(β + 1)(β +m− α)(β +m− α− 1)...(β − α + 1)

(β +m− α)(β +m− α− 1)...(β − α + 1)Γ(β − α + 1)

=
Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
(t− a)β−α. (2.45)
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Remarque 2.2.3

i) La formule de dérivation (2.45) se réduit pour α = 1 à

R
a
D1
t (t− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(β)
(t− a)β−1 = β(t− a)β−1 =

d

dt
(t− a)β. (2.46)

ii) Si on prend β = 0 dans l’exemple précédent, on on arrive au résultat suivant :

R
a
Dα
t 1 =

(t− a)−α

Γ(1− α)
,

c’est-à-dire que la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’une constante n’est pas nulle
ni constante ! mais on a

R
a
Dα
t C =

C

Γ(1− α)
(t− a)−α.

Définition 2.2.3 (Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville à gauche)

∀t > a, R
a
D−αt f(t) =

1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1f(τ)dτ

Définition 2.2.4 (Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville à gauche)

∀t > a, R
a
Dα
t f(t) =

1

Γ(m− α)

(
d

dt

)m ∫ t

a

(t− τ)m−α−1f(τ)dτ

Les deux définitions précédentes utilisent le passé de f, c’est-à-dire les valeurs de f(τ) pour
a < τ < t. Nous pouvons définir des opérateurs similaires, qui utilisent le futur de f, c’est-à-
dire les valeurs de f(τ) pour t < τ < b. On définit ensuite les deux opérateurs suivants :

Définition 2.2.5 (Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville à droite)

∀t < b, R
t
D−βb f(t) =

1

Γ(β)

∫ b

t

(τ − t)β−1f(τ)dτ

Définition 2.2.6 (Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville à droite)

∀t < b, R
t
Dβ
b f(t) =

1

Γ(m− β)

(
− d

dt

)m ∫ b

t

(τ − t)m−β−1f(τ)dτ.

Notons bien que f est une fonction telle que R
a
Dα
t f(t) et R

t
Dβ
b f(t) sont définies.
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2.3 Dérivées fractionnaires de Caputo

Dans la modélisation mathématique l’utilisation des dérivées fractionnaires au sens de Riemann-
Liouville mène à des conditions initiales contenant les valeurs limites des dérivées fraction-
naires en la borne inférieure t = a. Une certaine solution de ce problème a été proposée par

M.Caputo. Soit p ≥ 0 (avec n− 1 ≤ p < n et n ∈ N?) f est une fonction telle que
dn

dtn
f ∈ L1[a, b].

La dérivée fractionnaire d’ordre p de f au sens de Caputo est définie par :

c
aD

p
t f(t) =

1

Γ(n− p)

∫ t

a

(t− τ)n−p−1f (n)(τ)dτ

= In−p(
dn

dtn
f(t))

2.3.1 Propriétés

1. Relation avec la dérivée de Riemann-Liouville soit p ≥ 0 (avec n−1 ≤ p < n et n ∈ N?).
supposons que f est une fonction telle que c

aD
p
t f(t) et RaD

p
t f(t) existe, alors :

c
aD

p
t f(t) =R

a D
p
t f(t)−

n−1∑
k=0

fk(a)(t− a)k−p

Γ(k − p+ 1)
.

On déduit que, si f (k)(a) = 0 pour k = 0, 1, 2, ..., n− 1 on aura c
aD

p
t f(t) =R

a D
p
t f(t)

2. Composition avec l’opérateur d’intégration fractionnaire :
Si f est une fonction continue, on a :

c
aD

p
t f(t)Ipa = f

et Ipa(caD
p
t f(t)) = f(t)−

∑n−1
k=0

fk(a)(t− a)k

k!
.

Alors, l’opérateur de dérivation de Caputo est un inverse gauche de l’opérateur d’inté-
gration fractionnaire mais il n’est pas un inverse droit.

2.3.2 Transformée de Laplace

Si f possède un transformée de Laplace F (s), alors :

L[c0D
p
t f(t)](s) = spF (s)−

n−1∑
k=0

sp−k−1f (k)(0)

(avec n-1≤p<n).

Comme cette transformée induit les valeurs de la fonction f et ces dérivées f (k) en la borne
inférieure t = 0 pour lesquelles certaines interprétations physique existent elle peut être très
utile dans l’application.
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Exemple 2.3.1

1. La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo :
La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle :

c
aD

p
tC = 0

2. La dérivée de f(t) = t− a)α au sens de Caputo :
Soit p non entier et 0 ≤ n− 1 < p < n avec α > n− 1 alors, on a :

f (n)(τ) =
Γ(α + 1)

Γ(α− n+ 1)
(t− τ)α−n

d’où
c
aD

p
t (t− a)α =

Γ(α + 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)

∫ t

a

(t− τ)n−p−1(τ − a)α−ndτ.

En effectuant le changement de variables τ = a+ s(t− a) on aura :

c
aD

p
t (t− a)α =

Γ(α + 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)

∫ t

a

(t− τ)n−p−1(τ − a)α−ndτ

=
Γ(α + 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)
(t− a)α−p

∫ 1

0

(1− s)n−p−1(s)α−nds

=
Γ(α + 1)β(n− p, α− n+ 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)
(t− a)α−p

=
Γ(α + 1)Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)Γ(α− p+ 1)
(t− a)α−p

=
Γ(α + 1)

Γ(α− p+ 1)
(t− a)α−p

2.3.3 Quelques propriétés des dérivées fractionnaires

Linéarité
La dérivation fractionnaire est une opération linéaire :

Dp(λf(t) + µg(t)) = λDpf(t) + µDpg(t)

où Dp désigne n’importe quelle approche de dérivation considérée dans ce mémoire.

De même pour Rieman -Liouville les dérivées fractionnaires d’ordre p, ( avec k − 1 ≤ p < k
), nous avons :

aD
p
t (λf(t) + µg(t)) =

1

Γ(k − p)
dk

dtk

∫ t

a

(t− τ)k−p−1(λf(τ) + µg(τ))dτ

=
λ

Γ(k − p)
dk

dtk

∫ t

a

(t− τ)k−p−1f(τ)dτ
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+
µ

Γ(k − p)
dk

dtk

∫ t

a

(t− τ)k−p−1g(τ)dτ

= λaD
p
t f(t) + µaD

p
t g(t)

Règle de Leibniz
Pour n entier on a :

dn

dtn
(f(t).g(t)) =

n∑
k=0

(
n
k

)
f (k)(t)g(n−k)(t)

La généralisation de cette formule nous donne :

Dp(f(t).g(t)) =
n∑
k=0

(
p
k

)
f (k)(t)Dp−kg(t)−Rp

n(t)

où n ≥ p+ 1 et

Rp
n(t) =

1

n!Γ(−p)

∫ t

a

(t− τ)−p−1g(τ)dτ

∫ t

τ

f (n+1)(ξ)(τ − ξ)dξ.

( lim
n−→∞

Rp
n(t) = 0).

Si f et g avec toutes ses dérivées sont continues sur [a, t], la formule devient :

Dp(f(t).g(t)) =
n∑
k=0

(
p
k

)
f (k)(t)Dp−kg(t)

Dp est la dérivée fractionnaire au sens de Grünwald-Letnikov et au sens de Riemann-Liouville.



Chapitre 3

Résolution de quelques équations
différentielles fractionnaire

Dans ce chapitre, on va résoudre quelques équations différentielles fractionnaires, en se ba-
sant sur la transformée de Laplace des dérivées fractionnaires.

3.1 Transformée de Laplace des dérivées fractionnaires de
Riemann-Liouville

L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville peut notamment s’écrire comme le produit
de convolution de la fonction g(t) = tα−1 et f(t).

R
0
Dα
t f(t) =

∫ t

0

(t− τ)α−1

Γ(α)
f(τ)dτ =

tα−1

Γ(α)
∗ f(t). (3.1)

La transformée de Laplace de la fonction g(t) = tα−1 est donnée dans [3] par :

G(s) = L{tα−1; s} = Γ(α)s−α. (3.2)

Ainsi, en utilisant la formule de la transformée de Laplace de convolution, on obtient la
transformée de Laplace de l’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.

L{R
0
Dα
t f(t); s} = s−αF (s). (3.3)

Pour obtenir la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville de la fonction f(t), posons

R
0
Dα
t f(t) = g(n)(t), (3.4)

ce qui entraine

g(t) =R
0
D
−(n−α)
t f(t)

1

Γ(n− α)

∫ t

0

(t− τ)n−α−1f(τ)dτ, n− 1 ≤ p < n. (3.5)

27
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L’utilisation de la transformée de Laplace de la dérivation d’ordre entier conduit à :

L{R
0
Dα
t f(t); s} = sαG(s)−

n−1∑
k=0

skg(n−k−1)(0) (3.6)

où

G(s) = s−(n−α)F (s). (3.7)

En utilisant la définition de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville, nous obtenons :

g(n−k−1)(t) =
dn−k−1

dtn−k−1
R
0
D
−(n−α)
t f(t) =R

0
Dα−k−1
t f(t). (3.8)

Par substitution de (3.7) et (3.8) dans (3.6), nous arrivons à l’expression finale de la transfor-
mée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville,

L{R
0
Dα
t f(t); s} = sαF (s)−

n−1∑
k=0

sk
[
R
0
Dα−k−1
t f(t)

]
t=0

, n− 1 ≤ α < n. (3.9)

l’application pratique de la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville, est limitée par l’absence d’une interprétation physique des valeurs limites des déri-
vées fractionnaires en la borne inférieure t = 0.

En partculier, si n = 1 et n = 2, on a respectivement,

L{R
0
Dα
t f(t); s} = sαF (s)− R

0
Dα−1
t f(0), 0 < α ≤ 1 (3.10)

L{R
0
Dα
t f(t); s} = sαF (s)− R

0
Dα−1
t f(0)− sR

0
Dα−2
t f(0), 1 < α ≤ 2. (3.11)

Le tableau 3.1 donne un bref résumé de certaines transformées de Laplace utiles. Nous allons
souvent se référer à ce tableau le long de ce mémoire. a et b sont deux réels constants (a 6= b) et
α, β > 0 arbitraires.

F (s) f(t) = L−1{F (s); t}
1
sα

tα−1

Γ(α)
1

(s+a)α
tα−1

Γ(α)
e−at

1
sα−a tα−1Eα,α(atα)

sα

s(sα+a)
Eα(−atα)

a
s(sα+a)

1− Eα(−atα)
1

sα(s−a)
tαE1,α+1(at)

sα−β

sα−a tβ−1Eα,β(atα)
1

(s−a)(s−b)
1
a−b(e

at − ebt)

TABLE 3.1 – Transformée de Laplace de quelques fonctions
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3.2 Quelques applications sur la résolution des équations dif-
férentielles fractionnaires

Exemple 3.2.1

Soit l’équation différentielle fractionnaire

R
0
D

2
3
t y(t) = ay(t),

où a est une constante réelle.
On a : 0 < α = 2

3
≤ 1, nous pouvons utiliser donc la formule (3.10). En prenant la transformée

de laplace des deux membres de cette équation, on obtient :

L{R
0
D

2
3
t y(t)} = aL{y(t)},

ce qui nous donne :

s
2
3Y (s)− R

0
D
−(1− 2

3
)

t y(0) = aY (s). (3.12)

La constante R
0
D
−(1− 2

3
)

t y(0) = R
0
D
− 1

3
t y(0) est la valeur de R

0
D
− 1

3
t y(t) en t = 0. Si nous suppo-

sons que cette valeur existe, et nous l’appelons C1, alors l’équation (3.12) devient :

s
2
3Y (s)− C1 = aY (s).

En résolvant cette équation, on arrive à :

Y (s) =
c1

s
2
3 − a

Finalement, grâce au tableau 3.1, on trouve l’inverse de la transformée de Laplace de Y (s),
puis on conclut que :

L−1

{
c1

s
2
3 − a

}
= C1t

− 1
3E 2

3
, 2
3

(
at

2
3

)
.

Dans l’exemple 3.2.1 (et toute autre situation similaire), on peut se demander si l’existence

de R
0
D
− 1

3
t y(0) implique que sa valeur est en fait C1 comme l’on a supposé. Nous allons montrer

c’est effectivement le cas.

Encore, une autre fois nous utilisons la transformée de Laplace (3.3) on trouve :

L
{
R
0
D
− 1

3
t y(t)

}
= s−

1
3Y (s). (3.13)
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Comme
Y (s) =

C1

s
2
3 − a

alors

L
{
R
0
D
− 1

3
t y(t)

}
=
C1s

− 1
3

s
2
3 − a

par conséquent

R
0
D
− 1

3
t y(t) = L−1

{
c1s
− 1

3

s
2
3 − a

}
= L−1

{
C1s

2
3
−1

s
2
3 − a

}
= C1E 2

3
,1

(
at

2
3

)
en t = 0, on obtient

R
0
D
− 1

3
t y(0) = C1E 2

3
,1(0) = C1.

Exemple 3.2.2

Considérons comme deuxième exemple l’équation suivante :

R
0
D

4
3
t y(t) = 0,

Maintenant, on a : 1 < α = 4
3
≤ 2, nous pouvons donc utiliser la formule (3.11). En prenant la

transformée de Laplace des deux côtés de cette équation, on trouve :

L{R
0
D

4
3
t y(t)} = 0,

ce qui nous donne :

s
4
3Y (s)− sR

0
D
−(2− 4

3
)

t y(0)− R
0
D
−(1− 4

3
)

t y(0) = 0. (3.14)

D’une façon analogue que dans l’exemple 3.3.1, nous supposerons que les constantes R
0
D
−(2− 4

3
)

t y(0)

et R
0
D
−(1− 4

3
)

t y(0) existent et appelées C1 et C2 respectivement, alors (3.14) devient

s
4
3Y (s)− C1s− c2 = 0.

En résolvant par rapport à Y (s), nous obtenons :

Y (s) =
c1s

s
4
3

+
c2

s
4
3

= 0,

nous utilisons encore une fois le tableau 2.1, on trouve la transformée de Laplace inverse de
Y (s) et nous concluons que :

y(t) = L−1

{
c1s

s
4
3

}
+ L−1

{
c2

s
4
3

}
=

c1

Γ(1
3
)
t−

2
3 +

c2

Γ(4
3
)
t
1
3 .
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Programme Matlab :

3.3 Quelques applications sur la résolution des équations in-
tégrales fractionnaires

3.3.1 Equation intégrale d’Abel

L’équation intégrale d’Abel est bien étudiée, et il existe de nombreuses sources consacrées à
ses applications dans différents domaines. Parmis les nombreux ouvrages existants sur divers
aspects des équations d’Abel nous citons par exemple [12] et [13].

Il existe aussi d’autres types d’équations intégrales, qui apparaissent dans les applications
et qui peuvent être réduites à l’équation intégrale d’Abel.

Définition 3.3.1

L’équation intégrale,

1

Γ(α)

∫ t

0

ϕ(τ)dτ

(t− τ)1−α = f(t), (t > 0), (3.15)

où 0 < α < 1, est appelée équation intégrale d’Abel.

Remarque 3.3.1

La solution de l’équation d’Abel est donnée par la formule :

ϕ(t) =
1

Γ(1− α)

d

dt

∫ t

0

f(τ)dτ

(t− τ)α
, (t > 0), (3.16)
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que nous préférons à écrire sous la forme inversée,

1

Γ(1− α)

d

dt

∫ t

0

f(τ)dτ

(t− τ)α
= ϕ(t), (t > 0). (3.17)

En terme des dérivées d’ordre fractionnaires, les équations (3.15) et (3.17) prennent respective-
ment les formes :

R
0
D−αt ϕ(t) = f(t), (t > 0), (3.18)

et

R
0
Dα
t f(t) = ϕ(t), (t > 0). (3.19)

3.3.2 Quelques équations réductibles à l’équation d’Abel

La solution de nombreuses problèmes appliqués conduisent à des équations intégrales, qui
à première vue n’ont rien en commun avec l’équation intégrale d’Abel, et à cause de cette im-
pression des efforts supplémentaires sont entrepris pour le développement de la procédure
analytique ou numérique pour résoudre ces équations.
Cependant, leurs transformations à la forme de l’équation intégrale d’Abel peuvent souvent
être pratique pour obtenir rapidement la solution, ce qui est la raison pour donner quelques
exemples typiques d’équations qui peuvent être réduites à l’équation d’Abel. Pour plus de dé-
tails nous pouvons consulter [12] et [13].

Exemple 3.3.1

On considère l’équation ∫ +∞

0

ϕ(
√
s2 + y2)√
s2 + y2

ds =
f(y)

2y
. (3.20)

Posons
ϕ(r)

r
= F (r2).

Nous pouvons donc écrire l’équation (3.20) sous la forme :∫ +∞

0

F (s2 + y2)ds =
f(y)

2y
. (3.21)

En effectuant le changement de variables x = y2, ξ = s2. Alors :

ξ = s2 =⇒ dξ = 2sds

=⇒ dξ = 2ξ
1
2ds

=⇒ ds =
1

2
ξ−

1
2ds.
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Par substitution dans (3.21) on arrive à :∫ +∞

0

ξ−
1
2F (x+ ξ)dξ =

f(
√
x)√
x

. (3.22)

Effectuant encore une autre fois le changement de variable τ = 1
x+ξ

, on aura d’une part,

τ =
1

x+ ξ
=⇒ x+ ξ =

1

τ

=⇒ dξ = − 1

τ 2
dτ.

et d’autre part,

τ =
1

x+ ξ
=⇒ ξ =

1

τ
− x

=⇒ ξ−
1
2 =

(
1

τ
− x
)− 1

2

,

donc

ξ−
1
2dξ = − 1

τ 2

(
1

τ
− x
)− 1

2

dτ

= −τ−
3
2 τ−

1
2

(
1

τ
− x
)− 1

2

dτ

= −τ−
3
2

(
1− τx

)− 1
2

dτ

= −x−
1
2 τ−

3
2

(
1

x
− τ
)− 1

2

dτ.

Cherchons maintenant les bornes de l’intégrale pour la nouvelle variable τ. On a

ξ = 0 =⇒ τ =
1

x
ξ −→ +∞ =⇒ τ −→ 0+.

Si nous substituons dans (3.22) nous obtenons∫ 0

1
x

−x−
1
2

(
1

x
− τ
)− 1

2

τ−
3
2F

(
1

τ

)
dτ =

f(
√
x)√
x

(3.23)

après simplification, on trouve :∫ 1
x

0

(
1

x
− τ
)− 1

2

τ−
3
2F

(
1

τ

)
dτ = f(

√
x) (3.24)

si on pose maintenant t = 1
x
, et ψ(τ) = τ−

3
2F

(
1
τ

)
on arrive à une équation d’Abel de type (3.15)

avec α = 1
2
. ∫ t

0

(t− τ)−
1
2ψ(τ)dτ = f

(
1√
t

)
. (3.25)
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Par la relation (3.18), on déduit que la solution de l’équation (3.25) s’écrit sous la forme

ψ(t) =
1

Γ(1
2
)
R
0
D

1
2
t f

(
1√
t

)
=

1√
π
R
0
D

1
2
t f

(
1√
t

)
(3.26)

c’est-à-dire que :

ϕ

(
1√
t

)
=

t√
π
R
0
D

1
2
t f

(
1√
t

)
. (3.27)

Exemple 3.3.2 (équation intégrale de Poisson)

Soit l’équation intégrale de Poisson suivante :∫ π
2

0

ψ(r cosω) sin2µ+1 ωdω = f(r). (3.28)

Ce types d’équations peut se réduire à une équation intégrale d’Abel par le changement de
variable : x = r cosω. En effet,

x = r cosω =⇒ dx = −r sinωdω

=⇒ dω =
−1

r sinω
dx

et aussi

x = r cosω =⇒ x2 = r2(1− sin2 ω)

=⇒ sin2 ω =
r2 − x2

r2
= 1− x2

r2
,

d’un autre côté on a : ω = 0 =⇒ x = r et ω = π
2

=⇒ x = 0.
En substituant dans l’équation (3.28) on arrive à l’équation∫ r

0

(
1− x2

r2

)µ
ψ(x)dx = rf(r), (3.29)

si on pose maintenant y = 1
r2
, alors l’équation (3.29) devient∫ 1√

y

0

(1− yx2)µψ(x)dx =
1
√
y
f

(
1
√
y

)
(3.30)

ou plus simplement, ∫ 1√
y

0

(1− yx2)µψ(x)dx = g(y) (3.31)

où

g(y) =
1
√
y
f

(
1
√
y

)
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puisque (1− yx2)µ = yµ
(

1
y
− x2

)µ
, alors l’équation (3.31) peut se mettre encore sous la forme

∫ 1√
y

0

(
1

y
− x2

)µ
ψ(x)dx = y−µg(y) (3.32)

En effectuant le changement de variables τ = x2, t = 1
y

on obtient dx = 1
2
√
τ
dτ , y−µg(y) = tµg

(
1
t

)
et parsuite l’équation (3.32) s’écrit sous la forme∫ t

0

(t− τ)µψ(
√
τ)

1√
τ
dτ = 2tµg

(
1

t

)
(3.33)

si on pose ϕ(τ) = ψ(
√
τ)√
τ
, h(t) = 2tµg

(
1
t

)
, on arrive à une équation intégrale d’Abel,

∫ t

0

(t− τ)µϕ(τ)dτ = h(t), (3.34)

avec α = µ+ 1 dont la solution est donnée par :

ϕ(t) =
1

Γ(µ+ 1)
R
0
Dµ
t h(t).



Conclusion

Ce mémoire a pour but l’étude de quelques théorèmes et applications des dérivées et inté-
grales d’ordre fractionnaire pour quelques équations différentielles d’ordre non entier comme
l’équation d’Abel et quelques équations réductibles à l’équation d’Abel. On prend par exemple
l’intégrale de poisson, dans les deux premiers chapitres nous avons rassemblé quelques outils
de base utiles pour notre travail (les fonctions Gamma, Béta, Mettag-Leffler,...) et nous avons
présenté trois approches des dérivées et intégrales fractionnaires (approche de Grünwald-Letnikov,
Riemann-Liouville, Caputo). On peut modéliser des phénomènes naturels en faisant appel à la
dérivée d’ordre fractionnaire , depuis ces découvertes , beaucoup de contributions autant théo-
rique que pratiques ont montré l’importance des systèmes d’ordre non entier et leur intérêt
dans différentes disciplines telles que l’électricité, la chimie, la biologie , l’économie, l’automa-
tisme et le traitement du signal et dans les différentes applications telles que la modélisation,
l’identification et la commande. En effet , il a été montré qu’un nombre important de systèmes
physiques ont un comportement qui peut être mieux décrit en utilisant des modèles mathéma-
tique d’ordre non entier.
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