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Notations

Il sa norme.
dist la distance associée a cette norme.
Q la fermeture de et 9 sa frontiére.
B (¢, 7) la boule ouverte de centre xy et de rayon r :
u’ (t) la dérivée ordinaire par rapport a ¢
¢ somme directe.
(,) produit scalaire.
R T’ensemble des nombres réels
(M.d) espace métrique.
d(.,.) : application de distance.
¢ ([a.b]) : Pespace des fonctions continues
) : un ensemble ouvert borné .
U : un ensemble ouvert borné
U: cest la fermeture de U
Iod (.,.) : Pespace des fonction a valeurs dans R |k fois différentiable dans
deg : degré topologique .
max : maximum
B : la boule unité fermée
dim : dimension
K : un cone
(E,||]) un espace banach
A : opérateur

T : opérateur



Introduction

Les problémes aux limites associés aux équations différentielles d’ordre trois possédent une
large applications dans différents domaines de la science tels que la mécanique, la physique,
la biologie, ect. D’ailleurs ces équations interviennent en grandes parties dans la modélisa-
tion de nombreux phénomeénes comme exemples, les problémes de drainages, les problémes
de revétement d’écoulement des fluides, de diffusions non linéaires, d’allumages thermiques
des gazs, ect. Pour plus de détails voir [5] [17] ainsi que leurs références.

Récemment, ce type de problémes a attiré I'attention de plusieurs auteurs et depuis de
nombreux articles sont apparus. On peut citer par exemple et la liste est non exhaustive les
travaux d’Anderson et Davis [3], Graef et Yang [8] [9]; Sun [16], Guo et Sun [11], et dans
le méme concept nous mentionons les fameux articles de R. Ma [I4] et Agarwal [2] et les
références s’y rattachant. Néanmoins, & notre connaissance, peu d’études ont été entreprises

pour ce genre de problémes dans le cas o f satisfait une condition de croissance de type :
1t 2, D) < k() 2l + g(8) [7]° + h(t), (t,2,7) € [0,1] x B2

oup,q> 0.k, g, he L' ([0,1],R,)(voir section 2.3, Théoréme . Notons également que
la présence de la dérivée v’ dans 'expression de f entrainent des difficultées supplémentaires.
Autant qu’on sache, il n’existe aucune contribution concernant 'existence de la solution
positive du probléme aux limites (P1) .

Dans [I8], Graef et al donnent des conditions suffisantes pour l’existence et la non

éxistence de la solution positive du probléme suivant

u" (&) + f(tu(t),u (t) = 0,0<t<1
w(0) = u(p)—u(l)=u"(1)=0,



en considérant f et g deux fonctions continues définies respectivement sur R & valeurs
dans R™ et tel que g (¢) # 0 sur [0,1], avec 1 < p < 1.
De leurs cotés, R. Ma et al [14] considérent le probléme aux limites en deux points

d’ordre quatre

u" () + f (tu(t),u (t) = 0,0<t<1
w(@) = 4 0)=0=4"(1)=4"(1)=0

et prouvent moyennant le théoréme de point fixe dans un céne 'existence ainsi que la
multiplicité de solutions positives dans le cas ou f est continue verifiant f (¢,u,p) > —M
ou (M > O),}loigr(l)f (t,u,p)\p =00 et f(t,u,0) > 0 pour (¢, u) € [0,1] x [0,00).

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la section suivante, nous citons les princpales
notations, définitions et lemmes qui seront utilisés par la suite. La Section 2.3 traite de
I’existence et 'unicité de la solution en utilisant le principe de contraction de Banach et
I’alternative non linéaire de Leray Schauder. Quand a la section 2.4 elle traitera 'existence
de la solution positive via le théoréme bien connu de Guo-Krasnosels’kii. Pour clore nous

donnons quelques exemples illustrant les résultats obtenus.



Chapitre 1

Rappels et notions fondamentales

1.1 théoréme du point fixe

1.1.1 théoréme du point fixe de Banach

Définition 1 Soit T une application d’un ensemble X dans luis méme. On appelle point

fize tout point x € X tel que T'(x) = x.

Le théoréme du point fize le plus élémentaire le plus utilisé est le principe de contraction
de Banach. Pour cela nous commengons par une présentation de ce principe ainst qu’un

certain nombre de généralisations de ce résultat.

Théoréme 2 [J] (Principe de contraction de Banach). Soit (M,d) un espace métrique com-
plet et soit F' : M — M wune application contractante i.e qu’il existe 0 < k < [ telle que
d(F(z), F(y)) < kd(z,y),Yz,y € M, alors F' admet un point fize u € M de plus pour tout

x €M on a lim, . F"(z) =u et

Preuve. D’abord, on montre 'unicité .

On suppose que il existe x,y € M avec x = F(x);y = F(y)et d(x,y) = d(F(z), F(y) <
kd(x,y).

Puisque 0 < k£ < 1 alors la dernier inégalité implique que d(x,y) = 0 = = = y, alors
Az € M tel que F(z) = x.



Maintenant, on preuve l’existence de x ou = € M.

On suppose que F"(z) est une suite de Cauchy ot n € {0,1,...}
d(F™(x), F"*Y () < kd(F" Y(z), F™(2)) < ... < k"d(z, F(z))
Sim >noune{01,..}
A(F"(z), F™(x)) < d(F"(x), F"(2)) + d(F" (x), F2(2)) + ..o+ (F™ (), F™(2))

< k"d(z, Fx) + k" d(x, Fx) + ... + k™ d(z, F(z))

<K'd(z, F(z) [1+k+E+...]
kjn

<

—1-k

d(z, F(x))

Pour m > n;n € {0,1,...} on a
n

A(F"(2), F"(2)) < ——

d(xz, F(x)) (1.1)

alors F'"(z) est une suite de Cauchy dans l'espace complet X en suite alors il existe u € X

avec
lim F"(z)=wu

n—--+o0o

De plus par la continuité de F

u= lim F""(z)= lim F(F") = F(u)

n——ao0 n——aoo

Alors u est un point fixe de F.
Finalement, m — oo in ({1.1)), on obtient

n

d(F"(z),u) < T %

d(z, F(x))
n

Exemple 3 Considérons 'application T : R — R défini par T(x) = § + %; alors T une
contraction avec 0 < k =1 < 1; et admet comme point fize x = 1 de plus im{T™(z)}2, =
1



Remarque : Les conditions du théoréme sont nécessaires, pour s’en convaincre consdérons

les exemples suivants .

Exemple 4 T:[0,1] = R, T'(z) = § + 1 ,est contractante mais n’admet pas de point five.
Le probléme est que T([0,1]) & [0, 1] et on ne peut pas itérer : xo =0, x1 =1, 9 = 1.5,

mais x3 n'est pas déifni!

Exemple 5 T:R - R; T(z) =z + ﬁ vérifie |T(x) — T'(y)| < |x — y| pour tout x # vy,
mais n'admet pas de point fize. Le probléme est que T n’est pas contractante, et pour tout

zo € R on obtient x,, —> +00

1.1.2 Théorémes du point fixe pour des contraction non définies
sur tout ’espace métrique

Soit (M,d) un espace métrique complet, il est clair qu'une fonction définie seulement sur un
sous-ensemble de M n’aura pas forcément un point fixe. Pour assurer cela, des conditions

supplémentaires seront nécessaires.

Théoréme 6 Soient K C M un ensemble fermé et T : K — M wune k-contraction.

Supposons qu’il existe xo € K et r > 0 tel que
B(zg,7) CK et d(zo,T(z0)) < (1 —FK)r

alors F' a un unique point fire x* € B(xo, 7).

Dans certaines applications, il y’a des cas ou T est lipschitzienne sans étre une contrac-
tion, alors qu’une certaine puissance de T est une contraction voir[l]. Dans ce cas nous

avons le théoreme sutvant.

Théoréme 7 Soit (M,d) un espace métrique complet T : M — M wune application telle
que d(T™(x), T™(y) < kd(x,y),Yx,y € M, pour un certain m > 1 ou 0 < k < 1. Alors T

admet un unique point fixe x* € M



Preuve. comme 7™ est une contraction, il en resulte du théoréme [6] que 7™ a un unique
point fixe , soit donc z* = T™z*. alors T™(T(z*)) = T(T™(z*)) = T'(z*),i.e.,T(x*) est un
point fixe de 7™ . mais 7™ a un unique point fixe,d’ou T'(z*) = * .Donc T a un unique

point fixe (z*) ,et il est unique car tout point fixe de T est également point fixe de 7" m

Exemple 8 Considérons 'espace métrique M donné par :M = Cla;b] ; Uespace des fonc-
tions continues & valeurs réelles définies sur Uintervalle [a;b]. M est un espace de Banach

par rapport la norme ||u|| = maxeay |u(t)|. w € M . On définit T : M — M par :

Tu(t) = / t u(s)ds

alors,

1T (u) =T ()| < (b= a)llu— vl

donc (b — a) est la meilleure constante de Lipchitz pour T. D’autre part, on a :

T?(u)(t) = /at (/as u(7’)d7’> ds = /at(t — s)u(s)ds

ﬁ/ (t — s)™ tu(s)ds,

et par induction

Tmu(t) =

dés lors
b—a)™

77 ) - 7w < P

et donc T™ serait une contraction si (b;f!)m <1

1.1.3 principes de continuation

une autre fagon d’obtenir 'existence de point fixe pour une application non définie sur
tout ’espace s’obtient via un processus de continuation . celui-ici consiste & déformer notre
application en une autre plus simple pour laquelle nous connaissons ’existence d’un point
fixe. il va sans dire que cette déformation connue sous le nom devra vérifier certaines

condition voir [I].



Définition 9 Soient X et Y d deux espaces topologiques. Deux applications continues f, g :

X — Y sont dites homotopes lorsqu’il existe une application continue
H:Xx[0,1] —Y

telle que H(x,0) = f(x) et H(x,1) = g(z). En d’autres termes, il existe une famille d’ap-
plications de X dans Y, a savoir & — H(xz,t) pour 0 <t <1, qui part de f pour arriver a

g, et varie continument. On note f ~ g.

Exemple 10 Soit X = Y = R", on considére ¢ : R* — R"™ [’application constante
clx) =0, et i : R" — R™ lapplication i(x) = x. Montrons que c et i sont homotopes.

1l suffit de prendre :
H:R"x[0,1] - R"
H(x,t) =tx.
Alors H(z;0) =0=c(x) et H(z,1) =x :

Exemple 11 Soit X =Y = R" — {0} ; on considére cette fois p(x) = x/||z| ; et i(x) = x

de nouveau. On voit que p et i sont homotopes en prenant
H: (R"—{0}) x [0,1] = R™ — {0}
H(z,t)=(1—-t)x+t—:

Définition 12 Soit f : X — Y une application continue. On dit que f est une équivalence
d’homotopie lorsqu’il existe g : Y — X telle que go f = idx et fog =id,. On dit alors
que X et Y ont le méme type d’homotopie, ou parfois qu’ils sont homotopie équivalents, et
on note X ~Y

Exemple 13 Soit X = R" — {0} et Y = S, on prend alors f : X — Y définie par
flz) =x/||z]|; et g : Y — X Uinclusion. Alors f o g = id, , et l’exemple |11 montre que
go f~id,. Donc R™ — {0} a le meme type d’homotopie que la sphére S™ .

Soit (X,d)un espace métrique complet, et U un sous ensemble ouvert de X.

8



Définition 14 Soit F: U — X et G : U — deux contractions, on dit que F et G sont

homotopes s’il existe H : U x [0,1] — X wérifiant les propriétés suivantes :
(a) H(.,0) =G et H(.,1) = F.
(b) H(z,t) # x pour tout x € OU et t € [0,1]
(c) Il existe o € [0,1) tel que d(H (x,t); H(y,t) < ad(z,y) pour tout z,y € U, ett € [0, 1].

(d) Il existe M > 0 tel que d(H(z,t), H(z,s) < M|t — s| pour tout x € U,et t,s € [0,1].

Théoréme 15 Soit F : U — X et G : U — X deux applications homotopiquement

con-tractives et G a un point fixe dans U. Alors, F' admet un point fize dans U.

Preuve. Considérons I'ensemble @ = {\ € [0,1] : = H(x,\) , pour certain x € U ou H
est une homotopie entre F et G a décrite dans la définition @ Notons que Q est non vide
puisque G a un point fixe et que 0 € (). On montre que Q est a la fois ouvert et fermé dans
[0,1], et ainsi, par connexité on aura () = [0, 1]. Par conséquent F a un point fixe. Montrons
d’abord que Q est un ensemble fermé dans [0,1]. En effet, soit {\,},en une suite dans Q
telle que lim,__, A, = A, alors, nous devons montrer que A € ). Comme \, € ) pour

n=1,2..., il existe z, € U on x,, = H(x,, An). Egalement pour n,m € {1,2,....} on a

d(xp, X)) = d(H (T, An) H (T, Am)
< d(H(xpy Ap) H (X Am)) + d(H (T, M)y H(Zpmy A
< M|\, — \p|+ad(zp, )
Ainsi, nous avons
M
-«
Ce qui montre que {x, }est une suite de Cauchy de X(car {\,}’est aussi) et, puisque X est

complet, il existe x € U telle que lim,__,o =, = =. Par la continuité de H,

r= lm =z, =lim, ,ooH(x,,An) = H(z,\)
n—oo

Ainsi, A € Q et Q est fermé dans [0, 1].



Montrons que Q est un ensemble ouvert de [0,1]. Soit \g € @, alors il existe g € U
avec xo = H(xg, \o). Puisque, par hypothése, g € U, nous pouvons trouver r > 0 tel que
la boule ouverte B(zg,r) = {z € X : (z,29) < r} C U. Choisissons € > 0 tel que € < %
ou r < dist(xg, U), et dist((zo,0U)) = inf{(xg,x) : x € OU}. Fixons A € (A\g — €, \g + €).
Alors |, pour zy € B(zo,7)

d(xo, H(z, \)) < d(H (0, \o)H (z, X)) + d(H (x, No), H(x, \)
< ad(xg, ) + M|, o

<ar+(l—a)r=r

Alors pour tout A € (Ao — €, Ao + €) fixé

H(.,,\) : B(zg,7) — B(xo,1)

Par le théoreme (2)), (6), on déduit que H(.,A) un point fixe dans U. Alors, A € Q pour
tout A € (A\g — €, \g + €).et parconséquent Q) est ouvert dans [0, 1] .
[

Du théoréme précédent, nous déduisons le résultat suivant.

Théoréme 16 (Alternative non-linéaire de Leray-Schauder)[1]. Soit U C E un ensemble
ouvert d’un espace de Banach E tel que 0 € U, et soit F : U — E une contraction telle

que F(U) soit bornée. alors un des deux énoncés suivant est vérifié :
(1) F a un point fize dans (U).
(2) il existe X € (0,1) et x € OU tels que x = AF(x).
Preuve. Supposons que (2) n’est pas vérifié et que F n’a pas de point fixe sur OU c’est a

dire  # AF(x) pour tout = € U et A € [0, 1].

Soit H : U x [0,1] — E donnée par H(z,\) = AF(z), et soit G I'application nulle.
Notons que G a un point fixe dans U (a savoir (0 = G(0)) et que F et G sont deux
applications homotopiquement contractives. Par le théoréme F a également un point

fixe et donc l'ennoncé (1) est vérific. m

10



1.2 Degré topologique

Dans cette section, nous donnons un bréf apercu de la notion du degré topologique que ce
soit en dimension finie ou infinie. Le degré, deg(f,2,y) de f dans € par rapport a y donne
une information sur le nombre de solutions de I'équation f(x) = y dans un ensemble ouvert
Q' C X — X est continue, y ¢ f(092) et X est un espace topologique, métrique la plupart

du temps. Pour plus de connaissance et d’amples détails voir [6] [7] [13] [15].

1.2.1 Degré topologique de Brouwer

: : = —k .
Considérons un ouvert borné €2 et de R™ de frontiére 0N2 et de fermeture Q. C™ (2, R*) dési-
gnera ’espace des fonctions a valeur dans R”, k fois différentiables dans €2 qu sont continues

sur . Cet espace sera muni de sa topologie usuelle.

Soit zo € 2, si f est différentiable en z, on note par Jy(zo) = detf'(xo) le Jacobien de

fen zg.

Définition 17 Soit f une fonction de classe C* sur Q. Notons par Jg(zo)le Jacobien de f
en un point xo de ) .Le point xq est dit point critique si J¢(xo) = 0. Dans le cas contraire,

xo est dite point régulier.

On désigne par Sp(2) Uensemble des points critiques. C’est a dire :
S5(Q) = {o € . Jy(x) = 0}

Définition 18 Un élément y € R™ est dit valeur réguliere de f si f~(y) N Sp() =0 Dans

le cas contraire, y est dit valeur singuliére.

Définition 19 Soit f € 61\f((9§2) une valeur réqulicre de f. On appelle degré topologique

de f dans ) par rapport a y, le nombre entier

deg(f, % y) Z SgnJs(x
zef~(y)
ou SgnJ f(x) désigne le signe de Jp(x), défini par sgn(t) =1 sit > 0 et sgn(t) = —1 si
t<0

11



Remarque 20 1) Par convention si f~*(y) = 0,deg(f,Q,y) = 0.

2) f~X(y) contient un nombre fini d’éléments
Exemple 21 Soient f: R — R, x — 22 alors le deg(f,]0,2[,1) =0

Exemple 22 soit 0 < ¢ < 1 et considérons la fonction f(z,y)(x® — y* — €, 2zy), et
f710,0) = {(z.y) € R?% f(z,y) = (0,0)} alors, on a

2’ — 1y —e=0 (1.2)

et
20y =0 (1.3)

D’aprés (1.3]) on trouve x = 0 ou y = 0.
Siz=0alors: —y?> — e =0 = y?> = —¢ c’est contradiction.

Siy =0 alors : 2%¢ = 0 <= 1 = /e ou © = — /¢, donc
Si Q{(z,y) € R?: 22 +y? < 1} alors f~1(0) N 9Q = (). En outre, comme
(22 =2y
et det(J;((x,y))) = 4(x* + y?) et puisque deg(f,0,y) = > vef-1(y) Sgndy(z) alors

SgndetJ;(\/e,0) = Sgnde = 1
SgndetJ(—+/€,0) = Sgnde = 1
— deg(f,2,0)=1+1=2

Remarque 23 Dans le cas ot f~(y) N.S;(Q) # 0, on a le lemme suivant.

Lemme 1 (Lemme de Sard) soit une fonction f € C'(Q,R"). Alors l’ensemble f(S;)

des valeurs critiques de f est de mesure nulle.

12



Nous verrons maintenant qu’on peut étende la nation de degré au cas ou la fonction f est

est seulement continue.

Définition 24 Soient Q0 C R™ un ouvert borné, f € C(Q,R") ety € R™ tel que y & f(0N).
On définit le degré topologique de f dans €2 par rapport y par

deg(f, 2, y) = [lim deg(fn, 2, y)]

ot { fulnen+ est une suite de fonction C'(Q,R"™) qui converge uniformément vers f dans

Q.

Rappelons présent quelques propriétés importantes du degré topologique de Brouwer.

Théoréme 25 [0/ Soit 2 C R™ un ouvert borné, et posons

A(Q) ={f € C(QR") 1y & f(00))}

L’application deg(f,Q,y) : A(Q) — Z satisfait les propriés suivantes

1. (Normalisation) deg(I;Q,y) =1 siy € Q et deg(IQ,y) =0 siy € R"\Q ou I désigne

[ 2application identité sur Q.
2. (Solvabilité) Si deg(f,Q,y) # 0, alors f(x) =y admet au moins une solution dans §).

3. (Invariance par homotopie) Pour tout h : [0,1] xQ — R™ et tout y : [0,1] — R™ continues
telles que y(t) ¢ h(t;00Q) pour tout t € [0,1], deg(h(t,.),Q,y(t)) est indépendant de t.

4 .( Additivité) Supposons que 2y et Qo sont deux sous-ensembles disjoints et ouverts de 2
ety & fFON(QUQ)) . Alors

deg(f,Q,y) = deg(f, Q. y) + deg(f,Qs,y)

5.deg(f,Q,y) est constant sur toute composante connexe de R™\ f ()

13



6.deg(f,Q,y) = deg(f —y,Q,0).

7. Soit g : Q — F,, une application continue ot F,, est un sous espace de R™,dimF,, = m

, 1 <m <n : Supposons que y est tel que y ¢ (I — g)0S2 . Alors

deg(f,Q,y) = deg((I — 9)gnr, , 2N Fnyy)

Dans le but de démontrer [’existence de solutions d’équations non linéaires dans R™,
la proprié (2) du théoréme ci dessus est souvent complétée par la propriété d’invariance
par homotopie du degré. L’intérét principal de cette notion réside dans le fait que si deux

applications sont homotopes, elles ont le méme degré.
Exemple 26 Soit Q = (—1;1) et considérons

h:(t;x) €[0,1] x Q — h(t,z) = (1 — t)x + twe”
il est clair que cette appliction satisfait

1. h est continue sur [0;1] x Q

2.h(0;x) = x et h(1;2) = ze®

3. Pour toutt € [0;1]; la fonction h(t;x) ne s’annule pas en {—1,1}. Donc si f(x) = xe®
alors deg(f7 <_17 1)7 O) = deg(Ia (_17 1)7 0) =1

1.2.2 Degré topologique de Leray-Schauder

Soient X un espace vectoriel normé de dimension infinie, {2 C X un ensemble ouvert et
borné, f :  — X une fonction continue et y € X tel que y ¢ f(952) .Dans la section
précédente , nous avons vu qu’en dimension finie , C'(2, X) est une classe convenable de
fonctions pour laquelle il existe une unique fonction degré , le degré de Brouwer , satisfai-
sant les propriétés 1,2 et 3 du théoréme . Malheureusement, en dimention infinie, C'(Q, X)
ne l'est pas .En effet , un exemple du & Leray montre qu’il faut restreindre la classe des
fonctions pour laquelle il y a existence et unicité d’une fonction degré de Leray-Schauder

a un ensemble strictement contenu dans C(Q, X).
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Définition 27 [13] Soient X un espace de Banach et Q une partie fermé de X. SiT : Q —
X est un opérateur continu , on dit que T est compact si pour toute partie bornée B de ()
, T(B) est relativement compact dans X.

On notera en particulier que si'T" est compact , alors T est borné sur les parties bornées de
X.

Définition 28 Soient X un espace de Banach et 2 une partie de X . On dit que l'application
T:Q — X estderang fini si dim(Im(T)) < oo, autrement dit , si Im(T) est un sous-espace

de dimension finie de X.

Lemme 2 Soient X un espace de Banach , Q C X. un ouvert borné et T : Q — X une
application compacte . Alors , pour tout € > 0 , il existe un espace de dimension fini noté

F et une application continue T, : Q1 — F telle que
|T.x — Tx|| < e pourtout z € Q.

Définition 29 Soient X un espace de Banach , Q C X. un ouvert borné et T : Q@ — X
une application compacte . Supposons maintenant que 0 & (I —T)(0N2). Il existe g > 0 tel
que pour € € (0,¢€y), le degré de Brouwer deg(I — T.,Q2N F,,0) est bien défini comme dans

le lemme[3. Par conséquent , nous définissons le degré de Leray-Schauder par
deg(I —T,Q,0) =deg(I —T.,Q2N F,,0).

Remarque 30 Cette définition ne dépend que de T et de Q. SiY € X est tel que y ¢
(I =T)(0) , le degré de I — T dans Q@ par rapport ¢ y est défini comme étant

d€g([ - T,Q,y) = d€g(_[ -7 - yaQaO)

Théoréme 31 [6/ Soit X un espace de Banach et
A={(I-T,9,0),Q un owert borné de X,T:Q— X compacte ,0¢ (I —T)(0Q)}
alors , il existe une unique application deg(f,Q,y): A — Z appelé le degré topologique

de Leray-Schauder telle que :

1. (Normalité) Si 0 € Q alors deg(1,2,0) = 1;
2. (Solvabilité) Si deg(I — T,€2,0) # 0, alors exists x € Q tel que (I — T)z = 0;

15



3. (Invariance par homotopie) Soit H : [0,1]Q une homotopie compacte, telle que 0 ¢
(I — H(t,.))(09). Alors deg(I — H(t,.),2,0) ne dépend de t € [0, 1];

4. (Additivité) Soient 0 et Qo deuz sous-ensembles disjoints ouverts de §) et
0¢(I-T)Q\ (2 U)).

Alors,
deg(I —T,9Q,0) =deg(I —T,,0) + deg(I —T,€s,0).

Le degré de Leray-Schauder conserve toutes les propriétés de base du degré de Brower.
Pour finir et comme conséquence de cette notion du degré nous allons prouver quelques
théoréemes de points fixe topologiques en particulier [’alternative non linéaire de Leray-
Schauder.

1.3 Théoréme du point fixe topologiques

Théoréme 32 (Brouwer) Soit B la boule unité fermée de R et f : B — B continue.

Alors f a un point five : il existe x € B tel que f(x) = x.

Preuve. S’il existe un x € dB, alors il n’y a rien & prouver. Sinon considérons I'application
h(t,z) =z —tf(z). On a h est continue , h(0,z) = z et h(1,2) =z — f(x). En outre si on
suppose que h(t, zo) = 0 pour certain xg € dB, alors on obtient zq = ¢ f(z() ce qui implique
comme 0 < t < 1, que f(xy) € 0B, contradiction . comme est une homotopie admissible
entre I — f et I alors

deg(I — f,9,0) = deg(1,9,0) = 1.

En conclusion , il existe un = € B, tel que z —tf(z) =0ie. f(z)=2z. m

Théoréme 33 (Schauder) Soit B la boule unité fermée d’un Banach E et f : B — B

compacte .Alors f a un point five : il eviste x € B tel que f(x) = x.

Preuve. Soit h(t,z) = tf(x) fonction compacte sur [0,1] x B. Si, pour un ¢t € [0,1] et un
x € 0B, on a x — h(t,xz) = 0, alors tf(z) = z; comme |z| = 1 et |f(x)] < 1, ceci impose
t =1et z = f(x) donc un point fixe sur OB situation que I'on a exclue . On peut donc

appliquer les propriétés de normalisation et d’invariance par homotopie du degré donne

L = deg(I, B,0) = deg(I — f, B,0)
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puisque h(0,.) =0 et h(1,0) = f donc 'existence d'un point fixe . m

Théoréme 34 [6/ (Alternative non-linéaire de Leray-Schauder). Soit Q C X un sous en-
semble ouvert borné d’un espace de Banach X tel que 0 € 2, et soit T : Q — X un opérateur

compact . Alors un des deux énoncés suivants vérifié :
(1) T a un point fize dans Q ;
(2) il existe X\ > 1 et x € 0N tels que Tx = Ax.

Preuve. Si (2) est vraie alors on a rien a prouver. Sinon, on définit ’homotopie
H(t,z) =tTx pour te€]0,1].

Ainsi défini H(t, z) est compacte , H(0,z) = 0 et H(1,x) = Tz. Supposons que H (t,z) =
xo pour un certain ¢ € [0, 1] et xp € 9. Alors on a tTxg =z9. Sit=0out=1ona (1);
Sinon

Txg= zl’g pour un certain t € (0,1),

et alors on a (2) . Sinon, on a deg(I —T,9,0) = deg(1,£2,0) =1 et alors T" a un point fixe

dans 2. m

Théoréme 35 (Brouwer) Soit M une partie convexe, compacte et non vide d’un espace
normé de dimension finie (X, |.||) et soit A : M — M une application continue, alors A

admet un point fize .

Théoréme 36 (Schauder) soit M une partie bornée, fermée, convexe et non vide d’un

espace de Banach X et soit A : M — M wune application compacte, alors A admet un point

fize.

Théoréme 37 (Schaeffer) Soit X un espace de Banach et soit A: X — X une applica-

tion compacte ,alors
i. Ou bien, I’'équation x = NAx admet une solution pour A =1,

ii. Ou bien, U'ensemble ¢ = {x € X,x = ANz, X € (0,1)} est non borné.
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Théoréme 38 (Krasnoselskii) Soit M un convexe fermé et non vide d’un espace de

Banach (X, ||.|]). Supposons due A et B sont deux applications de M dans X telles que
i. Ax+ By € M,Vz,y € M.
1. A est continue et AM est contenu dans un ensemble compact.

115. B est une contraction de constante o < 1.

Alors , il existe v € M, avec Ax + Bx = x.

Notons, que si A = 0, le théoréme se résume au théoréme de Banach. Si B = 0, alors

le théoréme n’est autre que le théoréme de Schauder.

Théoréme 39 [I0/Théoréeme de Krasnoselskii de compression et d’erpanssion
d’un cone Soit Q1 et Qo deux ouverts bornés d’un espace de Banach E tels que 0 €
01, C Qy et K un cone de E. Soit A : KN (2 \ Q1) — K un opérateur complément

continu , tel que l'une des conditions suivantes soit satisfaite,
(1) | Au|| < ||u|, v € KNI, et [|Aul| = |ul|, we K NoQys.

(i) || Au|| = ull, v € K 0o, [ Aul| < ||ull,u € K Ny,

Alors lopérateur A admet au moins un poins five dans K N (Qy \ Q) rappelons a
présent le théoréeme d’Ascoli-Arzela ainsi que le théoréme de convergence dominée de

Lebesque dont nous faisons un usage fréquent dans toute la suite.

Théoréme 40 (Ascoli-Arzela) Considérons X = C([a,b]) muni de la norme ||u| =

Zgggxb|u(t)|, avec —00 < a < b < +00. Si M est un sous ensemble de X tel que
i. M est borné, i.e . |ul| <r, Yue M etr >0 un nombre fizé,
1. M est équicontinu, i.e.
Ve> 0,30 >0, tq |[t1 —ta] <d et Yu e M = |u(ty) —u(ty)] < e.

Alors, M est relativement compact.

Théoréme 41 Soient Q un ouvert de R™ et (f,)nen une suite de LP(Y) telle que
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i. fu(x) = f(x) presque partout sur €.

ii. | fu(z)| < g(x) presque partout sur Q, ¥n avec g € LP(§2). Alors,

ferr) et |[fu— fllzr — 0.
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Chapitre 2

Application de théoréme
(Guo-Krasnosel’skii

Dans ce chapitre, nous intéressons a 1’étude d’une équation différentielle d’ordre trois avec

conditions aux limites non locales suivante :

W(t) + F(tu(t), w/(1) = 0,0 < t < 1
<P”{u<o>—au<1> (1) = Bul (n),u/(0) = 0,

ounn € (0,1),a,5 € Riet f une fonction donnée. Au fait, nous proposons d’établir
'existence, 1'unicité et l'existence de la solution positive du probléme (P1) via le principe
de contraction de Banach, I'alternative non linéaire de Leray Schauder, les propriétés de la
fonction de Green et le théoréme de Guo-Krasnosel’skii dans un céne, dans le cas ot la non

linéarité de f est soit sur-linéaire ol sous-linéaire.

2.1 Préliminaires :

Dans cette section, nous présentons quelques définitions lemmes et théorémes que nous

utiliserons pour la preuve des principaux résultats.

Soit £ = C*(]0,1], R), muni de la norme |y|, = |ly|| + ||¢/||; ou ||.]|dénoté la norme dans
C([0,1], R) déffinie par ||y||, = m[ax ly ()| et L[0, 1] I'espace de fonctions intégrables dans
tefo,1

0, 1] doté de la norme]|.||;. = f ly ()| dt pour tout y € L'[0,1].
E* ={yeC'([0,1],R) ,y( ) >0,¥t € [0,1]}. On suppose que ¢ = (1 — a)(1 — fn) #
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Commencons par résoudre un probléme auxilliaire donné par le lemme préliminaire

suivant.

Lemme 3 Soit y € E. Alors le probleme

u"(t)+y(t)=0,0<t<1
<P2){u<o>—au<1>, "(1) = B (n) o (0) = 0

possede une unique solution

t

w(t) = —%/(t—s) ()ds—%(ﬁ (1-a) —i—a/ ds  (2.1)

| )
+i0/(1_8) (1 —a)+afn(l—s)+as)y(s)ds

Preuve. En effet on a " = —y (¢), en intégrant trois fois I’équation il vient wu (t) =
¢

-1 f@- $)?y (s)ds+ At? 4+ Bt + C, ot les constantes A, B et C' sont déterminées par les
0
conditions aux limites du prbléme (P). m

Définition 42 Une fonction f:[0,1] x R? = R est une fonction de Carathéodory si

(1) La fonction t — f(t,x,y) est mesurable pour tout x,y € R
(13) La fonction (z,y) — f(t,z,y) est continue presque pour tout t € [0.1],

Lemme 4 [6
Soit F' un espace de Banach et €2 un sous ensemble ouvert, borné de F tel que 0 € Q :Soit
T : Q — F un opérateur complétement continu. Alors, soit qu’il existe x € OU X > 1 tels

que T(z) = Az, ou il existe un point fize z* € Q de T.
Définition 43 Une fonction u(t) est dite solution positive de (P1)si u(t) > 0,¥t € [0,1].

Définition 44 Soient (E,|.||) un espace de Banach et K C E wun sous ensemble non
vide fermé de E.K est dit un cone s’il satisfait les conditions :

1.(au+ pv) € K pour tout u,v € K et pour a, f > 0.

2ue K et (—u) e K implique uw = 0.
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Théoréme 45 [10] Soit Qyet Qo deux ouverts bornés d’un espace de Banach E tels que
0€,0 CQ etk un cone de E .Soit . A . KN (Q_Z\Ql) — K un opérateur complétment

continu ,tel que ['une des conditions suivantes soit satisfaite ,

(1) |[Au|| < ||ul|,uw € kN oQ,et ||Aul| > ||ul|,u € kN OQy,
(17) ||Au|| > ||u||,u € kNI ,et ||Aul| < |lu|,u € kNI,
Alors l'opérateur A admet au moins un point fixe dans K N (Q_Q\Ql) :

2.2 Théorémes d’existence etd’unicité

D’abord, nous étudions Pexistence de la solution non triviale en utilisant le lemme [4]

Théoréme 46 Supposons que f est une fonction de Carathéodory ,f(t,0,0) # 0 et

qu’ils existent trois fonctions non negatives k, g, h € L'([0,1], R,) telles que

|f(t, 2, T)] < k() 2" + g(t) [2]7 + h(t), (t,2,7) € [0,1] x R?, (2.2)

0< (2+ (18] +1) (2 J’rd3|oz|) + Iaﬁ\) <HkHL1[O.1] X HgHLl[O.l]) < % (2.3)
(18] +1) (2 +3|a]) + |ab] 1

(24 - ) Wil < 3 2.4)

Alors le probleme (P1) a au moins une solution non triviale u* € E.

Preuve. Transformons le probléme (P1) en un probléme de point fixe. Considérons

l'opérateur T': ¥ — E défini par

t

Tu(t) = —%/(t—s)2f(s,u(s),u’(s))ds
(tQ (1—a) —}-Q)/On(n—s)f(s,u(s)’u’(s))dS
+% -9 (P (1= 0) + (L 5) +as) f(s.(s) o (3)) ds.
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d’aprés le lemme|3] les points fixes de 'opérateur 7" sont les solutions du probléme (P;) :

Posons

1)(243
M — (2+ (18] + 1) ( “z‘ \a!)+|aﬁ|) (Hk”Ll[o,l}+||9||L1[0,1}>

H2+3
= (e LEDCSla) HladlY

On vertu de ’hypothése , nous avons 0 < M < % .Comme f(¢,0,0) # 0, alors il

existe un intervalle [o, 7] C [0, 1] tel que Tgtzg |f(¢,0,0)] >0 par conséquent N >0 .
o<t<r
Posons ||ul|] = max (||ul|},]|ull]),(¢c =pou o =q),n partic entiere de o et m =
N\

(37)" -

Définissons l'ouvert , borné Q par Q2 = {u € C'[0,1] : |lul|, <m}.

Montrons que 7" est un opérateur complétement continu sur 2.

(1) T est continu,

en effet, soit (u,) une suite qui converge vers u dans E. Alors,

[ Tun (t) = Tu (1))

< [P o () 60) = S s 5) o () s
w3 |2 e 2lal) [ 0915 o 6) 9 = (s () s
g [0 (0 2lal #8100 )17 (s 5)  (5) = F 50 (5) o () s
< <1+<'5'“)“|t|2'0"”'“5'> I Cotn ()t () = £ (o) ot ()

En outre, on a
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T"un () = T'u(t)] < /0 (L =) [f (s,un (5),uy, () = f (s,u(s), ' (s))| ds (2.5)

8 1 , ,
+H<1+ra|>/0 (1= ) 1f (5, () 1, (5)) — (s, (s) o (5))] ds
1| 1 , ,

*H(”"“”/o (1= ) 1f (5,un (5) 1, () — (5, (s) o (s))] ds

< (1+ 181+ 1) (1 + ‘O‘”) I Cottn (112 () = £ (o () o (D

<]

Par conséquent,

| T, — Tull, < (2+<\ﬂ\+1><2+3|a\>+\am)
’ - §

XS Crum ()1, () = f G () u" ()

En vu du théoréme de convergence dominée de Lebesgue on a ||Tw, — T'ul|; — 0 ,quand
n— 00 :

(ii) Montrons que T'(£2) est relativement compact.

a) Soit u € Q et compte tenu de on a

irul, < (24 18EDET ) 4o

N
M max ([Jull}, [lull{) + N

) (o + Bl + ¥

A

Posons max ([full, [ull?) = lull] ,o = p ou o = g; alors

ITull, < Mm® + N

ce qui entraine que T'(2) est uniformément borné.
b) T(Q2) est équicontinu. En effet pour t1,ty € [0, 1], t1 < t9,u € 2, nous avons par
application de
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|Tu (t1) — Tu (t2)]
<3 t(<t2—s>2 <t1—s>2) If (s,u(s) . u ()] ds
L L2 (b= ) £ (s,u(s) ' (s))] ds
+‘ﬁ<§|gf‘" (82— 8) [T (n— ) |f (5,u(s) o ()] ds
HEL @2 —23) [ (1= ) |f (s,u(s) o (5))|ds

Considérons la fonction ®(x) = x? — 2x , il est clair que est décroissante sur [0, 1], par

conséquent (ty — s)? —(t; — s)? < 2(ty — t1),d’ot on en déduit que

(T (ty) — Tu (t)]
< 2t —t) / 1 (5,0 (5) ())|ds+/ (s, (s) o ()] ds

+‘( )H( - t2 t2 / |f su (S))|d8

<]

lorsque t; — to, alors |Tu (t1) — Tu (t2)| tend vers 0, par conséquent 7°(2) est equicon-
tinu.

En vue du théoréme d’Ascoli-Arzela,T" est complétement continu.

A présent, nous pouvons appliquer 1'alternative non linéaire pour 7.0 — E Supposons

que u € 9, A > 1 tels que Tu = Au.On a

Tue) < (1+ CELGELMETEIR (26)

<]

max Ju ()] “kHLl[O i max |u' (t)[* ”9||L1[0.1} + HhHLl[O.l]]

§ (1 (LESES IR |ozﬁ|)x
[l (10 a0y + 1903011 ) + 1Al 50
et
T (t)] < <1+(’5|+1|)g(’1+|0‘|>>x (27)

[HUHT <||k||L1[O.1] + ||9”L1[0.1]> + HhHLl[O.l]i|
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Et donc en se servant des estimations 2.5 et on obtient

— — I !
wm- = Al = [ Tull, = max [(Tu) (5] + max (') (1)

< (2+ (161 +1) (2+3!a\)+!a5|) "

<]

[l O (1Kl + 190y ) + Il oo
= MlJulf + V.

Choisissons n la partie entiére de o Alors

((n+1l)—0 (oc—1)

A< MURTINST f MaN

((n+1)—0) (0-1) 1 1—1
- 1 n 1y ~» . 1\~
2 2 2

Conséquemment A < 1, contradiction avec le fait que A > 1 En vertu du lemme [4] on

conclut que 7' a un point fixe u* € Q et donc le probléme P; a une solution non triviale

u* € F.Ce qui achéve la preuve du théoréme.

Le théoréme suivant traite 'unicité de la solution.

Théoréme 47 Supposons que f est une fonction de Carathéodory et qu’ils existent deux

fonctions non négatives ki, ko € L([0,1],Ry) telles que

[f (t2,7) = f(ty, D <k () |z —y[+ k2 (O) [T = 5[, Vo, y € R,E € [0, 1] (2.8)

et

(2 EEDIC 4‘2’3 o) + |aB|

Alors le probleme (Py) admet une unique solution u* dans E.

) (Wl + el <1 29

Preuve. Prouvons que T est une contraction. En effet, soient u,v € E ,alors
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[Tu (t) = T ()]
<! <1+(!B!+1)( +2|a!)+!aﬁ\)

<]

/ If (s,u( f(s,v(s),v (s))|ds

Par on obtient

[T (t) = T (t)]
< <1+ (81 +1) (1+2!a|)+|aﬁ|)

N

maxyu(t)—v(t)\/o ky (s)ds+max\u'(t)—v'(t)\/o ko (s) ds
< (1+ (18l +1) (1 +2]a]) + [ap]

<]

D’autre part, on a

T'u(t) = _/0 (t—s)f(s,u(s),u (s))ds
Bl —a)

S

/0"<n—s>f<s,u<s>,u’<s>>ds

t(1—a) [ /
" S /0 (L—s) f(s,u(s),u (s))ds,
vt € [0.1]
alors
[T (t) = T" ()I
< ( |B|+ 1+|a|))

{ (s) = )|d8+/0 ko (s) [u' (s) — v (s)|ds
|6|+ ( —|—|a|) Y 1 . ) )
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En sommant et il suit en appliquant [2.§ et par passage au supremum que

| Tu —Tv||, < |[u—2v| : Conséquemment T est une contraction dés lors, elle admet un

unique point five qui est ['unique solution du probléme (Py). m

2.3 Existence de la solution positive

Dans cette section, en se servant de la fonction de Green et ses propriétés on établira la
positivité de la solution du probléme (P1) : Pour ce faire nous allons réécrire I'opérateur

T comme suit :
Tu(t) = /o Gy (t,s) f (s,u(s),u (s))ds (2.12)
pt? ! :
—l—m/o Go(n,8) f(s,u(s),u (s))ds
+2—</0 Gs(n,s) f(s,u(s),u (s))ds

ouG;(t,s),i =1,2,3 sont définies respectivement par

Gy (t,s) = { 3 [tz(lét;a:;);z 1’3 =t (2.13)
0Gi(t,s) [ s(1—t),s<t
G (t,s) = Ot {t(l—s), s

[ Bs(I—=t)+s(Il—s)(1—-pt),s<t
G3_{ Bt(1—s)’+s(1—s),t<s

Le résultat d’existence est basé sur la notion du céne et plus exactement sur le théoréme

de Krasnosels’kii.
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2.3.1 Fonction de Green

Commencons par déterminer la fonction de Green en effet, on a

t
1

u(t) = —5/(t—s) ()ds—— (*(1-a) +a/ (2.14)

0

1 / 9
%aa/ﬂ—swta—awﬂwnu—$+aﬂywws

= %/t—s ds——t21—0z +a/ —3) ds
+t2(12<_0‘)/01(1— 5y ()ds+2i§”/0 (1—8)%y(s)ds

1

«
+— s(l—s s) ds.
2, (1—=s)y(s)

comme ¢ = (1 — «) (1 — 8n) alors

t<2;afé(1_@y@ym _ 55%7%i4<1—@y@wm (2.15)
B 2 1 Bnt2 1
=3/ (1_S)y(s)ds+2(1—ﬁn>/o (1—s)y(s)ds

En regroupant le premier terme de [2.14] et le terme on obtient

/(t—s ds+—/ (1—-s)y

s [y ds

+2( =) Jo
~ (P (=)~ (= 5)) y(s) ds
142 Bnt? 1
+/0 5(1_S>y<8)d8+2(1—577)/o (1—s)y(s)ds
_ [ s p Bnt? 1 —s)y(s)ds
- [[Gesp@ass s [a- g (2.16)
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ou
3(P(1—s)—(t—9)7),0<s<t<1
Gi(t,s) { 2 (1—s5),0<t<s<1

En substituant dans l'expression de u(t) il vient que

u(t) = /OGl(t,s) ()ds+2(ﬁ1nzn)/ (1—9)y(s)ds (2.17)

_W/On(n_s)y(s)ds—%f On(n—S)y(S)dS

En regroupant encore une fois le deuxiéme terme d¢2.17 avec son troisiéme terme on
obtient

ﬂ)/ (1_s>y<s>ds_M/"@_S)y@ds

2(1—p5n 2 ;
N e U - Y AT
— 2(1_577)/0 (1 —s)—(m—1s)]y(s)d +—2<1_577)/77 n(1—s)y(s)d
_ Bt? U - . B2 1 e
- (1—577/ s(L=my(s)ds+ (1—577)/,777(1 Jy(s)d

- 1—577 / Golm s

ou
G s(l—-7n),0<s<n<l1
2Tl n(l-s5),0<n<s<1

9G1 (¢,9)
at

Remarquons que Giy(t, s) = et donc 'expression de u(t) devient

w = [ e <t,s>y<s>+2(f+5m | Gatnspy(s)as (2.18)
L -+ 52 [ a- oty
+2a_g i s(l—s)y(s)ds
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Pour terminer calculons le troisiéme terme de

gf " 9y (5)ds + 20 u-—)y@wm+§go S (1 s)y(s)ds
— 2a_g s(1—s)y d3+—/ (1—-s)y ds—(;—f On(n—s)y(s)ds
58 M=yt + 52 [ - spy s i

-—/ (81 (1= 5)* =B —s)+5(1—5)]y(s) ds
+—/ [ﬁn(l—s)2+s(1—s)]y(s)ds
[53(1— n+s(1—p5n)(1—s)]y(s)ds

2<
—1—2—§/77 [Bn(l—s)2+s(1—s)] y(s)ds

Et dés lors
1 2 1
w) = [ Gty eiss it [(Gn@a )
1
+2% i Gs(n,s)y(s)ds
ol
Bs(1—m)+s(1—s)(1—fn),0<s<n<l

Gs(ﬁys):{ 577(1_5)24_3(1 s),0<n<s<l1

Lemme 5 sia > 1et 3 < 3, alorsles fonctions Gi(t, s), vérifient les propriétés suivantes

i) Gi(t,s) € C([0,1] x [0,1]),7 =1,2,3,G;(t,s) > 0,1 = 1,2, et G3(n,s) >0 pour tout
€]0, 1].
i1) Si t,s € [11,72],0 <71 <7y < lalors :

Gy (1,8) <Gy (t,s) < Gi(1,s) (2.20)

G (5,5) < G (£5) < Gy (5, 9) (2.21)

1
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ol 7 = max (71, (1 — 7))

Preuve. i) Il évident que G; (t.s) € C([0,1] x [0,1]) ,en outre pour tout ¢,s € |0, 1],
G1 (t,s) et Gy (t,s) sont positives et si « < 1 et < % alors G (t, s) est positive

ii) Soit t,s € [11,72],0 <7 < 7o < 1, il est clair que G; (1,s) # 0 et Go(s,s) # 0 Si
0<m <s<t<m<l,alors

Gi(t,s) = [P(1—s)—(t—s)"]

s o s(1—s)

= 5[(1_5)_@_1)}ST—G1(175)
Gl(t,s)th2712G’1(1,5),0<7'1§t§s<7'2<1,

etsi0<n <t<s<m<l1,alors

Gy (ts) = %tQ(l—s)S%s(l—s):Gl(l,s)
Gh(ts) — %tm—s):%[t2s(t—s)+t2(1—s)]
> 230 8)271611(1,5)
D’autre part on a
Gy T 955
gz((i?) > (1-m),0<n<t<s<m<l,

et

GQ(t,S) B £<i

Gy(s,s) s~ m

G (t,s

G;ES’S)) > (1-7),0<7 <t<s<m<l,

comme Gs(s, s) sont non négatives alors
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1
TGy (8,8) < Gy (t,8) < —Go (s, 8)

G
Ce qui termine la preuve.
Supposons les hypothéses suivantes
H1) f(t,u,v) = a(t) fi (u,v) ona € C([0,1] ,Ry) et f € C(Ry xR,Ry)
H2) 0< fol G1(s,s)a(s)ds < oo

Lemme 6 St ue F,a>1,0< (< %, alors la solution du probléme auz limites (Py) est

positive et satisfait

min (u(t) +u (t)) >0 ull,

tG[T1 ,7‘2]

N 2 BT 1 B8 -1
0ol 0 = max <T1, (7‘ + (17517)) <T_1 + —(1767])> >

Preuve. De I’hypothése H1, on peut écrire

/G1 (t,s) o (s) fi (u(s) o (s)) ds (2.92)
+—)/ G (.8) () fu (u(s) o (5)) ds
—/%m $) fi (u(s) 4/ (5)) ds.

En appliquant le membre droit de I'inégalité [2.20] on obtient

u(t) < / Gh(1,8)a(s) fi(u(s),u (s))ds (2.23)
1_ / Ga(n,8)a(s) fi(u(s),u' (s))ds
gl@@)(M(@ o (3)) ds
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Ainsi
Gy (1,8)a(s) fi(u(s),u (s))ds (2.24)
_B

1

D’autre part, de I'inégalité 2.21] il en resulte que

i () = / Gy (t.5)a <>f1< (s) 4 (5)) ds (2.25)
(u(s) o (s)) ds

< (}+(1_6n))/02<s ) (5) i (u 5) o () ds

Par conséquent

/ G (s (u(s) o (s))ds > 6y o (2.26)

—1
oud; = ( + i Bn)) . En tenant compte du membre gauche de[2.21|et|2.24{on obtient

pour tout t € [y, 7]

u(t) > 77 [/0 Gy (1,8)a(s) fi(u(s),u (s))ds (2.27)

g ' '
+m/g Go (ﬁ,S)Oé(S)fl (u(s),u (8))d$

+2 [ Gana@ htua ©)ds| = 2l

De plus compte tenu [2.26] il vient que

/ ﬁTl ! /
u'(t) > (T+ i —577)) /0 Go (s,s)a(s) fi(u(s),u (s))ds (2.28)

Bn /
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Enfin par combinaison de [2.27] et [2.28 on obtient

min (u(t) +u' (t)) > 77 ||u||—|—<T+ bn )51 |||

te(r,m) 1-8n)
> 0lul,y

ol 0 = max (7'12, (T + (1/3 Tﬁln)> (51) Ceci termine la preuve.

Deffinissons les quantités Ag et A, par

fi (u, ’U) A i i (Ua U)

= lim ——2 A = im )
(lul+foh—0 |u + |v] (ful+o) =00 [u] + |v]
On dit que f est superlinéaire respectivement sublinéaire lorsque Ag =0 et A,, = o0
Jrespectivement Ag = oo et Ay = 0.

A présent démontrons le resultat principal de cette section. m

2.3.2 Existence de la solution positive

Théoréme 48 Sous les hypothéses HI-H2 et si o > 1,0 < 8 < % alors le probleme aux

limites (Py) admet au moins une solution positive dans les deux cas superlinéaire ainsi

que sublinéaire.
Preuve. Deffinissons le cone K par
K = {u € E, min (u(t)+u (t)) >0 ||u||1}
te(r,m2)

11 est facile de vérifier que K est sous ensemble non vide, fermé et convexe de F, donc
c’est un cone. De plus en vue du Lemme [6] on peut voir que TK C K.De plus via la preuve
du théoréme |46} T est complétement continu.dans £,

Examinons le cas ot f est sur-linéaire. Comme Ay = 0, alors pour tout € > 0 il existe

Ry > 0, tel que

fi(u,v) < e (ful + Jv])

pour 0 < |u|+ |v| < Ry. posons ; = {u € E,||u||, < Ry}, pour tout v € kN9Qy, il vient

que
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Tu(t) < e|ul, UO i (1,5) a (s) ds (2.29)

ﬁ 1 «a 1
+m/0 GQ(S,S)O&(S)—i—z/O Gg(’f],S)Oé(S)dS,

Par ailleurs, nous avons

1 1
Tu(t) < e |ul, (T—1+ (1_5/3m>/0 G (s, ) o (s) ds (2.30)
De P29 et [2.30] on conclut
1
ITull, < ellull, [ [ atsats (231)
0

n (%) /OIGQ(S,S)a(s)dS—i-%/Ong(n,s)oz(s)ds}

En vue du lemme [5], on peut choisir ¢ tel que
1 -1
e < (/0 {Gl (1,s)+ (%) Go (s, 8) + %Gg (n,s)} a(s) ds) (2.32)
Les inégalités et implique que ||Tull, < [Jull,,Vu € K N 0€,. Maintenant si
Ay = oo , alors pour tout M > 0; il existe Ry > 0, telle que fi (u,v) > M (|u] + |v])
pour [u| + [v| > R,. Soit R = max{2R;, %2} et notons par 2y L’ensemple ouvert
{ue E,||ul|; < R}.Siue KNoQ, Alors

min (u(t) +u () > 0 |Jull, = 6R > Ry (2.33)

tE[Tl,’TQ]

En utilisant la partie gauche de [2.20] et on obtient

Tu(t)y > 77 {/0 Gy (1,8)a(s) f1(u(s),u (s))ds

BT
(1—pn)

/03 190 (5 f u(s) 0 (3))

+

/ Ga (5, 5) o (s) fi (u(s) ol (s)) ds

ainsli

Tu(t) ZT%MHuul/O <G1 (8’8)4_%
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De plus, en vertu de [2.28 on a

T'u(t) > M|, <T + (f—ﬁﬁn)) /01 Ga (5,5) a (s) ds

En vue de 2.34] et 235 on obtient
Tu(t)+ Tu(t)
1
>t | [ (G s+ 26 009) ) a (5) s
0

T(L+78—pBn)+6n [
=) /OGQ(S,S)Q(S)CZS}

1
> Ml [ Gis.)a(s)ds
0

Choisissons M de sorte que

M > (/ ¢, <s,s>a<s>ds)_l

alors on obtient Tw (t) + T"u (t) > |ju||, Par conséquent,

ITul, > ull, , Yu € K 1Oy,

(2.35)

D’ou suite a la premiére assertion du théoréme [45] il en resulte que T a point fixe dans

analogue & celle du cas ou f est superlinéaire. m
2.3.3 Exemples
A fin d’illustrer nos resultat obtenus, considérons les deux exemples suivants.

Exemple 49 Le probleme aux limites en trois points suivant

:(1+t)*1°(sinu+e u())+ln(1+ ) O<t<1

{ u(0) =10"%u (1), v (1) =107/ (3) ,u
a une unique solution u € E :
En effet, on a oo =10"2,=10"%n =1 ¢ = 0.98995 et

|f (t2,7) = f(ty, P < k@) |z —y[+9(t) [T -7

37

KN (Q2/) tel que Ry < [Ju|| < R. Enfin en ce qui concerne la sublinéairité la preuve est
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ot k(t) = 1+t gt) = 1+t)""e kg € L1 ([0,1],R,).En utilisant le théo-

reme [47, il vient que

M =

(181+1) 2+ 3]a) +|of]
(24 : (1l + gl
= 0.20976 x 4.0508 = 0.84970 < 1

et donc le probleme [2.36 admet une unique solution u dans E.

Exemple 50 Le probleme aux limites suivant

4+4u?

u///:10—2< u Sint+u/€—u21n(1+t)+tant>,O<t<]. (237)
w(0) = —2u (1) (1) = 30 (§) .o/ (0) = 0 |

possede au moins une solution nontriviale u dans E.

En effet, onaa=—-2,=3,n=1%1¢=32

f(tzy) =107 (

f(t,0,0) =10"2tant # 0,t € (0,1)

T sint+ye=In(1+¢) +tant
S1n e n an
4 + x? Y

[f @&, y)l <K () [z + 9 @)yl +h ()

ou k(t) = 1072 sint, g (t) = %, h(t)=10"2tant, k,g,h € Ly ([0,1],Ry), , Vérifions

les hypothéses du théoréme en effet on a

1)(2+3
Vo (2+<IB|+ )2+ |a|)+|a6|) (H/{;HU[O’I]—FHgHLl[O’”>

S

1
= 27.333 x 8.4599 x 107% = 0.23123 < 3

1)(243
S CRRC SRS EIETE VT

1
= 27.333 x 0.61563 x 1072 = 0.16827 < 3

Alors le probleme [2.537 admet au moins une solution non triviale u dans E.
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Résumeé:

On s’intéressera a I'étude d'un probléme concernant
I'existence et I'unicité des solutions d’'un probléme a valeurs aux
limites non locales en utilisant le principe de contraction de
Banach et I'alternative non linéaire de Leray-Schauder et les
propriétés de La fonction de Green et le théoreme de Guo-
Krasnosel’skii dans un céne, dans le cas ou la non linéarité de f
est soit sur-linéaire ou sous-linéaire.

Mos clés :

valeurs aux limites non locales, I'alternative non linéaire de
Leray-Schauder, le La fonction de Green, sous-linéaire, sur-
linéaire, Existence de la solution.

Abstract:

We are interested in the study of a problem concerning the
existence and uniqueness of solutions to a problem for the
boundary value problem nonlocal By using Banach contraction
principle, Leray-chauder nonlinear alternative, properties of the
Green function and Guo-Krasnosel'skii fixed point theorem in
cone, in the case where the nonlinearity f is either superlinear or
sublinear.

Key words: non locales boundary value problem, , Leray-
Schauder nonlinear alternative, Green function,
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