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NOTATIONS

On utilise les conventions de notations suivantes : les indices ou exposants latins prennent
leurs valeurs dans I'ensemble {1, 2, 3} tandis que les indices grecs prennent, a I’exception

de e, leurs valeurs dans ’ensemble {1,2}. La convention des indices répétés (muets) est

adoptée.
0 e .
»(0; = — la dérivée par rapport a x;.
8%
0 .
» 0 = e la dérivée par rapport a z5 .
7
» 0 = P la, dérivée par rapport a x5 .

A
» 7f : la normale unitaire extérieure.

» u° = (u)vecteur de composantes 5.
» i = u°.n° : la composante normale du déplacement.

»0° = (U5, U5 ), U5 : la composante tangentielle du déplacement.

ou
u
>u’i] 863318.1']
. u
) K 8(29—5.

» (5, : la force de contact.
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)CAJET : la force de frottement.

»(vy) : le vecteur normale unitaire extérieure le long de .

»(7,) : le vecteur tangente unitaire le long de la frontiére ~, relié par 7 = —vq et 75 = v;.
» 0, =v,0, : I'opérateur de la dérivée de la normale extérieure.

» 0. = 1,0, : Vopérateur de la dérivée tangentielle.

» L2() : espace des fonctions carré intégrable pour la mesure de Lebesgue dx.

» H'(Q) : I'espace de Sobolev d’ordre 1.




INTRODUCTION

Les matériaux piézoélectriques sont couramment utilisés aujourd’hui, par exemple : des
pastilles piézoélectrique collées a des structures servent d’actionneurs (effet direct) détecte
les déformations, ou captures (effet inverse) servent pour déformer le matériau. Parmi les
applications de la piézoélectricité,

-le controle de vibration des structures élastiques(plaque,coque...)

-le contrdle de forme(ailes d’avion, miroirs de télescopes, ...)

-la conception d’organes artificiels en biomécanique .

Une premiére application de la piézoélectricité est due & Paul Langevin lors de la premiére
guerre mondiale, Langevin eut 1'idée d’utiliser des plaques de quartz piézoélectriques pour
I’émission et la réception d’ondes sonares sous marines de haute fréquences.

Depuis lors, le quartz est largement utilisé dans le domaine de la télécommunication en
tant que filtre, contréleur ou générateur.

Notre mémoire est composé de deux chapitres .

Le premier chapitre présente un apercu sur les équations de la piézoélectricité linéaire
ainsi que la formulation mathématique.

Le deuxiéme chapitre concerne ’analyse asymptotique du probléme de Signorini avec frot-
tement de Coulomb pour une coque mince piézoélectrique non homogéne et anisotrope .

On commence d’abord par la mise en équation du probléme ainsi sa formulation variation-
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nelle. En suite, on procéde a 'application du processus de ’analyse asymptotique comme

suivant :

e Mise & ’échelle du domaine .

Mise a ’échelle des inconnues et forces appliquées.

Développements asymptotiques des inconnues.

Identification des problémes aux ordres successifs.

Etude de ces problémes.




CHAPITRE

LA THEORIE LINEAIRE
DE LA PIEZOELECTRICITE




CHAPITRE 1.

1.1 Définitions et applications

1.1.1 Matériaux piézoélectriques

La piézoélectricité (du grec «piézeiny presser, appuyer) est la propriété possédé par cer-
tains matériaux ( naturels ou synthétique) qui se polarisent électriquement sous l’action
d’une contrainte mécanique, ou inversement, se déforment sous l’action d'un champ élec-
trique.

La piézoélectricité est donc un phénoméne électromécanique qui couple les champs élas-
tique et électrique. Ce phénoméne a été découvert et expliqué (par expérimentation sur
le quartz et le sel de Rochelle) par les fréres Jacques et Pierre Curie qui ont annoncé leur
découverte le 2 aout 1880 & 1’académie francaise des sciences.

Il existe beaucoup de matériaux naturels et synthétiques présentant les propriétés piézo-

électriques, par exemple

Cristaux naturels : quartz, sel de Rochelle, phosphate d’ammonium, ...

Cristaux liquides

Matériaux non cristallins : caoutchouc, paraffine, verre, ...

Textures : bois, os, ...

Matériaux piézoélectrique synthétiques : piézoceramics, cristallines, polymeére pié-

zoélectrique




1.1. DEFINITIONS ET APPLICATIONS CHAPITRE 1.

1.1.2 Effet piézoélectrique

L’effet piézoélectrique se décompose en deux types :

Effet direct C’est la propriété de certains corps de se polariser électriquement sous
I’action d’une force ou contrainte mécanique : des charges apparaissent sur les faces du
matériau, c-a-d :

force = déformation = tension électrique.

Effet inverse Inversement le matériau se déforme lorsque on lui applique une tension
électrique, c-a-d :

tension électrique = déformation.

1.1.3 Applications

L’effet piézo-électrique se trouve dans un trés grand nombre d’applications dans la vie

quotidienne et dans I'industrie :

e Le briquet : dans un briquet, la force exercée sur le cristal piézo-électrique produit

une tension électrique qui se décharge brutalement sous forme d’étincelles.

e Le Capteur de pression piézoélectrique : est une application industrielle : ils sont
notamment utilisés pour ’automobile (mesure de la pression des pneus), 'aéronau-

tique (mesure de la pression dans les tuyéres), ainsi que pour les mesures de niveau.

e Les Moteurs et actionneurs piézo-électriques utilisent 1'effet inverse : transformation
de la tension appliquée en déplacement. On les trouve par exemple dans les autofo-

cus d’appareil photo, dans les mécanismes de vitres électriques des voitures.

e La piézo-électricité est également en acoustique pour transformer des ondes acous-

tiques en signal électrique : microphones, haut-parleurs




1.2. LA MODELISATION MATHEMATIQUE
DE LA PIEZOELECTRICITE CHAPITRE 1.

1.2 la modélisation mathématique
de la piézoélectricité

1.2.1 la conservation de I’énergie

Le principe de la conservation de I'énergie pour un milieu piézoélectrique, montre que
pour tout domaine Q C R?, borné, de frontiére I', et de normale unitaire extérieure n,
le taux d’accroissement de I’énergie (cinétique-+interne) est égale au taux de travail de
tractions surfacique agissant sur I' moins le flux de ’énergie électrique sur I'. L’équation
suivante traduit ce principe :

0 1 .. . :

5% Q(§gujuj +U)d2 = /F(tjuj —n;pD;)dl (1.1)
avec o désigne la densité de masse, U I'énergie interne, ¢; les tractions surfacique, ¢ le
potentiel électrique et D le vecteur de déplacement électrique. Dans ce que suit on aura
besoin des équations d’équilibre du milieu suivantes :

L’équation du mouvement, avec f; est une force morte,
Yijj + fi = oty (1.2)

Y = (X;;) est le tenseur des contraintes, ¥;; = X;.

L’équation de charge électrostatiques,

)

q : la densité de charge libre du corps (souvent nulle).

La relation entre le potentiel électrique et le champ électrique,
Ek = Pk (14)
Le tenseur des déformations linéarisées

6U<U) = %(ui,j + iji). (15)




1.2. LA MODELISATION MATHEMATIQUE

DE LA PIEZOELECTRICITE CHAPITRE 1.
Appliquons le théoréme de divergence a (1,1), on obtient (2 arbitraire) :
: ou; O - oD;
QUJUJ * ]Ju + JaZL’j 8IZ v 8xz
= U = (Xij; — 0Ui)0; + Xij5— — - i
( 7 ou >u + J@xj v 81’1 8%
Donc

L’équation (1,6) s’appelle la premiére loi thermodynamique du milieu piézoélectrique,

ol 613 (U) = €U<u>
1.2.2 Les équations constitutives piézoélectrique

On suppose dans la suite que la charge électrique q = 0.

On définit 'enthalpie électrique par
H=U-ED,.
Puis on dérive (1.7) par rapport au temps on obtient
H=U - ED;— ED,.
On remplace ’équation (1.6) dans (1.8) on obtient
H= fu+ X556 — DiEi>
ce qui implique
H=H(u,e, F).

On dérive (1.10) par rapport au temps, on trouve

- OH 0OH OH .
H o= b+ i+ o,
067;j6] * ou ut OEZ

on substitue (1.9) dans (1.11) on obtient

OH . . OH _ . OH
(X — %)%‘ —(Di + 8_Ei) 5

Ei+(f—==)u=0.

(1.7)

(1.8)

(1.9)

(1.10)

(1.11)

(1.12)

9



1.2. LA MODELISATION MATHEMATIQUE
DE LA PIEZOELECTRICITE CHAPITRE 1.

L’équation (1.12) est une identité qui doit étre valide pour u, é;; et E; arbitraires qui sont

compatibles avec la condition ¢é;; = ¢;;, on trouve que

1, 0H OH
i == , 1.13
J 2 (8eij * 861-3-) ( )
0H
0F, (1.14)
oH
= . 1.15
f= (115
Si de plus on convient de construire H de telle sorte que
OH 0OH
(9eij n (96]-/
on peut écrire I'équation (1.13) comme suit
OH
PITE . 1.16
J 862‘]‘ ( )

Comme on s’intéresse seulement a la théorie linéaire, on construit une forme quadra-
tique homogéne pour H

1

. 1
H= 2A”kle,-jekl — PijkEiejk - = Gij EZ'E]', (117)

2
avec AWK le tenseur d’élasticité et Py le coefficient piézoélectrique et €;; le coefficient

diélectrique, tel que

Le tenseur d’élasticité tridimensionnelle (A“*) est symétrique et défini positif, il vérifie

AR e L>(Q),
Aijkl — Ajikl — Aklij — Aklji
4C' > 0Vx € Q) Aijkl(ﬁ)Xleij = CXZ]XZ] ,VXij = Xﬂ

Le tenseur piézoélectrique (P;;i) est symétrique et vérifie

Py = P,
Pijk S LOO<Q)

Le tenseur diélectrique (€;;) est symétrique, défini positif et vérifie
STRSITE

€45€ LOO(Q)7
3C" > 0 Vx € (Q) 1€ XZX] = C/XZX]

10



1.2. LA MODELISATION MATHEMATIQUE
DE LA PIEZOELECTRICITE CHAPITRE 1.

Remarque 1.2.1 : On a 21 constantes élastiques indépendants et 18 constantes piézo-

électriques indépendants et 6 constantes diélectriques indépendants .
De (1.14)-(1.16) on obtient les équations constitutives piézoélectrique
Y = Aey — Py By, (1.18)
D; = Pien+ €ix Ek. (1.19)

1.2.3 Les équations différentielles de la piézoélectricité

On a maintenant déterminé un systéme d’équations, i.e., le nombre d’équations égale au

nombre de variables inconnues, comme il est clair dans le tableau ci-dessous .

Nombre d’equations | Les variables additionnelles
i = 0ly — f; 3 9
Yij = Aijier — Prij Bk 6 9
D; = Pien+ € Fy 3 0
cij = 5 Uiy + ujs) 6 0
Ey=—p 3 1
Total 22 22

Tableau 1

Ce systeme de 22 équations et 22 variables inconnues peut se réduire par des simples
substitutions & un systéme de quatre équations et quatre variables inconnues u; et ¢ les

quatre équations sont :

Ay i+ Prijep rs = 0iiy — [, (1.20)
Piriugii— €k i = 0. (1.21)
Remarque 1.2.2 : On s’intérese dans la suite au cas statique (i; = 0).

Afin que ce systéme d’équations soit bien posé il faut rajouter des conditions aux limites

convenables.

11



1.2. LA MODELISATION MATHEMATIQUE
DE LA PIEZOELECTRICITE CHAPITRE 1.

Afin d’assurer la stabilité du systéme on doit imposer la condition que I’énergie interne U

est une forme quadratique définie positive. Donc
U = S Ak L e, BE
= § erleij + 5 SHE VIV

Les équations régissant le comportement piézoélectrique sont :

ot
avec les conditions aux limites
u=0 sur I'},
Yij(u, ¢).n; = h; sur I'y, o

=@ sur I'.p,
D(u,p).n =0 sur Tey.

Remarque 1.2.3 Les conditions aux limites mécaniques indiquées par un exposant (m)

et les conditions auz limites électriques indiquées par un exposant (e).

12



1.3. EXISTENCE ET UNICITE D’UNE SOLUTION CHAPITRE 1.

1.3 Existence et unicité d’une solution

On présente maintenant, un bref rappel de quelques lemmes notamment celui du mouve-

ment rigide, ainsi que les inégalités de Korn et de Poincaré.

1.3.1 Rappels des inégalités de Poincaré et de Korn

Définissons

Vin(Q) = {v e (H'(Q))*,v =0 sur '}, on le munit de la norme ||v||v,, () = || Vvl|(r2(0))

1. (Lemme du mouvement rigide )

Simes '} > 0, v € V,,(Q) et e;;(v) =0, alors v = 0.

2. (Inégalité de Poincaré)
Soit © un ouvert borné, alors pour chaque fonction ue Hp (), il existe une

constante C'(2) strictement positive telle que :

ullz2) < Cl|Vul|2(e.-

3. (La premieére inégalité de Korn)
Soit I'p une partie de la frontiére I' de Q) telle que mes (I'p) non nulle, on définit
I’espace
Hi (Q)={ve H'(Q),v =0 sur I'p}

Soit 2 un domaine borné de R™ de frontiére I' = 0N lipschitzienne, alors on a

Yu € Hr,, (), [|VulZ2q) < 2lullizq).

4. (La seconde inégalité de Korn)

Soit €2 un domaine borné lipschitzien de R", alors on a

HUHH§D(Q) < C/Q [Z wu; + Z eij(u)e;;(u)| d,
=1

ij=1

avec u = (U;)1<i<n-

13



1.3. EXISTENCE ET UNICITE D’UNE SOLUTION CHAPITRE 1.

5. (Ciarlet)
Soit 2 un ouvert borné de R™ a frontiere I' = 9Q de classe C? et mes (I'%) > 0,

alors il existe une constante C strictement positive telle que

ollvin@ < C ) lles (v)llrze), Vo € Vial(€2)

ij=1

14



1.3. EXISTENCE ET UNICITE D’UNE SOLUTION CHAPITRE 1.

1.3.2 Deux formulations variationnelles du probléme

On présente dans la suite, deux formulations variationnelles équivalentes associées au
probléme aux limites (1.22)-(1.23).

Définissons les deux espaces suivants
W, (Q) = {¢ € H(Q),¢ = ¢ sur T.p},Vp € H?(T.p),
Wg,(Q) = {vp € H'(Q),) = 0 sur Tep}.

On munit 'espace Wg,(£2) de la norme suivante :

[ llwa, @ =NVl z2@)2, VY € Wi, (Q).

Nous supposons que les données du probléme sont suffisamment réguliéres, par exemple
f e (L2()3 et h € (LA(TR))3. Soit v € V,,,(Q), en multipliant la premiére équation du

systéme (1.22) par les composantes de v = (v;) et en intégrant sur €2, on obtient :

/ 0; (A ey (u) + PrijOrp)vide = / fividx. (1.24)
Q Q

En appliquant la formule de Green sur I’équation (1.24) et en tenant compte des conditions

aux limites (1.23), on aura :
/ [Aijklekl(u) + Pm]akgp] eij(v)dx = / fﬂ]zdx —|—/ hﬂ)zdr (125)
Q Q ry

De méme, soit ¢ € Wg,(€2). En multipliant la deuxiéme équation du probléme (1.22) par

1 et en intégrant sur {2, on obtient :
— / &-(—Piklekl(u)—l— ei]’ 3]<p)wdx = 0. (126)
Q

En appliquant la formule de Green et en tenant compte des conditions aux limites (1.23),

on aboutit a

/ [—Bklekl(u)—i— GZ’]‘ (%gp] &wdﬂc =0. (127)
Q

15



1.3. EXISTENCE ET UNICITE D’UNE SOLUTION CHAPITRE 1.

En additionnant les deux équations, (1.25)-(1.27) on obtient le probléme variationnel

suivant

Trouver(u, p) € Vin(2) x Wg_(2), tel que,
{ i (1.28)

u, 90)7 (Uad})) = (’U,@D),V(U,’(/)) € Vm(Q) X WEO(Q)’

a1 (0,9, (0,0)) = fo {[Aepa(w) + Posydeles; (v)
+[=Pen(u)+ € 0;]07) Yz, (1.29)
L(Ua ¢) = fQ fzvzdw + ‘/‘FW h;vdl.

En soustrayant les deux équations,(1.25) et (1.27) on obtient un second probléme varia-

tionnel

{ Trouver(u, @) € V() x Wi, (), tel que, (1.30)

as((, 0), (0,)) = L(0, ), ¥(1,) € Vin(©) X Wi, (),
as((, 0), (0,1)) = / (A ey (u) + Prygorples (v)
— [~ Pmen(u)+ €5 0;0]07) }dz, (1.31)

Q ry
Proposition 1.3.1 Les deux problémes (1.28)-(1.29) et (1.30)-(1.31) sont équivalents.

Preuve. Soit (u, ¢) une solution de (1.28)-(1.29). Puisque pour tout ¢ € Wg, ()
- ¢ S WEO(Q>7 on a

al((u7 90>’ (Uv _1/})) = L(U7 ¢)7V(Ua ¢) S Vm(Q) X WEO(Q>7

or pour tout (v,1) € V,,,(2) x Wg, (), on a

al((“? @)7 (Uv _¢)) = CL?((U’ 90)7 (Ua ¢))

Donc (u, ¢) est aussi une solution de (1.30)-(1.31). De méme, on montre que toute solution
de (1.30)-(1.31) est aussi solution de (1.28)-(1.29).

Pour démontrer l'existence et 1'unicité de la solution du probléme variationnel, il est
intéressant de considérer le probléme homogéne correspondant au premier probléme va-

riationnel. m

16



1.3. EXISTENCE ET UNICITE D’UNE SOLUTION CHAPITRE 1.

Lemme 1.3.2 57 ¢ est un élément de H%(FED), il existe un relévement ¢ de ¢ dans
HY(Q), c-a-d une fonction ¢ € H(Q) telle que @lr,, = p.
On pose alors

p=¢—¢

donc ¢ € Wgyq). Ce qui conduit a la proposition suivante :

Proposition 1.3.3 La solution (u,y) du probléme variationnel (1.28)-(1.29) est donnée
par
p=p+¢

avec (u, p) est solution du probléme variationnel suivant

Trowver(u,9) € Vi (Q) x Wg,(Q), tel que, (1.32)
ar(( v '

U,QD), (%d’)) = El(val/})? (Uﬂﬂ) S Vm(Q) X WEO(Q)7

ot ar((.,.),(.,.)) est définie en (1.29) et Ly(.,.) est définie par

Z_}l(v, w) = /(;fﬂ)ldl’ + AN hl’l}ldl—‘ + /Q {—Pkijakgbeij(v)+ Cik é%b&@b} dx (133)

m

17



1.3. EXISTENCE ET UNICITE D’UNE SOLUTION CHAPITRE 1.

1.3.3 Théoréme d’existence et d’unicité

Avant d’énoncer le théoréme d’existence et d’unicité de la solution du probléme aux limites
(1.22)-(1.23), on énonce quelques propriétés des formes : linéaire L(.) et bilinéaire a4(., .)

définies par le systéme (1.29) (Les démonstrations suivantes, se trouvent dans Haenel).

Lemme 1.3.4 Si f; € L*(Q) et h; € L*(I'%), alors la forme linéaire Li(.,.) est continue

sur Vi (Q2) x W, ().

Lemme 1.3.5 Simes (I'}) > 0 et mes (I'ep) > 0, alors la forme bilinéaire a1((.,.), (.,.))
est continue et elliptique sur Vp,(2) x WE, @)
Dans la proposition suivante, on énonce le résultat de l’existence et de l'unicité de la

solution du probléme homogéne (1.32). En utilisant le théoréeme de Laz-Milgram

Proposition 1.3.6 Si mes (I'%) > 0 et mes (Tep) > 0, si f; € L*(Q) et h; € L*(TR),

alors le probléme variationnel(1.32) admet une solution unique.

Corollaire 1.3.7 9i (I'8) > 0 et mes (Tep) > 0, si f; € L*(Q) et h; € L*(I'Y) et

@ € H2(I'"), alors le probleme variationnel (1.28)-(1.29) admet une solution unique.

Remarque 1.3.8 1. Simes(I.p) > 0, le probléme (1.32) aurait une solution unique
dans Uespace Vi, (Q) x (Wg,(Q)/R), c-a-d que le potentiel est défini a une constante

additive prés.

2. Le probléeme de la piézoélectricé admet donc deux formulations variationnelles. Sou-
vent on utilise la premiére, dont la forme bilinéaire est définie positive, mais non-
symétrique puisque la matrice de la piézoélectricité globale est antisymétrique. Dans
une autre situation il est envisageable d’utiliser la deuxieme formulation variation-

nelle, dont la forme bilinéaire est symétrique mais non-elliptique.

3. Dans [’expression

ar((u, ¢), (u, ) = / {Aijri(u)en(u)+ €i; 0ipd;p} da,
Q
les termes liés aux tenseurs piézoélectriques ont disparu. Ceci est di a la reversibilité

du phénomene de la piézoélectricité.
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CHAPITRE

MODELISATION ASYMPTOTIQUE DU
PROBLEME DE SIGNORINI AVEC
FROTTEMENT POUR UNE COQUE

PEU-PROFONDE PIEZOELECTRIQUE
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2.1. POSITION DU PROBLEME CHAPITRE 2.

2.1 Position du probléme

Soit Q= wx] — &, +¢[, un ouvert borné¢ de R3 occupé par un matériau piézoélectrique
anisotrope et non homogéne ot € (0 < € < 1) est un paramétre qui caractérise I’épaisseur
de la coque, et w un sous ensemble de R? la frontiére dw est divisée en 3 parties mesurables
v, Yo, Ye avec mes (7o) > 0. On note v := dw—"p, s := Ow—",. La frontiére latérale de Q°
est partitionnée en I's, = v x [—¢,¢], 'S = v, x [—¢,¢], [C = . x [—¢,¢] et ['§ = 71 X [—¢, €]
et I'y =TT UT%, la face supérieure I'. = w x {e}, et la face inférieure ' = w x {—¢}
sachant que (mes I'5, > 0). Soit 6° : @ — R? une fonction injective de classe C® tel
que 6°(z1,25) = eb(x1, 7). La configuration de référence de la coque est {{}, avec
Q0 = O(QF), chaque point de {0} est donnée par 7° = O(2°) = O(z1, 75) + x5asz(zy, x2)
pour tout z° = (x1,x9,25) € Q0 avec az est la normale unitaire extérieure de la surface
moyenne 0 = O¢(w) de la coque peu profonde. Pour un ¢ suffisamment petit, ’application
0 : 0 — O(Q) est un C'-difféomorphisme .On suppose que © conserve l'orientation de
I'espace (i.e, detVeO(zf) > 0, Vi € ﬁg). On suppose que la coque peu profonde entre
en contact unilatéral avec frottement avec une fondation rigide subit une force volumique
7 € (L2(¢))3, et une force surfacique b € (L2(T'%))? sur T = ©%(I'%) . On impose que
le potentiel électrique @ = 0 en fiD =0(Icy) on I, =T UTE avec I, = ©°(T5,) est
encastrée de plus on exerce sur la coque peu profonde des charges électriques de densité

surfaciques ¢¢ en fiN =0(Iy) on Iy =1
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2.2. LE PROBLEME TRIDIMENSIONNEL LINEAIRE SUR Q¢ CHAPITRE 2.

2.2 Le probléme tridimensionnel linéaire sur Qe

2.2.1 Les équations d’équilibre avec les conditions au bord

i’ S (@,6) = [* (ie., T8 @) = JF) sur O
(@, 5 = h(a) (e 5@, 5 =h> sur T (2.1)

e.,
w=0 sur Fem

2.2.2 Les équations de Maxwell-Gauss et les conditions au bord

électriques
—Jﬁﬁf( F) =0 (i.e., —07DH(@, @) = 0) sur &
De(ws, &°)n* = @ (i-e., Di(us, &°)n; = @) sur I'gy. (2.2)

=0 sur I,

2.2.3 Les conditions de Signorini

Soit d la fonction d’interstrice définie sur I est dans H %(fi ), cette fonction décrit la
distance entre la fondation rigide et la face inférieure (f‘e_ ), a raison que la coque peu pro-
fonde piézoélectrique ne peut pas pénétre la fondation, signifie que la composante normale
a5, vérifie 45 < d sur (I'2). La force de contact G5 est compressive d’ot G5 < 0 et il y
en a contact si 4y = d ou la surface est libre si G’A‘}?V = 0 ce que signifie G%V(qlﬁv —d) =0,

par conséquent les conditions de Signorini sont :

2.2.4 Loi de frottement de Coulomb

Soit A > 0 le coefficient de frottement, la loi de frottement de Coulomb est :

|G| < A|GS|= 45 =0 (adhérence) sur I¢,
|G5|= A|GY|= 30 > 0,05 = —0G5 (glissement) sur T'°.

ol ¢ est le taux de glissement absolu .
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2.2. LE PROBLEME TRIDIMENSIONNEL LINEAIRE SUR Q¢ CHAPITRE 2.

2.2.5 Le probléme variationnel dans les coordonnées cartésiennes

Ve = {07 = (¢7); 0% € (H'())%, 0% = 0 sur T3},

Théoréme 2.2.1 Si (u®, $°) sont solutions de P.C mécanique et électrique alors (u®, oF)

vérifient le probléeme variationnel suivant

Trouver (G, 3%, G°) € K* x W¢ x (H~3(1))3 tels que :
pey ] T (@8, @99) =T (7,99) + (G1.20) V(0 € V7 x 0
(G5, % — i) > 0V 7 € K*
(G5, 05 — 07) + (|G|, [05] — [@5]) = 0 ¥ 95 € V2
ou
@ (@ 9.09) = [ ([Ama@) + P )
o8
[ Z]kejk 61] J@) Z@DE] pdz*
et

E(@,97) = | foodi + /A e o%dDy, + [ FUrdley
Qe N eN
Preuve. La formulation faible de (2,1) donne :

soit v¢ € K¢ donne :

- / div S5 (i, )" = | foof
€

Q=

On utilise la formule de Green on obtient :

/ N (4, ¢°). Vo< — / SoAfofdl = [ feof
e e Qe

|| ot )90 = [ (A 09) — Py B )
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2.2. LE PROBLEME TRIDIMENSIONNEL LINEAIRE SUR Q¢ CHAPITRE 2.

Remarque 2.2.2 : ce résultat est obtenu par la symétrie de f]fj et pm]

/ E.ff.@de:/ E.ff.@s—i—/ E.ﬁs.@s—i—/ Y.nt.of
8Ge rm rem [em

par conséquent d’apreés les conditions au bord on trouve :

YN0t = he.v°
e e

et
/ Yttt =0
Asm
D
Et comme :
0° =05+ 0y
Y =35+ X5yn = GL + GRYn°
D’ou

/fw 850 = (O, 05 + (G5, 85 = (G2, 0%,

Et ce qui concerne la formulation faible de I’équation (2,2) on fait la méme chose.

La formulation faible de la condition de contact unilatéral et de frottement donne :

2. On pose H = (G5, 05 — 05) + (A|G% ], [03] — [@5])

Pour déterminer le signe de H on va analyser deux cas.
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2.2. LE PROBLEME TRIDIMENSIONNEL LINEAIRE SUR Q¢

CHAPITRE 2.

e Premier cas : |G5|< A|G | = 5 =0,

done H = (G5, 75) + (MG |, 155]) > (G5.55) + (1G5, [T5]).

Si
v <0 =v7| = -7
et si
G < 0 =|G%7| = —G7.

D’ou H >0

Si

>0 et G5 >0 alors H >0,
si
%<0 et Go>0
alors

Et le contraire donne le méme résultat.
Si

>0 et Go=0= H=0.

Et le contraire aussi donne le méme résultat.

Par conséquent dans ce cas on a toujours H > 0.
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2.2. LE PROBLEME TRIDIMENSIONNEL LINEAIRE SUR Q¢ CHAPITRE 2.

o Deuxitme cas : |G5|= A|G5|= 30 > 0,35 = —6G5.

Donc

05| = 6|G5| = 6.A|G5 .

Alors
H = (G5, 05 — @) + (|G, [05] — 8|G5))
= (G5, 05) — (G5, T + (G5, [05]) — 6(|G5 |, |G5 ),
et puisque
3(|G5|, |G5]) = (8]G5|, |G5) = (6G5, G) = —(G5, T5).
D’ou

H = (G, v7) + (|G7, [o7]) = 0.
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2.3. LE PROBLEME TRIDIMENSIONNEL SUR Q¢ CHAPITRE 2.

2.3 Le probléme tridimensionnel sur (2°

2.3.1 Le probléme variationnel dans les coordonnées curvilignes

Soit € la base canonique de R?, (¢5(2°)) avec g (z°) = 9:0°(2°) Va© € QF la base cova-
riante et la base contravariante définie par ¢¢(2°).g>°(2°) = & et les symboles de Chris-
toffel définis par : Fff = 05 g.g"*, 95; = 9 -95> gie = ghe.gie,

Le passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées curvilignes, c-a-d : de QF a

est donné par le tableau suivant :

Dans les coordonnées cartésiennes | Dans les coordonnées curvilignes
le vecteur v° = (7) v (z°)e vE(2°) e (x°)
le volume dx® Vgedr, ot g° = det(g;;)
la surface dre VI G nmdlE ()
la force volumique ff(iv\a)a Joe(2%) g (2°) Va© € QF
la force surfacique hs(Z°)e; hbe(2°) g5 (2°) Va© € Te.

Tableaux 2 : Le passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées

curvilignes

Puisque v° € (H2(I'%))? a cause de 6°4° € C*(Q°) qui provient de ’hypothese
0 € C3(Q) avec 6° = det(VP) = /g¢ et B° = |V 'n|) = 1 sur I'*, la preuve de ce

résultat est facilement obtenue en notant que :

0 ny
n = 0 sur 'S et que n = | ny | sur I
+1 0

On définit ¢° dans Pespace (H2(I'%))® pour tout v° € (H%(Fi))?’ par le produit de
dualité suivant :

A

(65,05 (2)) = (4, 05) pour tout o¢ € (Hz(T'<))3.
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2.3. LE PROBLEME TRIDIMENSIONNEL SUR Q¢ CHAPITRE 2.

Par conséquent, on a les transformations suivantes sur I'* dans les termes ¢°, v° :
< §V7®§V> = <¢87 U]a\/na>7 <¢T7{]§“> = <¢87 (U‘€ - ,Uifs\fng»'

D’ou le probléme variationnel en coordonnées curvilignes est donné par la proposition

suivante :

Proposition 2.3.1 Le triplet u®, %, G° es solution de

Trouver (uf, ¢, G°) € K& x U= x (H™2(T%))3 tels que :
(P) af((us, %), (v5,1°)) = I5(v°,0°) + (G5, 054/g%) pour tout (v°,¢°) € V& x Ve,
(Ge, (vVy —uy)n®g%) > 0V (v5,¢°) € K¢ x Ue,
(G%, (07 —vf) = (v — uiy)n®)Vg7) + (MG, ([o7] — |uz)n®V/g%) 2 0V (v°, %) € VE x U=

o :
a®((u®, %), (v°,9%)) = /Q {[Aijkl’eeiw(ua) + ]ijkaiwe](@au(vs))
+ [P (00) — €4505¢° 1070 godar®
et

I°((v°,9%)) == / fevy/gedx® —I—/ h® v/ g9enni/gedly
Qe T,
On définit les espaces suivants
VE={v° = (v));v° € (H' ()3, v° =0 sur I},
Ke:={v* e Vvl <d surl<}

Ue = {y° € H' () : ¢ =0 sur IS},
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2.4. LE PROBLEME VARIATIONNEL SUR LE DOMAINE FIXE Q CHAPITRE 2.

2.4 Le probléme variationnel sur le domaine fixe ()

2.4.1 Mise a I’échelle

On note 7° Papplication : O — Q¢ telle que

R® > x = (z1,72,73) — (21, 72,623) = 2°. Dans cette section on se rameéne a 'ouvert
fixe @ = wx| —1,+1] par 7°(2) = Q°. On note ['_ = w x {—1} et ['} = w x {+1} les
faces supérieure et inférieure de cet ouvert ainsi que I'p = 9 x| — 1, +1] sa face latérale.

En effectuant un changement d’échelle sur la solution et les données.

1. A la solution uf et & la fonction test v° on associe les fonctions u(e) et v(e) telle que

pour tout z¢ = 7°(x) :

{ Ul (2%) = 2ua(e) (), u§(2°) = eus(e)(2),

V5 (7°) = %va(e) (x), v5(2) = evs(e)(2).
2. Les forces surfacique et volumique mise & I’échelle sont définies par :

{ fo= o f5 =22 fs,

he = 3ha, h§ = e*hs sur Ty b, = hg, b = €3hs sur T

3. On suppose que la force de frottement vérifie :

{ (G5 v%) = (Gale),v),
<G§7UE> = 54<G3(5>7U>'

4. Et pour ¢, 1 on suppose les changements suivants :

o = e>p(e),
P =eP(e).

5. Les tenseurs ef;(v°) se transforment en :

eap(€)(v(€)) = £%(eap(v(e)) — Lap(e)vy(e)) — elgg(e)vs(e),
eifi(£)((€)) = ¢ eals(e)(v(e)) = eleas(v(e)) — Tas(e)va(e)) — e Tas(e)vy(e),
esa(2)(v(e)) = es3(v(e)) — elg5(e)vs(e) — e Ts(e)vy(e).

avec




2.4. LE PROBLEME VARIATIONNEL SUR LE DOMAINE FIXE Q CHAPITRE 2.

Donc le probléme variationnel s’écrit sous la forme :

Trouver (;L(g) o(e),G(e)) € K x U x (H*%(F )3 tel que :

a(e)((u(e), p(e)). (v(e), ¥(e)) = l(e)(v(e), ¥(e)) + eX(Gi(e), vi(e)\/9(e))
(P(g)) pour tout(v( ,P(e)) € V% \IJ
e(G(e), (v3 — us(e n\/g(s) +eTry >0Vv e K,
e¥(G(e), (v —u(e)) — (vs — uz(e))n’) + (AG(e), (lvr(e)] — [ur(e)[)n’) +€Trs > 0 Vv € K.

/\m

Ou
a(e)((u(e), ¢(e)) = 5/{ (A eyyu(e) (u(e)) + 2 Piysdsp(e) + € Pijadatp(e)]eq; (€) (v(e))
+ [£2 Pyjrein(€) (u(€))Dtb(€) + € Pagieji(e) (u(e))dath (e)
— ' €33050(2) D31 (¢)
- 5(€a333%0( )0ath(€) + €35030(€) D51 ())
+ %€05050(€)Datb (€)1 g(€)da.
Et

Kﬂ@@W@D=§Afm@®M+5/fwMWMH

Ly

tet /F hoy/g (€)nin; /g(E)dT.
On définit les espaces suivants 1
V = {u(e) = (vi(e);v(e) € (H'(Q))*,v(e) = 0 sur I'n},
K = {v(e) € V : uy(e) < d(e) sur T_},
U = {p(e) € H'(Q) : () = 0 sur T},
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2.4. LE PROBLEME VARIATIONNEL SUR LE DOMAINE FIXE Q CHAPITRE 2.

2.4.2 L’analyse asymptotique

On suppose dans toute la suite que notre matériau est monoclinique : A%333 = A*873 — ()

Dans cette sous section on aura besoin du théoréme suivant :

Théoréme 2.4.1 (Ciarlet[1]) : Soit w un domaine de R* de frontiére vy, soit Q = w x
|=1,1[ et p € LP(Q)(p > 1), tel que [, pdsvdz =0 Vv € C=(Q) avec v=0 sur w x |—1,1]

alors v=0.

On va utiliser les développements asymptotiques suivants :

V() = Va+e(Va) +2(Va)? + o(e?).
Aijkl(g)\/@ — AUKLO\/A 4 o gikLL | 2 gidkl2

et pour les tenseurs efH i (v%) on suppose le développement suivant :

1
il

e;|j(e)ule)) = e?”j +eegy + ..

avec

0 0 0 _
o _ ) Cals = Calz = €30 = 0
il =

([
egna = 623 = 633(110)‘

Et 1 _ FB,O 0
Calp = L aplUs-

Eili = 3 Cafs = €as(u’).
6:1))“3 = eg3(ul).
En suite, nous substituons ces développements asymptotiques dans (P(g)) on obtient
(aprés simplification par °) :

A Torder ¢

p—4 { /QAijklﬁegul(U(E))G?”j(y(g))\/adm —0.
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2.4. LE PROBLEME VARIATIONNEL SUR LE DOMAINE FIXE Q CHAPITRE 2.

= / AP ega(u”)ess(v”)vadr = 0 Vo € V.
Q

Si W =u'=0= / A3333633(U )ess(u )\/_dif > Clless(u O)H%?(Q)
Q
— 633(u0) =0.

= uy(z) = ug(x1, 72).
A T’order 73

p*3 { /QAijkz,Oe}gll(u)e?j(v)\/a dr = 0.
<:>/A33k506k”l( )633(U0)\/5dx:0'

= / A33kmek”l( )Osvav/a dx = 0.
Et d’aprés le théoréme 2.4.1 — A33kloe,1€Hl( ) =0.

= AB0eg5(u) + AP 0eq5(u) + 245 5 (u) = 0.
A330z[30

:>651’>H3(u) ~ 433330 aHﬁ( u).

Al'order ¢72
/Q(A”“ Pern(w)ed; (v) + expu(w)ey; (v)Va de
/QB”’“ enp(w)eq (v) da + Agj333¢oe?||j(v)dx -

-2

— /Q[Aijkl’%Zuz(U)\/EW + B9 el (u) + PysOs@eq; (v)da + / AT e (w)eg  (v)vadz = 0.

— /[Aggkl’oeiuz(u)\/aﬂL B¥* el (u) 4+ PassOs"]0508 da + / AT ep (w)ejy;(v)va dz = 0.

Si vl =0et v? = (v),09,0), on aura deux résultats :

L 6%)||3(u> =0= ug<x17 x2> = 53(1‘172:2)-

2.
/QAa?’klekl( u)eqs(v)Vade = 0 = 2/ A" e (u)dyvg/ade = 0.
— Aagklekul( )=0.
= A0 5(u) + 247} 5 (u) = 0.
— Al g (u) = 0.
0us | Oy _

Aa373
— ( O0r, O
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2.4. LE PROBLEME VARIATIONNEL SUR LE DOMAINE FIXE Q CHAPITRE 2.

Pour o =1ona: A1313(8_u§ + 8_“(1)) 1323(5_ug 8_u8) =0
' 8371 8173 0x2 8x3 '
- p 9 A2313(8ug 4 au(l)) 1 A2323(8u§ i Oy 0
our « =2ona : — 4 — — 3422y —.
8361 8$3 (9.1'2 8.1'3
3387 81’3
— eq3(u’) = 0.
OE-
— ud = &, (1, 72) — x38§2.
On déduit que u° est un déplacement de Kirchoff-Love.
Si 0% = (0,0,v9) et v! = 0.
On aboutit &
a633'A3375

/Q[A?’gkl’O@an(U)\/aJFB?’W’l@}fz(u)+P33333<P0]a3U§+[—WJFAQWS]%6(“)‘9;”6(”) -

A Vorder £}

Jo PijaOa’e;(v)va dx + [ ATHO (63 (w)ej; (v) + ey (w)ed ;(v))v/a do
P! +Jq szaszol@}ulj(v)\/al dx + fQQPSjke}Hk(UWWO\/E da
+ Jo B ey (u)egy; (v) + ey (w)egy; (v)]da = 0.
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Ce travail de mémoire présente une étude asymptotique d’un probléme de Signorini avec
frottement de Coulomb pour une coque peu-profonde piézoélectrique.

Vu le temps limité (3 mois et demi), le travail n’a pas été achevé.

Le processus asymptotique a été utilisés avec succes, on aboutit a 1’ identification des
problémes aux ordres successifs et I’ étude de ces problémes. Reste 'aboutissement du
probléme limite 2D, qui nécessite plus de temps.

Comme perspective je souhaite terminé ce travail et obtenir le probléme limite.

En suite, justifier les résultats obtenus par ’analyse asymptotique formel par une méthode

de convergence .
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ANNEXE

Théoréme 2.4.2 (Formule de Green, cas H') Soit Q un ouvert born conveze et ' assez

rgulire(Ctparmorceauz), alors ¥ u, v € H'(Q) etVie 1,...,N :

ou ov +/
V= — U UVN;;
Q oz, Q Ox; r

Théoréme 2.4.3 (Relevement) Soit Q@ un ouvert borné convexe et régulier de R3. Soit T
une partie de OI' de mesure non nulle. Alors il existe une constante Cr(2) tel que :

Vg € H2(0Q), Ju, € HY(Q),70(uy) = g

eton a :

g || 1 () < CR(Q)HQHH%@Q)

Théoréme 2.4.4 (trace) L’application vy : v — vv = v|p € C™(7) est une applica-
tion linéaire continue de C5(Q) dans C(T)etyy se prolonge en une application linéaire
continue, notée vy et normé trace de v, de H'(Q) dans L*() et on a :

pour tout v € H'(Q) :

[v0v]lor < Cllvl g1
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