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Notations et Conventions

ä ∇ · v = grad(v) =

(
∂xv
∂yv

)
: Le gradient d’un vecteur v.

ä ~rot(v) = ∇∧ v .

ä ∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

ä ρ = ρ(~x, t) :la masse volumique du fluide au point repéré par le vecteur ~x à l’instant t .

ä ~V = ~V (x, t) : la vitesse d’une particule de fluide se trouvant au point répére par le
vecteur ~x à l’istant t.

ä div(gradu) = ∆u.

ä ~rot(Ou) = 0.

ä div(rot~u) = 0.

Colinéarité : deux vecteurs u et v d’un espace vectoriel E sont colinéaires s’il existe un
scalaire k tel que u = kv ou v = ku
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Introduction

Les écoulements à surface libre de type jet sont présents dans beaucoup d’applications
industrielles et urbaines : les chambres de combustion des moteurs, les pompes à jet, les
réservoirs et l’architecture des barrages. Compte tenu de son importance pratique, ce type
d’écoulement fait l’objet d’un grand nombre d’études théoriques.
Dans le présent travail, on se propose d’étudier un écoulement à surface libre en raison
d’un jet devant une plaque verticale. L’ écoulement est supposé potentiel, bidimensionnel
et irrotationnel, le plan des variables (x, y) de l’ écoulement peut être identifié au plan de la
variable complexe z = x+ iy. En négligeant les tensions de surface et les forces de gravité,
on peut trouver la solution exacte en utilisant la transformation conforme d’hodographe dû
à Kirchhoff (1869) et la transformation Schwarz-Christoffel. L’idée essentielle de la méthode
de Kirchhoff est la suivante : on caractérise chacun des champs dans son espace
−le champ cinématique dans un espace f voir figure 3.2
−le champ potentiel dans un espace Γ voir figure 3.
On utilise une transformation de Schwarz-Christoffel pour transformer chacun des polygones
à un même polygone d’un nouvel espace que l’on va appeler Γ . Il reste donc à déterminer
les changements de variable β(Γ) et β(f) à effectuer. Une fois que cela est fait, on cherche
la relation qui existe entre β(Γ) et β(f). on s’attend à trouver une équation différentielle
que l’on va résoudre

Ce mémoire de fin d’études comporte trois chapitres :
Dans le premier chapitre, nous avons abordé les notions fondamentales de mécanique des
fluides dons nous avons besoin dans notre étude.
Concernant le deuxiéme chapitre, on a étudié les transformations conformes en genérale,
en citant quelques cas particuliers, tels que la transformation de Schwarz-Christoffel et la
méthode de la ligne de courant libre.

vi



Dans le dernier chapitre, on a traité les écoulements plans incompressibles et irrotationnels
afin de trouver la solution exacte du probléme d’écoulement traité, où on a en négligé les
tensions de surface et les forces de gravité.
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Chapitre 1

Notions préliminaires sur la mécanique
des fluides

1.1 Résumé

Dans ce chapitre, on présenté les concepts de base de la mécanique des fluides : propriétés des
fluides, équations fondamentales du mouvement des fluides pour un écoulement potentiel,
bidimensionnel et irrotational d’un fluide incompressible et non visqueux.

1.2 Notion de base de l’écoulement

1.2.1 Equation de continuité

En mécanique des fluides, le principe de conservation de la masse peut être décrit sous la
forme :

∂ρ

∂t
+ div(ρ~q) = 0 (1.1)

En utilisant la relation suivante :

div(ρ~V ) = ρ× div~V + ~V × ~grad(ρ) (1.2)

l’equation(1.1) devient :

∂ρ

∂t
+ ρ× div~V + ~V × ~grad(ρ) = 0 (1.3)
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1.2.2 Fluide incompressible

Le fluide incompressible,i.e
∂ρ

∂t
= 0, l’équation de continuité devient :

div(ρ~V ) = 0 (1.4)

on a :
∂ρ

∂t
= 0 =⇒ ρ = const

alors :
div(ρ~V ) = ρ× div~V

donc :
div~V = 0 (1.5)

1.2.3 Fluide irrotationnel

Le fluide irrotationnel,i.e
rot~V = 0

1.2.4 Lignes de courant :

Pour un instant fixe, lorsqu’une ligne est tracée de façon à ce que le vecteur vitesse soit
tangente à cette ligne, en chacun de ses points, alors cette courbe est appelée ligne de
courant.
Soit ~ds un segment de courbe infinitésimal, le vecteur vitesse ~V est porté par ce segment
(voir figure 1.1).
Ces deux vecteurs sont colinéaires, ce qui permet d’écrire en coordonnées cartésiennes :

~V ∧ ~ds = ~0

on a :

~V ∧ ~ds =

∣∣∣∣∣∣
Vx
Vy
uz

∣∣∣∣∣∣ ∧
∣∣∣∣∣∣
dx
dy
dz

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
Vydz − Vzdy
Vzdx− Vxdz
Vxdy − Vydx

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

∣∣∣∣∣∣ =⇒


Vydz − Vzdy = 0

Vzdx− Vxdz = 0

Vxdy − Vydx = 0

3



figure 1.1

Et par conséquent :

dx

Vx(x, y, z, t)
=

dy

Vy(x, y, z, t)
=

dz

Vz(x, y, z, t)
(1.6)

L’équation (1.6) constitue l’équation des lignes de courant et où le temps « t » est fixé.
On appelle tube de courant l’ensemble des lignes de courant s’appuyant au même instant
sur un contour fermé quelconque. Un tube de courant est défini de telle sorte qu’il n’y ait
pas d’intersection entre les lignes de courant (voir figure 1.2)
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figure 1.2 Tube de courant.

1.2.5 Trajectoire

On appelle trajectoire la courbe décrite au cours du temps par une particule de fluide
quelconque du champ de l’écoulement.
En comparant avec les lignes de courant, comme l’illustre la figure 1.3, il apparaît que la
ligne de courant est relative à un même instant mais regroupe des particules différentes
alors que la trajectoire, qui réfère à une même particule, est une courbe paramétrée en
temps. Les équations paramétriques différentielles des trajectoires sont définies par :

dx

dt
= ux(x, y, z, t)

dy

dt
= uy(x, y, z, t)

dz

dt
= uz(x, y, z, t)

(1.7)
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figure :1.3 Comparaisons des (a) lignes de courant et (b) trajectoires.

1.3 Potentiel de vitesse

Si un champ de vitesse ~V est irrotationnel, on peut définir une fonction ϕ scalaire telle que

~V = ~gradϕ = ~5ϕ

Le symbole ϕ représente le potentiel de vitesse. Dans le repère cartésien, en considérant un
écoulement plan ( ~V = (u, v)), on peut donc écrire que :

u =
∂ϕ

∂x

v =
∂ϕ

∂y

Si de plus le fluide est incompressible :

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0 =⇒ ∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂y2
= 0 =⇒ ∆ϕ = 0

où ϕ vérifie l’équation de Laplace.
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1.4 Fonction de courant

Si l’écoulement est dans un domaine plan alors le vecteur vitesse est vérifié pour tout point
de ce domaine, à l’instant t on a :

div(V ) = 0

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0

Cela implique que la forme différentielle udx+ vdy est, à t fixé, la différentielle totale d’une
certaine fonction ψ :

∃ψ, dψ = udx+ vdy

Implique 
u =

∂ψ

∂y

v = −∂ψ
∂x

où ψ s’appelle la fonction de courant.
. De plus, la propriété de l’écoulement irrotationnel pour un écoulement plan entraîne :

~∇∧ ~V = ~0 =⇒

∣∣∣∣∣∣∣
∂

∂x
∂

∂y

∣∣∣∣∣∣∣ ∧
∣∣∣∣ u = ∂ψ/∂y
v = −∂ψ/∂x

∣∣∣∣ = −∂2ψ/∂x2 − ∂2ψ/∂y2 = 0 =⇒ ∆ψ = 0

,ψ vérifie aussi l’équation de Laplace.

1.5 Notions de potentiel complexe et de vitesse com-
plexe

On appelle potentiel complexe la fonction f(z) = ϕ(x, y) + iψ(x, y) ou z = x + iy est la
variable complexe associée à la fonction potentiel complexe f(z)(ϕ et ψ reprennent respec-
tivement les fonctions potentiel et de courant).
La fonction f a les propriètés suivantes :

• f(z) est une fonction uniforme, c’ést-à-dire qu’à une valeur de z correspond une
seule valeur de f
.
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• f(z) est une fonction analytique, il faut que sa dérivée soit définie partout, c’est-
à-dire

df

dz
=
∂ϕ

∂x
+ i

∂ψ

∂x
= −i∂ϕ

∂y
+
∂ϕ

∂y
=⇒


∂ϕ

∂x
=
∂ϕ

∂y
= u

∂ϕ

∂y
= −∂ϕ

∂x
= v

Ce systéme d’équation constitue les relations de Cauchy-Riemann qui vérifient bien les
relations trouvées précédemment.

conclusion :

Pour que f(z) analytique, il faut que ϕ et ψ vérifiant les relations de Cauchy-Riemann. La
fonction f(z) est appelée potentiel complex des vitesses.

Propriétés :

On constate pour qu’un écoulement puisse etre décrit au moyen d’une fonction de courant
ψ et d’un potentiel des vitesse ϕ, il faut que ces deux fonctions vérifiant l’équation de
Laplace(∆ϕ = 0 et ∆ψ = 0)

Définition :

On appelle écoulement uniforme si les composantes de vitesse sont indépendantes des co-
ordonnés d’espace on note la vitesse par U .

1.6 Equation de Bernoulli

Le théorème de Bernoulli est une application de la conservation de l’énergie au cas des
fluides en mouvement. Un certain travail est fourni au fluide lorsqu’il passe d’un point à un
autre et ce travail est égal à la variation d’énergie mécanique.
Dans le cas d’un fluide laminaire visqueux et incompressible, on obtient la relation suivante :

p1 +
1

2
ρV 2

1 + ρgZ1 = p2 +
1

2
ρV 2

2 + ρgZ2

où pi est la pression aux points Ai où i = 1, 2.
Si le fluide non visqueux dans ce cas M pi = 0. L’équation de Bernouilli se réduit à :

p+
1

2
ρV 2 + ρgZ = const

8



figure :1.4
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Chapitre 2

Les transformations conformes

2.1 Résumé

Dans ce chapitre, on va présenter les transformations conformes générales, aussi on va
parler sur quelques particules de transformations conformes, telles que la transformation
schwarz-christoffel et transformation d’hodographe.

2.2 Les définitions

Définition 1 Soit f : R2 −→ R2 une fonction différentiable au sens des fonctions de deux
variables réelles, et non constantes au voisinage d’un point (x0, y0) . On dit que f préserve
les angles au point (x0, y0) si quels que soient les arcs de courbes Γ1 et Γ2 passant par
(x0, y0), les vecteurs tangents à ces courbes au point (x0, y0) font le même angle oriente que
les vecteurs tangentes aux courbes f(Γ1) et f(Γ2) au point f(x0, y0)(voir figure 2.1)
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figure2.1 :transformation conforme

Proposition 2.2.1 soit f une fonction holomorphe au voisinage d’un point z0 ∈ C et telle
que f ′

(z0) 6= 0.Alors f préserve les angles au pointz0.

Définition 2 Une fonction f : Ω ⊂ R2 −→ R2 différentiable et qui préserve les angles et
tout point de l’ouvert, supposé connexe, Ω est appelée transformation conforme. L’ensemble
image f(ω) est appelé représentation conforme de l’ouvert ω

Corollaire 2.2.2 Toute transformation f holomorphe sur Ω dont la dérivée ne s’annule
pas est une transformation conforme.

Théorème 2.2.3 Une fonction polygéne définie dans une région Ω est conforme sur cette
région si et seulement si elle y est analytique. Une fonction polygéne sur cette méme région
est anticonforme si et seulement si elle y est analytique en z(c-‘a-d anti-analytique ou
anti-holomorphe).
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2.3 Quelque transformations conformes

2.3.1 Transformation de Schwarz-Christoffel

figure2.2 :plan de la variable Ω

figure2.3 : plan de la variable λ

La transformation de Schwarz-Christoffel z = f(Ω) , transforme l’intérieur d’un poly-
gone du plan complexe Ω dans demi-plan supérieur (resp.inférieur) de la variable complexe
z. Considérons un polygone P dans le plan Ω des sommets A1, A2, ..., An et des angles inté-
rieur α1, α2, ..., αn respectivement ( voir figure2.2). Supposons que les points A1, A2, ..., An

transférés aux points x1, x2, ..., xn respectivement dans le plan reèl z ( voir figure 2.3). La
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transformation de Schwarz-Christoffel z = f(Ω) qui transfére l’intérieur du polygone consi-
déré sur le demi-plan supérieur du plan z avec la correspondance des sommets A1, A2, ..., An

aux points x1, x2, ..., xn. Cette transformation est définie par :

dΩ

dz
= M(z − x1)

α1
π
−1(z − x2)

α2
π
−1(z − x3)

α3
π
−1.....(z − xn)

αn
π
−1 (2.1)

par intégration

Ω = A

∫
(z − x1)

α1
π
−1(z − x2)

α2
π
−1(z − x3)

α3
π
−1.....(z − xn)

αn
π
−1dz +B (2.2)

avec A et B sont des constantes complexes qui déterminent la taille, l’orientation et la
position du polygone. L’application Ω est dite transformation de Schwarz-Christoffel.
Remarque :

1. On peut choisir trois points arbitraires parmi les n points x1, x2, ..., xn

2. Il commode de choisir parmi les x1, x2, ..., xn un point à l’infini, par example xn,cas
dans lequel la dernier facteur de (2.1)et (2.2) n’existe pas.

2.3.2 Transformation d’hodograph

Cette transformation est utilisée par Kirchhoff 1986 pour trouver la solution exacte de
problèmes d’écoulements potentiels et bidimensionnels, partiellement bornée par les parois
rigides et rectilignes et d’autres parties par lignes de courant libres, sur les quelles la pression
est supposée constante .L’idée de base de cette transformation est l’introduction de la
variable complexe Ω définie par :

Ω = log(
U

df/dz
) = log(

U

u− iv
) = log(

U

q
) + iθ

ou z = x+ iy,f = ϕ+ iψ,
df

dz
= u− iv et q =

√
u2 + v2 avec (u, v) sont les composantes du

vecteur vitesse V , est l’angle que forme le vecteur vitesse avec l’horizontale.

13



figure2.4 :transformation d’hodographe

On remarque que La fonction Ω possède de simples propriétés suivantes :
ä La partie réelle de Ω est constante sur chaque ligne de courant libre, i.e., log(

U

q
) = const

ä La partie imaginaire de Ω est constante sur chaque paroi rigide rectiligne, i.e.,θ = const

Par conséquent, lécoulement est représenté par une figure plane de cotés rectilignes (po-
lygone). Cest aussi le cas de la transformation f , qui transforme le plan physique z en
polygone. Il est évident que, si nous pouvons transformer le plan Ω vers la moitié supé-
rieure ( resp. inférieure ) dun autre plan dune certaine variable complexe λ, alors la relation
entre z et f ou entre df/dz et f est paramètriquement déterminées.

14



Chapitre 3

Problème d’un écoulement d’un jet
devant une plaque verticale sans tension
de surface et sans effet de gravité

3.1 Résumé

Notre objectif dans ce chapitre est d’étudier un écoulement potentiel, bidimensionnel et
irrotationnel, le plan des variables (x, y) de l’écoulement peut étre identifié au plan de la
variable complexe z = x+ iy. En négligeant les tensions de surface et les forces de gravité,
on peut trouver la solution exacte en utilisant la transformation conforme d’hodographe du
à Kirchhoff (1869) et la transformtion de Schwarz-Christoffel.

3.2 Introduction

Le problème de la détermination de la surface libre en raison d’un jet devant une plaque
verticale est considéré. comme problème classique de la libre circulation aérodynamique
d’un fluide parfait et a été étudié par de nombreux auteurs. Les premiers travaux dans ce
type de problème se caractérise par l’utilisation de la formule Schwarz-Christoffel. Celle-ci
peut étudier les écoulements sur la frontière, qui combine parois rectilignes et surface libre.
Un écoulement bidimensionnel d’un jet d’un fluide empiétant sur un mur en négligeant les
forces de gravité étudiée par W. Peng et D. F. Parker en utilisant la méthode des équations
intégrales.

15



3.3 Formulation de probléme

figure3.1 :Schéma de l’écoulement et des coordonnées(z − plan).

Dans cette section nous allons utiliser la transformation de Schwarz-Christoffel pour
trouver la solution exacte du probléme défini comme suit. Considérons un écoulement bi-
dimensionnel et irrotationnel d’un fluide incompressible et non visqueux, On suppose que
l’écoulement est uniforme à l’infini de vitesse U et la pression est constante sur la ligne de

16



courant libre. On choisi AB sur l’axe XOX ′
BC sur l’axe Y OY ′ (fiqure3.1 ).

On suppose que l’écoulement est uniforme, de vitesse U et d’amplitude H, ou x −→ −∞ et
y −→ +∞. Le débit est limité supérieurement par le linge du courant AC, pour x négatif.
On désigne par ξ = u − iv la vitesse complexe tel que u et v sont les composantes de la
vitesse, et par f = ϕ + iψ la fonction de potentiel complexe être respectivement ϕ et ψ la
fonction potentiel et la fonction de courant. La fonction f transforme z-plan en une bande
infinie. (voir Figure 3.2)

figure3.2 :f-plan

Le probléme mathématique consiste à déterminer la fonction potentielle ϕ qui vérifie les
conditions suivantes : 

∆ϕ = 0 dans le domaine d’écoulement
∂ϕ

∂y
= 0 sur AB

∂ϕ

∂x
= 0 sur BC

1

2
((
∂ϕ

∂x
)2 + (

∂ϕ

∂y
)2) = Cst sur AC

17



3.3.1 Résolution de probléme

Dans cette section nous allons utiliser la transformation de Schwarz-Christoffel et la mé-
thode des lignes de courant libres pour trouver la solution exacte de notre probléme. Pour
résoudre ce problème, nous utilisons d’abord la méthode de la théorie courant libre intro-
duit par Kirchhoff, basée sur la transformation d’hodographe. la transformation complexe
est définie par :

Γ = log(
Udz

df
) = log(

U

u− iv
) = log(

U

q
) + iθ.

Ou z = x + iy, q et θ sont le module de la vitesse et l’angle entre le vecteur vitesse et
l’axe horizontale, respectivement. Par cette derniére transformation, le champ occupé par
le fluide dans le z − plan est transformé en bande semi-infinie dans le Γ− plan (voir figure
3.3).

figure 3.3 :Γ− plan

La transformation conforme d’une bande semi-infinie dans (figure3.3) à en demi-plan(
β − plan), est donnée par le théoréme de Schwarz-Christoffel, en respectant le sens et
l’orientation de l’écoulement (voir Figure 3.4).

18



figure 3.4 :β − plan

• On va chercher une relation entre β et Γ :

On appliquer le transformation Schwarz-christoffel :

dΓ

dβ
= k(β − β1)p1(β − β2)p2 + ...(β − βn)pn et pn =

αn
π
− 1 (3.1)

on utilise les points (A(0, 0), C(1, 0) dans β − plan) et (A(0, 0), C(0, iπ/2) dans Γ− plan).

pA =
π/2

π
− 1 = −1/2 alors : pA = −1/2

pC =
π/2

π
− 1 = −1/2 alors : pC = −1/2.

on substitue ces données dans l’équation(3.1)on trouve :

dΓ

dβ
= k(β − 0)

−1

2 (β − 1)

−1

2

Alors :
dΓ

dβ
=

k√
β
√
β − 1

(3.2)

=⇒
∫
dΓ = k

∫
dβ√

β
√
β − 1

=⇒ Γ− Γ0 = 2k ln(
√
β −

√
β − 1)
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alors :
Γ = Γ0 + 2k ln(

√
β +

√
β − 1) (3.3)

Ensuite on va determiner le valeur Γ0, k :
On remplace le point C(β = 1,Γ = i

π

2
) dans l’equation(3.3) trouve :

i
π

2
= Γ0 + 2k ln(

√
1 +
√

1− 1)

=⇒ Γ0 = i
π

2

La determination de valeur k :
en substitue le point A(β = 0,Γ = 0) dans l’equation(3.3)on trouve :

0 = i
π

2
+ 2k ln(

√
0 +
√

0− 1)

=⇒ −iπ
2

= 2k ln(
√
−1) = 2k

√
i2 = 2k ln i

=⇒ k = −iπ
2

1

2 ln i

=⇒ k = −π
4
.
ln i

i

On a :

e
i
π

2 = cos(
π

2
) + i sin(

π

2
)

=⇒ e
i
π

2 = i

=⇒ ln(e
i
π

2 ) = ln i

=⇒ i
π

2
= ln i

=⇒ k = −π
4
.
2

π

=⇒ k = −1

2
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alors :
dΓ

dβ
= − 1

2
√
β
√
β − 1

(3.4)

L’équation(3.4) :

⇔ dΓ

dβ
=

−1

2
√
β
√
β − 1

donc :
Γ = i

π

2
− ln(

√
β +

√
β − 1) (3.5)

L’équation(3.5)

⇔ eΓ = e
i
π

2 eln(
√
β+
√
β−1)

=⇒ eΓ = i
1√

β +
√
β − 1

=⇒ eΓ = i

√
β −
√
β − 1

(
√
β +
√
β − 1)(

√
β −
√
β − 1)

=⇒ eΓ = i(
√
β −

√
β − 1)

=⇒ eΓ

i
=
√
β −

√
β − 1

=⇒ eΓ

i
−
√
β = −

√
β − 1

=⇒
√
β − eΓ

i
=
√
β − 1

=⇒ (
√
β − eΓ

i
)2 = (

√
β − 1)2

=⇒ (β − e2Γ − 2

i

√
βeΓ) = β − 1

=⇒ 1− e2Γ =
2
√
βeΓ

i

=⇒ (
1− e2Γ

2eΓ
)i =

√
β

=⇒
√
β = −i sinh(Γ)
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donc :
β = − sinh2 Γ (3.6)

• On va chercher la dépendence entre f et β :

On utilise la transformation christoffel-schwarz :

df

dβ
= M(β − β3)p3(β − β4)p4 ...(β − βn)pn et pn =

αn
π
− 1

et les points :
A(∞, iHU), C(∞, iHU), D(0, iHu), B(0, 0) dans le f − plan
A(0, 0), D(1/2, 0), C(1, 0), dans le β − plan

df

dβ
= M(β)−1(β − 1)−1 =

M

β(β − 1)
(3.7)

En intégre cette équation, on trouve :∫
df = M

∫
dβ

β(β − 1)

=⇒ f − f0 = M

∫
dβ

β(β − 1)

=⇒ f − f0 = M(

∫
dβ

β − 1
−
∫
dβ

β
)

=⇒ f − f0 = M(

∫
dβ

β − 1
−
∫
dβ

β
)

=⇒ f = M [(ln(β − 1)− ln β)] + f0

f = M ln(
β − 1

β
) + f0 (3.8)

On va determiner le valeurs f0 et M :
on choisit le point B(β =∞, f = 0) on trouve :

0 = M ln(1− 1

β
) + f0
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On a : lim ln(1− 1

β
) = 0 quand β 7−→ ∞

=⇒ f0 = 0

alors l’equation (3.8) devient :

f = M ln(
β − 1

β
)

Pour determiner M, on choisit le point D(β = 1/2, f = iHU) :

iHU = M ln(
1/2− 1

1/2
)

=⇒ iHU = M ln(−1)

=⇒ iHU = M ln(i2) = 2M ln(i)

=⇒M =
iHU

2 ln i

on utilise :
ln i

i
=
π

2

donc :
M =

2HU

2π
=
HU

π

L’equation (3.8) devient :

f =
HU

π
ln(

β − 1

β
)

=⇒ fπ

HU
= ln(1− 1

β
)

=⇒ efπ/HU = 1− 1

β
=⇒ 1

β
= 1− efπ/HU

donc :

β =
1

1− efπ/HU
(3.9)
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• La recherche de la relation entre z et β :

On utilise la fonction de kirchoff :

Γ = log(U.
dz

df
) (3.10)

=⇒ eΓ = U.
dz

df

Alors :

dz

df
=

1

U
.eΓ (3.11)

On a :
df

dβ
=
HU

π
.

1

β(β − 1)

dz

dβ
=
dz

df
.
df

dβ

dz

dβ
=

1

U
.eΓ.

HU

π

1

β(β − 1)

dz

dβ
=
eΓH

π
.

1

β(β − 1)

On utilise la relation précédente :

eΓ = i(
√
β −

√
β − 1)

alors :
dz

dβ
=
Hi

π
.

1

β(β − 1)
(
√
β −

√
β − 1)

=⇒ dz

dβ
= −Hi

π
.

1

β(1− β)
.(
√
β −

√
−(1− β))

=⇒ dz

dβ
= −Hi

π
.

1

β(1− β)
.(
√
β −

√
i2(1− β))
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=⇒ dz

dβ
= −Hi

π
.

1

β(1− β)
.(
√
β − i

√
(1− β))

=⇒ dz

dβ
= −Hi

π
.

1√
β(1− β)

− H

π

1− β
β
√

1− β

=⇒ dz

dβ
= −H

π
[

1

β
√

1− β
+ i

1√
β(1− β)

]

donc

dz = −H
π

[
dβ

β
√

1− β
+ i

dβ√
β(1− β)

] (3.12)

l’équation (3.12) =⇒∫
dz = −H

π
[

∫
dβ

β
√

1− β
+ i

∫
dβ√

β(1− β)
] (3.13)

On pose :
I1 =

∫
dβ

β(
√

1− β)

On utilise le changement de variable :

1− β = t2

=⇒ −dβ = 2tdt

alors :
I1 =

∫
−2t

(1− t2)t
dt

I1 =

∫
−2

(1− t2)
dt = −

∫
dt

1− t
−
∫

dt

1 + t

I1 = ln(1− t)− ln(1 + t) = ln(
1− t
1 + t

)

alors :
I1 = − ln(

1 + t

1− t
)
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donc :
I1 = − ln(

1 +
√

1− β
1−
√

1− β
)

On calcule I2 :I2 =
∫ dβ√

β(1− β)
On pose :

β = t2 =⇒ dβ = 2tdt et,
√
β = t

alors :
I2 =

∫
2t

t(1− t2)
dt

=⇒ I2 =

∫
2

(1− t2)
dt

=⇒ I2 = ln(
1 + t

1− t
)

=⇒ I2 = ln(
1 +
√
β

1−
√
β

)

donc l’equation (3.14) devient :

z − z′
= −H

π
[− ln

1 +
√

1− β
1−
√

1− β
+ i ln(

1 +
√
β

1−
√
β

)]

=⇒ x+ iy − x′ − iy′
= −H

π
[− ln

1 +
√

1− β
1−
√

1− β
+ i ln(

1 +
√
β

1−
√
β

)]

=⇒ x− x′
+ i(y − y′

) =
H

π
log

1 +
√

1− β
1−
√

1− β
− iH

π
log

1 +
√
β

1−
√
β

=⇒


x =

H

π
log

1 +
√

1− β
1−
√

1− β
+ x

′

y =
−H
π

log
1 +
√
β

1−
√
β

+ y
′

puisque l’écoulement est : y > 0 et x < 0 alors :
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x =
−H
π

log
1 +
√

1− β
1−
√

1− β
+ x

′

y =
H

π
log

1 +
√
β

1−
√
β

+ y
′

(3.14)

on choisit le point D ; z0 = −L+ iL et le point D ; β = 1/2, on trouve :
− L =

−H
π

log
1 +

√
1− 1/2

1−
√

1− 1/2
+ x

′

L =
H

π
log

1 +
√

1/2

1−
√

1/2
+ y

′

⇔


− L =

−H
π

log(1 +
√

2)2 + x
′

L =
H

π
log(1 +

√
2)2 + y

′

donc : 
x

′
= −L+

2H

π
log(1 +

√
2)

y′ = L− 2H

π
log(1 +

√
2)

⇔


x = −H

π
log

1 +
√

1− β
1−
√

1− β
− L+

2H

π
log(1 +

√
2)

y =
H

π
log

1 +
√
β

1−
√
β

+ L− 2H

π
log(1 +

√
2)

(3.15)

L’amplitude du jet de l’origine est :

H = lim
β→0

y(β) = lim
β→0

H

π
log

1 +
√
β

1−
√
β

+ L− 2
H

π
log(1 +

√
2)

donc :
H = L− 2

H

π
log(1 +

√
2) (3.16)

On représente C comme le degré de l’écoulement de contraction :

C =
H

L
=
L− 2H/π log(1 +

√
2)

L

C = 1− 2H

πL
log(1 +

√
2) = 1
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C = 1− 2C

π
log(1 +

√
2)

C +
2C

π
log(1 +

√
2) = 1

C(1 +
2

π
log(1 +

√
2)) = 1

C =
1

1 +
2

π
log(1 +

√
2)

C = 0.64 (3.17)

On substitue l’equation (3.16) dans l’equation (3.15) on trouve :
x = −H

π
log

1 +
√

1− β
1−
√

1− β
−H , 0 ≤ β ≤ 1

y =
H

π
log

1 +
√
β

1−
√
β

+H

(3.18)

On écrit : x =
x

H
, y =

y

H
, l’équation (3.18) devient :


x =

x

H
= − 1

π
log

1 +
√

1− β
1−
√

1− β
− 1 , 0 ≤ β ≤ 1

y =
y

H
=

1

π
log

1 +
√
β

1−
√
β

+ 1

(3.19)

qui est l’équation paramétrique de la surface libre.
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figure3.5 : forme de la surface libre
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Conclusion

On étude un problème d’écoulement potentiel, bidimensionnel d’un fluide incompressible
et non visqueux . Traitement analytique de ce problème dans cas ou les effets de gravité et
de la tension de surface sont négligés en utilisant la transformation conforme
d ?hodographe dû à Kirchhoff (1869) et la transformation Schwarz-Christoffel pour trouve
la forme de surface libre
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