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Notations

ä Ω̄ = Ω + ∂Ω :Domaine étudie.

ä V : espace de Hilbert avec le produit scalaire (., .)et la norme associée ‖.‖.

ä H−1(Ω) = espace dualité de H1
0 (Ω).

ä ∇v = grad(v) =

(
∂xv
∂yv

)
: Le gradient d’un vecteur v.

ä ∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
: Laplacien d’un vecteur u.

ä P la projection sur le convexe K

ä β(u) :u− Pu.

ä

s
∂v

∂n

{
= (∇v+ +∇v−) · n.
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Introduction

Le problème d’obstacle consiste à étudier la déflexion d’une membrane

élastique, soumise à des forces sachant que le déplacement est limité par un

obstacle. Mathématiquement, ce problème peut être vu comme un problème

de minimisation ou une inéquation variationnelle. Les formulations mathé-

matiques de ce problème apparaissent dans des plusieurs applications par

exemple, filtration des fluides dans des milieux poreux, l’élasto-plasticité et

l’élasticité. Les formulations du problème d’obstacle et de l’existence de la

solution ont été étudiées dans certains travaux par ex G. Stampacchia, L.A.

Caffarelli, A. Friedman. Bien qu’il y ait des résultats sur l’existence de la solu-

tion, il est difficile de trouver la solution analytique dans le cas général. C’est

pour cela que les méthodes numériques prennent leurs importances dans les

applications.

Dans ce travail, nous avons étudié la méthode de pénalisation pour le

problème d’obstacle. Ce mémoire se compose de quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, nous avons posé le problème physique, nous don-

nons l’existence et l’unicité de la solution de l’inéquation variationnelle, et on

donne le problème classique d’obstacle. Ce chapitre est principalement basé

sur les références [1],[2],[3].
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Dans le deuxième chapitre, nous présentons une estimation d’erreur a priori

et a posteriori pour le problème d’obstacle. Ce chapitre est basé sur les réfé-

rences [5] et [6].

Dans le troisième chapitre, on utilise la méthode de pénalisation proposée

par Scholz [9]. Est analysée par J-L Lions [8] et Le Dret [10]. Nous donnons

la démonstration de l’existence et l’unicité de solution du problème péna-

lisé en utilisant la théorème de point fixe de Schauder. Nous justifions notre

problème pénalisé par une estimation d’erreur entre la solution du problème

originale et le problème pénalisé. En suite nous proposons une approximation

du problème pénalisé par éléments finis conformes en donnant une estimation

d’erreur concrète entre u− uh.

Dans le dernier chapitre, nous présentons quelques tests numériques pro-

grammés sous le logiciel Freefem++.
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Chapitre 1

Modélisation mathématique du
problème d’obstacle

1.1 Concepts de base

Soit Ω désignera un ouvert borné de R2, D′(Ω) l’espace des distributions définies sur Ω

α = (α1, α2), αi ∈ N, i = 1, 2

un multi-indice et on notera

Dα = ∂α1
1 ∂α2

2 , |α| = α1 + α2.

Définition 1.1.1 On note H1(Ω) l’ensemble des éléments qui satisfont :

H1(Ω) = {u ∈ L2(Ω);
∂u

∂xi
∈ L2(Ω), i = 1, 2}. (1.1)

Définition 1.1.2 Pour m ∈ N

Hm(Ω) = {u ∈ D′(Ω);Dαu ∈ L2(Ω) |α| ≤ m}. (1.2)

Les dérivées étant prises au sens des distributions. Hm(Ω) est un espace de Hilbert pour

le produit scalaire

(u, v)m =
∑
|α|≤m

∫
Ω

DαuDαv dx. (1.3)
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1.1. CONCEPTS DE BASE CHAPITRE 1. MODÉLISATION

La norme associé à ce produit scalaire

‖u‖m,Ω =

∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu|2
1/2

. (1.4)

Par convention, H0(Ω) = L2(Ω). Enfin, pour m > 1, nous introduisons la semi-norme

|u|m,Ω =

∑
|α|=m

∫
Ω

|Dαu|2
1/2

, (1.5)

de sort que

‖u‖m,Ω = (‖u‖2
m−1,Ω + |u|2m,Ω)1/2. (1.6)

On définit l’espace H1
0 (Ω) comme le noyau de γ0, i.e.,

H1
0 (Ω) = {u ∈ H1(Ω), u/∂Ω = 0}

Définition 1.1.3 La forme bilinéaire a(., .) est V -elliptique V×V s’il existe une constante

α > 0 tel que, ∀v ∈ V

a(v, v) ≥ α‖v‖2
V

Définition 1.1.4 La forme bilinéaire a(., .) est continue sur V×V s’il existe une constante

c > 0, elle vérifie

∀u, v ∈ V

a(u, v) ≤ c‖u‖V ‖v‖V

Définition 1.1.5 Soit K une convexe ferme non vide d’un espace de Hilbert V , on dit

que y est la projection de x sur K si

‖u− y‖V = min
z∈K
‖u− z‖V , ∀u ∈ V

.
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1.1. CONCEPTS DE BASE CHAPITRE 1. MODÉLISATION

Théorème 1.1.6 (Stampacchia) Soit V un espace de Hilbert et soit a(., .) une forme

bilinéaire continue et coercive sur V . Soit K un sous ensemble fermé et convexe de V .

Ensuite, étant donnée f ∈ V ′ il existe un unique u ∈ K telle-que

a(u, v − u) ≥ (f, v − u),∀v ∈ K

Preuve. voir [1]

Théorème 1.1.7 (représentation de Riez)

Soit V un espace de Hilbert, pour tout F ∈ V ′ (dual de V ), il existe un unique v ∈ V telle

que :

f(u) = (u, v)∀u ∈ V

Et en plus :

‖F‖′V = ‖v‖V

Preuve. voir[2]

Théorème 1.1.8 (Projection ) Soit K ⊂ V une convexe fermé non vide. Alors pour tout

u ∈ V , il existe y ∈ K unique tel que :

‖u− y‖= min
v∈K
‖u− v‖ (1.7)

De plus y est caractérise propriété

∀v, y ∈ K

(u− y, v − y) ≤ 0

On note y = PKu.

6



1.1. CONCEPTS DE BASE CHAPITRE 1. MODÉLISATION

Preuve. :

Tout d’abord nous démontions que

• Existence :

On pose

d = min
v∈K
‖u− v‖

dn = ‖u− vn‖

Soit dn une suit minimisation c’est a dire dn −→ d qd n −→ 0. On montre que la

suite (vn) est convergent il suffit démontrer qu’elle est de Cauchy. Soient vn, vm ∈ K

l’identité de parallélogramme :

‖a+ b‖2+‖a− b‖2= 2‖a‖+2‖b‖2

On prend a = u− vn b = u− vm

‖2u− (vn + vm)‖2+‖vn − vm‖2= 2‖u− vn‖2+2‖u+ vm‖

‖vn − vm‖2= 2d2
n + 2d2

m − 4‖u− vn + vm
2
‖2

On utilisons (1.7)

‖2u− (vn + vm)‖2+‖vn − vm‖2≤ 2d2
n + 2d2

m − 4d2

En effet
vn + vm

2
∈ K =⇒ ‖u− vn + vm

2
‖≥ d (k convexe)

Donc (vn) suit de Cauchy par conséquent elle est convergent vers y ∈ V et puisque

K est fermé alors y ∈ K

d = lim
n−→0

dn = lim
n−→0
‖u− vn‖= ‖u− y‖

• Unicité :

Nous supposons que y, z ∈ K tel que : ‖x− y‖ = d et ‖x− z‖ = d

7



1.1. CONCEPTS DE BASE CHAPITRE 1. MODÉLISATION

Et on montre que y = z, par l’égalité de parallélogramme

‖y − z‖2 = ‖(y − x)− (z − x)‖2

= 2‖y − x‖2 + 2‖x− z‖2 − ‖(y + z)− 2x‖2

= 2‖y − x‖2 + 2‖x− z‖2 − 4‖(y + z)

2
− x‖2

À droit
(y + z)

2
∈ K pour que

‖(y + z)

2
− x‖ ≥ d

Cela implique que la partie droit est inférieur au égal à 2d2 + 2d2− 4d2. Nous avons

l’inégalité de ‖y − z‖ ≤ 0. Et clairement ‖y − z‖ ≥ 0 de sort que nous devons avoir

l’égalité y = z

Théorème 1.1.9 Formule de Green

∀u ∈ H1(Ω), ∀v ∈ H1(Ω),

−
∫

Ω

∆uv dΩ =

∫
Ω

∇u · ∇vdx−
∫
∂Ω

∂u

∂n
vds

8



1.2. POSITION DU PROBLÈME CHAPITRE 1. MODÉLISATION

1.2 Position du problème

On définit le problème d’obstacle. La solution u(x, y) représente un petit déplacement

transversal d’une membrane élastique Ω ⊂ R2 fixée le long de sa frontière ∂Ω, soumise à

une force f ∈ H−1 et se pose sur un obstacle rigide ϕ(x, y) ≤ 0 ∀(x, y) ∈ ∂Ω.

 

Zone de contacte 

 

fixé fixé 

L’obstacle 

Figure 1.1 – Problème d’obstacle

L’énergie totale de la membrane est donné :

J(v) = P (v)− E(v)

Où P (v) est l’energie potentielle et E(v) est l’energie en raison des forces extérieurs.

On obtient :

P (v) =
1

2

∫
Ω

|∇v|2dx

E(v) =

∫
Ω

fvdx

9



1.2. POSITION DU PROBLÈME CHAPITRE 1. MODÉLISATION

1.2.1 Problème de minimisation

Soit a(., .) est symétrique, on définit une formulation à ce problème :{
trouve u ∈ K

J(u) ≤ J(v) ∀v ∈ K
(1.8)

Avec

J(v) =
1

2
a(v, v)− 〈f, v〉

Et

K =
{
v ∈ H1

0 (Ω), v ≥ ϕ
}

Théorème 1.2.1 K est un ensemble convexe fermé, a(., .) forme bilinéaire, symétrique,

continue et coercive donc le problème(1.8) admet une solution unique.

Proposition 1.2.2 : K convexe fermé non vide.

Preuve. Convexe :

On considère t ∈ [0, 1], et u, v ∈ K c’est à dire :u ≥ ϕ et v ≥ ϕ

Alors tu+ (1− t)v ≥ tϕ+ (1− t)ϕ = ϕ . donc tu+ (1− t)v ∈ K

=⇒ K est convexe.

Fermé :

Soit vn ∈ K,un suit convergence vn → v dans H1
0 (Ω) On va démontrée que v ∈ K

vn ≥ ϕ =⇒ vn − v + v ≥ ϕ

On a

(vn − v) + v ≥ ϕ

Et

|vn − v| ≥ vn − v ≥ ϕ− v

Donc

0 ≥ ϕ− v =⇒ v ≥ ϕ

=⇒ K fermé.

10



1.3. L’EXISTENCE ET L’UNICITÉ DE LA SOLUTION DE L’ INÉQUATION
VARIATIONNELLE CHAPITRE 1. MODÉLISATION

1.3 L’existence et l’unicité de la solution de l’ inéquation
variationnelle

Définition 1.3.1 On appelle inéquation variationnelle elliptique de 1re espace tout in-

équation de la forme : {
trouver u ∈ K

a(u, v − u) ≥ (f, v − u) ∀v ∈ K
(1.9)

Dans ce section présente l’existence et l’unicité pour la solution des inéquations variation-

nelles elliptique de première espèce.

Théorème 1.3.2 [1] Si a(., .) : V × V 7−→ R forme bilinéaire continue et coercive sur

un espace vectoriel V , L(.) :7−→ R forme linaire sur V est K sous ensemble convexe non

vide de V alors l’inéquation variationnelle (1.9) admet une solution unique.

Preuve. :

On commence par l’unicité :

Supposons qu’il y a deux solutions u1 et u2 de (1.9). On écrit l’inégalité associée à u1 en

prenant v = u2 et l’inégalité associée à u2 en prenant v = u1

a(u1, u2 − u1) ≥ (f, u2 − u1)

a(u2, u1 − u2) ≥ (f, u1 − u2)

On additionne les deux inéquations, on obtient :

a(u1 − u2, u1 − u2) ≤ 0

Pour la coercitive sur a(., .)

‖u1 − u2‖2
V≤ 0

Ce qui implique que :

u1 = u2

11



1.3. L’EXISTENCE ET L’UNICITÉ DE LA SOLUTION DE L’ INÉQUATION
VARIATIONNELLE CHAPITRE 1. MODÉLISATION

Pour prouver l’existence de la solution, on écrit (1.9) comme un problème de point fixe.

Le théorème de représentation de Riesz pour les espaces de Hilbert implique l’existence

d’un opérateur continu A : V −→ V tel que :

(Au, v) = a(u, v) pour tout u, v ∈ V

Alors (1.9)

(Au, v − u) ≥ (f, v − u) pour tout u, v ∈ K (1.10)

Par ρ > 0 , on obtient l’inégalité équivalente :

(u− [u− ρ(Au− f)], v − u) ≥ 0 pour tout u, v ∈ K (1.11)

Trouver u tel que :

u = PK(u− ρ(Au− f)) ∀ρ > 0 (1.12)

On introduit l’opérateur T : V −→ K par T = PK(u− ρ(Au− f))

On pose u = T (u).

‖T (u1)− T (u2)‖2
V≤ ‖u1 − u2‖2

V +ρ2‖A(u1 − u2)‖2
V−2ρα(u1 − u2, u1 − u2)

Alors on obtient :

‖T (u1)− T (u2)‖2
V≤

(
1− 2ρα + 2ρ‖A‖2

V

)
‖u2 − u1‖2

V

Ce qui implique que T est une contraction à condition que : 0 < ρ <
2

‖A‖2
V

En prenant ρ dans cet intervalle, on obtient une solution unique du problème de point

fixe, ce qui prouve l’existence de la solution de (1.9).

12



1.3. L’EXISTENCE ET L’UNICITÉ DE LA SOLUTION DE L’ INÉQUATION
VARIATIONNELLE CHAPITRE 1. MODÉLISATION

Proposition 1.3.3 Le problème de minimisation (1.8) est équivalent à l’inéquation va-

riationnelle (1.9).

Preuve. :

Dans la première étape nous monterons le problème minimisation implique l’inéquation

variationnelle : ∀v ∈ K; J(u) ≤ J(v)

alors

1

2
a(u, u)−

∫
Ω

fudx ≤ 1

2
a(v, v)−

∫
Ω

fvdx

On pose v = (1− λ)u+ λv

1

2
a(u, u)−

∫
Ω

fudx ≤ 1

2
a(λv + (1− λ)u, λv + (1− λ)u)−

∫
Ω

f(λv + (1− λ)u)dx

≤ 1

2
[(1− λ)2a(u, u) + λ2a(v, v) + 2λ(1− λ)a(u, v)]

−
∫

Ω

f(λv + (1− λ)u)dx

1

2
a(u, u)−

∫
Ω

fudx ≤ 1

2
a(u, u) +

1

2
λ2a(u, u)− λa(u, u)

+ λ2a(v, v) + λa(u, v) + λ2a(u, v)

− λ
∫

Ω

fvdx+ (1− λ)

∫
Ω

fudx

Simplification

0 ≤ λ2

2
a(v − u, v − u)− λ(f, v − u) + λa(u, v − u)

On divise par λ

0 ≤ a(u, v − u)− (f, v − u) +
λ

2
a(v − u, v − u)

On tends λ −→ 0

a(u, v − u) ≥ (f, v − u) v ∈ K

la deuxième étape nous montrons que l’inéquation variationnelle implique le problème

minimisation. Soit v ∈ K et u 6= v.

Soit la fonction F (λ) = J(u+ λ(v − u)) ∀0 < λ < 1

Note F (0) = J(u), F (1) = J(v) et F continue.

13



1.3. L’EXISTENCE ET L’UNICITÉ DE LA SOLUTION DE L’ INÉQUATION
VARIATIONNELLE CHAPITRE 1. MODÉLISATION

On calcule F ′(λ) :

F ′(λ) = lim
h−→0

J(u+ (λ+ h)(v − u)− J(u+ λ(v − u)

h

On prend w = u+ λ(v − u)

F ′(λ) = lim
h−→0

J(w + h(v − u)− J(w)

h

= lim
h−→0

ha(w, (v − u)) +
h2

2
a(v − u, v − u)− h(f, v − u)

h

= a(w, v − u)− (f, v − u)

= a(u, v − u)− (f, v − u) + λa(v − u, v − u)

F (1) ≥ F (0)

J(u) ≤ J(v)

Cette formulation quelque fois appelé la formulation originelle du problème d’obstacle.

Ayant établi l’équivalence de la minimisation et de la formulation variationnelle.

14



1.4. LE PROBLÈME CLASSIQUE CHAPITRE 1. MODÉLISATION

1.4 Le problème classique

Soit u ∈ H2(Ω) la solution de problème obstacle et comme u résoudre le problème de

inéquation variationnelle :

a(u, v − u) ≥ (f, v − u) ∀u ∈ K∫
Ω

∇u∇(v − u)dx ≥
∫

Ω

f(v − u)dx ∀u ∈ K

tell que

K =
{
v ∈ H1

0 (Ω), v ≥ ϕ
}

Et utilise formule Green :

∀ v dans K ∫
Ω

−∆u(v − u)dx+

∫
∂Ω

∂u

∂n
(v − u)ds ≥

∫
Ω

(f, v − u)dx

Soit φ ∈ D(Ω) tell que :v = u+ tφ ∈ K pour tout 0 ≤ t ≤ 1 et comme v−u = 0 dans ∂Ω

t

∫
Ω

−∆uφdx ≥ t

∫
Ω

fφdx

Et pour tout φ ∈ D(Ω)

−∆u ≥ f p.p dans Ω

On peut diviser le domaine Ω comme sa

Ω = Ω0 ∪ Ω+

Ω0 = {x ∈ Ω, u(x) = ϕ(x)}

Ω+ = {x ∈ Ω, u(x) > ϕ(x)}

Et si on pose ϕ ∈ C(Ω̄) désigne Ω+ est ouvert, depuis u ∈ H2(Ω) ↪→ C(Ω+). Nous

considérons un point x ∈ Ω+, pour lesquels nous pouvons choisir un voisinage V+(x),

nous pouvons trouver un φ ∈ V+(x) et t > 0 si v = u± tφ on obtient

±t
∫

Ω

∆uφdx ≥ ±t
∫

Ω

fφdx
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1.4. LE PROBLÈME CLASSIQUE CHAPITRE 1. MODÉLISATION

Et pour tout φ la même méthode −φ

−∆u = f p.p dans V+(x)

Le fonction u − φ ∈ H2(Ω) alors u ∈ K est solution le problème d’obstacle. On résume

tous les relations on obtient :

−∆u ≥ f dans Ω.

u > ϕ sur Ω

Si u(x) > ϕ(x) déduire −∆u(x) = f(x)

Finalement on obtient le problème obstacle classique :

−∆u ≥f p.p dans Ω.

u ≥ϕ p.p dans Ω.

(−∆u− f)(u− ϕ) =0 p.p dans Ω.

u =0 sur ∂Ω

(1.13)
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Chapitre 2

L’analyse d’erreur

Dans ce chapitre notre but est l’étude l’estimation d’erreur qui concerne le problème

d’obstacle donc, nous présentons outils nous aidons à cela. Ce travail a divisé en deux

parties : Analyse a priori , Analyse a posteriori du problème d’obstacle.

2.1 Rappel

Considérons un problème modèle de la forme :{
trouver u ∈ V tel que

a(u, v) = (f, v),∀v ∈ V
(2.1)

Où V sont des espace de Hilbert, f ∈ V ′ et a(V, V ). Nous supposons que la forme a

satisfait les hypothèses du théorème de Lax-Milgram si bien que ce problème est bien

posé. Un espace d’approximation Vh ⊂ V , nous considérons le problème approché{
trouver uh ∈ Vh tel que

a(uh, vh) = (f, vh), ∀vh ∈ Vh
(2.2)

que nous supposons bien posé.
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2.1. RAPPEL CHAPITRE 2. L’ANALYSE D’ERREUR

Lemme 2.1.1 (lemme de Céa)

Le lemme de Céa montre que la différence entre u et uh est contrôlée par la distance de u

au sous-espace vectoriel Vh de V .

Si u et uh est une solution du problème variationnel (2.1)( 2.2) respective, alors

‖u− uh‖V ≤
M

α
inf
vh∈Vh

‖u− vh‖V

Où M est la constante de continuité de a et α la constante de coercivité.

Définition 2.1.2 Une fonction e(h, uh, f) est appelée erreur a posteriori si

‖u− uh‖V≤ e(h, uh, f)

Si e(h, uh, f) se met sous la forme

e(h, uh, f) =

(∑
T∈Th

eT (uh, f)2

) 1
2

Nous dirons que eT (uh, f) est un indicateur d’erreur.
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2.2. INTERPOLATION CHAPITRE 2. L’ANALYSE D’ERREUR

2.2 Interpolation

Lemme 2.2.1 (Interpolé de Lagrange)

Soit u ∈ H2(Ω) il existe wh ∈ Vh

‖u− wh‖k≤ Ch2−k‖u‖2 k = 0, 1 (2.3)

C indépendant de u et h.

Preuve. [4]

Lemme 2.2.2 (Quasi-interpolé de Clémemt)

∃c > 0 et un quasi-interpolé ,Ch : H1 −→ V k
h tel que

‖Chv − v‖L2(T )≤ cte h‖v‖H1(V (T ))

‖Chv − v‖L2(T )≤ cte |e
1
2 |‖v‖H1(W (e))

 

Figure 2.1 – L’ensemble V (T ) et L’ensemble W (e)

Preuve. [4]
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2.3. APPROXIMATION CHAPITRE 2. L’ANALYSE D’ERREUR

2.3 Approximation par éléments finis

Un maillage ou triangulation est un recouvrement du polygone Ω par des triangles. En

notant {T1, ..., TN} ces triangles, on a donc

Ω̄ =
N⋃
i=1

Ti.

De plus nous supposons l’existence d’un élément de référence T définit par :

T = {(x, y) ∈ R2;x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≤ 1}. (2.4)

Soit Th une triangulation régulière de Ω. Alors il est claire que Vh ⊂ H1
0 (Ω). On définit

l’espace des éléments finis :

Vh = {vh ∈ C0(Ω̄) : vh/T ∈ P1(T ), ∀T ∈ Th, vh = 0 on ∂Ω}

l’espace Vh est de dimension finie. L’approximation Kh de K est donnée par :

Kh = {vh ∈ Vh, vh ≥ ϕh}

Proposition 2.3.1 Kh est convexe fermé non vide.

Et on définit le problème discret :{
Trouver uh ∈ Kh

a(uh, vh − uh) ≥ (f, vh − uh) ∀vh ∈ Kh

(2.5)

On ϕh est l’interpole de ϕ dans Vh.

Théorème 2.3.2 Le problème(2.5) admet une solution unique.

Preuve. voir[7]

Remarque 2.3.3 La première difficulté pour l’analyse d’erreur d’une inéquation varia-

tionnelle réside dans le fait même si : Vh ⊂ V on a pas forcement Kh /∈ K.

Ceci est au fait ϕh peut être < ϕ et donc vh ≥ ϕh ne garanti pas que vh ≥ ϕ
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2.4. ESTIMATION A PRIORI CHAPITRE 2. L’ANALYSE D’ERREUR

2.4 Estimation a priori

L’analyse développée dans que cette partie est basée essentielement sur la référence [5].

Lemme 2.4.1 Soit u et uh les solution du problème continue et problème discret. Alors

si f ∈ L2(Ω), u ∈ H2(Ω)et ϕ ∈ H2(Ω)

on a

‖u− uh‖H1
0 (Ω)≤ Cte h(‖u‖H2(Ω) + ‖f‖L2(Ω) + ‖ϕ‖H2(Ω))

Preuve. Tout d’abord nous démontions l’inégalité suivant :

a(u− uh, u− uh) ≤ a(u− uh, u− vh) + (∆u+ f, u− uh) + (∆u+ f, ϕh − ϕ)

∀vh ∈ Vh on a

a(u− uh, u− uh) = a(u− uh, u− vh + vh − uh)

= a(u− uh, u− vh) + a(u− uh, vh − uh)

6 a(u− uh, u− vh)− (∆u, vh − uh)− (f, vh − uh)

= a(u− uh, u− vh)− (∆u+ f, vh − uh)

a(u− uh, u− uh) 6 a(u− uh, u− vh)− (∆u+ f, vh − uh)

= a(u− uh, u− vh)− (∆u+ f, vh − ϕh + ϕh − uh)

= a(u− uh, u− vh)− (∆u+ f, vh − ϕh)− (∆u+ f, ϕh − uh)

Donc le problème d’obstacle

(∆u+ f, ϕh − uh) ≥ 0

Puisque ∆u+ f 6 0 et ϕh − uh 6 0 On obtient

a(u− uh, u− uh) 6 a(u− uh, u− vh)− (∆u+ f, vh − ϕh)

= a(u− uh, u− vh)− (∆u+ f, vh − u+ u− ϕ+ ϕ− ϕh)

−(∆u+f, vh−u+u−ϕ+ϕ−ϕh) = −(∆u+f, vh−u)−(∆u+f, u−ϕ)−(∆u+f, ϕ−ϕh)
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Puisque −(∆u+ f, u− ϕ) = 0 pour le problème d’obstacle

a(u− uh, u− uh) 6 a(u− uh, u− vh)− (∆u+ f, vh − u)− (∆u+ f, ϕ− ϕh)

On utilise la continue et l’inégalité Couchy Schwarz

a(u− uh, u− uh) 6M‖u− uh‖H1
0
‖u− vh‖H1

0
+‖∆u+ f‖L2(‖vh − u‖L2+‖ϕ− ϕh‖L2)

On utilise l’inégalité

ab 6
a2

2ε
+
ε

2
b2 ∀ε > 0

On pose ε =
M

α
; a = M‖u− uh‖H1

0
; b = ‖u− vh‖H1

0

α‖u− uh‖2
H1

0
6
α

2
‖u− uh‖2

H1
0
+
M

2α
‖u− vh‖2

H1
0
+‖∆u+ f‖L2(‖vh − u‖L2+‖ϕ− ϕh‖L2)

On applique interpole de Lagrange, on trouve

α‖u− uh‖2
H1

0
6 Cte(h2‖u‖2

H2+(‖u‖2
H2+‖f‖2

L2)h2(‖u‖H2+‖ϕ‖H2))

Donc

α‖u− uh‖2
H1

0
6 Cte h2(‖u‖2

H2+(‖u‖H2+‖f‖L2+‖ϕ‖H2)(‖u‖H2+‖ϕ‖H2+‖f‖L2))

α‖u− uh‖2
H16 Cte h2(‖u‖2

H2+(‖u‖H2+‖f‖L2+‖ϕ‖H2)2)

Alors on utilise l’inégalité a2 + b2 ≤ (a+ b)2

α‖u− uh‖2
H1

0
6 Cte h2(2‖u‖H2+‖f‖L2+‖ϕ‖H2)2

‖u− uh‖H1
0
6 Cte h(‖u‖H2+‖f‖L2+‖ϕ‖H2)

Remarque 2.4.2 Pour détermine uh on peut, utiliser le problème de minimisation.

pour vh ∈ Kh ,

vh =
M∑
j=1

βjφj(x)

J(vh) =
1

2
a(vh, vh)− (f, vh)

=
1

2

M∑
j=1

M∑
i=1

βjβia(φjφi)−
M∑
j=1

βi(f, φi)

= (Aβ, β)− (F, β)
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2.4. ESTIMATION A PRIORI CHAPITRE 2. L’ANALYSE D’ERREUR

Le fait que vh − ϕh est linéaire sur chaque T . Donc le problème est un problème de mini-

misation d’une forme quadratique sous contrainte (vh − ϕh)(ai) > 0. ∀ai dans l’ensemble

des sommets, mais en chaque sommet ai vh = βk par conséquent la construction de kh est

équivalente à l’ ensemble des conditions Bk > ϕh(ak) k = 1, 2.....M ce qui est un nombre

fini de contraintes sur β.
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2.5. ESTIMATION A POSTERIORI CHAPITRE 2. L’ANALYSE D’ERREUR

2.5 Estimation a posteriori pour le problème d’ obstacle

Comme dans le cas des équations variationnelles l’analyse a priori nécessite régularité

additionnelle sur la solution, ainsi que pour d’obstacle pour que la convergence soit assurée.

On Définit l’ensemble Λ = {µ ∈ L2 µ ≥ 0}

On introduit le Lagrangien pour le problème d’obstacle

£(u, λ) =
1

2
a(u, u)− (f, u)− (λ, u− ϕ)

L’écriture du problème d’obstacle sur la forme d’une problème de type point-selle On pose

λ = −∆u− f , c’est a dire λ ≥ 0 ;

∀λ ∈ Λ et ∀v ∈ V

a(u, v)− (λ, v) = (f, v)

(u, µ) ≥ (ϕ, µ)

(u, µ)− (u, λ) ≥ (ϕ, µ)− (u, λ)

(u, µ)− (u, λ) = (u, µ)− (u− ϕ, λ) + (ϕ, λ)

= (ϕ, u− λ)

Le nouveau problème de type point-selle suivante :

Trouver (u, λ) ∈ V × V {
a(u, v)− (λ, v) = (f, v) ∀v ∈ V.

(u, µ− λ) ≥ (ϕ, µ− λ) ∀µ ∈ Λ
(2.6)
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2.5. ESTIMATION A POSTERIORI CHAPITRE 2. L’ANALYSE D’ERREUR

Alors la version discrète du problème :{
a(uh, vh)− (λh, vh) = (f, vh) ∀vh ∈ Vh

(uh, µh − λh) ≥ (ϕh, µh − λh) ∀µh ∈ Λ
(2.7)

Lemme 2.5.1 Soit u solution de (2.6) et uh solution (2.7) Alors on a∫
Ω

∇e∇eh ≤
∫

Ω

∇u∇(eh − e)dx−
∫

Ω

f, eh − edx

On note e = u− uh , eh = Ch(e) interpolé de Clément.

Preuve. Soit vh ∈ Vh ⊂ V et la formulation variationnelle de (2.6)et (2.7) respective

suivante :

∫
Ω

∇u∇vhdx−
∫

Ω

λvhdx =

∫
Ω

fvhdx∫
Ω

∇uh∇vhdx−
∫

Ω

λhvhdx =

∫
Ω

fvhdx

Par soustraction on obtient∫
Ω

∇(u− uh)∇vhdx =

∫
Ω

(λ− λh)vhdx

Alors ∫
Ω

∇e∇vhdx =

∫
Ω

(λ− λh)vhdx

On pose vh = eh

∫
Ω

∇e∇ehdx = (λ, eh)− (λh, eh) (2.8)

= (λ, eh − e) + (λ, e)− (λh, eh) (2.9)

Nous provenons (λ, e) ≤ 0

(λ, e) = (−∆u− f, u− uh)

On pose uh = vh

−a(u, vh − u) + (f, vh − u) ≤ 0
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Maintenant Nous démontrons −(λh, eh) ≤ 0, admettant que Ch(uh) ∈ K et Ch(uh) = uh

Pour eh = Chu− uh alors

−a(u, vh − u) + (f, vh − u) ≤ 0

En utilise la majoration l’inégalité(2.9) et donnée résulta suivante :∫
Ω

∇e∇ehdx ≤
∫

Ω

∇u∇(eh − e)dx−
∫

Ω

f(eh − e)dx

Lemme 2.5.2 On a l’estimation∫
Ω

|∇e|2dx ≤
∫

Ω

f(e− eh)dx−
∫

Ω

∇uh∇(e− eh)dx

Preuve. On remarque

(∇e,∇e) = (∇e,∇(e− eh)) + (∇e,∇eh)

Donc

(∇e,∇e) = (∇e,∇(e− eh)) + (∇e,∇eh)

D’après le lemme(2.5.1)∫
Ω

|∇e|2dx ≤
∫

Ω

f(e− eh)dx−
∫

Ω

∇uh∇(e− eh)dx

Théorème 2.5.3 Soit u la solution de (2.1) et uh la solution de (2.2) alors

‖u− uh‖H1
0
≤ Cte

(∑
T∈Th

eT (f, uh, h)

) 1
2

nous avons introduit l’inducteur d’erreur

eT (f, uh, h) = h‖f + ∆uh‖L2(T )+
1

2

∑
e∈∂Th

|e|
1
2‖J∂u

∂n
K‖L2(e)

|e| le diamètre de e et J∂u
∂n

K le saut de la dérivée normale de uh a travers e.
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Preuve. On utilise le lemme (3.1.11)∫
Ω

|∇e|2dx ≤ −
∫

Ω

∇uh∇(e− eh) +

∫
Ω

f(e− eh)

On utilise la formule de Green∫
Ω

|∇e|2dx ≤
∫

Ω

∆uh(e− eh)dx−
∫
∂Ω

∂uh
∂n

(e− eh)ds+

∫
Ω

f(e− eh)dx

=

∫
Ω

(∆uh + f)(e− eh)dx−
∫
∂Ω

∂uh
∂n

(e− eh)ds

=
∑
T∈Th

∫
T

(∆uh + f)(e− eh)dx+
∑
e∈∂Th

∫
e

∂uh
∂n

(e− eh)ds

Si e une arête intérieure commune de T± (voir la figure 2.2).

Figure 2.2 – deux triangles adjacents et un triangle du bord

Maintenant nous travaillons avec le parti∑
e∈∂Th

∂uh
∂n

(e− eh) =

∫
e

∂u+
h

∂n
(e− eh)+ds−

∫
e

∂u−h
∂n

(e− eh)−ds

On utilise l’égalité

ab− cd = (a− c)(b+ d

2
) + (

a+ c

2
)(b− d)

On remarque la résulta∑
e∈∂Th

∂uh
∂n

(e− eh) =
1

2

∑
e∈∂Th

∫
e

J
∂uh
∂n

K(e− eh)ds

On pose ∫
T

(∆uh + f)(e− eh)dx =

∫
T

h(∆uh + f)h−1(e− eh)dx
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On utilise l’inégalité Couchy Schwarz∫
T

(∆uh + f)(e− eh)dx ≤ h‖∆uh + f)‖L2(T )h
−1‖e− eh‖L2(T )

Le même l’idée

1

2

∑
e∈∂Th

∫
e

J
∂uh
∂n

K(e− eh)ds ≤
e

−1
2

2
‖J∂uh
∂n

K‖L2(e)e
1
2‖e− eh‖L2(e)

Nous choisissons maintenant e = Ch(e) est l’opérateur de Clément

‖u− uh‖2
H1

0
≤
∑
T∈Th

h‖f + ∆uh‖L2(T )‖e‖H1(V (T ))+
∑
e∈∂Th

1

2
‖J∂uh
∂n

K‖L2(e)‖e‖H1(W (e))

≤
∑
T∈Th

e(uh, f) max(h−1‖e− eh‖L2(V (T )), e
−1
2 ‖e− eh‖L2(W (e)))

‖u− uh‖2
H1

0
≤ ‖u− uh‖H1

0

(∑
T∈Th

h2‖f + ∆uh‖2
L2(V (T ))+

∑
e∈Th

|e|1
4
‖J∂uh
∂n

K‖2
L2(W (e))

)1

2

Alors

‖u− uh‖H1
0
≤ Cte

(
e(uh, f)2

) 1
2
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Chapitre 3

Méthode de pénalisation pour le
problème d’obstacle

Dans ce chapitre on s’occupe à l’étude du la méthode de pénalisation, qui a pour but

de trouver une solution approchée de problème d’obstacle. En couplant le paramètre de

pénalité ε et les évaluations d’erreur quasi-optimales du paramètre h de discrétisation

dans la norme de l’espace d’énergie . Cette partie est basée sur la référence [9].

3.1 Théorèmes généraux

Définition 3.1.1 Un opérateur T de V dans H est dit monotone si ∀u, v ∈ V

(Tu− Tv, u− v) ≥ 0

Lemme 3.1.2 Soit V espace de Hilbert, L’ opérateur β défini par

β(v) = v − Pv, avec P l’opérateur de projection sur K ⊂ V.

est monotone.

Preuve. On a propriété de projection

(v − Pv, w − Pv) ≤ 0 ∀w ∈ K
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Donc

(v − Pv, Pv − w1) ≥ 0 ∀w1 ∈ K (3.1)

Et

(u− Pu, Pu− w2) ≥ 0 ∀w2 ∈ K (3.2)

On pose w1 = Pu et w2 = Pv et par addition (3.1) et (3.2)

On trouve

(βv − βu, Pu− Pv) ≥ 0

Alors

(βu− βv, βu− βv) ≥ 0

(βu− βv, (u− Pu)− (v − Pv)) ≥ 0

(βu− βv, u− v) ≥ (βu− βv, Pu− Pv)

Donc

(βu− βv, u− v) ≥ 0 ∀u, v ∈ V

Théorème 3.1.3 (Schauder)[10] Soit E un espace vectoriel normé, C un convexe com-

pact de E et T une application continue de C dans C. Alors T admet un point fixe.

Preuve. voir [10]

Théorème 3.1.4 [10] Soit Ω un ouvert borné de Rd etf ∈ (C0(Rd) ∩ L∞(R2)). Il existe

au moins une solution u ∈ H1
0 (Ω) du problème −∆u = F (u) au sens de D′(Ω).

Théorème 3.1.5 [10] On suppose qu’en outre des hypothèses précédentes, F est décrois-

sante. Alors la solution u du problème modèle est unique.

Corollaire 3.1.6 [10] L’application (−∆) est continue de H1
0 (Ω) dans L2(Ω) est isomor-

phisme.

Lemme 3.1.7 Soit v et v0 ∈ H1
0 (Ω)

lim
‖v‖7−→∞

(−∆v, v − v0)

‖v‖
= +∞
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Preuve. On a

(−∆v, v − v0) =

∫
Ω

∇v∇(v − v0)dx

=

∫
Ω

|∇v|2dx−
∫

Ω

∇v∇v0dx

Ou
(−∆v, v − v0)

‖v‖V
= ‖v‖V−

∫
Ω
∇v∇(v0)dx

‖v‖V

Alors ∫
Ω
∇v∇(v0)dx

‖v‖V
≤ ‖∇v0‖L2= ‖v0‖V

Donc

lim
‖v‖7−→∞

(−∆v, v − v0)

‖v‖V
≥ +∞

On a

lim
‖v‖7−→∞

(−∆v, v − v0)

‖v‖
= +∞

Remarque 3.1.8 Il existe une sous-suite u0 ∈ K et χ ∈ V ′ tels que uε ⇀ u0 dans V

faible et Auε ⇀ χ dans V ′ faible

Lemme 3.1.9 [10] On a l’inégalité

lim
ε−→0

inf〈Auε, uε〉 ≥ 〈χ, u0〉.

Lemme 3.1.10 [10] On a l’inégalité

lim
ε−→0

sup〈Auε, uε〉 ≤ 〈χ, u0〉.

Lemme 3.1.11 [10] On a 〈Auε, uε〉 −→ 〈χ, u0〉, Au0 = χ et u0 est solution de problème

inéquation variationnelle.
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Définition 3.1.12 Soient B1 et B2 deux espaces de Banach, on dit que B1 s’injecte d’une

façon continue dans B2 et on note B1 ↪→ B2 si :

• B1 ⊂ B2.

• ∃C > 0 ‖u‖B2≤ C‖u‖B1

On dit que B1 s’injecte d’une façon compacte dans B2,B1 ↪→c B2 si :

• L’image de tout borné de B1 est relativement compact dans B2.

Théorème 3.1.13 (Rellich-Kondrochov) Soit Ω un ouvert borné de Rn a frontière Lip-

schitzienne m ; l entiers 0 ≤ l < m, 1 ≤ p < +∞, les injections suivantes sont compactes :

1. Wm
p ↪→ C l

B(Ω) =
{
u ∈ C l(Ω)/Dα est bornn sur ∀ |α| > l si(m− p)p < n

}
2. Wm

p ↪→ C l(Ω̄) si (m− p)p > 0.

3. Wm
p ↪→ W l

q(Ω) si (m − p)p < p ; 1 < q <
np

n− (m− l)p
ou si (m − l)p = n et

1 ≤ q < 1.

4. Si (m − l)p > n ≥ (m − l − 1)p et0 < λ < m − l − n

p
alors : Wm

p (Ω ↪→ C lλ(Ω̄) ={
u ∈ C lλ(Ω̄); ∃k > 0;∀|α| > l;∀x, y ∈ Ω : |Dαu(x)−Dα(y)| ≤ k|x− y|λ

}
Preuve. voir [1].
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3.2 Le problème pénalisé

Soient a(., .) une forme bilinéaire continue de V × V dans R, et (., .) le produit scalaire.

Et f ∈ L2, ε est un paramètre de pénalisation positif, consider le problème suivante :

Pε

 trouver uε ∈ V

a(uε, v) +
1

ε
(β(uε), v) = L(v) ∀v ∈ V

(3.3)

On définit

a(uε, v) =

∫
Ω

∇uε∇vdx

β(uε) = uε − Puε

avec : P la projection sur K, la partie non linéaire (β(uε), v)

(β(uε), v) =

∫
Ω

(uε − Puε)vdx

L(v) =

∫
Ω

fvdx.

Remarque 3.2.1 Si ϕ ∈ H1
0 (Ω) ∩ H2(Ω), on peut ramener le problème à un problème

avec ϕ = 0. En effet ũ = u− ϕ, alors le nouveau problème s’écrit trouver ũ ∈ K̃tel que

a(ũ, v − ũ) ≥ (f̃ , v − ũ)
(3.4)

Avec

f̃ = f −∆ϕ

K̃ =
{
v ∈ H1

0 (Ω) v ≥ 0
}

Quelque soit fonction v subdivision le parti : v+ = max(v, 0) et v− = min(v, 0)

réception P (v) = v − (v − ϕ)−, tel que β(v) = (v − ϕ)−.

Hypothse :la condition de régularité, ϕ ∈ H2(Ω)

Aϕ ≤ 0 (3.5)
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Lemme 3.2.2 Soit uε ∈ H1
0 (Ω) ∩ H2(Ω) la solution du problème pénalisé.Alors on a l’

estimation a priori

‖β(uε)‖L2(Ω) ≤ ε‖f‖L2(Ω) (3.6)

‖β(uε)‖H1
0 (Ω) ≤ Cε

1
2‖f‖L2(Ω) (3.7)

‖uε‖H2(Ω) ≤ C‖f‖L2(Ω) (3.8)

C indépendant de ε.

Preuve. Soit V = H1
0 (Ω) et K {v ∈ H1

0 (Ω); v ≥ ϕ} alors on remarque ϕ ≤ 0, v = 0 on

frontière ∂Ω. On utilise

a(β(v), β(v)) = a(v − P (v), β(v))

= a((v − ϕ)−, β(v))

= a(ϕ, (v − ϕ)−)

= (Aϕ, (v − ϕ)−) ≥ 0

=⇒ On démontre l’inégalité (3.6) :

a(β(uε), β(uε)) +
1

ε
(β(uε), β(uε)) = a(uε, β(uε))− a(P (uε), β(uε)) +

1

ε
(β(uε), β(uε))

≤ a(uε, β(uε)) +
1

ε
(β(uε), β(uε))

= (f, β(uε))

On a a(β(uε), β(uε)) positive alors :

1

ε
(β(uε), β(uε)) ≤ (f, β(uε))

‖β(uε)‖2
L2(Ω) ≤ ε‖f‖L2‖β(uε)‖L2(Ω)

‖β(uε)‖L2(Ω) ≤ ε‖f‖L2
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=⇒ Nous démontrons maintenant la deuxième inégalité (3.7) :

on utilise a(., .) coercivté et le dernière conséquence

a(β(uε), β(uε)) +
1

ε
(β(uε), β(uε)) = (f, β(uε))

a(β(uε), β(uε)) ≤ (f, β(uε))

‖β(uε)‖2
H1

0 (Ω) ≤ C‖f‖L2‖β(uε)‖L2(Ω)

‖β(uε)‖H1
0 (Ω) ≤ Cε

1
2‖f‖L2(Ω)

=⇒ On démontrée la troisième inégalité(3.8) :

Dans ce prouve basée par la shift théorème de opérateur elliptique

‖uε‖H2(Ω)≤ ‖f‖L2(Ω)+
1

ε
‖β(uε)‖L2(Ω)

Alors un applique l’inégalité (3.6) se trouve

‖uε‖H2(Ω)≤ C‖f‖L2(Ω)
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3.3 Existence et unicité de la solution du problème pé-
nalisé

Dans ce section nous donnerons l’existence et l’unicité de solution la méthode de pénali-

sation.

Théorème 3.3.1 :[9]

1. le problème (3.3) admet une solution unique.

2. uε est uniformement bornée. C’est dire uε ⇀ u0 dans V et uε −→ u0 dans L2.

3. u0 solution de problème (1.9).

Preuve.

1. • L’existence

Maintenant en utilisant le théorème (3.1.4) pour prouver l’existence d’une so-

lution à ce problème

∀uε ∈ V

−∆uε +
1

ε
βuε = f

−∆uε = F (uε) (3.9)

On pose le F (uε) = f − 1

ε
β(uε) et (F (uε)− F (w), uε − w) ≤ 0 ∀uε, w ∈ V

avec F décroissant.

Soit T : V −→ V application continu, on pose encore T (v) = (−∆)−1(f(v))

Donc v ∈ H1
0 (Ω) puisque F (v) ∈ L2(Ω) et L’application (−∆)−1 est continue

de L2(Ω) dans H1
0 (Ω), tel que

−∆(Tv) = F (v)

Notons que par le théorème de Rellich, l’injection est compacte et que par

conséquent, T transforme les bornés de V en ensembles relativement compacts
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de V , puisque l’image d’un compact par une application continue est un com-

pact. Pour appliquer le théorème de Schauder, L’ensemble C est un convexe

fermé de V . Nous prenons ici

C =
{
v ∈ H1

0 (Ω); ‖v‖H1
0 (Ω)≤M

}
Où M est une constante à choisir. De plus, c’est un fermé de V . En effet, si

vn ∈ C converge vers v, alors vn est bornée dans H1
0 (Ω) et contient donc une

sous-suite vnk qui converge faiblement vers un élément de H1
0 (Ω). De plus, la

semi-continuité inférieure séquentielle faible de la norme implique que

‖v‖H1
0 (Ω)≤ lim

nk−→+∞
inf‖vnk

‖H1
0 (Ω)≤M

C’est-à-dire v ∈ C. Par conséquent, C est compact dans V .

Nous allons choisir la constante M , nous provenons T (C) ⊂ C.

Tel que ∀w ∈ V ∫
Ω

∇(Tv)∇wdx =

∫
Ω

F (v)wdx

Pour w = Tv dans l’équation précédente, il vient :∫
Ω

|∇Tv|2dx =

∫
Ω

F (v)Tvdx

On utilise l’inégalité de Poincaré ‖v‖H1
0 (Ω)= ‖∇v‖L2(Ω)

‖∇Tv‖2
L2(Ω)=

∫
Ω

F (v)Tvdx ≤ ‖F (v)‖L2(Ω)‖Tv‖H1
0 (Ω)

Donc

‖∇Tv‖L2(Ω)≤M

‖Tv‖H1
0 (Ω)≤M

Pour assurer que T (C) ⊂ C, alors application le théorème point fixe de Schau-

der

Tv = v ∀v ∈ C

Alors on a l’existence d’une solution.
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• L’unicité :

En utilisant la théorème(3.1.5) de prouver l’unicité d’une solution à ce problème

∀uε ∈ V

−∆uε +
1

ε
βuε = f

−∆uε = F (uε) (3.10)

Soit uε1 et uε2 les deux solutions (3.10). Nous utilisons la formule de Green∫
Ω

∇uε1∇v1dx =

∫
Ω

F (uε1)v1dx ∀v1 ∈ V∫
Ω

∇uε2∇v2dx =

∫
Ω

F (uε2)v2dx ∀v2 ∈ V

On pose v1 = uε1 − uε2 , v2 = uε2 − uε1 additionnons les deux équations. On

trouve : ∫
Ω

(∇(uε1 − uε2))2dx =

∫
Ω

F (uε1 − uε2)(uε1 − uε2)dx ≤ 0

On l’inégalité de Poincaré ‖uε1 − uε2‖V≤ 0 =⇒ uε1 − uε2 = 0

d’on l’unicité.

2. Nous montrons que uε est uniformément bornée, si uε n’est pas bornée dans V alors

‖uε‖V−→∞, ε −→ 0 donc

(−∆uε, uε − v0)

‖uε‖V
−→ +∞

On choisir v0 = u on a

(−∆uε, uε − u) +
1

ε
(β(uε), uε − u) = (f, uε − u)

On remarque

(β(uε), uε − u) = (β(uε), uε − Puε + Puε − u) (3.11)

= (β(uε), uε − Puε) + (β(uε), Puε − u) (3.12)

= (β(uε), β(uε)) + (β(uε), Puε − u) (3.13)
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On a

(β(uε), Puε − u) = ((uε − ϕ)−, ϕ− u) ≥ 0

Par conséquent

(−∆uε, uε − u) ≤ (f, uε − u)

Donc
(−∆uε, uε − u)

‖uε‖V
≤ ‖f‖L2(1 +

‖u‖V
‖uε‖V

)

Supposons qu’il existe une suite uε −→ +∞ telle que ‖uε‖V−→ +∞ ,
‖u‖V
‖uε‖V

−→ 0

et l’inégalité ci-dessus contredit la coercivité de a(., .). Il existe donc une constante

M telle que ‖uε‖V≤ M pour tout ε. Soit uε uniformément bornée dans V est de

Hilbert. L’existe u0 ∈ V tel que le suite uε converge faiblement vers u0 dans V , et

uε converge fortement vers u0 dans L2(Ω).

3. Nous trouvons le lemme (3.1.9), utilisons la monotonie de A . Il vient

〈Auε − Au0, uε − u0〉 ≥ 0

Soit en développant le crochet

〈Auε, uε〉 − 〈Auε, u0〉 − 〈Au0, uε〉+ 〈Au0, u0〉 ≥ 0 (3.14)

Convergences faibles respectives de Auε et de uε, on a que 〈Auε, u0〉 −→ 〈χ, u0〉

et 〈Au0, uε〉 −→ 〈Au0, u0〉. Par conséquent, en passant à la limite inférieure dans

l’inégalité ci-dessus, on obtient

lim
ε−→0

inf〈Auε, uε〉 − 〈χ, u0〉 − 〈Au0, u0〉+ 〈Au0, u0〉 ≥ 0

D’où le résultat

lim
ε−→0

inf〈Auε, uε〉 ≥ 〈χ, u0〉.

On trouvons le lemme (3.1.10). On utilise cette fois l’inéquation variationnelle

∀uε, v ∈ K

〈Auε − f, v − uε〉 ≥ 0
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Soit en développant le crochet

〈Auε, v〉 − 〈f, v〉 − 〈Auε, uε〉+ 〈f, uε〉 ≥ 0 (3.15)

Passant à la limite inférieure dans cette inégalité, on obtient

− lim
ε−→0

sup〈Auε, uε〉+ 〈χ, v〉 − 〈f, v〉+ 〈f, u0〉 ≥ 0

On choisir v = u0

lim
ε−→0

sup〈Auε, uε〉 ≤ 〈χ, u0〉.

La convergence provient immédiatement des lemmes (3.1.10) et (3.1.11) ,alors l’in-

égalité de monotonie, il vient

〈Auε, uε〉 − 〈Auε, v〉 − 〈Av, uε〉+ 〈Av, v〉 ≥ 0

Passant à la limite quand ε −→ 0, on obtient

〈χ, u0〉 − 〈χ, v〉 − 〈Av, u0〉+ 〈Av, v〉 ≥ 0

Dans

〈χ− Av, u0 − v〉 ≥ 0

On déduirons que χ = Au0 reprenant l’inégalité (3.15) et passant à la limite en ε

−〈Au0, u0〉+ 〈Au0, v〉 − 〈f, v〉+ 〈f, u0〉 ≥ 0

Alors

〈Au0 − f, v − u0〉 ≥ 0

D’où le résultat u0 solution sur l’inéquation variationnelle(1.9).
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3.4 Problème Discret de pénalisation

Nous considérons le problème :

P ε
h

 trouver uhε ∈ Vh

a(uhε , vh) +
1

ε
(β(uhε ), vh) = (f, vh) ∀vh ∈ Vh

(3.16)

3.4.1 Existence et l’unicité de problème discret

Dans ce section nous donnerons l’existence et l’unicité de solution approché de méthode.

Lemme 3.4.1 [8] Soit ξ ∈ Vh , Πh
ε (ξ) : Vh −→ Vh une application continue de R2 tel que

r > 0 convenable, on ait :

(Πh
ε (ξ), ξ) > 0 ∀ξ tel que ‖ξ‖1= r (3.17)

Si ξ = {ξi} et η = {ηi} ∈ R2 :

(ξ, η) =
2∑
i=1

ξiηi, ‖ξ‖= (ξ, ξ)
1
2 (3.18)

Alors il existe ξ ,‖ξ‖1≤ r tel que Πh
ε (ξ) = 0

Lemme 3.4.2 Problème (P h
ε ) admet une solution unique.

Preuve.

L’existence :

Soit Ah : Vh −→ Vh l’opérateur discret elliptique défini par

(Ahψ, vh) = a(ψ, vh) ∀vh ∈ Vh

Soit Ph : L2 −→ Vh le L2- projection est défini on Πh
ε : Vh −→ Vh

Πh
ε (ψ) = Ahψ +

1

ε
Phβ(ψ)− Phf
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composée d’applications continues.

uhε solution (P h
ε ) si seulement si Πε

h(u
h
ε ) = 0

Si Πε
h(u

h
ε ) 6= 0, On choisir L’ensemble C est un convexe fermé de Vh. Nous prenons ici

C = {ξ ∈ Vh; ‖ξ‖≤ r}

L’on pose encore T : C −→ C ∀ξ ∈ C tel que

T (ξ) = −Π
ε
h(ξ)ξ

|Πε
h(ξ)|

Pour assurer que T (C) ⊂ C, alors application le théorème point fixe de Schauder.

T (ξ) = ξ

ou a

0 < (ξ, ξ) = (T (ξ), ξ) = (−Π
ε
h(ξ)ξ

|Πε
h(ξ)|

, ξ)

Alors 0 < (−Πε
h(ξ), ξ), donc 0 > (Πε

h(ξ), ξ)

Ce contraste avec la lemme (3.4.1)qui on pose ξ = uhε .

Il existe uhε solution,tel que Πh
ε (uhε ) = 0

Maintenaient nous démonstration respectivement

Si Πε
h(u

h
ε ) = 0 =⇒ Πh

ε (uhε ) = Ahu
h
ε +

1

ε
Phβ(uhε )− Phf ∀vh ∈ Vh

(Ahu
h
ε , vh) +

1

ε
(Phβ(uhε ), vh)− (Phf, vh) = 0

(Ahu
h
ε , vh) +

1

ε
(Phβ(uhε )− β(uhε ) + β(uhε ), vh)− (Phf − f + f, vh) = 0

(Ahu
h
ε , vh) +

1

ε
(Phβ(uhε )− β(uhε ), vh) +

1

ε
(β(uhε ), vh)− (Phf − f, vh) = (f, vh)

On remarque (Phβ(uhε )−β(uhε ), vh) = 0 et (Phf−f, vh) = 0 pour la propriété de projection

(Ahu
h
ε , vh) +

1

ε
(β(uhε ), vh) = (f, vh)

On a

a(uhε , vh) +
1

ε
(β(uhε ), vh) = (f, vh)

uhε solution de (P h
ε )

42



3.4. PROBLÈME DISCRET CHAPITRE 3. MÉTHODE DE PÉNALISATION

l’unicité :

Soit ũεh et uεh deux solution (P ε
h)

∀vh ∈ Vh
a(ũhε , vh) +

1

ε
(β(ũhε ), vh) = (f, vh) (3.19)

a(uhε , vh) +
1

ε
(β(uhε ), vh) = (f, vh) (3.20)

Dans soustraction du (3.19) et (3.20), alors

a(uhε − ũhε , vh) = −1

ε
(β(uhε )− β(ũhε ), vh)

On pose vh = uhε − ũhε , on utilise la monotone de l’autre côté de l’équation

a(uhε − ũhε , uhε − ũhε ) ≤ 0

La coercitivté sur a(., .)

‖uhε − ũhε‖2
V≤ 0

Ce qui implique que : uhε = ũhε d’où l’unicité
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3.5 Analyse d’erreur de méthode pénalisation

Dans ce section nous donnerons la méthode de l’analyse de l’erreur. Soit u est la solution

exacte de problème obstacle, et uε est la solution de méthode.

Théorème 3.5.1 Soit u0 ∈ K et uε ∈ V solution de problème (1.9)et (3.3)respectivement,

ε > 0 on a estimation

‖u0 − uε‖H1
0
≤ Cε

1
2‖f‖L2

C indépendant de ε et f .

Preuve. On premier étape démontrons l’inégalité suivant :

‖u0 − Puε‖H1
0 (Ω)≤ Cε

1
2‖f‖L2(Ω)

Alors

a(Puε − u0, Puε − u0) = a(Puε, Puε − u0)− a(u0, Puε − u0)

= a(uε, Puε − u0)− a(β(uε), Puε − u0)− a(u0, Puε − u0)

≤ (f, Puε − u0)− 1

ε
(β(uε), Puε − u0))− a(β(uε), Puε − u0)− a(u0, Puε − u0)

≤ (f, Puε − u0)− 1

ε
(β(uε), Puε − u0)− a(β(uε), Puε − u0)− (f, Puε − u0)

≤ (f, Puε − u0)− a(β(uε), Puε − u0)− (f, Puε − u0)

Puisque (β(uε), Puε − u0) = ((uε − ϕ)−, ϕ− u0) ≥ 0

a(u0 − Puε, (u0 − Puε) ≤ a(β(uε), u0 − Puε)

On utilise pour la coercive de a(, ) et l’inégalité Couchy Schwarz

α‖u0 − Puε‖2
H1

0 (Ω) ≤ ‖βuε‖L2(Ω)‖u0 − Puε‖L2(Ω)

≤ ‖βuε‖H1
0
‖u0 − Puε‖H1

0 (Ω)

‖u0 − Puε‖H1
0 (Ω) ≤

1

α
‖βuε‖H1

0 (Ω)

≤ Cε
1
2‖f‖L2(Ω)
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Alors

‖u0 − uε‖H1
0 (Ω) = ‖u0 − Puε − βuε‖H1

0 (Ω)

≤ ‖u0 − Puε‖H1
0 (Ω)+‖βuε‖H1

0 (Ω)

≤ Cε
1
2‖f‖L2(Ω)+Cε

1
2‖f‖L2(Ω)

≤ 2Cε
1
2‖f‖L2(Ω)

≤ Cε
1
2‖f‖L2(Ω)

Théorème 3.5.2 [9] Soit uε ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω) et uhε ∈ Vh les solutions de (Pε) et (P h

ε )

respective, on estimation

‖uε − uhε‖H1+ε−
1
2‖β(uε)− β(uhε )‖L2≤ C(h+ ε−

1
2h2)‖f‖L2 (3.21)

C indépendant de ε, h et f .

Corollaire 3.5.3 Soit u0 ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω), ϕ ≤ u0 et uhε ∈ Vh le solution un problème

d’obstacle (P0) et discrétion de problème pénalisation (P h
ε ), toujours ε = h2, on estimation

‖u0 − uhε‖H1≤ Ch‖f‖L2 (3.22)

Preuve.

Soit ∀u, v ∈ V , alors βu = u− Pu

‖β(u)− β(v)‖2
0 = (β(u)− β(v), u− Pu− v + Pv)

≤ (β(u)− β(v), u− v) + (β(u)− β(v), Pu− Pv)

≤ (β(u)− β(v), u− v)

La coercivté et la continuité de a(., .) définition la relation uε et uhε

‖uε − uhε‖2
H1+

1

ε
‖β(uε)− β(uhε )‖2

L2 ≤ C

{
a(uε − uhε , uε − uhε ) +

1

ε
(β(uε)− β(uhε ), uε − uhε )

}
= C

{
a(uε − uhε , uε − ψhε ) +

1

ε
(β(uε)− β(uhε ), uε − ψhε )

}
≤ C

{
‖uε − uhε‖H1‖uε − ψhε ‖H1+

1

ε
‖β(uε)− β(uhε )‖L2‖uε − ψhε ‖L2

}
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Nous utilisons l’inégalité ab ≤ a2

2
+
b2

2
alors :

‖uε − uhε‖2
H1+

1

ε
‖β(uε)− β(uhε )‖2

L2 ≤
1

2

{
‖uε − uhε‖2

1+
1

ε
‖β(uε)− β(uhε )‖2

L2

}
+ C

{
‖uε − ψhε ‖2

H1+
1

ε
‖uε − ψhε ‖2

L2

}
≤ C

{
‖uε − ψhε ‖2

H1+
1

ε
‖uε − ψhε ‖2

L2

}
On pose ψhε interpolé de uhε

‖uε − uhε‖2
H1+

1

ε
‖β(uε)− β(uhε )‖2

L2≤ C(h2 + ε−1h4)‖uε‖H2

On utilise le théorème shift de l’inégalité dernière

‖uε − uhε‖2
H1+

1

ε
‖β(uε)− β(uhε )‖2

L2≤ C(h2 + ε−1h4)‖f‖L2

Alors

‖uε − uhε‖H1+ε−
1
2‖β(uε)− β(uhε )‖L2≤ C(h+ ε−

1
2h2)‖f‖L2
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Chapitre 4

Tests numériques sous Freefem++

Dans ce chapitre nous faisons quelques tests numériques, basés sur la méthode de pénali-

sation sous le logiciel Freefem++.

4.1 Exemples

Nous discrétisons le maillage Ω par triangulation on utilise le maillage suivante :

Ω =
{

(x, y) | x2 + y2 < 1
}

(a) Ω

Figure 4.1 – Maillage du domaine
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4.1. EXEMPLES CHAPITRE 4. TESTS NUMÉRIQUES SOUS FREEFEM++

4.1.1 Premier exemple :

Nous considérons de problème d’obstacle suivante :

−∆u ≥ −4 dans Ω

u ≥ −x2 + y2 − 0.3 dans Ω

(−∆u+ 4)(u+ x2 − y2 + 0.3) = 0 dans Ω

u = 0.7 dans ∂Ω

(4.1)

Alors l’obstacle ϕ = −x2 + y2 − 0.3 et la force f = −4

La solution exacte du problème d’obstacle est donnée :

u =

 − x
2 − y2 + 0.3 0 <

√
x2 + y2 < 0.2953

x2 + y2 − 0.3− 0.3489 log
√
x2 + y2 0.2953 <

√
x2 + y2 < 1

(4.2)

la membrane est placée sous-dessus d’un obstacle et on a appliqué des forces extérieure

f on remarque une déformation de la membrane, comme dans la figure(4.2)

(a) Contact membrane et l’obstacle (b) Déformation de membrane

Figure 4.2 – Le problème d’obstacle
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4.1. EXEMPLES CHAPITRE 4. TESTS NUMÉRIQUES SOUS FREEFEM++

4.1.2 Localisation de la frontière libre

Nous dessinons la frontière liber sur logiciel Matlab, on remarque par la intervalle

]− 0.3, 0.3[ ce vérifie ϕ = v, et intervalle ]− 1,−0.3[×]0.3, 1[ il analyse de v > ϕ

Figure 4.3 – Frontière libre pour le premier exemple

4.1.3 La convergence pour le premier exemple

Pour le paramètre de pénalisation ε = 10−3 et βu = min((u−ϕ), 0), λ0 = 0 valeur initiale.

La solution approché uh de cette méthode

itération ‖βu− λ0‖0 ‖u− uh‖1

71 0.00763859 0.0033359
79 0.007626276 0.00322915
204 0.00617871 0.00267672
300 0.0053046 0.00228524
412 0.00444974 0.00190247
550 0.00359557 0.00152257
607 0.0032970 0.00138771
752 0.0265542 0.0010991
877 0.00221709 0.00090025
999 0.00186899 0.000744932

Table 4.1 – La convergence de la solution approchée

49



4.1. EXEMPLES CHAPITRE 4. TESTS NUMÉRIQUES SOUS FREEFEM++

4.1.4 Deuxième exemple :

Nous considérons de problème d’obstacle suivante :

−∆u ≥ −32 dans Ω

u ≥ −x2 + y2 − 0.5 dans Ω

(−∆u+ 32)(u+ x2 − y2 + 0.5) = 0 dans Ω

u = 0 dans ∂Ω

(4.3)

Alors l’obstacle ϕ = −x2 + y2 − 0.5, et la force extérieure f = −32

La solution exacte pour problème d’obstacle est donnée :

u =

{ − 1 x < 0.7374

8x2 − 8.699 log x− 8 0.7374 ≤ x
(4.4)

Dans cet exemple on étudie déflextion de la membrane est soumis en bas à une force

agissant ,comme cette figure

(a) Membrane (b) L’obstacle

Figure 4.4 – Déformation de membrane
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4.1. EXEMPLES CHAPITRE 4. TESTS NUMÉRIQUES SOUS FREEFEM++

4.1.5 Localisation de la frontière libre

Nous dessinons la frontière liber sur logiciel Matlab, on remarque par la intervalle

]− 0.2, 0.2[ ce vérifie ϕ = v, et intervalle ]− 1,−0.2[×]0.2, 1[ il analyse de v > ϕ

Figure 4.5 – Frontière liber par le premier exemple

4.1.6 La convergence par deuxième exemple

Pour le paramétre de pénalisation ε = 10−3 et βu = min((u−ϕ), 0), λ0 = 0 valeur initiale

alors u solution approché de cette méthode

itération ‖βu− λ0‖0 ‖u− uh‖1

01 0.002662 1.88295
11 0.001018 0.052111
25 0.00078 0.027479
40 0.00228524 0.02387
65 0.00444974 0.00190247
80 0.00359557 0.00152257
80 0.0032970 0.00138771
90 0.0265542 0.0010991
99 0.00221709 0.00090025

Table 4.2 – la convergence de solution approchée du du Lagrangien IP1
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4.1. EXEMPLES CHAPITRE 4. TESTS NUMÉRIQUES SOUS FREEFEM++

Dans cet exemple, on observe que si on augmente le nombre des triangles du le bordure,

on remarque chaque fois une diminution de estimée d’erreur ‖u− uh‖1

Nombre de triangles 10 100 150 200
‖u− uh‖1 0.0177968 0.00954246 0.00940251 0.00937687

Table 4.3 – Comparaison des résultats
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CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons étudié la méthode de pénalisation pour la

problème d’obstacle, cette méthode conduit à la recherche d’une solution ap-

prochée à partir d’un problème sans contraintes ce qui simplifie la procédure

de recherche de la solution numérique du problème.

Théoriquement, la méthode de pénalisation est simple, mais son implémen-

tation sur ordinateur est difficile à cause du choix optimal du paramètre de

pénalisation qui n’est pas facile. Comme la référence Scholz [9] on suggère de

prendre ε = h2 ce qui peut être très couteux si ε est très petit. Pour éviter

cette difficulté il est préférable de considérer une formulation mixte.
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                                           Résumé 

Dans ce travail on utilise la méthode de pénalisation pour résoudre des 

problèmes avec contraintes de type inégalité formulés par des 

inéquations variationnelles de première espèce. Plus précisément   on 

étudie le problème d'obstacle pour le Laplacien. 

Mots Clés: méthode pénalisation, inéquation variationnelle, problème 

d'obstacle, éléments fins. 

  

 

 ملخص

تغايرية  اجحةمتر مشاكل ذات قيود من نوع  في هذا العمل تم إستخدام طريقة المعاقبة  في حل

   .لاباس ثر بالنسبة لمؤزمشكلة الحواج  على وجه التحديدو. من الصنف  الاول

 الكلمات المفتاحية: طريقة المعاقبة, متراجحة تغايرية, مشكلة الحاجز, عناصر المنتهية.         

 

 

Abstract 

In this work the penalty method is used to solve problems with inequality 

type constraints formulated by  variational inequalities of first kind. 

Specifically we study the obstacle problem for the Laplacian. 

Keywords  : penalty method, variational inequality,  the obstacle 

problem, finites elements. 

 

 

 


