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NOTATIONS

» () = Q+ 9Q :Domaine étudie.
» V' : espace de Hilbert avec le produit scalaire (.,.)et la norme associée ||.|.

» H~1(Q) = espace dualité de H}(Q).

» Vv =grad(v) = ( gzz > : Le gradient d’'un vecteur v.
Yy
02 02
» Au = a—; + 8_3;; : Laplacien d’un vecteur wu.

» P la projection sur le convexe K

» [(u) :u — Pu.
> Hg—:;ﬂ = (Vg + Vo) - n.



INTRODUCTION

Le probléme d’obstacle consiste a étudier la déflexion d’une membrane
élastique, soumise a des forces sachant que le déplacement est limité par un
obstacle. Mathématiquement, ce probléme peut étre vu comme un probléme
de minimisation ou une inéquation variationnelle. Les formulations mathé-
matiques de ce probléme apparaissent dans des plusieurs applications par
exemple, filtration des fluides dans des milieux poreux, 1’élasto-plasticité et
I’élasticité. Les formulations du probléme d’obstacle et de 'existence de la
solution ont été étudiées dans certains travaux par ex G. Stampacchia, L.A.
Caffarelli, A. Friedman. Bien qu’il y ait des résultats sur I’existence de la solu-
tion, il est difficile de trouver la solution analytique dans le cas général. C’est
pour cela que les méthodes numériques prennent leurs importances dans les

applications.

Dans ce travail, nous avons étudié la méthode de pénalisation pour le

probléme d’obstacle. Ce mémoire se compose de quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, nous avons posé le probléme physique, nous don-
nons l’existence et I'unicité de la solution de I'inéquation variationnelle, et on
donne le probléme classique d’obstacle. Ce chapitre est principalement basé

sur les références [1],[2],[3].
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Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons une estimation d’erreur a priori
et a posteriori pour le probléme d’obstacle. Ce chapitre est basé sur les réfé-

rences [5] et [6].

Dans le troisieme chapitre, on utilise la méthode de pénalisation proposée
par Scholz [9]. Est analysée par J-L Lions [8] et Le Dret [10]. Nous donnons
la démonstration de l'existence et l'unicité de solution du probléme péna-
lisé en utilisant la théoréme de point fixe de Schauder. Nous justifions notre
probléme pénalisé par une estimation d’erreur entre la solution du probléme
originale et le probléme pénalisé. En suite nous proposons une approximation
du probléme pénalisé par éléments finis conformes en donnant une estimation

d’erreur concréte entre u — uy,.

Dans le dernier chapitre, nous présentons quelques tests numériques pro-

grammeés sous le logiciel Freefem+-+.




CHAPITRE 1

MODELISATION MATHEMATIQUE DU
PROBLEME D’OBSTACLE

1.1 CONCEPTS DE BASE

Soit  désignera un ouvert borné de R?, D’'(2) I'espace des distributions définies sur {2
a=(aj,az),q; €Nji=1,2
un multi-indice et on notera
D® =0105%, o] = a1 + as.

Définition 1.1.1 On note H'() l’ensemble des éléments qui satisfont :

ou

HY(Q) = {u e L*(Q); 5 € L*(Q),i=1,2}. (1.1)
Définition 1.1.2 Pour m € N
H™Q) = {ue D'(Q); D e L*Q) |a] <m}. (1.2)

Les dérivées étant prises au sens des distributions. H™(2) est un espace de Hilbert pour

le produit scalaire

(U, ) = Z /QDauD% dz. (1.3)

la|<m

4



1.1. CONCEPTS DE BASE CHAPITRE 1. MODELISATION

La norme associé & ce produit scalaire

1/2
= | 32 [ 1Dk (14)
jaf<m ¢
Par convention, H°(Q) = L*(2). Enfin, pour m > 1, nous introduisons la semi-norme
1/2
[l = Y /Q |Du? | | (1.5)
|a|=m
de sort que
lullme = (lullfrq + lulf, o). (1.6)

On définit Uespace H}(2) comme le noyau de 7y, i.e.,
Hy () = {u € H'(Q),u00 = 0}

Définition 1.1.3 La forme bilinéaire a(.,.) est V-elliptique V XV s’il existe une constante
a >0 tel que, Vv € V

a(v,v) > allvlfy,

Définition 1.1.4 La forme bilinéaire a(.,.) est continue sur VXV s’il existe une constante
c >0, elle vérifie
Yu,v € V

a(u,v) < cflullv[lvflv

Définition 1.1.5 Soit K une convexe ferme non vide d’un espace de Hilbert V, on dit

que y est la projection de x sur K si

lu = yllv=minlju — 2]y, VueV




1.1. CONCEPTS DE BASE CHAPITRE 1. MODELISATION

Théoréme 1.1.6 (Stampacchia) Soit V' un espace de Hilbert et soit af(.,.) une forme
bilinéaire continue et coercive sur V. Soit K un sous ensemble fermé et convere de V.

Ensuite, étant donnée f € V' il existe un unique u € K telle-que
a(u,v —u) > (f,v—u),Yv e K

Preuve. voir [1| =

Théoréme 1.1.7 (représentation de Riez)
Soit V' un espace de Hilbert, pour tout F' € V' (dual de V'), il existe un unique v € V telle

que :

fu) = (u,v)Vu e V

Et en plus :

IEIlv=llvllv
Preuve. voir[2| =

Théoréme 1.1.8 (Projection ) Soit K C V une conveze fermé non vide. Alors pour tout

uw eV, il exwiste y € K unique tel que :
Ju— yll= minu o (1.7

De plus y est caractérise propriété
Yo,y e K
(u—y,v—y) <0

On note y = Pxu.




1.1. CONCEPTS DE BASE CHAPITRE 1. MODELISATION

Preuve. :

Tout d’abord nous démontions que

e Existence :
On pose

d = min|lu — v||
veK
dn = [lu— va]

Soit d,, une suit minimisation c’est a dire d,, — d gd n — 0. On montre que la
suite (vy,) est convergent il suffit démontrer qu’elle est de Cauchy. Soient v,,, v,, € K

I'identité de parallélogramme :
la + blI*+[la — b= 2[|a]|+2[|]*

Onprenda=u—v, b=u—v,

126 = (v + va) [P+ llvn = vl = 2]t = val*+2[|u + vy

o = vnllP= 202 + 202, — 4lfu — L0
On utilisons (1.7)
12t — (vy + V) [P 4] vn — vi||P< 2d% + 2d2, — 4d>

En effet

Uy, + Uy
2

Up + Um

eK = |u— |I>d (k convexe)

Donc (v,,) suit de Cauchy par conséquent elle est convergent vers y € V' et puisque

K est fermé alors y € K
d= lim d, = T [lu—v,[|= [[u =y

e Unicité :

Nous supposons que y, z € K tel que : ||z —y|| =d et ||z —z|| =d




1.1. CONCEPTS DE BASE CHAPITRE 1. MODELISATION

Et on montre que y = z, par 1’égalité de parallélogramme

Iy =1 = l(y - ) — = )|

= 2lly 2l + 2 — 2l ~ |y + 2) 20
y+z

= ally —af* + 2l — 2 — 4 L

A droit @ € K pour que

(y + 2)
1 5 —zl| >d

Cela implique que la partie droit est inférieur au égal a 2d? + 2d? — 4d?. Nous avons
I'inégalité de ||y — z|| < 0. Et clairement ||y — z|| > 0 de sort que nous devons avoir

I'égalité y = 2

Théoréme 1.1.9 Formule de Green

Vu € HY(Q), Vv € H(),

—/Auvdﬂ—/Vu-Vvdx—/ @vds
Q ¢ a0 On




1.2. POSITION DU PROBLEME CHAPITRE 1. MODELISATION

1.2 POSITION DU PROBLEME

On définit le probléme d’obstacle. La solution u(x,y) représente un petit déplacement
transversal d’une membrane élastique  C R? fixée le long de sa frontiére 92, soumise a

une force f € H™! et se pose sur un obstacle rigide p(z,y) < 0 V(z,y) € 9.

Zone de contacte

fixée Ppee—— S _MIN T fixé

©

L’obstacle

FIGURE 1.1 — Probléme d’obstacle

L’énergie totale de la membrane est donné :

Ou P(v) est l'energie potentielle et E(v) est I'energie en raison des forces extérieurs.

On obtient :




1.2. POSITION DU PROBLEME CHAPITRE 1. MODELISATION

1.2.1 Probléme de minimisation

Soit a(.,.) est symétrique, on définit une formulation & ce probléme :

trouve u € K
{ (L9
J(u) < J(w) Yve K
Avec
1
J(U> = 5@(1},1)) - <f,U>
Et

K = {ve Hy(Q),v > ¢}

Théoréme 1.2.1 K est un ensemble convexe fermé, a(.,.) forme bilinéaire, symétrique,

continue et coercive donc le probleme(1.8) admet une solution unique.
Proposition 1.2.2 : K conveze fermé non vide.

Preuve. Convexe :

On considére ¢t € [0,1], et u,v € K c’est a dire :u > @ et v > ¢
Alors tu+ (1 —t)hv > tp+ (1 —t)p =¢ . donc tu+ (1 —t)v € K
—> K est convexe.

Fermé :

Soit v, € K,un suit convergence v,, — v dans H}(2) On va démontrée que v € K

Uy ==V, —V+V>p

On a
(U —v)+v >0
Et
v —v| > v, —v > p—w
Donc

0>p—v=—v2>0p

= K fermé. m
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1.3. L’EXISTENCE ET L’UNICITE DE LA SOLUTION DE L’ INEQUATION
VARIATIONNELLE CHAPITRE 1. MODELISATION

1.3 L’EXISTENCE ET L’UNICITE DE LA SOLUTION DE L’ INEQUATION
VARIATIONNELLE

Définition 1.3.1 On appelle inéquation variationnelle elliptique de 17¢ espace tout in-

équation de la forme :

trouver u € K
(1.9)

alu,v —u) > (f,v—u) YveK
Dans ce section présente ’existence et 1'unicité pour la solution des inéquations variation-

nelles elliptique de premiére espéce.

Théoréme 1.3.2 [1] Sia(.,.) : V x V +—— R forme bilinéaire continue et coercive sur
un espace vectoriel V-, L(.) :— R forme linaire sur'V est K sous ensemble convexe non

vide de V' alors linéquation variationnelle (1.9) admet une solution unique.

Preuve. :
On commence par I'unicité :
Supposons qu'il y a deux solutions u; et uy de (1.9). On écrit 'inégalité associée a u; en

prenant v = us et l'inégalité associée a uy en prenant v = u,
a(ur, uz —ur) > (f,ug —u1)

alug,uy —ug) > (f,u; — usg)

On additionne les deux inéquations, on obtient :
a(u; — ug,ug — ug) <0

Pour la coercitive sur af.,.)

Jur — us5< 0

Ce qui implique que :

Uy = Us

11



1.3. L’EXISTENCE ET L’UNICITE DE LA SOLUTION DE L’ INEQUATION
VARIATIONNELLE CHAPITRE 1. MODELISATION

Pour prouver l'existence de la solution, on écrit (1.9) comme un probléme de point fixe.
Le théoréme de représentation de Riesz pour les espaces de Hilbert implique 'existence

d’un opérateur continu A : V — V tel que :
(Au,v) = a(u,v) pour tout u,v €V

Alors (1.9)
(Au,v —u) > (f,v —u) pour tout u,v € K (1.10)

Par p > 0, on obtient 'inégalité équivalente :
(u—[u—p(Au — f)],v —u) > 0 pour tout u,v € K (1.11)

Trouver u tel que :
u= Px(u—p(Au—f)) Vp>0 (1.12)
On introduit l'opérateur 7' : V' — K par T = Pk (u — p(Au — f))
On pose u = T'(u).
|17 (u1) = T(ua)[5< [fur — wal[f+07 | Alur — u2) [§—2pcr(ur — uz, w1 — ug)
Alors on obtient :

1T (ur) = T(u2) [V (1 = 200+ 2p[| A7) luz — wa§

2
Ce qui implique que T est une contraction a condition que : 0 < p < W
2
En prenant p dans cet intervalle, on obtient une solution unique du probléme de point

fixe, ce qui prouve l'existence de la solution de (1.9). m

12



1.3. L’EXISTENCE ET L’UNICITE DE LA SOLUTION DE L’ INEQUATION
VARIATIONNELLE CHAPITRE 1. MODELISATION

Proposition 1.3.3 Le probléme de minimisation (1.8) est équivalent a l'inéquation va-

riationnelle (1.9).

Preuve. :

Dans la premiére étape nous monterons le probléme minimisation implique I'inéquation

variationnelle : Vv € K; J(u) < J(v)

1a(u,u) —/fudac < %a(v,v) —/fvdw
0 Q

On pose v = (1 — AN)u + \v

alors

;auu /fudx<;a()\v—|—(1—)\)u)\v—|— (1= /f)\v—i— (1 = XNu)dx
< ;[( — N2a(u, u) + XNa(v,v) + 2X(1 — Na(u, v)]

—/f)\v—l— (1= MNu)dz
%a(u,u)—/QfdeS 5 a(u, U)"‘ /\2 (u,u) = Aa(u, u)
+ Ma( vv)—l—)\a(uv ) + Na(u,v)

—)\/fvdx+ (1— A /fudx

)\2
0< ?a(v—u,v—u)—)\(f,v—u)+)\a(u,v—u)

Simplification

On divise par A

0Sa(u,v—u)—(f,v—u)—l—%a(v—u,v—u)

On tends A — 0
a(u,v —u) > (f,v—u) veK

la deuxiéme étape nous montrons que l'inéquation variationnelle implique le probléme

minimisation. Soit v € K et u # v.
Soit la fonction F(A) = J(u+ A(v —u)) YO< A <1
Note F(0) = J(u), F'(1) = J(v) et F continue.

13



1.3. L’EXISTENCE ET L’UNICITE DE LA SOLUTION DE L’ INEQUATION
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On calcule F'()) :

F/(\) = Tim Ju+A+h)(v—u)—J(u+ Av—u)

h—0 h

On prend w =u+ A(v — u)
J(w~+ h(v—u) — J(w)

! .
P =y, h
h?
ha(w, (v —u)) + —a(v —u,v —u) — h(f,v —u)
= lim 2
h—0 h

=a(w,v —u) — (f,v—u)
=a(u,v—u) — (f,v—u) + Aa(v — u,v — u)
F(1) > F(0)
J(u) < J(v)

Cette formulation quelque fois appelé la formulation originelle du probléme d’obstacle.

Ayant établi I’équivalence de la minimisation et de la formulation variationnelle. m

14



1.4. LE PROBLEME CLASSIQUE CHAPITRE 1. MODELISATION

1.4 LE PROBLEME CLASSIQUE

Soit u € H?*(2) la solution de probléme obstacle et comme u résoudre le probléeme de
inéquation variationnelle :
a(u,v—u) > (f,v—u) Yue K
/ VuV (v —u)dx > / flv—u)dxr Yue K
Q Q
tell que
K ={veHjQ),v>¢}

Et utilise formule Green :

Vovdans K
/Q—Au(v—u)das—k/ %(U—U)dSZ/Q(faU—U)dm

90 871

Soit ¢ € D(Q2) tell que :v = u+tp € K pour tout 0 <t < 1 et commev—u =0 dans 0

t/Q—Awbdx > t/ﬁfqﬁd:c

Et pour tout ¢ € D(Q)
—Au > f p.pdans 2

On peut diviser le domaine €2 comme sa
Q=0Q,UN,
Qo = {z € Q,u(z) = ¢(z)}

Qp = {z € Qu(z) > p()}

Et si on pose ¢ € C(Q) désigne €, est ouvert, depuis u € H?*(Q) — C(Q). Nous
considérons un point x € €, pour lesquels nous pouvons choisir un voisinage V, (),

nous pouvons trouver un ¢ € V, (z) et t > 0 si v = u £ t¢ on obtient

:I:t/QAungdac > :I:t/ﬁfgéd:l;

15



1.4. LE PROBLEME CLASSIQUE CHAPITRE 1. MODELISATION

Et pour tout ¢ la méme méthode —¢
—Au = f p.pdans Vi (x)

Le fonction u — ¢ € H*(Q) alors u € K est solution le probléme d’obstacle. On résume

tous les relations on obtient :

—Au > f dans .

u> @ surf)

Si u(x) > ¢(x) déduire —Au(x) = f(x)

Finalement on obtient le probléeme obstacle classique :

( —Au >f p.p dans €.
u > p.p dans ).

(1.13)
(—Au — f)(u — ) =0 p.p dans .

uw =0 sur Of

16



CHAPITRE 2

L ANALYSE D’ERREUR

Dans ce chapitre notre but est I’étude l'estimation d’erreur qui concerne le probléme
d’obstacle donc, nous présentons outils nous aidons a cela. Ce travail a divisé en deux

parties : Analyse a priori , Analyse a posteriori du probléme d’obstacle.

2.1 RAPPEL

Considérons un probléme modéle de la forme :
trouver u € V' tel que
(2.1)
a(u,v) = (f,0), Yo € V
Ou V sont des espace de Hilbert, f € V' et a(V,V). Nous supposons que la forme a

satisfait les hypothéses du théoréme de Lax-Milgram si bien que ce probléme est bien

posé. Un espace d’approximation V}, C V, nous considérons le probléme approché

trouver uy € Vj, tel que
(2.2)

a<uhavh) = (fa Uh)7 vUh S Vh

que nous supposons bien posé.

17



2.1. RAPPEL CHAPITRE 2. L’ANALYSE D’ERREUR

Lemme 2.1.1 (lemme de Céa)
Le lemme de C'éa montre que la différence entre u et uy, est controlée par la distance de u
au sous-espace vectoriel Vi, de V.

Si u et uy, est une solution du probléme variationnel (2.1)( 2.2) respective, alors
hu—unlly <2 inf flu— v
U —Upllv > vilele U — Vnllv
Ou M est la constante de continuité de a et a la constante de coercivité.
Définition 2.1.2 Une fonction e(h,un, f) est appelée erreur a posteriori si

lu = un|lv< e(h, up, f)

Si e(h,un, f) se met sous la forme

N[

e(h,up, f) = <Z €T(Uhaf)2)

TeT

Nous dirons que er(uyp, f) est un indicateur d’erreur.

18



2.2. INTERPOLATION CHAPITRE 2. L’ANALYSE D’ERREUR

2.2 INTERPOLATION

Lemme 2.2.1 (Interpolé de Lagrange)
Soit w € H*(Q) il existe wy, € Vj,

Ju = wille< CR2Hfully k= 0,1 (2.3)
C indépendant de u et h.

Preuve. [4] =

Lemme 2.2.2 (Quasi-interpolé de Clémemt)

Je > 0 et un quasi-interpolé ,Cy, : H — V}F tel que
||Ch’U — 'UHLQ(T)S cte h”UHHl(V(T))

1
|Chv — V|| L2y < cte |e2|[|v||arw ey

FIGURE 2.1 — L’ensemble V(T') et L’ensemble W (e)

Preuve. [4] =

19



2.3. APPROXIMATION CHAPITRE 2. L’ANALYSE D’ERREUR

2.3 APPROXIMATION PAR ELEMENTS FINIS

Un maillage ou triangulation est un recouvrement du polygone €2 par des triangles. En

notant {71, ..., Ty} ces triangles, on a donc

De plus nous supposons l'existence d'un élément de référence 1" définit par :
T={(z,y) €eR*2 >0,y >0,z +y<1}. (2.4)

Soit 7y, une triangulation réguliere de 2. Alors il est claire que Vj, C H(€2). On définit

I’espace des éléments finis :
Vi, ={w, € Q) : VT € PY(T), VT € T, v, =0 on o0}
I’espace V}, est de dimension finie. L’approximation K} de K est donnée par :
Ky = {vn € Vi, vn > o}
Proposition 2.3.1 K, est convexe fermé non vide.

Et on définit le probléme discret :

Trouwver wuy € Ky,
(2.5)
a(uh, Vp, — uh) > (f, Up, — uh) VU}L < Kh

On ¢y, est 'interpole de ¢ dans V.
Théoréme 2.3.2 Le probleme(2.5) admet une solution unique.
Preuve. voir[7| =

Remarque 2.3.3 La premiére difficulté pour 'analyse d’erreur d’une inéquation varia-
tionnelle réside dans le fait méme si : Vi, C'V on a pas forcement Kj, ¢ K.

Ceci est au fait oy, peut étre < ¢ et donc vy, > @, ne garanti pas que vy > @
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2.4 ESTIMATION A PRIORI

L’analyse développée dans que cette partie est basée essentielement sur la référence [5].

Lemme 2.4.1 Soit u et uy les solution du probleme continue et probléme discret. Alors
si f € L2(Q), ue H*(Q)et p € H*(Q)
on a

lu = un| g3 < Cte h(l|ull a2 + [ fllz2@) + el a2@)
Preuve. Tout d’abord nous démontions I'inégalité suivant :
a(u —up, u—up) < a(u —up,u—vp) + (Au+ fiu—up) + (Au+ f,0n — 9)
Yu, € V}, on a

a(u — up,u —up) = a(u — up, u — vy + vy — up)
= a(u — up,u — vy) + alu — up, vy, — up)
< a(u — up, u — vy Au, vy, —up) — (f, vp — up)

Au+ f, o, — up)

N

a(u — up,u — up)

a(u — up, U — Vp, Au+f,vh—90h—|—g0h—uh)

(
( )
( )= (
= a(u — up,u —vp) — (
a(u —up,u—wvy) — (Au+ f,o, —up)
( )= (
( )= (

= alu — up,u — vy Au+ foop —p) — (Au+ f,on — up)

Donc le probleme d’obstacle

(Au+ f,op —up) >0

Puisque Au+ f <0 et ¢, — up < 0 On obtient

a(u — up,u —up) < alu—up,u—1vp) — (Au+ f,on — @p)

=a(u—up,u—vy) — (Au+ fiop —u+u—p+o—pp)

—(Au—l—f,vh—u—i—u—(p—l—go—(ph) = _<Au+f7vh_u)_(Au—i_fvu_gp)_(Au_'—fu@_(Ph)
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Puisque —(Au + f,u — ¢) = 0 pour le probléme d’obstacle
a(u —up,u —up) < a(u — up, u —vp) — (Au+ f,on —u) — (Au+ f, 0 — on)
On utilise la continue et 'inégalité Couchy Schwarz
a(u = unyw =) < Ml = unllgy e = vl g+ 180 + fllz(lon — wllz+ e — @allz2)

On utilise 'inégalité
2
a

ab < — + = b2 Ve >0
2e

M
On pose € = —; a = Mllu—unl[gy; b= |lu— vallm
@
allu —unllfy < 5 - uhIIHHr —llw = ol 1 Aw + fllzz(llon = ull 2+l = onll2)
On applique interpole de Lagrange, on trouve
2 201,112 2 2 V72
allu = up [y < Cte(h7[lullgz+([lullz+LF 1l z2) R (lull 2+l @l 52))
Donc
allu —unllzy< Cte W (|fullza+(lwll e+ £l 2+ ol ) (lull -+ |0l 2+ 11 f1]22))
allu — unllzp < Cte B2 (||ullf+(ull 2+ f |2+l 2)?)
Alors on utilise I'inégalité a? + b* < (a + b)?
allu = unlfn < Cte h*2|lull 21 f [l 22+l ol rr2)*
[ — unl[ gy < Cte h([lulla2+ ]| fll 2+l ol 22)
]

Remarque 2.4.2 Pour détermine uy, on peut, utiliser le probleme de minimaisation.

pour v, € K,
M
v =Y Bjoj(x)
j=1

J(vp) =

561(% vn) — (f;vn)

L MM M
2522@'@@(%@ Z (f, o)

j=1 i=1

= (48, 8) — (F, p)
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Le fait que vy, — @, est linéaire sur chaque T'. Donc le probléme est un probléme de mini-
misation d’une forme quadratique sous contrainte (v, — @p)(a;) = 0. Va; dans l'ensemble
des sommets, mais en chaque sommet a; v, = By par conséquent la construction de ky, est
équivalente a I’ ensemble des conditions By, = op(ax) k=1,2....M ce qui est un nombre

fini de contraintes sur [3.
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2.5 ESTIMATION A POSTERIORI POUR LE PROBLEME D’ OBSTACLE

Comme dans le cas des équations variationnelles I'analyse a priori nécessite régularité

additionnelle sur la solution, ainsi que pour d’obstacle pour que la convergence soit assurée.
On Définit 'ensemble A = {u € L?* p > 0}

On introduit le Lagrangien pour le probléme d’obstacle

£(u.3) = ga(w,u) — (f,0) ~ (u—¢)

L’écriture du probléme d’obstacle sur la forme d’une probléme de type point-selle On pose
A=—Au—f, cestadire A >0;
Ve AdetVoeV

Le nouveau probléme de type point-selle suivante :

Trouver (u,\) € V x V

{a(u,v)—(/\,v) = (f,v) YweV.
(Ui =A) > (p,p—A) VueA
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Alors la version discréte du probléeme :
{a(ul“mvh) — (A, vn) = (f,vn) Von € Vi

(un, fin — M) > (@ny o — An) Yun € A

(2.7)

Lemme 2.5.1 Soit u solution de (2.6) et uy, solution (2.7) Alors on a

/VeVeh§/VuV(eh—e)dx—/f,eh—edx
Q Q Q

On note e = u —uy, e, = Cp(e) interpolé de Clément.

Preuve. Soit v, € V}, C V et la formulation variationnelle de (2.6)et (2.7) respective

suivante :

/Vquhdx—/)\vhdx:/fvhdx
Q Q Q
/Vuthhd:E—/)\hvhdm:/fvhdx
Q Q Q

Par soustraction on obtient

/QV(U — up)Vopdr = /()\ — A\p)updx

Q

Alors
/Verhd:z: = /()\ — A\p)updx
Q Q

On pose v, = ¢y,

/ VeVendr = (A en) — (An, en) (2.8)
0
= (N en—e)+ (N e) — (An,en) (2.9)
Nous provenons (A, e) <0
(A e) = (—Au— f,u—up)

On pose uy, = vy,

—a(u,vp, —u) + (f,op —u) <0

25



2.5. ESTIMATION A POSTERIORI CHAPITRE 2. L’ANALYSE D’ERREUR

Maintenant Nous démontrons — (A, e) < 0, admettant que Cp,(up,) € K et Cp(uy) = uy,

Pour e, = Chu — uy, alors
—a(u,vp —u) + (fyop —u) <0

En utilise la majoration I'inégalité(2.9) et donnée résulta suivante :

/ VeVepdr < / VuV (e, — e)dx — / flen —e)dx
Q Q Q

Lemme 2.5.2 On a [’estimation
/ Vel*dz < / fle —ep)dz — / Vu,V(e — ep)dx
Q Q Q
Preuve. On remarque
(Ve,Ve) = (Ve,V(e—ep)) + (Ve, Vey)

Donc

(Ve,Ve) = (Ve, V(e —ep)) + (Ve, Vey)

D’aprés le lemme(2.5.1)

/Q |Ve|2dx < /Qf(e —ep)dr — /Q Vu,V(e — ey)dx

Théoréme 2.5.3 Soit u la solution de (2.1) et uy, la solution de (2.2) alors

HU’ - uhHHéS Cte <Z 6T(f7 Uh, h))

TETh
nous avons introduit Uinducteur d’erreur

1 1 (9u
er(f, un, 1) = h||f + Aupll2er)+5 > lel= 115, Mz
e€dTy

le| le diametre de e et [9%] le saut de la dérivée normale de ), a travers e.
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Preuve. On utilise le lemme (3.1.11)

/Q|Ve]2dx§ —/QVuhV(e—eh)—F/Qf(e—eh)

On utilise la formule de Green

/|Ve|2dx§/Auh(e—eh)dx— auh(e—eh ds+/f e—ep)d
Q Q a0 On

8uh

/(Auh+f)(€—€h)d$—/(99 o (e —en)ds
_Z/Auh—i—f e—ehdx+2/8he—eh s

TETh e€dTy

Si e une aréte intérieure commune de 7% (voir la figure 2.2).

FIGURE 2.2 — deux triangles adjacents et un triangle du bord

Maintenant nous travaillons avec le parti

ouy, [ ouyf n Ouy
e;— %(e en) = on —(e—e)Tds  on (e —ep)ds

On utilise I’égalité
b+ d) N (a +c
2 2

ab — ed = (a — ¢)( )(b—d)

On remarque la résulta
auh 8uh
B (e —ep) E / [[—]] e—ep)d
n
e€dTy, eeaT

On pose
/(Auh + f)(e —ep)dx = / h(Auy + f)h™ (e — ep)dx

T
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On utilise 'inégalité Couchy Schwarz

/(Auh 4 F)e— en)de < Bl|Aun + Hllzzeh e — enlliz
T

Le méme 'idée

ou ou
53 1% eagis < et — el
6687
Nous choisissons maintenant e = Cj,(e) est I'opérateur de Clément
3uh

lu—unlzy < D hlIf + Aunllzen el vy + D —||[[—]]||L 2¢) €l wie))

TETh eEBTh

;1
< Z e(up, f)max(h™|le — enllr2v iy €2 lle — enllr2owie))

TeTH
1
2 2 2 uy, 2
[l = wn [ <l — unll SR+ Awnllia iyt D e IZH[[ 1Z2 0w ey
TeT, e€Th
Alors
1
[ — up | g < Cte (e(un, f)?)?
||
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CHAPITRE 3

METHODE DE PENALISATION POUR LE
PROBLEME D’OBSTACLE

Dans ce chapitre on s’occupe a I’étude du la méthode de pénalisation, qui a pour but
de trouver une solution approchée de probléme d’obstacle. En couplant le paramétre de
pénalité € et les évaluations d’erreur quasi-optimales du parametre h de discrétisation

dans la norme de 'espace d’énergie . Cette partie est basée sur la référence [9].

3.1 THEOREMES GENERAUX

Définition 3.1.1 Un opérateur T' de V' dans H est dit monotone si Yu,v € V
(Tu—Tv,u—v) >0
Lemme 3.1.2 Soit V' espace de Hilbert, L’ opérateur B défini par
f(v) =v— Pv, avec P lopérateur de projection sur K C V.
est monotone.
Preuve. On a propriété de projection
(v—Pv,w—Pv) <0 VYweK
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Donc

(v—Pv,Pv—w;) >0 Yw, € K (3.1)

Et
(u— Pu, Pu—wy) >0 Yw, € K (3.2)

On pose wy = Pu et wy = Pv et par addition (3.1) et (3.2)

On trouve

(Bv — Bu, Pu— Pv) >0
Alors

(Bu — B, Bu — pv) > 0

(Bu — Bu, (u— Pu) — (v — Pv)) >0
(Bu — Bu,u —v) > (Bu — Bv, Pu— Pv)
Donc
(Bu— Bo,u—v) >0 Yu,v eV

n

Théoréme 3.1.3 (Schauder)[10] Soit E un espace vectoriel normé, C un conveze com-

pact de E et T une application continue de C' dans C. Alors T admet un point fize.
Preuve. voir [10| =

Théoréme 3.1.4 [10] Soit Q un ouvert borné de R® etf € (CO(RY) N L>=(R?)). II existe

au moins une solution u € H}(Q) du probléme —Au = F(u) au sens de D'(1Q).

Théoréme 3.1.5 [10]/ On suppose qu’en outre des hypothéses précédentes, F est décrois-

sante. Alors la solution u du probléme modéle est unique.

Corollaire 3.1.6 [10] L’application (—A) est continue de H}(SY) dans L*(Q) est isomor-

phisme.

Lemme 3.1.7 Soit v et vy € H} ()

—A —
hm ( v,V UO) = 400
[lo]|—o0 o]l
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Preuve. On a

(—Av,v —vg) = / VoV (v —vg)dx
0

:/|VU|2dm—/VvVvodx
0 Q

Ou
(—Av,v —wvy) ol _fQ VoV (vg)dx
vl v vl
Alors
VoV (vg)dx
Ja VOV T G ool
vy
Donc
o (CAVU V) S
lv]|—>o0 lvllv
On a
i (ZAvU=w)
lol—o0 o]l
[ ]

Remarque 3.1.8 ] existe une sous-suite ug € K et x € V' tels que u, — ug dans V

faible et Au. — x dans V' faible
Lemme 3.1.9 [10] On a l’inégalité
: : € 2E > 0 )
E1£>nomf<Au ,ut) > (x,u)
Lemme 3.1.10 [10] On a linégalité

lim sup(Auz, u.) < (x, o).
e—0

Lemme 3.1.11 [10] On a (Au.,u.) — (X, uo), Aug = x et ug est solution de probléeme

iméquation variationnelle.
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Définition 3.1.12 Soient B et By deux espaces de Banach, on dit que By s’injecte d’une

fagon continue dans By et on note By — By si :
e By C Bs.

e 3C >0 ||u||,< C|lu|ls,

On dit que By s’injecte d’une facon compacte dans By, By <. By st :
e L’image de tout borné de By est relativement compact dans Bs.

Théoréme 3.1.13 (Rellich-Kondrochov) Soit 0 un ouvert borné de R™ a frontiére Lip-

schitzienne m ; | entiers 0 < [ < m, 1 < p < +00, les injections suivantes sont compactes :
1. Wi Ch(Q) = {u € CY(Q)/D* est bornn sur V o] > 1 si(m —p)p < n}

2. W — CYQ) si (m —p)p > 0.

np

m l : o .
8 W — W, () si (m—p)p <p ’1<Q<n—(m—l)

1<qg< 1.

ou st (m—1)p=n et
p

4. Si(m—10p>n> (m—l—l)petO<)\<m—l—ﬁ alors : W(Q — C(Q) =
_ p
{ue C*(Q); k> 0;V|a| >;Vr,y € Q: |[Du(z) — D*(y)| < klz — y*}

Preuve. voir [1]. m
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3.2 LE PROBLEME PENALISE

Soient af.,.) une forme bilinéaire continue de V' x V dans R, et (.,.) le produit scalaire.

Et f € L?, ¢ est un paramétre de pénalisation positif, consider le probléme suivante :

trouver u, € V

P. 33
a(te, v) + %(ﬁ(us),v) — L) eV (3:3)

On définit
a(ue,v) :/VuEVvd:c
0

ﬁ(u‘s) = Us — Pua

avec : P la projection sur K, la partie non linéaire (3(u.),v)

(B(ue),v) = /Q(ug — Pu.)vdz

L(v) = /Q foda.

Remarque 3.2.1 Si p € HL(Q) N H*(Q), on peut ramener le probléme a un probléme

avec ¢ = 0. En effet t = u — ¢, alors le nouveau probleme s’écrit

trowver @ € Ktel que

B (3.4)
a<a7fl]_a> > (f,U—’l])
Avec
f=1—2yp
K = {ve H}(Q) v>0}
Quelque soit fonction v subdivision le parti : vt = max(v,0) et v~ = min(v,0)
réception P(v) =v — (v — )7, tel que B(v) = (v — ).
Hypothse :la condition de régularité, ¢ € H?(Q)
Ap <0 (3.5)
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Lemme 3.2.2 Soit u. € H}(Q) N H*(Q) la solution du probleme pénalisé.Alors on a I’

estimation a priori

18(u)llz2) < ellfllzz@ (3.6)
18(ue) | mp ) < O || fll 2@ (3.7)
uellz2) < Cll fllr2 @) (3.8)

C indépendant de €.

Preuve. Soit V = H}(Q) et K {v € H}(Q);v > ¢} alors on remarque ¢ < 0,v = 0 on

frontiére 0€2. On utilise

= On démontre I'inégalité (3.6) :

a(B(ue), Bluc)) + %(Mus),ﬁ(ue)) = a(ue, B(ue)) — a(P(ue), B(ue)) + é(ﬁ(ue% Bluz))

< afue, B0)) + =(B(uc), ()

= (f7 /B(U‘E))

On a a(f(ue), B(ue)) positive alors :

~(Bw), Bu2)) < (f, Blu)
18 ey < <Ll 1Bl

15 (ue) 20 < ell fll 22
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= Nous démontrons maintenant la deuxiéme inégalité (3.7) :

on utilise a(.,.) coercivté et le derniére conséquence

a(B(u), 5u)) + <(B(ue), Blu)) = (F, H(u.)
a(B(we), H(u)) < (£, 5(0c)
180e) gy < U8

1
1Bz @) < Ce2 I fll2@

= On démontrée la troisicme inégalité(3.8) :

Dans ce prouve basée par la shift théoréme de opérateur elliptique
1
luell 2= WL llz2i@)+ 215 (ue) 2@y
Alors un applique I'inégalité (3.6) se trouve

el 2@y < Cll fll 222
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3.3 EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION DU PROBLEME PE-

NALISE

Dans ce section nous donnerons l'existence et 1'unicité de solution la méthode de pénali-

sation.

Théoréme 3.3.1 :/9/

1. le probleme (3.3) admet une solution unique.

2. u, est uniformement bornée. C’est dire u, — uy dans V et u. — uo dans L.

3. ug solution de probléme (1.9).

Preuve.

1.

o L’existence

Maintenant en utilisant le théoréme (3.1.4) pour prouver I'existence d’une so-
lution a ce probléme
Yu. € V
~Au. + pu. = f

—Au, = F(u.) (3.9)
On pose le F(u.) = f — éﬁ(ua) et (F(ue) — F(w),u: —w) <0 Yu,weV
avec I décroissant.
Soit T': V' — V application continu, on pose encore T'(v) = (—=A)~1(f(v))
Donc v € H}(Q) puisque F(v) € L*(2) et L’application (—A)~! est continue
de L*(2) dans H}(Q), tel que

—A(Tv) = F(v)

Notons que par le théoréme de Rellich, I'injection est compacte et que par

conséquent, 7" transforme les bornés de V' en ensembles relativement compacts
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de V', puisque I'image d'un compact par une application continue est un com-
pact. Pour appliquer le théoréme de Schauder, L’ensemble C' est un convexe

fermé de V. Nous prenons ici
¢ = {v e By ol o< M}

Ot M est une constante & choisir. De plus, c’est un fermé de V. En effet, si
v, € C converge vers v, alors v, est bornée dans Hj () et contient donc une
sous-suite v,; qui converge faiblement vers un élément de Hj (). De plus, la

semi-continuité inférieure séquentielle faible de la norme implique que
[0l 73 < nkljgroo nf||vn, | g1 < M

C’est-a-dire v € C'. Par conséquent, C' est compact dans V.

Nous allons choisir la constante M, nous provenons T(C') C C.

Tel que YVw € V
/ V(Tv)Vwdx = / F(v)wdx
Q Q

Pour w = T'v dans I’équation précédente, il vient :

/|VTU|2dx:/F(v)Tvd:E
Q Q

On utilise I'inégalité de Poincaré ||v|| gz oy= [Vv[L2(q)

IVTolis0= [ F@)Tods < 1) Tollnyo
Donc
HVTUHLQ(Q)S M
1T a9 < M

Pour assurer que T'(C') C C, alors application le théoréme point fixe de Schau-
der
Tv=v Yvel

Alors on a l'existence d’une solution.

37



3.3. EXISTENCE ET UNICITE CHAPITRE 3. METHODE DE PENALISATION

e L’unicité :
En utilisant la théoréme(3.1.5) de prouver 'unicité d'une solution a ce probléme
Yu, € V
~Au. + —pu. = f

—Au, = F(u.) (3.10)

Soit u., et u, les deux solutions (3.10). Nous utilisons la formule de Green

/VUEIVvldx :/F(usl)vldx Vv, €V
Q Q

/Vu€2vada: = / F(ug,)vodr Yvy € V
Q Q

On pose v4 = Uz, — Ue, , Vg = U, — Ue, additionnons les deux équations. On

trouve :

[ (Ve = w) e = [ Pl = ) = ) <0

e el . ,
On l'inégalité de Poincaré ||u. — te,|[v< 0 = us, — ue, =0
d’on I'unicité.

2. Nous montrons que u. est uniformément bornée, si u. n’est pas bornée dans V' alors

||ue||ly— 00,6 — 0 donc

(—Auf, u® — vg)

(%

— +00

On choisir vg = uw on a

(—Aug,u. —u) + é(ﬁ(us),us —u) = (f,uc —u)

On remarque

(6(U5>,U€—U) = <B<UE)JUE_PUE+PUE_U) (311)
= (5(“’8)’ Ue — Pus) + (B(us)a Pus - u) (3'12)
= (B(ue), B(uc)) + (B(ue), Puec — u) (3.13)

38



3.3. EXISTENCE ET UNICITE CHAPITRE 3. METHODE DE PENALISATION

On a
(ﬁ(ue),Pug - u) = ((Ue - 90)_>4P - U) >0

Par conséquent

(—Auc,ue —u) < (fu. —u)

Donc
—Aug,u, —u U
( ey Ue ) < HfHL2<1+ H ”V)
[uellv [[uellv
Supposons qu'il existe une suite u. — +oo telle que ||uc|ly— +o00 ?|\|]u]:|v — 0
Ue||lv

et l'inégalité ci-dessus contredit la coercivité de af.,.). Il existe donc une constante
M telle que ||uc|ly< M pour tout e. Soit u. uniformément bornée dans V' est de
Hilbert. L’existe ug € V' tel que le suite u. converge faiblement vers uy dans V', et

u. converge fortement vers ug dans L?(2).

3. Nous trouvons le lemme (3.1.9), utilisons la monotonie de A . Il vient
(Au. — Aug, ue —ug) >0
Soit en développant le crochet
(Aug, u.) — (Aue, ug) — (Aug, ue) + (Aug, ug) >0 (3.14)

Convergences faibles respectives de Au. et de u., on a que (Au.,ug) — (X, uo)
et (Aug,u.) —> (Aug,ug). Par conséquent, en passant a la limite inférieure dans
I'inégalité ci-dessus, on obtient

lim inf<Au€7u€> - <X,U0> - <AU0,U0> + <Au07u0> Z 0

e—0

D’ou le résultat

lim inf(Au., us) > (x, uo)-

e——0
On trouvons le lemme (3.1.10). On utilise cette fois I'inéquation variationnelle
Vue,v € K
(Au. — f,o —u) >0
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Soit en développant le crochet
<AU€,U> - <f7 U) - <AU€,U€> + <f7 u6> >0 (315)
Passant a la limite inférieure dans cette inégalité, on obtient

— lim sup(Aug,ug) + <X7U> - <fv U) + <f> u0> >0

e—0

On choisir v = uyg

lim sup(Au., ) < (x, o).
e—0

La convergence provient immédiatement des lemmes (3.1.10) et (3.1.11) ,alors I'in-

égalité de monotonie, il vient
(Aug,ue) — (Aug,v) — (Av,ue) + (Av,v) >0
Passant a la limite quand € — 0, on obtient
(x,up) — (x,v) — (Av,ug) + (Av,v) >0

Dans

(x — Av,up —v) >0
On déduirons que xy = Awug reprenant l'inégalité (3.15) et passant a la limite en e
—(Aug, ug) + (Aug, v) — (f,v) + (f,u0) = 0

Alors
(Aug — fyv —ug) >0

D’ou le résultat ug solution sur 'inéquation variationnelle(1.9).
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3.4 PROBLEME DISCRET DE PENALISATION

Nous considérons le probléme :

trouver u €'V,
Py, 1 (3.16)
a(uz,vn) + Z(B(u2), vn) = (f,vn) You € Vi

3.4.1 Existence et 'unicité de probléme discret

Dans ce section nous donnerons l’existence et 'unicité de solution approché de méthode.

Lemme 3.4.1 [8/ Soit £ € V), , IIMNE) : Vi, — Vi, une application continue de R? tel que

r > 0 convenable, on ait :

(I12(€),€) > 0 V¢ tel que [|gi=r (3.17)
Si & ={&} etn={n} R
2 1
&m) =) & lIEl=(£,6)2 (3.18)
i=1
Alors il existe & ||E|1< 7 tel que ITM'(E) =0
Lemme 3.4.2 Probleme (P") admet une solution unique.

£

Preuve.

L’existence :

Soit Ay, : Vj, — V}, Vopérateur discret elliptique défini par
(Anth,vp) = a(p,vp) Vo, €V,
Soit P, : L2 — V}, le L% projection est défini on I1" : V}, — V},

() = A+ T PLB(W) — Fif
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composée d’applications continues.
ul solution (P") si seulement si 75 (u”) = 0

£

Si IT5 (ul) # 0, On choisir L’ensemble C' est un convexe fermé de V. Nous prenons ici
C={€ecVulél<r}

L’on pose encore T : C' — C' V€ € C' tel que

LA
[1T5(E)]

Pour assurer que T'(C') C C, alors application le théoréme point fixe de Schauder.

T(¢) =

T() =¢

ou a

115(6)¢
RS

0 < (58 =(T(6),8) = (=

Alors 0 < (=115 (€),€), donc 0> (II5(£),€)

£)

h

Ce contraste avec la lemme (3.4.1)qui on pose & = u.

Il existe u/* solution,tel que IT"(u”) = 0
Maintenaient nous démonstration respectivement

1
1
(Apul, vn) + E(Phﬁ(ug)avh) — (Puf,on) =0

(Al ) + Z(PU () = B) + B(ul),vn) = (Bef = f+ frun) = 0
(Anid o) + 2 (PLBE) = B8, ) + 2B, ) = (Puf = fon) = (f.n)

On remarque (P, B(ul)—B(u"),vy) = 0 et (P f— f,vn) = 0 pour la propriété de projection

£

(Al wn) + (B8, 00) = (f.n)

aulvn) + Z(B),on) = (£, )

ul solution de (Ph)
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P’unicité :

Soit @, et u;, deux solution (Fy)

Yy, € Vj,
alil o) + (B, v) = (fym) (3.19)
aulon) + (B, v) = (frm) (3.20)

Dans soustraction du (3.19) et (3.20), alors

h 1

a(ue - a?avh) = _E(B(U?) - /8(’&?)7’0}1)

h ~h

On pose v, = u — u”, on utilise la monotone de I'autre coté de ’équation

a(uy — iz, ul —a) <0

La coercitivté sur a(., .)

[ul — @< 0

Ce qui implique que : u" = @ d’ott 'unicité m
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3.5 ANALYSE D’ERREUR DE METHODE PENALISATION

Dans ce section nous donnerons la méthode de ’analyse de I'erreur. Soit u est la solution

exacte de probléme obstacle, et u. est la solution de méthode.

Théoréme 3.5.1 Soituy € K etu. € V solution de probléme (1.9)et (3.3)respectivement,
e >0 on a estimation

1
Juo — el < Ce>|[| f]| 2

C indépendant de € et f.
Preuve. On premier étape démontrons I'inégalité suivant :
1
luo — Puellgp )< Ce2|| fll2(q)
Alors

a(Pue — ug, Pu. — ug) = a(Pug, Pu. — ug) — a(ug, Pus — ug)

= a(ue, Pu. — ug) — a(B(ue), Pu. — ug) — a(ug, Pu. — up)

< (f, Pu: — ug) — é(ﬁ(ua), Pu. — up)) — a(B(ue), Pu. — ug) — alug, Pus —

< (f, Pus — ug) — %(B(ue), Pu. — ug) — a(B(ue), Pus — ug) — (f, Pus — ug)

< (f, Pus — ug) — a(B(ue), Puc — ug) — (f, Pue — up)
Puisque (8(ue), Pue — o) = ((us = )™, ¢ = uo) 2 0

a(ug — Pug, (ug — Pu.) < a(B(ue),ug — Pu,)
On utilise pour la coercive de a(,) et I'inégalité Couchy Schwarz

alluo = Puc|l 0y < 1Buell 2oy luo — Pucllr2)
< ||5Us||H(}HU0 - PUsHHg(Q)
1
luo = Puellmy) < ~llBuellmy@)

1
< Ce?| fllz2(
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Alors
|uo — UEHH(}(Q) = |lug — Pu. — 5“5”}15(9)
< [Juo = Pucl| gy o)+ 1 Bucl g1«
< 022 | flla@+Ce2 || fll2@
< 2022 f 20y
< Ce||f| o
| ]

Théoréme 3.5.2 [9] Soit u. € HY(Q) N H?(Q) et ut €V}, les solutions de (P.) et (P")

respective, on estimation
_1 1
lue —ullmn+e™2 | B(ue) — Bul)|| 2 < C(h+e72h?)|| ]2 (3.21)
C indépendant de €, h et f.

Corollaire 3.5.3 Soit ug € H} () N H*(Q), p < g et ul € Vj, le solution un probleme

d’obstacle (Py) et discrétion de probleme pénalisation (PP), toujours e = h?, on estimation
luo — uz |l < Chl| £ e (3.22)

Preuve.

Soit Vu,v € V', alors fu =u — Pu

18(w) = B()[§ = (B(u) = B(v),u — Pu—v+ Pv)

A
=
£
|
)

(U)vu - U)

La coercivté et la continuité de a(.,.) définition la relation u. et u/

o = a2+ 21500 = B2 < € fatue = o = u) + 2600 - B e — )

C {alu. -l ue — ) + ~(B(ue) — Blul), u. — v)
{ e }

1
< e = e = 02+ 21800) = Bl = 0212
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2 bQ
Nous utilisons l'inégalité ab < ) + 5 alors :

o = a2+ 21500 = B2 < 5 { e = a2+ 21500 - B2
0 { e = 2B+ 2l - 2132
< e — 0B+ o = o212}
On pose ¢” interpolé de u”
o — o+ 160) = B3 < OO0 + &)
On utilise le théoréme shift de I'inégalité derniere
(o uglléﬁéllﬁ(ua) = Bu)|[72< C(h* + B f |2

Alors
e — ul|l e 2| Blu) — Bul)|| o< Clh+ e 2h?)||f| 2
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CHAPITRE 4

TESTS NUMERIQUES SOUS FREEFEM-—

Dans ce chapitre nous faisons quelques tests numériques, basés sur la méthode de pénali-
sation sous le logiciel Freefem-+-+.

4.1 EXEMPLES

Nous discrétisons le maillage €2 par triangulation on utilise le maillage suivante

Q={(a,y) | 2>+ < 1)
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FIGURE 4.1 — Maillage du domaine
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4.1.1 Premier exemple :

Nous considérons de probléme d’obstacle suivante :

( —Au > —4 dans
u> -2+ y2 — 0.3 dans
(4.1)
(—Au+4)(u+2*—y*+03) =0 dansQ
u = 0.7 dans 0f2
Alors lobstacle ¢ = —2? + y? — 0.3 et la force f = —4
La solution exacte du probleme d’obstacle est donnée :
—22—9y*+0.3 0 < a2+ 12 < 0.2953 43
U= 4.2

22+ 9% — 0.3 —0.34891log /22 + 2 0.2953 < /22 +y2 <1

la membrane est placée sous-dessus d’un obstacle et on a appliqué des forces extérieure

f on remarque une déformation de la membrane, comme dans la figure(4.2)

5
Hk’l’ﬁﬁ

(a) Contact membrane et 1'obstacle (b) Déformation de membrane

FIGURE 4.2 — Le probléme d’obstacle
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4.1.2 Localisation de la frontiére libre

Nous dessinons la frontiére liber sur logiciel Matlab, on remarque par la intervalle

] —0.3,0.3[ ce vérifie ¢ = v, et intervalle | — 1, —0.3[x]0.3, 1] il analyse de v > ¢

o8

06

04r

02

ok

a2t

o4t

a6l

-08 L
-1 -08

i I L i i i I i
06 0.4 02 a 02 0.4 06 o8 1

FIGURE 4.3 — Frontiére libre pour le premier exemple

4.1.3 La convergence pour le premier exemple

Pour le paramétre de pénalisation e = 1073 et Su = min((u—¢),0), A = 0 valeur initiale.

La solution approché u; de cette méthode

itération | ||fu — Aollo | ||lu— unlh
71 0.00763859 0.0033359
79 0.007626276 | 0.00322915
204 0.00617871 | 0.00267672
300 0.0053046 0.00228524
412 0.00444974 | 0.00190247
550 0.00359557 | 0.00152257
607 0.0032970 0.00138771
752 0.0265542 0.0010991
877 0.00221709 | 0.00090025
999 0.00186899 | 0.000744932

TABLE 4.1 — La convergence de la solution approchée

49




4.1. EXEMPLES CHAPITRE 4. TESTS NUMERIQUES SOUS FREEFEM

4.1.4 Deuxiéme exemple :

Nous considérons de probléme d’obstacle suivante :

( —Au > —-32 dans
u>—r?+ y2 — 0.5 dans
(4.3)
(—Au+32)(u+2° —y* +0.5) =0 dans
L u=0 dans 0f)
Alors I'obstacle ¢ = —22 + y? — 0.5, et la force extérieure f = —32
La solution exacte pour probléme d’obstacle est donnée :
-1 x < 0.7374
u = (4.4)
8r% —8.699logx —8  0.7374 <z

Dans cet exemple on étudie déflextion de la membrane est soumis en bas & une force

agissant ,comme cette figure

L T T 7]
S e Al

(a) Membrane (b) L’obstacle

FIGURE 4.4 — Déformation de membrane

50



4.1. EXEMPLES CHAPITRE 4. TESTS NUMERIQUES SOUS FREEFEM

4.1.5 Localisation de la frontiére libre

Nous dessinons la frontiére liber sur logiciel Matlab, on remarque par la intervalle

] —0.2,0.2[ ce vérifie ¢ = v, et intervalle | — 1, —0.2[x]0.2, 1] il analyse de v > ¢

i i i 1
02 0.4 06 o8 1

i i I i
06 0.4 02 a

i
-1 -08

FIGURE 4.5 — Frontiére liber par le premier exemple

4.1.6 La convergence par deuxiéme exemple

Pour le paramétre de pénalisation e = 1073 et Su = min((u—¢),0), Ao = 0 valeur initiale

alors u solution approché de cette méthode

itération | ||Bu — Xollo | ||u — unllr
01 0.002662 1.88295
11 0.001018 0.052111
25 0.00078 0.027479
40 0.00228524 0.02387
65 0.00444974 | 0.00190247
80 0.00359557 | 0.00152257
80 0.0032970 | 0.00138771
90 0.0265542 | 0.0010991
99 0.00221709 | 0.00090025

TABLE 4.2 — la convergence de solution approchée du du Lagrangien I P,
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Dans cet exemple, on observe que si on augmente le nombre des triangles du le bordure,

on remarque chaque fois une diminution de estimée d’erreur ||u — |1

Nombre de triangles 10 100 150 200
|lu — upl|1 0.0177968 | 0.00954246 | 0.00940251 | 0.00937687

TABLE 4.3 — Comparaison des résultats
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CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons étudié la méthode de pénalisation pour la
probléme d’obstacle, cette méthode conduit & la recherche d’une solution ap-
prochée a partir d’'un probléme sans contraintes ce qui simplifie la procédure

de recherche de la solution numérique du probléme.

Théoriquement, la méthode de pénalisation est simple, mais son implémen-
tation sur ordinateur est difficile & cause du choix optimal du paramétre de
pénalisation qui n’est pas facile. Comme la référence Scholz [9] on suggére de
prendre € = h% ce qui peut étre trés couteux si € est trés petit. Pour éviter

cette difficulté il est préférable de considérer une formulation mixte.
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K Resume \

Dans ce travail on utilise la méthode de pénalisation pour résoudre des
problémes avec contraintes de type inégalité formulés par des
inéquations variationnelles de premiére espéce. Plus précisément on
étudie le probleme d'obstacle pour le Laplacien.

Mots Clés: méthode pénalisation, inéquation variationnelle, probléme

K d'obstacle, éléments fins. J

L plis dan) o £ 4 (po 498 Sl SSLdia Ja (A Lidleal) A8y b pldii) aF Janl) 130 4
oty i pad adilly ja ) gad) USia ptailf da g Ao 5 .Y diall (e

il palic | jalad) USda 4y plid dan/ e | ddleal) 48 b -Lalided) CilalSl

Abstract

In this work the penalty method is used to solve problems with inequality
type constraints formulated by variational inequalities of first kind.
Specifically we study the obstacle problem for the Laplacian.

Keywords : penalty method, variational inequality, the obstacle
problem, finites elements.




