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Résumé De nombreux problémes (booléens, de théorie des graphes, de
codes. ..) sont formalisables comme problémes combinatoires sur I’hy-
percube. Lhypercube est un graphe intéressant dont la topologie est
utilisé en informatique (parallélisme, réseaux), il est fondamentale de
déterminer quels sont les graphes et particulierement les arbres qui sont
plongeable dans ’hypercube et de déterminer aussi combien de copies
d’un arbre donné qu’on peut placer dans un hypercube de dimension
donnée. Nous avons introduit certaines classes d’arbres pour lesquelles
nous avons déterminé la dimension cubique et nous avons donné aussi
pour certaines classes le nombre de copies qu’on peut placer dans ’hy-
percube de dimension donnée.
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1 Introduction

Un plongement de G(V, E') dans 'hypercube est défini par la donnée d’une
application injective ¢ de l’ensemble des sommets de G dans l’ensemble des
sommets de @, et d’une application P, de I’ensemble des arétes de G dans
I’ensemble des arétes de @),,, qui associe a chaque aréte uv de G une aréte
o(u) p(v) dans @,. D’une maniére générale, I’étude d’un plongement de graphe
G dans ’hypercube revient a voir si G est isomorphe & un sous graphe de
@ Ce probleme est tres étudié en théorie des graphes. En effet de nombreux
efforts ont été consacrés pour déterminer les conditions (nécessaires et suffi-
santes) selon lesquelles un graphe G est un sous-graphe de ’hypercube @,,. Une
classe importante a étudier est celles des arbres dans ’hypercube. Cette impor-
tance résulte de l'utilisation de ces arbres dans plusieurs domaines, & savoir :
informatique, sciences sociales, recherche opérationnelle, optimisation combina-
toire, théorie des réseaux électriques...et 'utilisation pratique de ’hypercube
en théorie des codes, transfért de I'information, architecture parallele, décision
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mulicrére, réseaux d’intérconnéxion etc...Un graphe G = (V| E) est dit cu-
bique s’il est plongeable dans @, pour un certain n. Firsov[8] a remarqué que
les arbres sont des graphes cubiques et a montré que tout graphe cubique est
nécessairement biparti, mais la réciproque n’est pas toujours vraie. Le probleme
consiste a trouver la plus petite dimension de I’hypercube dans lequel un arbre
donné G est plongeable (on parle alors d’hypercube optimal). Arfati, Papadimi-
triou et Papageorgiou [1] ont montré le résultat suivant : Le probléme de décider
si un graphe G est plongeable dans @, est N.P-complet.Wagner et Corneil [4]
ont montré que ce probleme reste N.P complet méme dans le cas ou G est un
arbre. Plusieurs auteurs se sont intéréssés & ’étude de plongement d’arbres dans
Ihypercube : On peut citer : A. Berrachedi [2], S. Bezrukov [3], I. Havel [5],
F. Harary [9], M. Kobeissi [11], M.Laborde [12].... Dans le méme contexte, on
définit dans ce papier des nouvelles classes pour lesquelles la dimension cubique
est déterminée. Comme on a donné aussi le nombre maximum de copies de cer-
taines topologies qu’on peut placer dans un hypercube de dimension donnée.
Pour un graphe G(V(G), E(G)) V(G) et E(G) ,désignent respectivement ’en-
semble des sommets et I’ensemble des arétes.

Un hypercube de dimension n, noté @,,, est le graphe dont ’ensemble de som-
mets sont les n-uplets binaires et deux sommets sont adjacents si et seulement
s’ils différent en une seule coordonnée.

Un graphe biparti G(XUY'; E) est dit équilibré si Card(X) = Card(Y'). L’hyper-
cube Q,, est un graphe biparti équilibré, n-régulier ayant 2" sommets et n.2" !
arétes. Tout graphe plongeable dans un hypercube est dit cubique. Comme condi-
tions nécessaires de plongement de graphe dans @, on a : pour quun graphe
G soit plongeable dans @, il faut que : |V(G)| < 2", G est biparti et le degré
maximum de (G), A(G) < n. Si de plus |V(G)| = 2" alors G doit étre équilibré.
Toutes ces conditions sont nécessaires pour un graphe G plongeable dans @,
mais ne sont pas suffisantes.

La Cn-valuation aux cas des arbres est donnée comme suit : Un arbre T
est Cn- valué si les arétes de T sont marquées par les entiers de ’ensemble
{1,2,3,...,n} de sorte que pour toute chaine P de T, il existe un entier K €
{1,2,3,...,n} pour lequel un nombre impair d’arétes de P sont marquées par
K. I. Havel et moravek [7] ont montré qu'un graphe G est plongeable dans @,
si et seulement s’il existe une Cn-valuation de G.

> Quelques classes d’arbres
plongeables dans @,

On présente quelques résultats connus sur les plongements d’arbres dans
I’hypercube.
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.1 Arbres binaires

Un arbre T est dit binaire si son degré maximum A(7T) < 3. Un résultat
concernant les arbres binaires a été donné par I-Havel [5].

Proposition 1. [5] Soit T un arbre binaire d’ordre 2" avec n > 3. Si T est
équilibré et posseéde deur sommets de degré 3 alors T est plongeable dans Q.

22 Arbres binaires complets

L’arbre binaire complet D,, est le graphe défini inductivement comme suit :
Pour n =1, D; = K, > est un graphe biparti complet. Pour n > 2, D,, est obtenu
a partir de deux copies disjointes 71, To de D,,_; et d'un nouveau sommet u,
tel que u est relié par une aréte a un sommet de degré 2 de T} et par une autre
aréte a un sommet de degré 2 de Ty. D,, Possede 2" sommets pendants, 2™ — 2
sommets de degré 3 et un seul sommet de degré 2. Le sommet de degré 2 sera
appelé la racine de D,,, donc D,, possede 2"+! — 1 sommets.

Proposition 2. [5] Pour tout n > 2, l’arbre D,, est plongeable dans Q. + 2
dim(D1) =2 et dim(D,) =n + 2.

A partir de ’arbre binaire complet D,,, on définira d’autres arbres plongeables
dans ’hypercube.

1. Pour n > 1 on désigne par ﬁn I’arbre formé & partir de deux copies
disjointes de D,,, tel que leurs racines sont reliées par une aréte appelée

aréte axiale. D,, a 272 — 2 sommets.

Proposition 3. /5]
Pour tout n > 1, larbre D est plongeable dans Q,, + 2 ; dim(ﬁn) =n+2.

2. Soit n > 1, on désigne par D,, I'arbre formé a partir de D,, en insérant
deux nouveaux sommets au niveau de l'aréte axiale, et la chaine obtenue
partir de 'aréte axiale sera appelée chaine axiale de D,, . L’arbre D,, peut
étre défini a partir de D,, en insérant deux nouveaux sommets de degré 2

au niveau d’une aréte pendante de ﬁn Il est clair que D,, et Bn possedent
le méme nombre de sommets. D,,. posséde deux sommets de degré 2, 271
sommets pendants et 2"t — 2 sommets de degré 3.

Proposition 4. [15] R
Pour tout n > 1, dim(D,,) = dim(D,,) =n + 2.
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s Plongement et placement de
certaines classes d’arbres

s1 La classe AD,,

Pour n > 1 arbre AD,, est obtenu a partir de I’arbre binaire D,, en reliant
un seul sommet de degré 1 & nouveau sommet. AD,, possede donc 2"+ sommets.
ADj3 est montré dans la figure suivante :

Fig. 1.

Théoréme 1. Pour tout n > 3, dim(AD,)=n+ 1.

Démonstration. 11 est clair que D —n est plongeable dans AD,,, et que AD,, est
plongeable dans ﬁm donc dim(D,,) < dim(AD,,) < dim(ﬁn)7 mais dim(D,,) =
dim(Dy,,) = n + 2, alors dim(AD,)) = n + 2.

52 La classe Aﬁn

Pour n > 1 ’arbre Aﬁn est obtenu a partir de deux copies disjointes de
AD,, en reliant les racines par une aréte. ADs est donné par le graphe suivant :
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Théoréme 2. L’arbre Aﬁn est plongeable dans Q12 et dim(ABn) =n-+2

Démonstration. dans cette dmonstration on va utiliser les chaines ainsi que la
notion de la Cy,valuation, il est clair que toute chaine de ’arbre de AD,, est aussi

dans 'arbre lA)n, donc toute chaine de Aﬁn est Cpyovaluation, car dim(f)n) =
n + 2. donc AD,, est plongeable dans Q2 est dim(AD,) = n+ 2 car AD,
possede 2"+2 sommets et ne peut pas étre plongeable dans Q,, 1.

On peut parler d’'un autre plongement concernant ce type d’arbre qui nécessite
de trouver combien d’arbre de méme topologie qu’on peut plonger dans un hy-
percube de dimension donnée.

On peut faire une généralisation comme suit :

pour n=1, I'arbre Aﬁl est donn dans la figure suivante :

Fig. 3.

Pour k£ > 2, larbre AklA)l, il obtenu en reliant deux copies de Ak_lﬁl
en reliant un sommet de degré 3 de A*~1D; & un sommet de degré 3 de
AF-1D, par une aréte.

Il est clair que 'arbre AD; est plongeable dans @3, comme @4 est ob-
tenu a partir de deux copies de (3, donc la si on va prendre seulement
I'aréte reliant les deux copies de ADy, et les arétes formant dans chaque
Qs l'arbre ADq, on obtient I'arbre A2D; plogeable dans (4, et que qu’on
va supprimer l'aréte reliant les deux copies de AD;. On fait de la méme
maniére pour_ A3D; est plongeable dans Qs, car dans chaque Qy, il y a une
copie de A%2Dq, et comme Q5 est obtenu & partir de deux copies de Q,
alors si on va prendre seulement I’aréte reliant seulement les deux copies
de AQZA)l, on prouve facilement que A3Dy est plongeable dans Q5. Faisant
de la méme manieére, on montrera facilement que A*~1D; est plongeable
dans Qg2 avec K > 2. Par la suite on va supprimer les arétes formant les
arbres Akﬁl, k > 2 on aura donc :

- Q4 peut contenir au maximum2 = 2(4=3) copies de AD,

- Q5 peut contenir au maximum 4 = 25=3) copies de Al?l

- Qg peut contenir au maximum 8 = 26=3) copies de AD;

- Donc @,, peut contenir au maximum 2”3 copies de AZA71.
Cette méthode nous permet de donner le résultat suivant :
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Proposition 5. Le nombre de maximum de copie de l’arbre Aﬁl, qu’on
peut placer dans un hypercube de dimension n est 273,

Pour la démonstration il suffit d’utiliser la récurrence sur n.

s3 La classe AB,,

Pour n > 1 'arbre AB,, est obtenu de la maniére suivante :
ABj est le graphe de la figure suivante :

Fig. 4.

Pour n > 2, AB,, est obtenu en reliant deux copies disjointes de AB,_1, tel
que un sommet de degré n 4+ 1 de la premiere copie est relie par une aréte a un
sommet de degré n + 1 de la deuxieéme copie.

ABs est montré dans la figure suivante :

[ ] L] ; '] K .
Fig. 5.
ABj3 est montré dans la figure suivante :

Fig. 6.
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ABy est montré dans la figure suivante :

Fig. 7.

Théoréme 3. Pour tout n > 2, dim(AB,) =n+ 3.

Démonstration. Cette démonstration se fait par construction, il est clair que
AB;y est plongeable dans @3, alors si on prend les arétes de AB; dans chaque
copie de Q3 est parmi les arétes qui forment )4 seulement I'aréte reliant les
deux copies de AB; pour obtenir ABs, donc il est clair que ABs est plongeable
dans @4, on fait la méme chose pour ABj3, si on va prendre parmi les arétes
qui forment Q5 seulement L’aréte reliant les deux copies de ABs3, on montrera
facilement que AB3 est plongeable dans )5, de la méme maniere donc on va
montrer que AB,, est plongeable dans ()2, maintenant il reste a montrer que
dim(AB,) = n+ 2. Comme le degré maximum de AB,, est n+2, donc AB,, ne
peut pas étre plongeable dans Q11 d’ou dim(AB,) =n + 2.

On peut parler d’'un autre plongement concernant ce type d’arbre qui nécessite
de trouver combien d’arbre de méme topologie qu’on peut plonger dans un hy-
percube de dimension donnée.
il est clair que @3 peut contenir deux copies de AB; de telle sorte que
les sommets de la premiere copie ne sont pas reliés aux sommets de la
deuxiéme copie, comme le montre le graphe de la figure suivante :

L
TJ“'i ’
Fig. 8.

Méme chose Q4 peut contenir deux copies de ABs, comme le montre le
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graphe de la figure suivante :

Fig. 9.

On peut aussi le montrer pour Q)5 par le graphe suivant :

Fig.10.

Pour Q4 le fait que Q3 contient deux copies disjointes de ABj, et que Q4
est obtenu a partir de deux copies disjointes de @3, alors si on va prendre
parmi les arétes formant Q4 seulement les arétes reliant les copies de ABj,
on montre que Q4 va contenir deux Copies disjointes de AB3, méme chose
pour @5 va contenir deux copies de ABj3 et d’une maniére générale Q,, va
contenir deux copies de AB,,_o pour tout n > 3.

D’aprés les 3 figures ci-dessus on a :

Q3 peut contenir au maximum 2 = 2(3-2) copies de ABy,

Q4 peut contenir au maximum 2 copies de ABs, donc au maximum 4 =
2(4=2) copies de ABy,

Q5 peut contenir au maximum 2 copies de ABj3, donc au maximum 8 =
26-2) copies de AB;

D’ou donc @, peut contenir au maximum 2"~ 2 copies de AB;. Cette
méthode nous permet de donner le résultat suivant :

Proposition 6. Le nombre maximum de copies de ABy, qu’on peut placer

dans un hypercube de dimension n, est 272,

Pour la démonstration il suffit d’utiliser la récurrence sur n.
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