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 ، ، والشكر له على توفيقه وامتنانه الحمد الله على إحسانه
  يامن له كل الخلائق تصمد    يا رب حمدا ليس غيرك يحمد    

أشهد أن لا إله إلا االله وحده لا شريك له تعظيما لشأنه، وأشهد أن محمدا عبده ورسولُه الداعي إلى رضوانه و سنته و   
 زوجه و عطرته أصحابه و و أهلهو ملته وعلى 

  الحمد مولانا عليك المعولُ  لك     **   مباركًا و يباــــط حمد حمدا ـك الل
  ضلُـأف أزكَى ما يكون و أعز و    **   ناالثّ و الشكر مد وـك الحمد أعلى الحل

    ثَّناء المواتيـبجميلٍ من النـفامنُ **     دجـناء والمّــــلُ الثــت أهــأن             
  منَّةٌ منك يا عظيم الهِبات   حبنا وامتداحنا ليس إلا

التي أنعمت علي وعلى والدي وأن أعمل صالحا ترضه وأدخلني برحمتك في ربي أوزعني أن أشكر نعمتك ( يقول الحق 
  .صدق االله العظيم ....)  عبادك الصالحين
.))يشكر االله  من لم يشكر الناس لا(( يقول سيد الخلق وحبيب الحق   

ةالمشرف على هذه المذكرعلى مش  أتوجه بالشكر  الجزيل لأستاذي الفاضل  
  مفلاح مبروك لأستاذي الفاضل و الأب الكريم  الأستاذأتوجه بالشكر  الجزيل 

للأمة في  نالمناقشة اللهم اجعل له زخرالسعيد زيبار رئيسا  الأستاذحفظه االله أتوجه بالشكر  الجزيل لأستاذي الفاضل و
.   عالقيم و التواض  

.قاصدي مرباح بورقلة   بجامعة و العمال  تو الإطارا كل الأساتذة الكرام أشكر  

في حلية  إخراجهف و نهي عن منكر في إتمام هذا العمل و وكما أشكر كل من قدم لي يد العون و من صدر لي معر
.بفضل االله تعالى يدةدج  

                                                                                                  

   



 

 

 
 

 

 
 

 
 الـمـقدمــة



 

 أ  

  :مقدمة

تؤدى المعادلات التكاملیة دورا مھما في حل كثیر من المشاكل الفیزیائیة و یكون ھذا 

و لھذا . خاصة عن طریق الحلول العددیة و قد ناسب ھذا  التطور السریع في ھندسة الكمبیوتر

للمعادلات التكاملیة نظریة و ) بالد قة التي تحتاجھا(كان للطرق العددیة في ایجاد الحل المقرب 

  . یة في آن واحدعمل

في ھذا البحث قمنا بدراسة الحلول العددیة  لبعض المعادلات التكاملیة  و قد ركزنا 

خاصة على معادلات فولتیرا و فرید ھولم،و جدیربالذكر ان ھناك طرق عدیدة لایجاد حلول 

  .ھذه المعادلات و قد استعرضنا  بعضھا فقط سنشیر الیھا عند ذكرنا لخطة البحث

  :بحثنا ھذا الى ثلاثة فصولقسمنا 

ذكرنا فیھ التعریفات الاساسیة و اھم النتائج مثل متناویة فرید ھولم و : الفصل الاول

ذكرنا فیھ ایضا على سبیل الاختصار طرق كلاسكیة للحل الصریح عن طریقة النواة الحالة 

  .الخ...

  :   فقد قسمسناه الى قسمین:اما الفصل الثاني

یھ طرق كلاسیكیة من التحلیل الدالي كطرق عامة لانشاء متتالیة دوال عرضنا ف:القسم الأول

  .ات  المتوالیةتقریبال ةقیطرتتقارب الى الحل التام للمعادلة التكاملیة مثل  سلال نیومان و

فصلنا القول في حالة النواة المنحلة وطبقناه على حالة معادلات خطیة من نوع فولتیرا و فرید 

 . الاول من الفصل الثانيھولم ھذا عن القسم 

 

  



 

 ب  

لعرض طرق  الحساب العددي لحلول   خصصناهمن الفصل الثاني فقد  :اما القسم الثاني

 ، المنحرفة شبھالمعادلة مستعملین طرق الحساب العددى للتكاملات البسیطة كطرق 

ال ، وھو ما اقتصرنا علیھ مع ملاحظة أننا في ھذه الطرق حصینا قیم الدوالتكیف وسیمبسون،

  .في نقاط معینة ھي نقاط تجزئة المجال المكاملة

و قارنا في جداول بین قیم الطرق  ھذه یة علىتطبیقاعطینا الامثلة ال: الثالث الفصلوفي 

الحل التام و الحلول المقربة في نقاط تجزئات مختلفة و قارنا بین الطرق نفسھا في حسابات 

  . الاخطأ المطلقة

  

  

   

  

   



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 
 

 الفصل الأول
تعريفات و نتائج أساسية في 

)الخطية(المعادلات التكاملية   



 

 

 

III.نظريملخص ( المعادلات التكاملیة: الفصل الأول( 

ٌاتیتعر  ھٌ یأساس ف
   تعریفٌ 

   :ملاحظة

 مثال
 معادلات فرید ھولم التكاملیة  

 المؤثر التكاملي الخطي

  )المؤثر التكاملي الخطي : ( 2تعریف 
  :)المؤثر القرین( 3تعریف 

 :ملاحظة 

  : 2نظریة 
 المعادلات ذات النوى المتناظرة 

   3نظریة 
 نظریات فرید ھو لم

 حالة النوى المنحلة 

  :معادلات فولتیرا

  :تعریف

 من النمط الأول" )Volterra(فولتیرا " المعادلات التكاملیة الخطیة 
 ملاحظة

  )Volterra(حل معادلة تكاملیة  لفولتیرا
   تعریف

 مثال 
  :العلاقة بین المعادلات التفاضلیة ذات الشروط الابتدائیة الخطیة و المعادلات التكاملیة لفولتیرا

  وجود ووحدانیة الحل

 مثال 

  )Fredholm(ھولممتناوبة فرید 

  )Riesz( 1نظریة
 )متناوبة فرید ھولم( 2نظریة 
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IV.نظريملخص ( المعادلات التكاملیة( 

I.1.ٌاتیتعر  ھٌ یأساس ف

  :1 تعریفٌ 

المكاملة  كالمعادلة التالیة  إذا كانت تحوي الدالة المجھولة تحت رمز تكاملیة أنھا معادلة معادلةنقول عن 

  :مثلا

)1(                             φ(ݔ) = (ݔ)݂ + ∫ ,ݔ)݇ ௕(ݐ
௔ φ(ݐ)dݐ  

  . ھي الدالة المجھولة φدالتان معلومتان و  ݇ و ݂ حیث

,x)أما المتغیر t)  فینتمي الى المنطقة{ܽ ≤ ݔ ≤ ܾ,   ܽ ≤ ݐ ≤ ܾ}     .  

  .φخطیة بالنسبة للدالة المجھولة ) 1(المعادلة 

     :المعادلات من الشكل ھناك معادلات تكاملیة غیر خطیة مثل

(ݔ)߮                                  = (ݔ)݂ + ∫ ,ݔ)݇ ௕(ݐ
௔ ,(ݐ)߮)݃    ݐ݀(ݐ

في ھذا البحث سنقتصر على دراسة الحلول العددیة . دالة غیر خطیة gدوال معلومة و   g و  ݇و     ݂حیث

  .للمعادلات التكاملیة الخطیة

0)  :المعادلات التكاملیة لآبل :مثال ≤ ߙ ≤ 1, (ݔ)݂ = (ݔ)߮,  (0 − ߣ ∫ ቂ ఝ(௧)
(௫ି௧)ഀቃ ௫ݐ݀

௔ =   (ݔ)݂

  .معادلة خطیة من نمط فولتیرا

   :ملاحظة

  :               معادلة فرید ھولم من النمط الثاني)  1(تسمى المعادلة  

(ݔ) ݂                           )2( + ∫ ,ݔ)݇ ݐ݀(ݐ)߮(ݐ = 0௕
௔     

  .معادلة فرید ھولم من النمط الأول) المكاملةالتي تحوي الدالة المجھولة  فقط تحت رمز (

 :أما معادلة آبل الوارد ذكر ھا أعلاه فھي معادلة من نمط فولتیرا، و الشكل العام لھذه المعادلات

(ݔ)݂                              )3( = ∫ ,ݔ)݇ ௫ݐ݀(ݐ)߮(ݐ
௔  
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  : أو) معادلة فولتیرا من النمط الأول(

(ݔ)߮                           )4( = (ݔ)݂ + ∫ ,ݔ)݇ ௫ݐ݀(ݐ)߮(ݐ
௔     

  ). معادلة فولتیرا من النمط الثاني(

                                                 :الشرط ݇من الواضح انھ یمكن اعتبار معادلة فولتیرا بمثابة معادلة فرید ھولم حیث نفرض على الدالة 

,ݔ)݇ (ݐ = ݔ,     0 <                               ݐ 

لكنھ من الأفضل أن نضع معادلات فولتیرا في صنف خاص لأنھا تتمتع بخاصیات لا تتوفر في معادلات  

  .كیفیة من نمط فرید ھولم

  .نقول عندئذ أن المعادلة متجانسة) 3(أو ) 2(أو ) 1(معدومة في المعادلات  ݂ إذا كانت الدالة 

  .نقول أن المعادلة غیر متجانسةغیر ذلك  إذا كان الأمر

(ݔ)φ   :نعتبر المعادلة التكاملیة معرفة كما یلي   :1مثال − 3 ∫ k(ݔ, ௕ݐd(ݐ)φ(ݐ
௔ = cos  ݔ

(ݔ)φحیث ان       = cos ,ݔ)k      و     ݔ2 (ݐ = ቄ sin ݔ cos ݐ ,     0 ≤ ݔ ≤ t  
sin ݐ cos ݔ ,      t ≤ ݔ ≤              ߨ

  : الحل

      φ(ݔ) − 3ൣ∫ k(ݔ, గݐd(ݐ)φ(ݐ
଴ ൧ = cos (ݔ)φ  ⇔   ݔ − 3 ∫ k(ݔ, ௕ݐd(ݐ)φ(ݐ

௔ = cos   ݔ

   φ(ݔ) − 3ൣ∫ k(ݔ, ݐd(ݐ)φ(ݐ + ∫ k(ݔ, గݐd(ݐ)φ(ݐ
௫

௫
଴ ൧ = cos    ⇔  ݔ

cos ݔ2 − 3ൣ∫ sin ݔ cos ݐ cos ݐ2 dݐ + ∫ sin ݐ cos ݔ cos ݐ2 dݐగ
௫

௫
଴ ൧ = cos  ⇔ ݔ

   cos ݔ2 − 3ൣsin ݔ ∫ cos ݐ cos ݐ2 dݐ + cos ݔ ∫ sin ݐ cos ݐ2 dݐగ
௫

௫
଴ ൧ = cos  ⇔ ݔ

ଵ
ଶ

− 3ൣsin ݔ ∫ cos ݐ3 dݐ + cos ݔ ∫ sin(− గݐd(ݐ
௫

௫
଴ ൧ = cos   =  ݔ

                                                    = cos ݔ − ଵ
ଷ

cos ݔ3 − ଶ
ଷ

   

  sin ݔ3 − sin ∫=  ݔ cos ݐ cos ݐ2 dݐ = ∫ cos ݐ3 dݐగ
௫ + ∫ cos ݐ dݐగ

௫
௫

଴  

(ݔ)φ: نجد) 1(و بالتعویض في  = cos   ݔ
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I.2.  معادلات فرید ھولم التكاملیة)Fredholm( 

I.1.2.  المؤثر التكاملي الخطي 

 : ندرس في ھذه الفقرة معادلات فرید ھولم من النمط الثاني، أي المعادلات ذات الشكل

(ݔ)߮                                         )5( = (ݔ)݂ + ∫ ,ݔ)݇ ௕ݐ݀(ݐ)߮(ݐ
௔       

  .نعتبر عموما ان كل الدوال ذات قیم مركبة

ܽ على المربع  Lଶتسمى نواة المعادلة و نفرضھا دالة قابلة للقیاس و تنتمي إلى   ݇ان الدالة  ≤ ݔ ≤ ܾ   

ܽو  ≤ ≥ ݐ ܾ  ،  

)6(                    ∫ ∫ ,ݔ)݇| ௕ݔଶ݀|(ݐ
௔ ݐ݀ < ∞ ௕

௔      ،൫݇ ∈  Lଶ([ܽ, ܾ]ଶ,  ൯ اي (ݔ݀

  )المؤثر التكاملي الخطي : ( 2تعریف 

∀  ݇: ∁([ܽ, ܾ] × [ܽ, ܾ]) → ℝ   المؤثر التكاملي الخطي المعرف على المجموعة،∁[ܽ, b]  كما یلي:  

:ܣ                                              )7( ∁([ܽ, ܾ], ℝ) → ∁([ܽ, ܾ], ℝ)  

                                                                   ߮ →  ߮ܣ

(ݔ)(߮ܣ)                                     )8( = ∫ ,ݔ)݇ ௕ݐ݀(ݐ)߮(ݐ
௔   ,ݔ ∈ [ܽ, ܾ]  

  .ܣھي نواة المؤثر التكاملي  ݇ حیث  

  :)المؤثر القرین( 3تعریف 

,ܣ  نقول بأن مؤثرین  ,ܣ∀المعرفین  كما یلي  ܤ :ܤ ∁[ܽ, ܾ] → ∁[ܽ,                  :یكونان قرینین اذا حققا   [ܾ

,߮ܣ〉                       )9( ߰〉 = 〈߮, ,߮〉∀،        〈߰ܤ ߰〉 ∈ ∁[ܽ, ܾ]ଶ    

 )∗ܣ= ܤاي      (.∗ܣ:ܤنرمز للقرین
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 :ملاحظة 

,ܽ]Lଶدالة مجھولة، و ان  كلیھما ینتمان إلى (ݐ)φمعلومة و  ݂أن الدالة ) 5(نعتبر في المعادلة  ܾ] . 

  .شمیت –نوى ھیلبرت  Lଶتسمى النوى المنتمیة إلى الصف 

߰:  المعرف بالمساواة  ܣالمؤثر) 5(نلحق بالمعادلة  =   . ߮ܣ

(ݔ)߰ ونكتب(   =   :تعرف بالعلاقة (ݔ)߰الدالة ). (ݔ)(߮ܣ)

(ݔ)߰                      )10( = (ݔ)(߮ܣ) = ∫ ,ݔ)݇ ௕ݐ݀(ݐ)φ(ݐ
௔ 

  . مؤثر فرید ھولم) 10(یسمى كل مؤثر من الشكل 

,ݔ)݇إذا حققت النواة    . شمیت –یسمى مؤثر ھیلبرت  ܣفإن  ) 6(، زیادة على ذلك، الشرط (ݐ

  .تتمثل في دراسة خاصیات ھذا المؤثر) 5(المعادلة  من الواضح ان دراسة

  )   637ص  [1]انظر ( :1نظریة

,ܽ]Lଶمؤثر خطي في الفضاء ) 6(تعرف المساواة     :متراصا یحقق نظیمھ  [ܾ

‖ܣ‖                           )11( ≤ ට∫ ∫ ,ݔ)݇| ௕ݔଶ݀|(ݐ
௔ ௕ ݐ݀

௔ 

,ݔ)݇حیث (   ) دالة مربعھا یقبل المكاملة (ݐ

  : 2نظریة 

,ݔ)݇شمیت معرفا بالنواة   –مؤثرا لھیلبرت  ܣلیكن   ,ݔ)݇معرفا بالنواة   ∗ܣ،عندئذ یكون قرینة (ݐ   . (ݐ

  :باستخدام نظریة فوبیني نحصل على:  البرھان

             

,݂ܣ) g) =  ∫ ቂ∫ ,ݔ)݇ ௕ݐ݀(ݐ)݂(ݐ
௔ ቃ g(ݔ)݀ݔ = ∫ ∫ ,ݔ)݇ ௕(ݐ)݂(ݐ

௔ g(ݔ)݀ݔ݀ݐ =௕
௔

௕
௔     

            = ∫ ቂ∫ ,ݔ)݇ ௕ݔ݀ (ݔ)g(ݐ
௔ ቃ ݐ݀(ݐ)݂ = ∫ (ݐ)݂ ቂ∫ g(ݔ)݇(ݔ, ௕ݔ݀(ݐ

௔ ቃ ݐ݀ =௕
௔

௕
௔          

                                                              =  (݂,  (g∗ܣ
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  .و منھ یأتي تاكید النظریة

∗ܣاي   Lଶیكون مؤثرا قرینا لنفسھ في ) 10(بصفة خاصة فان كل مؤثر من العلاقة  =      ܣ

,ݔ)݇  كان إذاإذا وفقط  (ݐ = ,ݐ)݇   . (ݔ

فان ھذا الشرط ) و بالتالي تكون النوي أیضا حقیقیة( اما في الحالة التي یكون فیھا فضاء ھیلبرت حقیقیا 

,ݔ)݇یكتب على  (ݐ = ,ݐ)݇   .(ݔ

I.2.2.  المعادلات ذات النوى المتناظرة 

 : نعتبر معادلة فرید ھولم التكاملیة من النمط الثاني

(ݔ)߮                                )12( = (ݔ)݂ + ∫ ,ݔ)݇ ௕ݐ݀(ݐ)߮(ݐ
௔ 

 : و نفرض أن النواة تحقق الشرطین

)13(                                    ∫ ∫ ,ݔ)݇| ௕ݔଶ݀|(ݐ
௔ ݐ݀ < ∞ ௕

௔ 

,ݔ)݇                                                 )14( (ݐ = ,ݐ)݇  (ݔ

  . ذات نواة متناظرة) 9(نقول عندئذ أن المعادلة 

  ): 12(نستنتج مما ورد في النظریتین السابقتین أن مؤثر فرید ھو لم المرفق لـ 

φܣ                                 )15( = ∫ ,ݔ)݇ ௕ݐ݀(ݐ)߮(ݐ
௔  

 : على الشكل التالي) 8(متراص و قرین لنفسھ، لذا یمكن كتابة المعادلة 

)16(                                             φ = φܣ +  ݂ 

   )  642ص  [1]انظر( :3نظریة 

  ).وحیدا(حلا  ݂قیمة ذاتیة للمؤثر فإن المعادلة   تقبل من أجل كل  1إذا لم یكن العدد  
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متعامدا على  ݂تقبل حلا إذا وفقط إذا كانت الدالة ) 13(قیمة ذاتیة للمؤثر فان المعادلة  1أما إذا كان العدد

تقبل ) 13(و إذا كان الشرط الأخیر محققا فإن المعادلة . 1الدوال الذاتیة للمؤثر المرافقة للقیمة الذاتیة 

  .مجموعة غیر منتھیة من الحلول

I.3. نظریات فرید ھو لم )Fredholm( 

I.1.3.  المنحلةحالة النوى  

 :  نوى تحققننتقل الآن إلى دراسة معادلات فرید ھولم من النمط الثاني التي لھا 

)17(                              ∫ ∫ ,ݔ)݇| ௕ݔଶ݀|(ݐ
௔ ݐ݀ < ∞ ௕

௔                      

  : نفرض ھنا شرط التناظر نعتبر في البدایة

(ݔ)߮                          )18( = (ݔ)݂ + ∫ ,ݔ)݇ ௕ݐ݀(ݐ)߮(ݐ
௔ 

  :   و نفرض أن نواتھا منحلة أي انھا تكتب على الشكل

)19(                               ݇൫ݐ ،ݔ൯ = ∑ ܽ௜(ݔ) ௜ܾ(ݐ)௡
௜ୀଵ 

φبكل دالة ) 13(یلحق المؤثر المعرف بنواة من الشكل . Lଶدوال من   ௜ܾ و ௜ܽحیث   ∈ Lଶ المجموع :  

)20(                                ∑ ܽ௜(ݔ) ∫ ௜ܾ(ݐ)߮(ݐ)݀ݐ௕
௔   ௡

௜ୀଵ 

݅(   ௜ܽالمنتھي المولد عن الدوالأي عنصرا من الفضاء الجزئي ذي البعد      = 1,2, … , ݊ .(  

,ଵܽ   أنھ یمكن اعتبار الدوال) 19(نلاحظ في  … , ܽ௡   لانھ لو لم یمكن الأمر كذلك لتمكنا، . مستقلة خطیا

مستقلة خطیة، من تمثیل نفس النواة  على شكل عبارة خطیة لدوال ௜ܽبعد وضع كل دالة من الدوال 

,ݔ)݇ ఫܽ෥على شكل مجموع حدود ذات الشكل  (ݐ دوال مستقلة خطیة، وعدد حدود   ఫܽ෥حیث   (ݐ)ఫܾ෩   ,(ݔ)

من السھل حینئذ أن .  ௜ܾو الأمر كذلك بالنسبة للدوال ). 19(ھذا المجموع أصغر من عدد حدود المجموع 

௜ܽنرى بأننا نحصل على نواة تكون فیھا الدوال    .௜ܾمستقلة خطیا، و كذا الدوال    
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,ଵܽحیث ) 19(باعتبار النواة المنحلة ) 18(ندرك إذن أن الأمر یتعلق بحل المعادلة  … , ܽ௡                                

,ଵܾو كذلك(  … , ܾ௡  ( ݔ)݇النواة  بتعویض.مستقلة خطیادوال, بالمجموع المساوي لھ، في المعادلة   (ݐ

 :  نحصل على) 18(

(ݔ)߮                             )21( = (ݔ)݂ + ߣ ∑ ܽ௜(ݔ)௡
௜ୀଵ ∫ ௜ܾ(ݐ)߮(ݐ)݀ݐ௕

௔ 

  :بإدخال الرموز

)22(                     ݅ = 1,2, … , ݊                  ،      ∫ ௜ܾ(ݐ)߮(ݐ)݀ݐ௕
௔ = ܿ௜                        

  :على الشكل) 12(تكتب المعادلة 

 تصبح المعادلة  إذن

(ݔ)߮                                   )23( = (ݔ)݂ + ߣ ∑ ܽ௜(ݔ)௡
௜ୀଵ ܿ௜ 

 نفرض من

)24(                                     ܿ௜ = ∫ ௜ܾ(ݐ)߮(ݐ)݀ݐ௕
௔  

    :نجد ةبتعرض    في العلاقة الأخیر

)25(                                   ܿ௜ = ∫ ௜ܾ(ݐ)߮(݂(ݔ) + ߣ ∑ ܽ௜(ݔ)௡
௜ୀଵ ܿ௜)݀ݐ௕

௔   

I.4.  فولتیرامعادلات)Volterra(  

  :تعریف

 : من النمط الثاني ، كل معادلة تكتب من ھذا الشكل" لفولتیر " نسمي معادلة تكاملیة خطیة  

)26(                                      φ(ݔ) = (ݔ)݂ + ߣ ∫ k(ݔ, ௫ݐd(ݐ)φ(ݐ
௔ 

,ݔ)݇و (ݔ)݂ :حیث ,ݔ)݇الدالة المجھولة (ݔ)φ .وسط حقیقي ߣدالتین معلومتین،  (ݐ نواة معادلة  (ݐ

  .فولتیر

(ݔ)݂إذا كان  =  : تكتب من الشكل التالي) 26(فإن المعادلة التكاملیة  0

)27(                                  φ(ݔ) = ߣ ∫ k(ݔ, ௫ݐd(ݐ)φ(ݐ
௔ 
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  . كل معادلة من ھذا الشكل  تسمي المعادلة المتجانسة لفولتیر من النمط الثاني

I.1.4.   فولتیرا" المعادلات التكاملیة الخطیة)Volterra(  "من النمط الأول:  

 :نعتبر المعادلة التكاملیة من الشكل

(ݔ)݂                                 )28( = ∫ ,ݔ)݇ ௫ݐ݀(ݐ)߮(ݐ
௔  

تسمى بالمعادلة التكاملیة الخطیة لفولتیرا من النمط ) 28(دالة المجھولة ، إن المعادلة التكاملیة  (ݔ)φحیث

ܽالأول  نأخذ بعد قلیل   =  .و ھذا الأمر لا ینقص من عمومیة المسألة 0

 تكتب بالشكل التالي) 28(باستعمال رمز المؤثر التكاملي فإن  :ملاحظة: 

(ݔ)߮ܣ                               )29( = (ݔ)݂ + ߣ ∫ ,ݔ)݇ ௫ݐ݀(ݐ)߮(ݐ
௔  

I.1.4. حل معادلة تكاملیة  لفولتیرا)Volterra(  

  .  ترُجع لنا ھذه المعادلة إلى متطابقة (ݔ)φكل دالة ) 30(،)29(،)28(تسمى حد من المعادلة  : تعریف

(ݔ)φبرھن أن الدالة   : مثال*  =  ؟ 3

)30(                                          ቊݔଷ = ∫ ݔ) − ௫ݐ݀(ݐ)ଶφ(ݐ
଴
φ(ݔ) = 3

    

 .ھو حل لمعادلة فولتیرا التكاملیة

(ݔ)φبتعویض الدالة : الحل   =  :في الطرف الأیمن نجد  3

ଷݔ                             = 3 ∫ ݔ) − ଶdt୶(ݐ
଴ ଷݔ   ⇔   = ∫ ݔ) − ୶ݐଶ3݀(ݐ

଴               

ଷݔ                                                                           ⇔     = 3 ቂ(௫ି௧)య

ଷ
ቃ

଴

௫
  

ଷݔ                                                            ⇔   = 3 ൬ଵ
ଷ

ݔ)) − ଷ(ݔ + ݔ) −  0)ଷ)൰      

ଷݔ                                                            ⇔    = 3 ቀଵ
ଷ

ݔ) −  0)ଷቁ                      

ଷݔ                                                           ⇔    =            ଷݔ

  . و ھذا حسب تعریف الحل الوارد في أعلاه
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I.5.  العلاقة بین المعادلات التفاضلیة ذات الشروط الابتدائیة الخطیة و المعادلات التكاملیة لفولتیرا:  

  تعتبر المعادلات التكاملیة بطریقة سھلة لإیجاد حلولھا من المعادلات الجبریة أو التفاضلیة 

 ):݊من المرتبة ( لمعادلة التفاضلیة الخطیةفإنھا حل ا

(௡)ݕ                                )31( + ܽଵ(ݔ)ݕ(௡ିଵ) + ⋯ + ܽ௡(ݔ)ݕ =  (ݔ)ܨ

݅( دالة مستمرة (ݔ)௜ܽحیث العوامل = 1, … , ݊ (  

 مع الشروط الابتدائیة

(0)ݕ                              )32( = ܿ଴, ݕ ′(0) = ܿଵ, … , (0)(௡ିଵ)ݕ = ܿ௡ିଵ  

  .النمط الثانيھو حل معادلة تكاملیة لفولتیرا من 

 :المعادلة التكاملیة الخطیة من الدرجة الثانیة):݊من المرتبة (معادلة تفاضلیة خطیة نوضح ھذا بمثال 

"ݕ                                     )33( + ܽଵ(ݔ)ݕ′ + ܽଶ(ݔ)ݕ =     (ݔ)ܨ

(0)ݕ                                     )34( = ܿ଴       ;    ݕ ′(0) = ܿଵ     

 :    و لنضع

"ݕ                                                  )35( = φ(ݔ) 

 :إلىالشروط الابتدائیة  في الحسبان نصل توالیا  یأخذو 

′ݕ                       )36( = ∫ ݐ݀(ݐ)߮ + ܿଵ
௫

଴   ⇔   ݕ" = φ(ݔ) 

ݕ                         )37( = ∫ ݔ) − ݐ݀(ݐ)߮(ݐ  + ܿଵ(ݔ) + ܿ଴
௫

଴ ⇔ )36( 

 :الصیغةاستعملنا لقد 

)38(                  ∫ ௫ݐ݀
଴ ∫ ௫ݐ݀

଴ … ∫ ௫ݐ݀
଴ = ଵ

(௡ିଵ)! ∫ ݔ) − ௫ݐ݀(ݐ)(௡ିଵ)(ݐ 
଴ 
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 :تصبح بالشكل) 34(في المعادلة ) 38(و ) 36(بتعویض 

)39( φ(ݔ) + ∫ ܽଵ(ݔ)φ(t)dt୶
଴ + cଵܽଵ(ݔ) +

∫ ܽଶ(ݔ)(ݔ − φ(t)dt(ݐ + +cଵxܽଶ(ݔ) + +c଴
୶

଴ ܽଶ(ݔ) =  )35( ⇔ (ݔ)ܨ

 :أو 

(ݔ)߮ )40( + ∫ (ܽଵ(ݔ)+ܽଶ(ݔ)(ݔ − ௫ݐ݀(ݐ)߮((ݐ 
଴ = (ݔ)ܨ − ܿଵܽଵ(ݔ) − ܿଵܽݔଶ(ݔ) −

−ܿ଴ܽଶ(ݔ) 

 :نضع

)41(                                ݇൫ݐ،ݔ൯ = −(ܽଵ(ݔ) +  ܽଶ(ݔ)(ݔ −  ((ݐ

 و

(ݔ)݂                              )42( = (ݔ)ܨ − ൫ܿଵܽଵ(ݔ) + ܿଵݔ ܽଶ(ݔ) + ܿ଴ܽଶ(ݔ)൯ 

 :  و بالتالي تصبح

(ݔ)߮                            )43( = (ݔ)݂ + ∫ ݇൫ݐ،ݔ൯߮(ݐ)݀ݐ௫
௔  

  . لنرجع لفولتیر من النمط الثاني

I.1.5. وجود و وحدانیة الحل لمسألة كوشي الاتیة:  وجود ووحدانیة الحل                                                                                                                            :

"ݕ                              )44( + ܽଵ(ݔ)ݕ′ + ܽଶ(ݔ)ݕ =     (ݔ)ܨ

)45(                             
 

(0)ݕ = ܿଵ       ;         ݕ ′(0) = ܿଶ       

ݔ)ذات العوامل المستمرة في جوار الصفر أي  = 0) .  

  : اذن لحل مسالة كوشي ھذه نحل بدلا عنھا المعادلة التكاملیة الاتیة

φ(ݔ) = (ݔ)݂ + ∫ k(ݔ, φ(t)dtୠ(ݐ
௔    

  



 )الخطیة(في المعادلات التكاملیة  تعریفات و نتائج أساسیة                                              الأول فصلال
 

 11 

,ݔ)k  و(ݔ)݂حیث     :معرفتین بالعلاقتین  (ݐ

                        ൜ k(ݔ, (ݐ = −(ܽଵ(ݔ) + ܽଶ(ݔ)(ݔ − ((ݐ
(ݔ)݂ = (ݔ)ܨ − cଵܽଵ(ݔ) − cଵܽݔଶ(ݔ) − c଴ܽଶ(ݔ))   

ݕفي العبارة    (ݔ)φوذلك بتعویض  = ∫ ݔ) − ݐ݀(ݐ)߮(ݐ + ܿଵ(ݔ) + ܿ଴
௕

଴   

  )2(الذي یحقق الشروط الابتدائیة ) 1(نجد حل 

 : مثال

 اوجد المعادلة التكاملیة المرفقة بالمعادلة التفاضلیة الخطیة مع وجود الشروط الابتدائیة  

"ݕ                                 )46( + ݕ = 0   

(0)ݕ                                )47( = ݕ         ;       0 ′(0) = 1     

   حلال

"ݕ:       نضع  = φ(ݔ) 

)48(                             c଴ = cଵ   و     0 = (ݔ)ଵܽ    و   1 = (ݔ)ଶܽو   0 = 1 

′ݕ                             )49( = ∫ ݐ݀(ݐ)߮ + ܿଵ
௫

଴  ⇔  ݕ" = φ(ݔ)        

ݕ                           )50( = ∫ ݔ) −  t)φ(t)dt + cଵݔ + c଴
ୠ

଴ ⇔ )39( 

)51(                               φ(ݔ) = ݔ− − ∫ ݔ) − φ(t)dt(ݐ + ୠݔ
଴       

I.2.5. متناوبة فرید ھولم )Fredholm(  

  ):Riesz( 1نظریة

:ܣلیكن المؤثر المتراص    ܧ →   .فضاء نظامي ܧعلى   ܧ

Lاذن المؤثر   = ܫ −   :لھ الخواص الاتیة) المؤثر المدروس في اطار المعادلات التكاملیة( ܣ

 . ذو بعد منتھي  (L)ݎ݁ܭ -

 .ھو مغلق، و  البعد المرفق منتھي  (L)݉ܫ -
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ݎوحیدة  حیث  ݎتوجد  - ∈  :بحیث ܣللمؤثر  Rieszیسمى عدد   ܰܫ

{0} = (L଴)ݎ݁ܭ ⊂ (Lଵ)ݎ݁ܭ  ⊂ ⋯ ⊂ (L୰)ݎ݁ܭ = (L୰ାଵ)ݎ݁ܭ = ⋯     

ܧ  = (L଴)݉ܫ ⊂ (Lଵ)݉ܫ  ⊂ ⋯ ⊂ (L୰)݉ܫ = (L୰ାଵ)݉ܫ = ⋯  

ܧ:  و لدینا الجمع المباشر = (L୰)ݎ݁ܭ ⊕   .(L୰)݉ܫ

(L)݉ܫ:   زادة على ذلك لدینا متناوبة فرید ھولم  =   .Lالمؤثر القرین لـ   ∗Lبحیث  ⫠(∗L)ݎ݁ܭ

  : )متناوبة فرید ھولم( 2نظریة 

:݇نعتبر المعادلات التكاملیة المتجانسة و النواة  [ܽ, ܾ]ଶ → ℝ نعرف المسائل الاتیة: 

߮   اوجد )52( ∈ ∁[ܽ, (ݔ)߮        حیث [ܾ − ∫ ,ݔ)݇ ௕ݐ݀(ݐ)߮(ݐ
௔ = 0                         

߰  اوجد        )53( ∈ ∁[ܽ, (ݔ)߰حیث  [ܾ − ∫ ,ݔ)݇ ௕ݐ݀(ݐ)߰(ݐ
௔ = 0         

݂  نعتبر من اجل ∈ ∁[ܽ, gو     [ܾ ∈ ∁[ܽ,  المعادلات التكاملیة  بطرف ثاني   [ܾ

߮   اوجد       )54( ∈ ∁[ܽ, (ݔ)߮        حیث [ܾ − ∫ ,ݔ)݇ ௕ݐ݀(ݐ)߮(ݐ
௔ =      (ݔ)݂

߰  اوجد           )55( ∈ ∁[ܽ, (ݔ)߰  حیث     [ܾ − ∫ ,ݔ)݇ ௕ݐ݀(ݐ)߰(ݐ
௔ = g(ݔ)                                

  :اذن لدینا متناوبة

(ݔ)݂تقبل الحلول الواضحة  ) 53(و ) 52(إما المعادلات  - ≡ (ݔ)g   و    0 ≡ ففي ھذه الحالة 0

߮تملك حلا وحیدا ) 55(و ) 54(المعادلات ∈ ∁[ܽ, ߰و  [ܾ ∈ ∁[ܽ, ܾ]    

݂من اجل كل  ∈ ∁[ܽ, g .   و   [ܾ ∈ ∁[ܽ, ܾ]    

مستقیا خطیا، ففي ھذه  ݉لھا نفس العدد المنتھي من الحلول، ) 53(و ) 52(او  اما  المعادلات  -

  ߰ و من اجل كل حل) 52(لـ  ߮تملك حلولا اذا وفقط اذا من اجل كل حل ) 55(و ) 54(الحالة المعادلات 

  :لدینا) 53(لـ 

)56(                         ∫ ௕ݐ݀(ݔ)߰(ݔ)݂
௔ = ∫ g(ݔ)߮(ݔ)݀ݐ௕

௔ = 0  
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  : یكتب  بالصیغة الاتیة)  54(الحل العام لـ ,  فعند ھذه الشروط 

)57(                                       φ =  ෥߮ + ∑  α௜ φ௜
௠
௜ୀଵ 

൫φ௜൯଴ஸ௜ஸ௠  و الدوال  ) 54(یمثل حل خاص  لـ   ෥߮ حیث   
  ).52(تكون عائلة حرة من حلول   
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III  عرض نظري (طرق عددیة لحل معادلات تكاملیة(  
II.1. القسم الأول 

II.1. طرق كلاسكیة: 

  اقتراح خوارزمیات عملیة تستعمل لأجل: توجد عدة طرق تعتمد على نتائج في التحلیل الدالي: مقدمة

  :تیةالطرق تكمن في دراسة المسائل الأ حلول تقریبیة للمعادلات التكاملیة، فعالیة ھذه إیجادفي  

 .تقارب الخوارزمیة نحو الحل التام للمعادلة التكاملیة دراسة - 1

 .دراسة سرعة التقارب للخوارزمیة  - 2

 . تقویم الخطأ - 3

  .بعض النتائج من التحلیل الدالي التي تتعلق بھذه المشكلاتنقدم  ألان

II.1.1.  سلاسل نیومان)Neumann ( 

,ݔ)݇لتكن المعادلة التكاملیة ذات النواة المستمرة    (ݐ

)1( φ(ݔ) − ∫ ,ݔ)݇ ௕(ݐ
௔ φ(ݐ)dݐ = (ݔ)φ  ⟹   (ݔ)݂ = (ݔ)݂ + ∫ ,ݔ)݇ ௕(ݐ

௔ φ(ݐ)dݐ 

 :على الشكل أیضایمكن كتابتھا 

)2(      φ(ݔ) − A(φ) = :A(φ)⟹    (ݔ)݂ = (ݔ)݂ + ∫ ,ݔ)݇ ௕(ݐ
௔ φ(ݐ)dݐ 

ܫوجود الحل  لھذه المعادلة یتعلق  بمقلوب المؤثر   نأنلاحظ  بسرعة  − A    )ܫ))   :  أي − A)ିଵ 

  : تیةالنظریة الأ إلىفلھذا نحج   

  ): 311ص ] 1[انظر( )Banach بناخ ، ( 1نظریة

‖A‖:    یطبق في نفسھ بحیث  ܧ في  ܧ مؤثرا  خطیا مستمرا  من Aو   ܫو المؤثر  ناخفضاء ب ܧ ≤

ݍ < ܫعندئذ یقبل المؤثر .  1 − A   ܫ)مقلوبا − A)ିଵ  

 :              ـ یعطى ب

ܫ)                             )3( − A)ିଵ =  ∑ A௞∞
௞ୀ଴          

ܫ)‖                                 )4( − A)ିଵ‖ ≤  ଵ
ଵି௤
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  :البرھان 

‖A‖:  بما أن  < ∑:     فان    1 A௞∞
௞ୀ଴ <   .)متقاربة (  ∞

ฮA௞ฮنطبق العلاقة     أنفیكفي  ≤  ‖A‖௞ ،        ݇ = 0,1, …      

  لمجموع ھذه السلسلة، فلدینا   ܸ:  نرمز بـ 

ܫ)ܸ                      − (ܣ = ܫ) + ܣ + ⋯ + ௞ܣ + ⋯ ܫ)( − (ܣ =      

                  = ܫ) + ܣ + ⋯ + ௞ܣ + ⋯ ) − ܣ) + ଶܣ + ⋯ + (௞ାଵܣ =      ܫ

ܫ):  و بطریقة مشابھة − ܸ(ܣ =   . ܫ

ܸ: إذن = ܫ)  − A)ିଵ   

          ‖ܸ‖ ≤ ‖ܫ‖ + ‖ܣ‖ + ⋯ + ௞ାଵ‖ܣ‖ ≤ 1 + ݍ + ⋯ + ௞ݍ + ⋯ = ଵ
ଵି௤

.   

‖ܣ‖، تحت الشرط  فحسب ھذه النظریة <     :من الشكل ) 2(للمعادلة    ∗߮ الحل الوحید 1

)5(            ߮∗ = ܫ)  − A)ିଵ(݂) = ݂ + (݂)ܣ + (݂)ଶܣ + ⋯ + (݂)௞ܣ + ⋯ +   

   .ھذه السلسلة تسمى سلسلة نیومان

  : بـ  ∗φومن طریقة بسیطة، نستفید من تقارب ھذه السلسلة في الوصول إلى تقریب للحل 

 (߮௞ =   . (௞݂ܯ

௞ܯ:  معرف بـ ௞ܯحیث المؤثر  = ∑ A௜௞
௜ୀ଴    .  

  . ܣالتكاملیة مثل  ௜ܣنبین أن المؤثرات

ݒ  بالفعل ،   = ݒترمزلـ      ଶ(φ)ܣ = ݓ :حیث       (ݓ)ܣ = (߮). 

  :أن إي

(ݔ)ݒ(*)        = ∫ ,ݔ)݇ ௕(ݕ
௔      ݕd(ݕ)ݓ

  و  

(ݕ)ݓ*)    '(   = ∫ ,ݔ)݇ ௕(ݐ
௔ φ(ݐ)dݐ    
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  :فنجد

(ݔ) ݒ     = ∫ ,ݔ)݇ ௕(ݕ
௔ ቂ∫ ,ݕ)݇ ௕(ݐ

௔ φ(ݐ)dݐቃ dݕ = ∫ ቂ∫ ,ݔ)݇ ௕ݕ൯dݐ،ݕ൫݇(ݕ
௔ ቃ௕

௔ φ(ݐ)dݐ  

                                                                 = ∫ ݇ଶ(ݔ, ௕(ݐ
௔ φ(ݐ)dݐ  

,ݔ)ቀ ݇ଶ:حیث  (ݐ = ∫ ,ݔ)݇ ,ݕ)݇(ݕ ௕ݕd(ݐ
௔ ቁ  

ݒ: نبرھن بالتراجع   =   . (߮)௜ܣ

(ݔ) ݒ  = ∫ ݇௜(ݔ , ௕(ݐ
௔ φ(ݐ)dݐ      ,  (݅ = 2 , 3 , … , )   

 :  معطى بالعلاقة التراجعیة  ௜݇حیث 

)6( (݅ = 2 , 3 , … , )      ،݇௜(ݔ, (ݐ = ∫ ݇௜ିଵ(ݔ, ௕(ݕ
௔ ,ݕ)݇                       )فرض التراجع(،     ݕd(ݐ

  نشر ھذه الكتابة تعطینا

)7(      ݇௜(ݔ, (ݐ = ∫ … ∫ ,ݔ)݇ ,ଵݕ)݇(ଵݕ (ଶݕ …  ௕
௔ ݇௜ିଵ(ݔ, ௕(ݐ

௔ dݕଵdݕଶ … dݕ௜ିଵ       

,ݔ)௜݇الدوال    .تسمى نوى مكررة (ݐ

 :الأتيسلسلة نیومان یمكن كتابتھا على الشكل المفصل  الآن

)8(              ߮∗ = (ݔ)݂ + ∫ ,ݔ)݇ ௕(ݐ
௔ ݐd(ݐ)݂ + ∫ ݇ଶ(ݔ, ௕(ݐ

௔ ݐd(ݐ)݂ + ⋯                                                         

         = (ݔ)݂ + ∫ (∑ ݇௜(ݔ, ∞(ݐ
௜ୀ଴ )௕

௔ ݐd(ݐ)݂ + ∫ ݇௜(ݔ, ௕(ݐ
௔ ݐd(ݐ)݂ + ⋯ +   

  :معرفة بالشكل التالي φ௞لدینا إذن

)9(     ݉௜(ݔ, (ݐ = ∑ ݇௜(ݔ, ∞(ݐ
௜ୀ଴     حیث    ߮௞ = (ݔ)݂ + ∫ ݉௜(ݔ, ௕(ݐ

௔    ݐd(ݐ)݂
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II.2.1. 75ص  [11]انظر( :طریقة التقریبات المتوالیة(  

تعتمد ھذه الطریقة على  .)2(استعمال لحل المعادلة  طریقة تقریبات متوالیة ھي  واحدة من الطرق الأكثر

φ଴تعطى عنصر كیفي  : المبدأ الأتي ∈ ∁[ܽ, یسمى التقریب الأولي ومن ثم وانطلاقا من ھذا العنصر   [ܾ

  :للحلول المقربة) φ௡(نقوم بإنشاء متتالیة 

)10(                   (݊ = 0,1, … . )        ،  φ௡ାଵ = ݂ +        ൫φ௡൯ܣ

  فإذا تحصلنا من ھذا على متتالیة متقاربة نحو حل المعادلة المعتبرة نقول عن ھذه طریقة تقریبات متوالیة 

  خطي و مستمر،  ܣالتكاملیة نلاحظ المؤثر التكاملي )2(من اجل للمعادلة 

∗߮   فإذن  = ݈݅݉௡→∞ φ௡    (2)ھو الحل التام المعادلة.  

    :نضع

ܫ                                 )11( − A + ⋯ + ௡ܣ + ⋯    

  :لدینا النظریة الآتیة

 :2نظریة

التام تتقارب نحو الحل الوحید ) 2(متقاربة، فان طریقة التقریبات المتوالیة  للمعادلة ) 11(إذا كانت السلسلة 

  .φ଴مھما یكن التقریب الأول ذلك و ) 2(للمعادلة  ∗߮

                       :     و لدینا

)12(         (݊ = 1, 2, … )    ،‖߮∗ − ߮௡‖ ≤ ܫ)‖ − A)ିଵ‖‖ܣ௡‖‖߮ଵ − ߮଴‖          

  :  ، بشروط  نظریة بناخ، یمكن استبدالھا بـ)السرعة التقارب) (12(بخاصة ، و ھنا العلاقة 

)13(          (݊ = 1, 2, … )       ، ‖߮∗ − ߮௡‖ ≤ ௤೙

ଵି௤
‖߮ଵ − ߮଴‖           
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  : البرھان 

  :فنتحصل) 10(نطبیق توالیا العلاقة 

)14(     (݊ = 1, 2, … )  ،  ߮௡ = ݂ + (݂)ܣ + (݂)ଶܣ + ⋯ + (݂)௡ିଵܣ +     ௡(߮଴)ܣ

  :    متقاربة فعندئذ) 11(فإذا كانت السلسلة 

)15(                             ߰ =  lim௡→∞ ߮௡ = ∑ ∞௜ܣ
௜ୀଵ (݂) = ܫ) − A)ିଵ(݂)  

௡(߮଴)ܣلان   →   ). الحد العام لسلسلة متقاربة(  0

߰نبرھن  =  ). 2(للمعادلة  ߰ھو الحل التام ∗߮حیث    ∗߮

  .  لدینا من علاقة سابقة

     φ௡ାଵ = ݂ +   ൫φ௡൯ܣ

∞→lim௡و  ߮௡ = ∞→lim௡فان    ߰ ߮௡ିଵ = ߰  

  :مستمر فنستطیع الكتابة ܣ أنو بما 

߰ =  lim
௡→∞

߮௡

                    = ݂ +         (߰)ܣ

߰ومن وحدانیة النھایة فان ) 2(ھو حل للمعادلة  ߰إذن  = ߮∗     

  )   14(في   ଴߮بـ     ∗߮، نعوض )12(للحصول على الحاد الأعلى 

∗߮):   10(عندئذ واضح بان الصیغة  = ߮௡  ،(݊ = 1, 2, … ).  

  :فنصل إلى

  ߮∗ =  ݂ + (݂)ܣ + (݂)ଶܣ + ⋯ + (݂)௡ିଵܣ + ݊)،    (∗߮)௡ܣ = 1, 2, … )  

  : من العلاقة و بإدخال النظمي نجد) 14(ونطرح المساواة 

)16(           (݊ = 1, 2, … )    ، ‖߮∗ − ߮௡‖ ≤ ∗߮‖‖௡ܣ‖ − ߮଴‖          
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φ෥:  نضع  = ߮∗ − ߮଴    ߮و من ثم   )  2(ھي الحل  التام للمعادلة  ∗߮علما ان∗ − (∗߮)ܣ =  ݂  

  فلدینا

− ܫ)                 A)(φ෥) = φ෥ − (φ෥)ܣ = ߮∗ − (∗߮)ܣ − ߮଴ +    (଴߮)ܣ

                                  = ݂ + (଴߮)ܣ − ߮଴ = ߮ଵ − ߮଴ 

  :    بحیث

)17(                          (φ෥) = − ܫ) A)ିଵ(߮ଵ − ߮଴)  

  .نتحصل على الحاد الأعلى المطلوب) 16(و باستعمال 

௫∈[௔,௕]ݔܽ݉:     نواة مستمرة تحقق ݇لیكن  :ملزومة ∫ ,ݔ)݇| ௕|(ݐ
௔ ݐ݀ < 1    

ݔ  :النمط الثانيعندئذ المعادلة التكاملیة من  ∈ [ܽ, ܾ]   ،φ(ݔ) − ∫ ,ݔ)݇ ௕(ݐ
௔ φ(ݐ)dݐ =   (ݔ)݂

φ: ߮تملك حلا وحیدا  ∈ ∁([ܽ, ݂من أجل كل   ([ܾ ∈ ∁[ܽ, ܾ]  

 :طریقة التقربیات المتوالیة: وإضافة لذلك

 (݊ = 0,1, … . )    ,         φ௡ାଵ(ݔ) = ∫ ,ݔ)݇ ௕(ݐ
௔ φ௡(ݐ)dݐ +     (ݔ)݂

,ܽ])∁كیفیة من   φ଴تتقارب بانتظام نحو الحل التام لأجل ܾ]).  

II.3.1.  طریقة نیستروم(Nystrom) :  

ھذه الطریقة من أفضل الطرق التي تساعد على الحل العددي للمعادلات التكاملیة و ھي تقوم على فكرة 

  :استبدال المعادلة التكاملیة بجملة معادلات جبریة خطیة كالأتي

  .الأتيیمكن ان نكتب المعادلات التكاملیة على شكل جبري للمعادلات الخطیة بالشكل 
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  :لتكن المعادلة التكاملیة

)18(                      φ(ݔ) − ∫ ݇൫ݐ،ݔ൯௕
௔ φ(ݐ)dݐ = ݔ ∀،     (ݔ)݂ ∈ [ܽ, ܾ]                

  : كالأتي Aنعرف المؤثر التكاملي  

)19(                             (Aφ)(ݔ) = ∫ ݇൫ݐ،ݔ൯௕
௔ φ(ݐ)dݔ ∀،    ݐ ∈ [ܽ, ܾ]  

  الملحقة بھا،

௜ݕ )لیكن النقط 
௡) ݓ) و الأوزان௜

௡) .  

  :ـب ௡ܣ نعرف مؤثر جدید

(ݔ)(௡߮ܣ)                  )20( = ∑ ௜ݓ
(௡)݇ ቀݕ،ݔ௜

(௡)ቁ ߮ ቀ ݕ௜
(௡)ቁ௡

௜ୀଵ ݔ ∀،      ∈ [ܽ, ܾ] 

  

φللمعادلة    ∗߮من الحل ريیتغإذن ، − Aφ = φ௡  للمسالة    φ௡بالحل    ݂ − ௡φ௡ܣ = ݂   

   :بحیث  φ௡أبحث عن  

)21(               φ௡(ݔ) − ∑ ௜ݓ
(௡)݇ ቀݔ, ௜ݕ

(௡)ቁ ߮ ቀ ݕ௜
(௡)ቁ௡

௜ୀଵ =  (ݔ)݂

ݔ من أجل  = ቀݕ௝
(௡)ቁ

ଵஸ௝ஸ௡
 :و الترمیزات الاتیة  

-       (݆ = 1, 2, … , ݊)            ،   ߮ ቀ ݕ௝
(௡)ቁ = φ௝   

-         (݆ = 1, 2, … , ݊)           ،  ݂ ቀ ݕ௝
(௡)ቁ = ௝݂   

-       (݅, ݆ = 1, 2, … , ݊)       ,݇ ቀݕ௝
(௡)،ݕ௜

(௡)ቁ = ௝݇௜   

  :معادلة خطیة ݊فنحصل على الجملة الجبریة ذات 

)22(           ݆ = 1, 2, … , ݊    ،  φ௝ − ∑ ௜ݓ ௝݇௜߮௜
௡
௜ୀଵ = ௝݂    

  . دالة مجھولة φ௝ نعتبرھا كمیات معلومة  و   ௜    ،௝݇௜ݓ،  ௝݂بحیث  
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  :المصفوفة الملحقة بھذه الجملة ھي من الشكل

)23(                  ൦

1 − ଶ݇ଶଵݓ− ଵ݇ଵଵݓ …  ௡݇௡ଵݓ−
ଵ݇ଵଶݓ− 1 − … ଶ݇ଶଶݓ  ௡݇௡ଶݓ −

⋮
 ଵ݇ଵ௡ݓ−

⋮
 ଶ݇ଶ௡ݓ −

⋱ ⋮
… 1 −  ௡݇௡௡ݓ

൪ 

  :ملاحظة 

,ܽ]∁طریقة  نستروم و في حالة  المعادلة التكاملیة لفولتیرا  معرفة على الفضاء  إن فنحصل على , [ܾ

  ) 2 قسم ال(، و ھذا ما سنوضح في مایلي مصفوفة مثلثیة سفلى 

  )13ص  [5]انظر( :3نظریة

(݂)௡ܳنظریة لنستروم  غیر متقاربة   ௡(௡ܳ)طریقة   نألنفرض  → ∫ ݂௕
௔    ,∀݂ ∈ ∁[ܽ, ܾ] 

(ݔ)௡߮ܣ نقطة  إلىنظریة لنستروم ھي تتقارب من  نقطة  إذن → ݂∀،         ߮ ܣ  ∈ ∁[ܽ, ܾ]  

  )تكون متقاربة بانتظام أنلكن لیس بالضرورة ( 

II.2. طریقة النواة المنحلة    

,ܽ]∁ على الفضاء)1(معرف بـالصیغة  Aالمؤثر التكاملي  یكون    .لنفس الجداء السلمي [ܾ

  :المعرفة بـالعلاقة   ௡݇لمتتالیة النواة المنحلة ݇طریقة النواة المنحلة تمثل تتقارب النواة 

)24(                     ݇௡ (ݔ, (ݐ = ∑ ௡(ݐ)௝ݍ(ݔ)௝݌
௜ୀଵ       ،∀ݐ ،ݔ ∈ [ܽ, ܾ] 

  .دالتین مستمرتین و مستقلتین خطیا  ଵஸ௜ஸ௝(௜݌)و       ଵஸ௜ஸ௝(௜ݍ)حیث  

  : المعرف بالصیغة الاتیة ௡∈ே(௡ܣ)یتقارب نحو متتالیة المؤثرات  ܣالمؤثر التكاملي 

(ݔ)௡߮ܣ                                       )25( = ∑ 〈߮, ௝〉௡ݍ
௝ୀଵ  ௝݌

  متقاربة)  1(المعادلة 

)26(                                    ߮௡(ݔ) − ∑ ௡(ݔ)௝݌௝ݖ
௝ୀଵ =  (ݔ)݂

  : نكتب الصیغة الآتیة

)27(                       (݆ = 1, 2, … , ௜ݖ ،      (݊ =  ∫ ௕(ݐ)௜ݍ
௔ φ(ݐ)dݐ                  
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  :وكذلك یمكن ان نكتبھا بالعلاقة الآتیة

௜ݖ         =  ∫ ௕(ݔ)௜ݍ
௔ φ(ݔ)dݔ = ∫ ௕(ݔ)௜ݍ

௔ ݔd(ݔ)݂ + ∑ ቀ∫ ௕ݔd(ݔ)௝݌(ݔ)௜ݍ
௔ ቁ௡

௝ୀଵ   ௜ݖ

  :نضع

)28(               ܽ௜௝ = ∫ ௕ݔd(ݔ)௝݌(ݔ)௜ݍ
௔     ، ܿ௜ = ∫ ௕(ݔ)௜ݍ

௔  ݔd(ݔ)݂

 : و بالتالي نجد

)29(                      (݅ = 1, 2, … ௜ݖ ،        (݊ = ܿ௜ + ∑ ܽ௜௝ݖ௜
௡
௝ୀଵ                   

  :  و النظریة الآتیة توضح ذلك

    ) 60ص  [18]انظر( :4نظریة

  : حلول للمعادلة

)30(                                 ߮௡ − ∑ 〈߮, ௝〉௡ݍ
௝ୀଵ ௝݌ = ݂  

  :تیةالألدینا الصیغة 

)31(                                   ߮௡ = ݂ + ∑ ௜ݖ
௡
௜ୀଵ   ௜݌

,ଵݖ  أن المعاملات ھي الحل للجملة ,ଶݖ … ,   )௡)29ݖ

௜ݖ                  )32( − ∑ ௝݌〉 , ௜〉௡ݍ
௝ୀଵ = 〈݂, ݅∀  ،    〈௜ݍ ∈ {1, 2, … ݊}    

II.1.2. مفاھیم عامة على الاستقطاب  

   :تعریف

,ܽ]∁فضاء جزئي على    ௡ܷلیكن   ,ଵݔ،݊ ذو البعد المنتھي  [ܾ ,ଶݔ … , ,ܽ]نقط من   ௡ݔ ܾ]   

݂حیث الدالة  ∈ ܷ௡  تتحقق∀݅ ∈ {1, 2, … (௜ݔ)݂،  {݊ =   .تكون دالة معدومة  0

  .أحادیتا الذوبان أنھماعن المجموعتین  نقول
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  )95ص  [3]انظر( :5نظریة

ܷ௡ ھو النقط  (ݔ௡)ଵஸ௜ஸ௝  كانت الدالة إذاg ∈ ∁[ܽ, ݑفإنھا توجد الدالة وحیدة   [ܾ ∈ ܷ௡ تستقطب g 

  .نقط

)33(              ∀݅ ∈ {1, 2, … ௝൯ݔ൫ݑ   ,         {݊ = g൫ݔ௝൯               

   :ملاحظة

:௡݌المؤثر التكاملي  ∁[ܽ, ܾ] → ܷ௡  الذي یحول g ھو مؤثر إستقاط مستمر ݑ الى.  

II.2.2.  63ص  [6]انظر(إستقطاب كثیر حدود( 

  .(ܫ)∁كثیفة في   ܫللدالة كثیر الحدود على  ܲܫفان مجموعة كثیر الحدود  ℝمجال متراص على  ܫكان إذا

݂بحیث لكل  ∈ εو لكل    (ܫ)∁ >   : ܫعلى  ܲ، توجد دالة كثیر حدود0

)34(                 ‖݂ − ‖݌ = (ݔ)݂|}݌ݑݏ − :|(ݔ)݌ ݔ ∈ { ܫ <  ߝ

   ) 16ص  [9]انظر(: نظریة النواة 

  :بحیث (ܫ)∁ متتالیة المؤثرات الخطیة الموجبة على  (௡ܮ) و ℝمجال متراص على  ܫ

)35(               (݇ = 1, 2, … ݊)        ،݈݅݉௡→∞ ௞݌௡ܮ =      ௞݌ 

 :إذن

)36(                      ݂ ∈ ௡݂ܮ  حیث        (ܫ)∁ → ݂           

   ) 16ص  [9]انظر( :6نظریة 

݂  من ௡݌استقطاب كثیر الحدودلنفرض    ∈ ∁(௡ାଵ)([ܽ, ܾ]):  

  ܽ = ଴ݔ < ଵݔ = + ଴ݔ  ℎ … < ௡ݔ = ℎحیث ܾ = ଵ
௡

   

 : إذن لدینا 

)37(                      ‖݂ − ∞‖௡݌ ≤ ଵ
(௡ାଵ)!

‖π௡ାଵ‖∞‖݂௡ାଵ‖∞ 
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 :أنحیث 

)38(                       π௡ାଵ(ݔ) = ∏ ݔ) − ௜)௡ݔ
௜ୀ଴  

௝൯ݔ൫ بدون فرضیة نحول تقسیم لـ
ଵழ௝ழ௡

௝൯ݔ൫متقاربة بانتظام لـ  ௡ܮلیس بالضرورة تكون   
ଵழ௝ழ௡

عند  

 .  ما تقسیم

II.3.2.  المعادلات التكاملیة ذات الأنویة المنحلة      

,ܽ]   : لمعادلة فرید ھولم تسمى منحلة اذا كانت  تكتب من الشكل ൯ݐ ،ݔ൫݇النواة  ܾ]  →  ℝ  :߮  

ܽ: حیث تكون معرف بالشكل ≤ ,ݔ ݐ ≤ (ݔ)߮ ،     ܾ − ∫ ,ݔ)݇ ௕ݐ݀(ݐ)߮(ݐ
௔ =    (ݔ)݂

ܽالتقریبي ،    ∗߮، الحل ≤ ݐ ≤ ݔالدالة     ܾ → ,ݔ)݇    الى النقط  (ݐ

ଵݔ   < ⋯ < ௝ݔ < ⋯ <    ௡ݔ

 : نواة المنحلة

)39(                        ݇௡ (ݔ, (ݐ = ∑ ௝ݔ൫݇(ݔ)௝ܮ , ൯௡ݐ
௝ୀଵ 

൫ܮ௝൯
ଵழ௝ழ௡

௝൯ݔ௞൫ܮ      :الاستقطاب یحقق تسمي استقطاب،  
ଵழ௝ழ௡

=   ௞௝ߜ

ܷ௡    ݔأي௝  

II.3.  [4]انظر(طرق القواعد المنتھیة (  

تسمى ھذه الطرق الإسقاط بالعلاقتین مع الطرق الرباعیة، ھي التي تتلخص في إمكانھا إعطاء تفتیش جید 

  . بین المحور في التدقیق و تبسیط

II.1.3.  [2]انظر(طرق الإسقاط  (  

  : تعریف

ܷفضاء شعاعي نظیمي  ܺلیكن  ⊂ :ܲفضاء جزئي غیر تام مؤثر محدود   ܺ ܺ → یسمى مسقط إذا   ܻ

  :       حققت

)40(                                  ܲ߮ = ߮     ،∀߮ ∈ ܷ  
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  )10ص  [7]انظر( )  Méthode de projection(:تعریف

ܺ :ܣ فضاءین لبناخ   ܻ و ܺ نعطي →   .و مؤثر محدود متباین ܻ

݂بحیث   ∈ (ܺ) ⊂   : من حل الإشكالیة  نحاول تقریب  ܻ

߮ܣ                            )41( = ߮بحیث     ݂ ∈ ܺ  

௡ܺنعطي متتالیة فضاءات جزئیة شعاعیة  ⊂ ௡ܻو ܺ ⊂ ذو البعد المنتھي و كذلك ھما مسقطین   ܻ

௡ܲ: ܻ → ௡ܻ.  

  لنعلم أن المشكل  

)42(                       ௡ܲ߮ܣ௡ = ௡݂ܲ     ߮بحیث௡ ∈ ܺ௡ 

݂بحیث     ଴݊ھذه الطرق الإسقاط تسمى التقارب إذا یوجد  ∈ تؤكد حل )  42(المعادلة القریبة  (ܺ)ܣ

௡߮وحید ∈ ܺ௡ 41(لـ   ߮، وھذا الحل یقارب الحل (  

௡ܺ  شرط التقارب، یمكن لھ أو یوضح عند دالة المؤثر   → ௡ܻ   :ܣ௡ = ௡ܲھذا یعني من خلال، ھذا   ܣ

  :المؤثر غیر مقلوب، و الكل عندنا تقارب محدود

௡ܣ             )43(
ିଵ

௡ܲ(݂) = ௡ܣ
ିଵ൫ ௡ܲ(߮ܣ)൯ = ( ௡ܲܣ)ିଵ

௡ܲ߮ܣ → ߮ 

  .، سنذكر بعض النظریات الأساسیةقبل دراسة تقارب طرق الإسقاط

  )17ص  [2]انظر( ):Banach-Steinhaus(7النظریة

൛ܣ௡φൟ௡∈ே  ܣمتتالیة مؤثر محدود௡: ܺ →   .ܻو   ܺفضاءین لـ   ܻ

߮لكل  : ن متتالیة ھي محدودةألنفرض  ∈ ௡φฮܣฮیوجد كل    ܺ ≤    . ܥ

   :النظریة

:௡ܣمؤثرات محدودة لمتتالیة    ௡φൟ௡∈ேܣ൛لیكن  ܺ →   .ܻو  ܺفضاءین لـبناخ  من    ܻ

:ܣن متتالیة  متقاربة تؤول لمؤثر ألنفرض  ܺ → ܻ.  

∞→௡φ௡ܣ → ߮∀،    ߮ܣ =   . ھو محدود ܣ المؤثر إذن  ܺ
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    :تعریف

߮یكون ∈   .ھي متقاربة ،  فھي محدودة ௡φൟ௡∈ேܣ൛ ، اذن المتتالیة ܺ

  .‖ܣ‖  ھي محدود و علیھ فان النھایة௡∈ே{‖௡ܣ‖} المتتالیة) 7(باستعمال النظریة 

   :8نظریة 

௡ܣمحدودة  متتالیة لمؤثرات ௡∈ே{௡ܣ}لیكن  ∶ ܺ →   . ܻو الفضاء البناخ ܺ على الفضاء النظمي  ܻ

:ܣ ن المتتالیة متقاربة نحو المؤثرأنفرض  ܺ →   .)محدود(ܻ

ܷم لنظامي على كل مجموعة متراص االتقارب بانتظ إذن ⊂ ܺ.  

௡φܣఝ∈௒ฮ݌ݑݏ                       )44( − φฮଢ଼ܣ → 0 

   :إثبات

  ‖ܣ‖كذلك    ‖௡ܣ‖تؤكد على وجود نظام موجد على الأنظمة  التيالمتقاربة الزمنیة :لدینا  

εلیكن  > 0 ،  

 ܷ ⊂ ⋃ ఝ∈௎(ߝ߮)ܤ ܷھي متراصة، نكتب  ܷ،  كما    ⊂ ⋃ , ௜߮)ܤ ௠(ߝ
௜ୀଵ 

௡φܣ ن لدینا متقاربةأكما  − ,ଵ߮عة محددة من العناصر ولـ مجم φܣ ߮ଶ, … , ߮௠ ,   

݊نجد  ≥ ܰ     

)45(                    ቛܣ௡߮௝ − ௝ቛ߮ܣ
ଢ଼

≤ ε         ،∀݆ ∈ {1, 2, … ݉}  

߮ أخذنا إذا،  إذن ∈ ܷ  ،  

      ฮܣ௡φ − φฮଢ଼ܣ ≤   ቛܣ௡φ − ௡φ୨ቛଢ଼ܣ
   + ቛܣ௡φ୨ − φ୨ቛଢ଼ܣ

+  ฮܣ௝φ − φฮܣ
ଢ଼

  

                          ≤ ‖௡ܣ‖   ቛφ − φ୨ቛ + ߝ + ‖ܣ‖ ቛφ −    ௡φ୨ቛܣ

)46(                                                                 ≤ (2ܿ +                                                             ߝ(1
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  )19ص  [2]انظر( :9نظریة 

ܻ :௡ܮ لمؤثرات محدودة  ௡∈ே(௡ܮ)متتالیة   →   .فضاء بناخ ܻفضاء  نظامي و  ܼحیث , ܼ

ܮمتقاربة نحو مؤثر المتتالیة  أننفرض  ∶ ܺ →   ).محدود(  ܻ

ܣنعطى مؤثر متراص محدود  ∶ ܺ →   .فضاء شعاعي نظامي ܺ أو,  ܻ

௡ܮتقارب أنظمة متتالیة لمؤثرات محدودة متراص  إذن ∶ ܺ →                                                                                                        نحو لمؤثر ܻ

௡ܮ)‖ − →௡‖ܣ(ܮ → 0 

  : تعریف

  المجموعةانھ الفضاء الجزئ  ، فضاء نظامي  ذو البعد في نظام اذا كانت   ௡ܺنقول عن

 ൛ψ = ،φ  ‖φ‖௑ ≤ 1ൟ ھي متراصة .  

௡ψܮ، المتقاربة ) 2(من النظریة  إذن − ߝاذا كان  ܷاذن على    ഥܷمنتظم على  ߰ܮ > 0 :  

                     ฮ(ܮ௡ܣ௡φ − φ)ฮ௓ܣܮ ≤ ε        ، ∀ψ = ߮ܣ ∈ ܷ 

௡ܮ)‖: تیة تعطي بالعلاقة الأ − (௑,௓)‖(ܣ(ܮ ≤ ε   

  )19ص  [2]انظر(: 10نظریة 

  . ܻو ܺالمتتالیة مؤثرین محددین فضاءین  بناخ ௡∈ே{௡ܣ}لیكن 

  .  ن المتتالیة متقاربة بنظام نحو مؤثر محددأنفرض 

   ) 20ص  [2]انظر( :11نظریة

ܣ ∶ ܺ → ܻ 

 المعرفة   في مجال المؤثر ଴݊متقاربة اذا وفقط اذا یوجد قطر   ܻو   ܺ فضاءین لبناخ

 ௡ܲܣ௡ ∶ ܺ௡ → ௡ܻ قابلة للقلب و اذا المؤثر كثیر الحدود  ( ௡ܲ ܣ)ିଵ
௡ܲܣ௡  ∶ ܺ௡ → ܺ௡  منتظمیة و

  .محدود
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ܯ  ∃ > 0, ∀݊ ≥ ݊଴, ‖( ௡ܲ ܣ)ିଵ ௡ܲ ܣ‖ ≤  ܯ

߮ عند ما یوجد تقلیل الخطأ ∈ ௡߮یكون الحل متقارب   ܺ =   ( ௡ܲ ܣ)ିଵ ௡ܲ ߮ܣ  :  

                            ‖߮ −  ߮௡‖௑ ≤ (1 + (ܯ ݅݊ ట݂∈௑೙
‖߰ − ߮‖ 

ܫ) :الإشكالیة إذن − A)φ = ߮حیث        (ݔ)݂ ∈ ܺ 

  :تقلیل الخطأ

(49)                            ∑ ∝௜ ܫ)  − A)ݑ௜ − ݂௡
௜ୀଵ  

 نفرض شرط 

(50)                   ݆ = 1,2, … , ݊       ،〈∑ ∝௜ ܫ)  − A)ݑ௜ − ݂௡
௜ୀଵ , 〈௝ݑ = 0       

  . نتحصل على الجملة المعادلات الخطیة

(51)              ݆ = 1,2, … , ݊  ،  ∑ ∝௜ ௡
௜ୀଵ ൫〈(ܫ − A)ݑ௜ , 〈௝ݑ − 〈݂, ௝〉൯ݑ = 0      

 (52)    ݆ = 1,2, … , ݊  ،(51)⇔ ∑ ∝௜  ௡
௜ୀଵ ൫〈ݑ௜, 〈௝ݑ  − 〈Aݑ௜ , ௝〉൯ݑ  = ∑ 〈݂, ௝〉 ௡ݑ 

௜ୀଵ 0          

(53)        ݆ = 1,2, … , ݊         ،(51)⇔ ∝௜− ∑  ௡
௜ୀଵ 〈Aݑ௜ , 〈௝ݑ  ∝௜= ∑ 〈݂, ௝〉 ௡ݑ 

௜ୀଵ 0  

ܫ):  الشكل  − (௡ܯ ∝= ௜ܨ حیث    ܨ =  〈݂, ௜௝݉ و        〈௝ݑ = 〈Aݑ௜ ,   . 〈௝ݑ 
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II.2. الحلول العددیة لمعادلات التكاملیة : القسم الثاني  

  :مقدمة

في ھذا الجزء الثاني من نفس الفصل سنذكر بعض الطرق العددیة لحل المعادلات التكاملیة مع توضیح 

 .الاختلاف في مراحل الحل،  و إعطاء مثال تطبیقي لكل طریقة

  . أیضا و بھدف تحلیل النتائج المحصل علیھا و كذلك بالرسمو

II.1.2. العددیة لمعادلات فولتیرا الطرق  ) Volterra( 

II.1.1.2.طریقة شبھ المنحرف  (trapézes) )22ص] 2[انظر(  

  :تذكیر 

  :  لتكن المعادلة التكاملیة لفولتیرا من الشكل التالي

)58(             ܽ < ݔ < ܾ          ،φ(ݔ) = g(ݔ) + ∫ ,ݔ)݇ ௫ݐd(ݐ)φ(ݐ
௔                       

௫∈[௔,௕]ݔܽ݉حیث   ∫ ,ݔ)݇| ௕|(ݐ
௔ ݐ݀ < 1     

,ܽ]ة الآتیة للمجال لتكن التجزئ ܾ]. 

଴ݔ                                        = ܽ < ଵݔ < ⋯ < ௝ݔ < ⋯ < ௡ݔ = ܾ                          

,ܽ]أي نقسم المجال  نأخذ ھذه التجزئة المنتظمة ℎ ،مجال طول كل منھ یساوي ݊ على [ܾ = ௕ି௔
௡

   

= ௝ݔ:  أطراف ھذه المجالات ھي النقط ܽ +  ݆ℎ  ,  ݆ =  0 , 1  , 2  , …  , ݊   

)ℎھي خطوة التجزئة .(   

, ௝ݔ] :  فإذن المجالات ھي ݆حیث   [ ௝ାଵݔ =  0 , 1  , 2  , …  , ݊     

 ):2(فیكون لدینا من المعادلة 

)59(                   ܽ < ௝ݔ < ܾ      ،  φ൫ݔ௝൯ = g൫ݔ௝൯ + ∫ ݇൫ݔ௝ , ௫ೕݐ݀(ݐ)൯߮ݐ
௔                 
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المنحرف للمعادلة التكاملیة لدینا النتیجة الآتیة التي تصف الحل التقریبي بطریقة  شبھ ) 2(من أجل المعادلة 

  .لفولتیرا

  .ݐنقسم مرة أخرى بالمكاملة المتغیرة  

ݐإذا وضعنا  = ௜ݔ)  )଴ஸ௜ஸ௝   و بمراعاة طریقة شبھ لحساب التكاملات و تصبح لدینا: 

)60(                φ൫ݔ௝൯ = g൫ݔ௝൯ + ቂ௛
ଶ

 ݇൫ݔ௝ , (଴ݔ)଴൯φݔ + ℎ ∑  ݇൫ݔ௝ , ௝ିଵ(௜ݔ)௜൯φݔ
௜ୀଵ +  

                                      + ௛
ଶ

݇൫ݔ௝ ,  ୨൯ቃݔ୨൯φ൫ݔ

φ୨ :       نضع     = φ൫ݔ୨൯       وg୨ = g൫ݔ୨൯          و ௝݇௜ = ݇൫ݔ୨,   ௜൯ݔ

  : على الشكل التالي)4(و نكتب المعادلة 

)61(    ݆ =  0 , 1  , 2  , …  , ݊     ،φ୨ = g୨ + ௛
ଶ

 ௝݇଴φ଴ + ℎ ∑ ௝݇௜߮௜
௝ିଵ
௜ୀଵ + ௛

ଶ ௝݇௝߮௝  

  .  بالشكل التالي) 4(یمكن كتابة المعادلة 

                               ߮௝ − ௛
ଶ

 ௝݇௝߮௝ = g୨ + ௛
ଶ

 ௝݇଴߮௝ + ℎ ∑ ௝݇௜߮௜
௝ିଵ
௜ୀଵ   ⇔  )4(  

݆ = 0,1, …  , ௝߮ حیث  ݊ ቀ1 − ௛
ଶ

 ௝݇௝ቁ = g୨ + ௛
ଶ

 ௝݇଴߮௝ + ℎ ∑ ௝݇௜߮௜
௝ିଵ
௜ୀଵ  ⇔ )4(    

݆إذا كان  = (ܽ)φ: فإن   0 =  g(ܽ) .  

 :بالتاليو 

)62(                           φ଴ = g଴   

߮ܣ: الأتيفنحصل على جملة معادلات جبریة خطیة بالشكل  = ܾ 

  .ھي المصفوفة المثلثیة السفلیة Aحیث 
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ܣ           =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

1 0 …             0    

− ௛
ଶ

݇ଵ଴

⋮
1 − ௛

ଶ
݇ଵଵ

⋱
               ⋮0     

− ௛
ଶ

݇ଵ௡ …     1 − ௛
ଶ

݇௠௠   ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

  

  

ܾو        = ൮

g଴
gଵ
⋮

g௡

൲ = (g଴, gଵ … , g௡)௧       ،߮ = ൮

φ଴
φଵ
⋮

φ௡

൲ = (߮଴, ߮ଵ, … , ߮௡)௧  

  :فلدینا

(ܣ) detجداء القطر الرئیس  = ቀ1 − ௛
ଶ

݇ଵଵቁ ቀ1 − ௛
ଶ

݇ଶଶቁ … ቀ1 − ௛
ଶ

݇௡௡ቁ 

ܭ: نرمز لمصفوفة = ( ௝݇௝)௝௝.  

ܯ: معرفة بالعلاقة ܯ = ‖ܭ‖ = ଴ஸ௝ஸ௡หݔܽ݉ ௝݇௝ห    

)63(            det (ܣ) ≥ (1 − ௛
ଶ

௡(ܯ = (1 − ௕ି௔
ଶ௡

௡(ܯ = (1 − ௛
ଶ

(ܯ
್షೌ

మ  

ℎالطرف الأیمن لھذا المتباینة غیر معدوم من أجل  → 0 .  

ℎعندما  → eି(ୠିୟ)ಾإلى  )  6(یؤول الطرف الأیمن من   0
మ  .  

 .غیر معدوم) 4) ( (ܣ) det(إذن محدد الجملة 
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II.2.1.2 مبسونطریقة س (simpson)   

  .معدلة مبسون الطریقة سأنھا  تسمى و 

 :المعادلة لفولتیرانعتبر نفس 

)64(              ܽ < ݔ < ܾ      ، φ(ݔ) = g(ݔ) + ∫ ,ݔ)݇ ௫ݐ݀(ݐ)߮(ݐ
௔                     

଴ݔ ولیكن  = ܽ < ଵݔ < ⋯ < ଶ௝ିଵݔ < ଶ௝ݔ … < ௡ݔ =  صغیرة ھي  ℎتجزئة ذات خطوة ، ܾ

  . بكفایة

  )  ଶ௝ݔأي نقطة ( الدلیل الزوجي ذات لعقد في  ھدفنا، ھو تقریب الحل لھذه المعادلة

 :الأتيتصبح على الشكل ) 13( شبھ المنحرف،المعادلةكما في طریقة نفسھا ال

)65(              ߮ଶ௝ = g൫ݔଶ௝൯ + ∫ ݇൫ݔଶ௝ , ௫మೕݐ݀(ݐ)൯߮ݐ
௔         

)66(             ߮ଶ௝ = g൫ݔଶ௝൯ + ∑ ∫ ݇൫ݔଶ௝ , ௧మ೔ାଶݐ݀(ݐ)൯߮ݐ
௧మ೔

௝ିଵ
௜ୀ଴ 

 :تصبح) 14(المعادلة  مبسونباستعمال التربیع لطریقة س

)67(           ߮ଶ௝ = gଶ௝ + ∑ ௛
ଷ

(݇ଶ௝ଶ௜߮ଶ௜ + 4݇ଶ௝ଶ௜ାଵ߮ଶ௜ାଵ + ݇ଶ௝ଶ௜ାଶ߮ଶ௜ାଶ)௝ିଵ
௜ୀଵ  

φଶ௜ାଵ   .صغیرة، نقربھا  ℎبما أن = φమ೔ାφమ೔శమ
ଶ

   :تصبح) 15(المعادلة   

 φଶ௝ = g൫ݐଶ௝൯ + ∑ ୦
ଷ

ቂ݇൫ݔଶ௝ , (ଶ௜ݐ)ଶ௜൯ φݐ + 4݇൫ݔଶ௝ , ଶ௜ାଵ൯ݐ ቂφమ೔ାφమ೔శమ
ଶ

ቃ +୨ିଵ
୧ୀଵ

+݇൫ݔଶ௝ , ଶ௜ାଶ൯φݐ
ଶ௜ାଶ

 ቃ  

௝߮:         نضع = ߮൫ݔ௝൯                وg௝ = g൫ݔ௝൯             و  ௝݇௜ = ݇൫ݔ௝ ,  ௜൯ݐ

 ߮ଶ௝ = gଶ௝ + ∑ ௛
ଷ

ቂ݇ଶ௝ଶ௜߮ଶ௜ + 4݇ଶ௝ଶ௜ାଵ ቂ
ఝమೕାఝమ೔శమ

ଶ
ቃ  + ݇ଶ௝ଶ௜ାଶ߮ଶ௜ାଶቃ௝ିଵ

௜ୀଵ 
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߮ଶ௝ = ݃ଶ௝ + ௛
ଷ

∑ ൫ൣ݇ଶ௝ଶ௜ + 2݇ଶ௝ଶ௜ାଵ൧߮ଶ௜ + ൣ2݇ଶ௝ଶ௜ାଵ+݇ଶ௝ଶ௜ାଶ൧߮ଶ௜ାଶ൯௝ିଵ
௜ୀ଴                          

߮ଶ௝ = gଶ௝ + ௛
ଷ

(∑ (ൣ݇ଶ௝ଶ௜ + 2݇ଶ௝ଶ௜ାଵ൧߮ଶ௜ + ∑ ൣ2݇ଶ௝ଶ௜ିଵ+݇ଶ௝ଶ௜  ൧߮ଶ௜
௝
௜ୀଵ )௝ିଵ

௜ୀ଴  

 :فتصبح لدینا

)68(            ߮ଶ௝ = ݃ଶ௝ + ௛
ଷ

ൣ݇ଶ௝଴ + 2݇ଶ௝ଵ൧߮଴ + ௛
ଷ

ൣ2݇ଶ௝ଶ௝ିଵ + ݇ଶ௝ଶ௝൧߮ଶ௝ +      

 + ଶ௛
ଷ

∑ ൣ݇ଶ௝ଶ௜ିଵ + ݇ଶ௝ଶ௜ + 2݇ଶ௝ଶ௜ାଵ൧߮ଶ௜
௝ିଵ
௜ୀଵ                       

)69(           ߮ଶ௝(1 − ௛
ଷ

ൣ2݇ଶ௝ଶ௝ିଵ + ݇ଶ௝ଶ௝൧) = gଶ௝ + ௛
ଷ

(ൣ݇ଶ௝଴ + 2݇ଶ௝ଵ൧߮଴ 

                                              + ଶ௛
ଷ

∑ ൣ݇ଶ௝ଶ௜ିଵ + ݇ଶ௝ଶ௜ + 2݇ଶ௝ଶ௜ାଵ൧߮ଶ௜
௝ିଵ
௜ୀଵ  

݆اذا كانت  = φ଴ فان    0 = g଴ = g(ܽ) .   

II.3.1.2. طریقة التكیف (adaptative)  

  الفائدة من ھذه الطریقة ھو تقلیل الخطأ، من أجل الحصول على حل أدق نحتفظ بالخطوات السابقة نفسھا، 

  ௝߮السابقة الموافقة للحل ݆لتكن الخطوة 

,଴ݔൣنطبق التقسیم نفسھ في الطریقة الأولى على المجال  ௝ିభݔفي ھذا المجال  إلا ௝ିଵ൧ݔ
మ

∈ ,௝ିଵݔൣ    ௝൧ݔ

  و ھذا ما تؤكده  الأمثلة  ھذه الطریقة أكثر دقة من طریقة شبھ المنحرف أنفنجد  :ملاحظة 

  .في الفصل الثالث

 :لیكن

)70(       φ൫ݔ௝൯ = g൫ݔ௝൯ + ∑ ∫ ݇൫ݔ௝, ௫೔శభݐ݀(ݐ)൯߮ݐ
௫೔

௝ିଶ
௜ୀ଴ + ∫ ݇൫ݔ௝, ݐ݀(ݐ)൯߮ݐ

௫
ೕషభ

మ
௫ೕషభ

+ 

                                + ∫ ݇൫ݔ௝ , ݐ݀(ݐ)൯߮ݐ
௫ೕ

௫ೕିభ
మ
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  ستعمال  طریقة  شبھ المنحرف    إب

 φ൫ݔ௝൯ = g൫ݔ௝൯ + ∑ ଵ
ଶ

(݇୨௜ାଵ
୨ିଶ
୧ୀ଴ φ௜ାଵ + ݇୨௜φ௜)ℎ + ଵ

ଶ
൬ ௝݇௝ିభ

మ
φ௝ିభ

మ
+ ௝݇௝ିଵφ௝ିଵ൰ ௛

ଶ
+  

                        + ଵ
ଶ

൬ ௝݇௝φ௝ + ௝݇௝ିభ
మ φ௜ିభ

మ
൰ ௛

ଶ
        

              φ൫ݔ௝൯ = g൫ݔ௝൯ + ∑ ଵ
ଶ

ℎ݇୨௜
୨ିଶ
୧ୀ଴ φ௜ + ∑ ଵ

ଶ
ℎ݇୨௜ାଵ

୨ିଵ
୧ୀଵ φ௜ାଵ + 

                                    + ଵ
ଶ

൬ ௝݇௝ିଵφ௝ିଵ + 2 ௝݇௝ିభ
మ
φ௜ିభ

మ
+ ௝݇௝φ௝൰ ௛

ଶ
 

)71(  

φ୨ ቀ1 − ଵ
ସ

ℎ݇௜୨ቁ = g௝ + ଵ
ଶ

ℎ݇୨଴φ଴ + ∑ ൬ℎ ௝݇௜φ௜ + ଷ௛
ସ

݇௝௝ିଵφ௝ିଵ+ ௛
ଶ

݇௝௝ିభ
మ
φ௝ିభ

మ
൰୨ିଶ

୧ୀଵ   

φ௝ିభبنفس الطریقة  نحدد قیمة 
మ

. 

)72( φ௝ିభ
మ

= g௝ିభ
మ

+ ∑ ∫ ݇ ൬ݔ௝ିభ
మ
, ൰௫೔శభݐ

௫೔
φ(t)dt +୨ିଶ

୧ୀ଴ ∫ ݇ ൬ݔ௝ିభ
మ
, ൰ݐ φ(t)dt

௫
ೕషభ

మ
௫ೕషభ

 

  باستعمال  طریقة نفسھا لشبھ المنحرف            

)73(    φ௝ିభ
మ

= g௝ିభ
మ

+ ∑ ଵ
ଶ

ቆ ௝݇ିభ
మ௜ାଵφ

௜ାଵ
+ ௝݇ିభ

మ௜φ
௜
ቇ ℎ +୨ିଶ

୧ୀ଴ 

              + ଵ
ଶ

൬ ௝݇ିభ
మ௝ିభ

మ
 φ௝ିభ

మ
+ ௝݇ିభ

మ௝ିଵ φ௝ିଵ൰  ௛
ଶ

  

           φ௝ିభ
మ

= g௝ିభ
మ

+ ௛
ଶ

∑ ௝݇ିభ
మ௜φ௜ + ௛

ଶ
∑ ௝݇ି௜φ௜

௝ିଵ
௜ୀଵ +୨ିଶ

୧ୀ଴  

                              + ଵ
ସ

൬ ௝݇ିభ
మ௝ିଵφ௝ିଵ + ௝݇ିభ

మ௝ିభ
మ
φ௝ିభ

మ
൰  ℎ  

)74( φ௝ିభ
మ
(1− ௛

ସ
݇௝ି௝భ

మିభ
మ
 ) = g௝ିభ

మ
+ ௛

ଶ ௝݇ିభ
మ଴φ଴ + ℎ ∑ ௝݇ିభ

మ௜φ௜
୨ିଶ
୧ୀଵ + ଷ

ସ ௝݇ିభ
మ௝ିଵφ௝ିଵ 

φ௝ିభ، نحصل على قیمة )11(إلى ) 8(بعوض 
మ
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II.2.2.الحل العددي للمعادلات المتكاملة لفرید ھولم )Fredholm(  

   .ھذا لھ اثره في الطریقة كما سوف نرى ثابت، و الوارد في المعادلةالحد الأعلى للتكامل ھنا لدینا 

II.1.2.2.  شبھ المنحرف(طریقة الأولى(   

ن نجد بھا الحل العددي للمعادلة أ الآنالتي طبقانھا سابقا، نرید ) شبھ المنحرف(ھي الطریقة نفسھا المعرفة 

  :الثانيالتكاملیة لفرید ھولم من النمط 

)75(                   ܽ < ݔ < (ݔ)߮،            ܾ = g(ݔ) + ∫ ݇൫ݐ ،ݔ൯߮(ݐ)݀ݐ௕
௔     

  .معلوماتان t൯ ،ݔ൫݇، (ݔ)gن الدالتین إ

, ܽ]نقسم المجال ଴ݔ    بالتساوي ، [ܾ = ܽ < ଵݔ < ⋯ < ௝ݔ < ௡ݔ = ܾ    

 :باستخدام طریقة شبھ المنحرف نجد

)76(          ∫ ݇൫ݐ ،ݔ൯߮(ݐ)݀ݐ௕
௔ = ∑ ௛

ଶ
[݇௜(ݔ)߮௜(ݔ) + ݇௜ାଵ(ݔ)߮௜ାଵ(ݔ )] ேିଵ

௜ୀଵ  

௜൯ݔ ،ݔ൫݇:   مع = ݇௜(ݔ)   ،      ߮௜ = ߮௜(ݔ)  

  :تیةالأصل على المعادلة حفن

(ݔ)߮              )77( = g(ݔ) + ∑ ௛
ଶ

[݇௜(ݔ)߮௜ + ݇௜ାଵ(ݔ)߮௜ାଵ] ேିଵ
௜ୀଵ  

   :جبریة من الشكلتصبح بشكل معادلات  ௜߮لـ ) 20( فإذن

)78(                  ቀܫ − ௛
ଶ

ቁܭ ߔ =         ܩ

(௜ݔ)gو  ௜߮   معرفة على التوالي بمركباتھا   ܩ و ߔحیث الأشعة  = g௜(ݔ)   



 )عرض نظري (طرق عددیة لحل معادلات تكاملیة                              ثاني                         ال فصلال
 

 36 

௝݇௜:    تعطى بـ  ܭمركبات   = ௝݇(ݔ௜)    

 :ايل دغوص سیل، و نستعمل على سبیل المثال الطریقة التكراریة )21(و یكون الھدف ھو حل الجملة 

)79(  ݅ = 0,1,2 …,  ،߮௝
(௜ାଵ) = ଵ

௤ೕೕ
(g௝ − ∑ ௝௟ݍ ௟߮

(௜ାଵ)௝ିଵ
௜ୀଵ − ∑ ௝௟ݍ ௟߮

(௜)ே
௟ୀ௝ାଵ ) 

ܳحیث      = ܫ) − ௛
ଶ

(଴)߮                :           و التقریب الأول        (ܭ =   ܩ

‖ܳ‖تكون قطریة و  ܳلما المصفوفة ) 20(شرط كافي لتقارب الصیغة : ملاحظات  < 1 .  

II.2.2.2.  ثانیةطریقة:  

  .التكاملخارج ، تكون الدالة المجھولة )21(المعادلة على الشكل ف

 :          یعطي بـ) 21( لـ التقریب

)80(                              φ௜ = g௜ + ∑ ௜ݔ௝݇൫ݓ , ௝൯φ௝ݔ
௡
௝ୀଵ  

݆،௝ݓ   حیث  = 1,2, … ,  .ھي أوزان ݊

 : تیةفنجد العلاقة الأ

)81(              ݉ = 1,2, …,        ،௜߮
(௠) = g௜ + ∑ ௜ݔ௜௝݇൫ݓ , ௝൯߮௝ݔ

(௠ିଵ)௡
௝ୀଵ             

    . ∗φتقریبات لـھي 

௝ݓ  تكون ھذه الطریقة متقاربة إذا كانت كل عناصر المصفوفة ذات العناصر , ݇൫ݔ௜ ,  نظیمھا أقل من ௝൯ݔ

   .الواحد

  . (0)߮الحقیقة القیمة ، وھذا ھو القول الحق)28(المشكلة التي تطرح في المخطط 

  ௜߮
(௠) = g௜ + ∑ ௜ݔ௝݇൫ݓ , ௝൯߮௝ݔ

௠ିଵ௡
௝ୀଵ  
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 ௜߮,ଶ௡
(଴) = g൫ݔ௜,ଶ௡൯ + ∑ ,௜,ଶ௡ݔ௝,௡݇൫ݓ ௝,௡൯߮௝,௡ݔ

௡
௝ୀଵ        

 ߮௜,ଶ௡ = g൫ݔ௜,ଶ௡൯ + ∑ ,௜,ଶ௡ݔ௝,ଶ௡݇൫ݓ ௝,ଶ௡൯߮௝,ଶ௡ݔ
ଶ௡
௝ୀଵ  

 ௜߮,ଶ௡
(௠) = g൫ݔ௜,ଶ௡൯ + ∑ ,௜,ଶ௡ݔ௝,ଶ௡݇൫ݓ ௝,ଶ௡൯߮௝,ଶ௡ݔ

(௠ିଵ)ଶ௡
௝ୀଵ  

II.3.2.2.طریقة التكیف  

  : لتكن المعادلة التكاملیة

)82(            ܽ < ݔ < (ݔ)߮   ،     ܾ = g(ݔ) + ∫ ݇൫ݐ ،ݔ൯߮(ݐ)݀ݐ௕
௔                     

  .تانلومدالتان مع  gو  ݇ حیث

ݔحیث  جھولةدالة م  (ݔ)߮و تكون  ∈ [ܽ , ܾ]  .  

଴ݔنقسم المجال بتقسیمات متساویة   = ܽ < ଵݔ < ⋯ < ௜ݔ < ௡ݔ = ܾ،  

ℎحیث تكون   = ௜ାଵݔ −    ௜ݔ

  .في حساب التكاملات البسیطة حسب طریقة شبھ المنحرف

 :ا یلي م نكتب 

       ∫ ݇൫ݐ ،ݔ൯߮(ݐ)݀ݐ௕
௔ = ∑ ௛

ଶ
[݇௜(ݔ)߮௜(ݔ) + ݇௜ାଵ(ݔ)߮௜ାଵ(ݔ )] − ∑ ℎଷ ேିଵߙ

௜ୀଵ   ேିଵ
௜ୀଵ  

  : حیث أن

              α ≤ ݔܽ݉ ቚ డ
డ ௧మ ቀ݇൫ݐ ،ݔ൯߮(ݐ)ቁቚ       ، ݇൫ݔ ،ݔ௜൯ = ݇௜(ݔ)،  ߮௜ = ߮௜(ݔ) 

(ݔ)߮                  )83( = (ݔ)݃ + ∑ ௛
ଶ

[݇௜(ݔ)߮௜ + ݇௜ାଵ(ݔ)߮௜ାଵ] ேିଵ
௜ୀଵ 
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ܫ)                   )84( − ߔ(ܦܭ =                               ܩ

  شعاعان  معرفان   ߔو   ܩأن حیث 

௜௜ܦ                                 = ଵ
ଶ

× ൝
,  ଵݔ−ଶݔ ݅ = 1

, ௡ିଵݔ−௡ݔ ݅ = ݊
௜ݔ−௜ାଵݔ   ,1 < ݅ < ݊

 

)85(   ݅ = 0,1,2 …,  ،߮௝
(௜ାଵ) = ଵ

ொೕೕ
(g௝ − ∑ ܳ௝௟ ௟߮

(௜ାଵ)௝ିଵ
௜ୀଵ − ∑ ܳ௝௟ ௟߮

(௜)ே
௟ୀ௝ାଵ ) 

   ܳ = ܫ) − (଴)ߔو التطبیقي الخطي     (ܦܭ =   .اذن الحل     ܩ

    ௝ାଵ൧ݔ−௝ݔൣ   لدینا 

ߜ                           < 1 ∫ حیث       |߮ᇱ(ݔ)|௫ೕశభ
௫ೕ

≤ |௜ߔ|௜ݔܽ݉)ߜ , ݆ = 1,2, … , −1 )      

   ∫ |߮ᇱᇱ(ݔ)|௫ೕశభ
௫ೕ

ݔ݀ ≤ ௜ݔܽ݉)ߛ ቚௗ௬
ௗ௫

ቚ , ݆ = 1,2, … , ߛحیث  ( 1− < 1    

)86(                    axb ، ߮(ݔ) = g(ݔ) + ∫ ݇൫ݐ ،ݔ൯߮(ݐ)݀ݐ௕
௔                  

    نشنق المعادلة  

)87(        axb ، ߮′(ݔ) = g′(ݔ) + ∫ ݇௫௫൫ݐ ،ݔ൯߮(ݐ)݀ݐ௕
௔                                            

  

   



 

 

 

 
 

ثالث الفصل ال  
حل المعادلات تكاملية  (تطبيق)   
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III.1. تطبیق عددي(التكاملیة الحل العددي للمعادلات( 

 :مقدمة 

التي  باستعمال الطرق العددیة ،التطبیقي سنقوم بحل المعادلات التكاملیة لفولتیرا و فرید ھولمفي ھذا الفصل 

 .عرضنھا في الفصل الثاني و نقدم تفسیر النتائج 

III.1.فولتیراالخاصة بمعادلة تطبیقات ال  

 :  الموقعالحسابات مأخودة من مرجع أعتمد على  :تنبیھ

NAGFortan Library Routine Documeut/Code:DO5ABF. 

Sofit wer informer.com. 

 :العددیة الأمثلة -

 :                        معرفة كما یلي المعادلةنعتبر    :1 مثال -

(ݔ)߮                               )88( = 2 − ݁௫ାଵ + ∫ ݁௫ି௧߮(ݐ)݀ݐ௫
ିଵ 

∗φ:  التام حلال = 1  

e௝  الخطأ قیم على حصلن ،التكیفو المنحرف شبھ: الطریقتین السابقتین تطبیقل = ቚφ௝ − φ∗
௝ቚ    

  :التالي طاءخالأ الجدول في 

h = 0.025  h = 0.05  h = 0.1    
Adaptative Trapèzes Adaptative Trapèzes Adaptative trapèzes 

0.000  0.000  0.000  0.000  0.000  0.000  -1.0  
6.477D-5  1.280D-5  2.590D-4  5.123D-5  1.295D-4  2.049D-4  -0.8  
4.455D-5  3.191D-5  1.748D-4  1.276D-4  7.022D-4  5.106D-4  -0.6 
1.440D-5 6.042D-5 4.913D-5  2.416D-4  1.748D-4  9.688D-4  -0.4  
3.059D-5  1.029D-4  1.384D-4  4.118D-4  6.134D-4  1.647D-3  -0.2  
9.771D-5 1.663D-4 4.181D-4  6.655D-4  1.789D-3  2.663D-3  0.0  
1.978D-4 2.610D-4 8.356D-4  1.044D-3  3.544D-3 4.178D-3 0.2 
3.472D-4  4.022D-4 1.458D-3 1.609D-3 6.162D-3 6.439D-3 0.4 
5.701D-4  6.128D-4 2.387D-3 2.451D-3 1.006D-2 9.813D-3 0.6 
9.025D-4 9.270D-4 3.773D-3 3.709D-3 1.859D-2 1.484D-2 0.8 
1.398D-3  1.395D-3 5.841D-3 5.584D-3 2.459D-2 2.235D-2 1.0 
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ܦ : حیث نرمز    − ݉ = 10ି௠    و ݉ ∈ ℕ  

  :1الجدول

-شبھ المنحرف والتكیف  -تین طریقعلیھا حسب ال حصلمتال طاءخالأ قیم 1 مثالنتائج ال  

 .تھافعالی مدى عرفةھو م الطریقة ھذهمن  ھدفال

  طریقة سمبسون 

  حسب طریقة سمبسون الجدول التالي  ،ھالسابق نفس المثالنأخذ 
  

h = 0.025 h = 0.05 h = 0.1 ݔ 
0.000 0.000 0.000 -1.0 

5.329D-10 8.552D-9 1.375D-7 -0.8 
1.327D-9 2.132D-8 3.433D-7 -0.6 
2.521D-9 4.038D-8 6.512D-7 -0.4 
4.292D-9 6.884D-8 1.111D-6 -0.2 
9.939D-8 1.113D-7 1.800D-6 0.0 
1.088D-8 1.747D-7 2.830D-6 0.2 
1.678D-8 2.694D-7 4.372D-6 0.4 
2.556D-8 4.107D-7 6.678D-6 0.6 
3.867D-8 6.216D-7 1.012D-5 0.8 
5.828D-8 9.366D-7 1.528D-5 1.0 

  
eଶ௝ أالخط ةقیم: 1 مثال. الثاني الجدول = หφଶ௝ − φ∗(ݔଶ௝)ห   

   .مبسونس طریقة ى ھذه النتائج باستعمالعل ناتحصل

III.1.2. ثلاثال طرقال بین مقارنةال:  

  . و نفسر النتائج ،قارن بین الطرق الثلاثن ،ه الفقرةھذ في

  كما ھو موضح في الرسم  الأول المثالتفسیر نتائج 
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  :نعتبر المعادلة التالیة  :2مثال 

)89(            φ(ݔ) = sin(ݔݓ) + cos (wݔ) w⁄ − cos (ݓ) w⁄ + ∫ φ(t)dt௫
ିଵ  

(ݔ)∗φھذه المعادلة ھو    التام حلال = sin(ݔݓ) ، لوممع ثابت ھو ݓحیث.   

  :تخطیطي التاليالموضحة في ال النتائج على حصلنت المثال، ھذامن 
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      :معرفة كما یلي المعادلةنعتبر : 3 مثال

)90(                               φ(ݔ) = − ௫ల

ଷ଴
+ ସݔ − ௫

ହ
− ଵ

଺
+ ∫ ݔ) − φ(t)dt௫(ݐ

ିଵ 

(ݔ)∗φ          :التام ھذه المعادلة حلال =    ସݔ

  :تخطیطي التاليالموضحة في ال النتائج على حصلنت المثال، ھذامن 
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   :الأتیةنعتبر المعادلة  :4 مثال

)91(                                  φ(ݔ) = e௫௪ + (௫ାଵ)
௪௘౭ − (௘ೢೣି௘ష౭)

௪మ + ∫ ݔ) − φ(t)dt௫(ݐ
ିଵ                  

(ݔ)∗φ      :المعادلةالتام ھذه  حلال = ݁௪௫   

  :تخطیطي التاليالموضحة في ال النتائج على حصلنت المثال، ھذامن 
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III.2.  ولمھ فریدالتطبیقات الخاصة بمعادلة: 

 : الاتیة معادلةللتكن ا: 1مثال

)92(                φ(ݔ) = ݁ିଵ଴(௫ି଴.ହ)మ + ∫ ݔ) − ݐ)(0.5 − 0.5)φ(ݐ)݀ݐଵ
଴       

(ݔ)∗φ : تام ھو الدالة لا حلال = ݁ିଵ଴(௫ି଴.ହ)మ  

    :نتحصل على النتائج الاتیة 4بعد التكرار  N 40 بالنسبة لتجزئة ذات   و

1.0  0.9  0.8  0.7  0.6  0.5  0.4  0.3  0.2 0.1  X  
2.670  1.141  1.606  1.070  0.535  0.000  0.535  1.070  1.606  2.141  eD 4 

  

  ) 5(یوضح نتائج المثال ) 3(الجدول 

  :التكاملیةالمعادلة لتكن   :2مثال

(ݔ)߮                                    )93( − ∫ ݔ|݃݋݈ − ଵݐ݀(ݐ)߮|ݐ
଴ = g(ݔ)  

φ(ݔ) =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ݔ ، 10 ∈ [0, 0.2]

ݔ100 − ݔ ،10 ∈ [0.2, 0.3]
ݔ ،20 ∈ [0.3, 0.5]

ݔ70− + ݔ ،55 ∈ [0.5, 0.6]
ݔ ،13 ∈ [0.6, 1]

 

 
Erreur  C  

0.3393D-02 4  0.9  40  
0.6364D-02 4  0.5  40  
0.6364D-02 4  0.1  40  
0.3393D-02 10  0.9  40  
0.6364D-02 10  0.5  40  
0.6364D-02 10  0.1  40  
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 :لتكن المعادلة التكاملیة :  3مثال

(ݔ)߮                   )94( − ∫ ݔ| − ଵݐ݀(ݐ)ఈ߮ି|ݐ
଴ = ݔ − ସ

ଷ
ݔ

య
మ − ଶ

ଷ
(1 + 1√(ݔ2 −    ݔ

  
(ݔ)߮ان الحل التام  ھو  حیث = ߙو        ݔ = ଵ

ଶ
   

  
Erreur  C  

0.2503 D  - 13 4  0.9    5  
0.2646 D  - 13 4  0.5    5  
0.2297 D  - 13 4  0.1  5  
0.2817 D  - 13 10  0.9  5  
0.2687 D  - 13 10  0.5  5  
0.2027 D  - 13 10  0.1  5  

  
  

   



 

 

  

 
 

 ـمـلاحــقالـ
 



 

 

    



 

 

   



 

 

   



 

 

   



 

 

 

   

 

 

   

 



 

 

 
 

 



 

 

  المراجع والمصادر
 المراجع و المصادر  باللغة العربیة   

. م .  كولموغوروف ، فومین ، في نظریة التوابع و في التحلیل التابعي ـ تعریب أبو بكر خالد سعد الله   د . أ    [1]
  .1987ج 
 المراجع و المصادر باللغة الفرنسة  

 [2] J.L. Massea ,J.J .Schaffer; Linear Differenti al Equations and Functions 
Spqces , NeW YorK,1966  .  
[3] Daniel Lignon ,Françoise Mazat G as tarriet et Jean-Louis Poss.:Méthodes 
numériques et géométrie, ENSAM,2002 66 
[4] Francis ,Hirsch et Gilles ,Lacombe. Elémentsd. Analyse fonctionnelle, 
deuxième édition, Dunoud, Paris,1999 

 المراجع و المصادر  بالانجلیزیة  
[5] Anna mar iaPalamara Or si: Product integration for Volterra integral equations 
of the second kind with weakly singular kernels, Mathematics of computation, 
Italy, Mathematics of Computation, July 1996 , p1201-1212. 
[6] M . A. Abdou On the solution of linear and nonlinear integral equation, Applied 
Mathematics and Computation146(2003)857-871. 
[7]Beni . Neta and Paul Nelson. Adaptive method for the numerical solution of 
Fredholm integral equations of the second kind, Texas79409,Lubbock, 1984. 
[8] Beni. Neta. Adaptive method for the numerical solution of Fredholm integral 
equations of th second kind, Part I. Regular kernels, Applied Math ematcs and 
Computation,21,1987,171-184. 
 [9] Beni . Neta. Adaptive method for the numerical solution of Fredholm integral 
equations of  the second kind, Part II. Singular kernels, A.Gera soulis and R. 
Vichnev et sky, Eds,1984 ,pp.68-72  
 [10]J. Bana´s and K .Sadarangani. Solvability of Volterra   Stieltjes operator 
integral equation sand their applications, Computers and Mathematics with 
Applications41 (2001)1535-1544. 
 [11] D .Clark. Generalization of  an in equality of G ronw all Reid, J. Approx. The 
ory, 1989  
 [12]Jan Mar the d al Rasmussen. Compactl in ear operators and Krylov subs 
pace methods, Kgs.Lyngby,February,2001 http://www.imm.dtu.dk/jmr 
 [13]Jean-Pierre Demailly. Analyse numérique et équations di érentielles, 
Presses Uni vers itaires de Grenoble,1994. 
 [14]Joshua H. Gordis and Beni, Neta. Anad aptive method for the numerical 
solution of Volterra integral equations, Nava lPostgra duate 
School,Montrey,CA93943 http://www.math.nps.navy.mil/bneta. 
 [15]Jacques ,Rappaz et Marco, Picasso. Introduction àl. analyse numérique, 
Press polyte chniques et Universitaires Romandes, Lausanne,1998.  
[16] M .Krasnov ,A. Kisselev G. Makarenko:Equations integrals problems etexer- 
cices, EditionMIR,Moscou,1977. 
 [17] Kress ,Rainer.: Linear integral equations, Second edition ,Springer 
,Göttingen, October1998  
[18]W. Mydlarczy k. A nonlinear Abel equation on the whole line, Nonlinear  
Analysis 45(2001)273-279,Poland,1999. 
 
 
 

http://www.imm.dtu.dk/jmr
http://www.math.nps.navy.mil/bneta


 

 

  :الملخص

 عدة مجالات منھا في الواسع ستعمالھالا نظرا التكاملیةلبعض المعادلات  العددیة الحلولب نھتم بحثال ھذه في

  .تالمفاعلا ونظریة الفلكیة الفیزیاء في لجسیماتل النقل ومشاكل الساكنة، الكھرباء مثل والھندسة الفیزیاء

 الطرقھذه . للمعادلات المشار الیھا العددیة الطرق بعض باختبار قمنا التكاملیة المعادلات ھذه تصنیف بعد و 

   .فرید ھولم - المعادلات التكاملیة لفولتیرا  التكیف طریقة وسمبسون، المنحرف شبھ:ھي 

  .الثاني النوع من التكاملیة فرید ھولم  – فولتیرا معادلة لحل العددیة الطرق ھذه باستخدام نفذت الأمثلة بعض

Summary: 

In this research care about numerical solutions of integral equations given some 

broad for use in several areas, including physics and engineering , such as static 

electricity, and transport problems in particle astrophysics and theoretical reactors. 

 After classification of these integral equations We tested some numerical methods 

for equations referred to . These methods are: trapezoidal and Simpson , a way to 

adapt to Volterra integral equations - Fred Holm . 

Some examples are carried out using these numerical methods to solve the Volterra 

equation - Fred Holm integral type II . 

Résumé : 

Dans cette recherche, les soins sur les solutions numériques des équations intégrales 

donné une certaine large pour une utilisation dans plusieurs domaines , y compris la 

physique et de l'ingénierie , tels que l'électricité statique , et les problèmes de 

transport dans l'astrophysique des particules et des réacteurs théoriques . 

 Après classification de ces équations intégrales Nous avons testé quelques 

méthodes numériques pour les équations visées . Ces méthodes sont : trapézoïdale et 

Simpson , un moyen d' adapter aux équations intégrales de Volterra - Fred Holm . 

Quelques exemples sont réalisés à l'aide de ces méthodes numériques pour résoudre 

l'équation de Volterra - Fred Holm intégrale de type II . 
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