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Introduction

On peut toujours formuler ces problèmes de la manière suivante : Trouver une fonctionu

véri�ant {
∂u

∂t
(t, x) = Au

u(0, x) = u0

(1)

où u0 est une fonction (ou une distribution) donnée et A un opérateur aux dérivées

partielles en x, complété par des conditions aux limites (problème mixte) ou non (problème

de Cauchy). On peut, en particulier, mettre sous cette forme le problème de Cauchy pour

l'équation des ondes : 
∂u2

∂2t
(t, x) = Bu

u(0, x) = u0

∂u

∂t
(0, x) = u1

(2)

où B est un opérateur elliptique du second ordre ; il su�t de prendre∂u/∂t comme fonction

inconnue auxiliaire.

Système à réaction di�usion

Un système à réaction di�usion est un modèle mathématique qui décrit l'évolution des

concentration d'une ou plusieurs substance spatialement distribuées et soumises à deux

processus : un processus de réaction chimiques locales , dans lequel les di�érentes sub-

stances se transforment , et un processus de di�usion qui provoque une répartition de ces

substances dans l'espace. Cette description implique naturellement que de tels systèmes

sont appliqués en chimie.cependant,ils peuvent aussi décrire des phénomènes dynamiques

de nature di�érente :la biologie, la physique,la géologie section di�usion ont des exemples

de domaines où de tels systèmes apparaissent.mathématiquement,les systèmes à réaction
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di�usion sont représentes par des équations di�érentielle partielle paraboliques semi li-

naires qui prennent la forme générale de

∂tq = D∆q +R(q)

Ou chaque composante du vecteurq(x, t) représente la concentration d'une substances .D

est une matrice diagonale de coe�cients de di�usion .δ désigne le Laplacien et R repré-

sente toutes les réaction locale les solutions d'une equation de réaction di�usion peuvent

présenter des comportements très divers parmi lesquels la formation d'ondes progressives

et de phénomènes ondulatoires ou encore de motifs entropiques (bandes,hexagones et

d'autres motifs plus complexes tels que les solutions dissipatifs)

L'équation des ondes et le type hyperbolique

L'équation des ondes (équation de d'Alembert) :

∂2u

∂t2
− c2

(
∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

+
∂2u

∂x2
3

)
= 0 (3)

régit le comportement de la densité dans une onde sonore, c'est-à-dire une perturbation de

faible amplitude d'un gaz non visqueux au repos. Dans une série de phénomènes physiques

représentés par des grandeurs vectorielles, chaque composante des vecteurs concernés obéit

à cette même équation :ondes transversale et longitudinale dans un solide élastique, ondes

électromagnétiques, etc. Il faut y ajouter les phénomènes analogues dépendant seulement

d'une ou deux variables d'espace ; parmi eux, les vibrations transversales d'un �l élastique

donnent lieu au cas particulier de l'équation des cordes vibrantes :

∂2u

∂t2
− c2

(
∂2u

∂x2

)
= 0 (4)

la plus ancienne à avoir été explicitement étudiée (dans la décennie de 1740 par d'Alem-

bert, Daniel Bernoulli et Euler). La possibilité d'écrire toutes les solutions de l'équation

des cordes vibrantes sous la forme :

u(t, x) = f(x− ct) + g(x+ ct)

permet d'en voir facilement certaines propriétés :
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a) Le problème de Cauchy est bien posé, tant dans le futur (t > t0) que dans le passé

(t < t0). Ce problème s'énonce ici : � Trouver u véri�ant l'équation (4) et de plus

les conditions :

u(t0, x) = u0x et
∂u

∂t
(t0, x) = u1(x) (5)

où u0 et u1 sont des fonctions données. �

b) Les solutions se propagent à la vitesse c. Cette a�rmation délibérément vague peut

se préciser de plusieurs façons. Par exemple en revenant au problème de Cauchy
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Annexe

Nomenclature

C : Capacité calori�que à pression constante

k : Constante

q : Flux de chaleur

t : Temps

T : Température

x : Distance m Lettres grecques

α : Di�usivité thermique

λ : Conductivité thermique

ρ : Masse volumique du solide

ω : Pulsation

ξ : Température

Θ :Température

Hα := −D((−L))α) et ‖ u ‖α:=‖ (−L)αu ‖ aussi(−L)α est un opérateur fermé est doncHα

un espace de Banach par rapport à la norme graphique ‖ u ‖ + ‖ u ‖α soi-disant .
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Chapitre 1

Réaction Di�usion

1.0.1 Introduction

Une réaction-di�usion comporte une terme de réaction et une terme de di�usion, c-à-d.

la forme typique est comme suit :

ut = D∆u+ f(u)

u = u(x, t) est une variable d'état et décrit la densité/concentration des substances, une

population . . . à la position x ∈ Ω ⊂ Rn au temps t((Ω) est un ensemble ouvert).

∆ : dénote l'opérateur de Laplace. Ainsi la première terme du côté droit décrit la �

di�usion �,

y compris D : comme coe�cient de di�usion. Deuxième terme , f(u) est lisse fonctionf :

R→ R et décrit des processus avec vraiment le � changement � le u : présente, i.e.quelque

chose arrive à lui (naissance, mort, réaction chimique . . .), pour répandre pas simplement

dans l'espace. Il est également possible, cela la limite de réaction dépend non seulement

de u, mais également de la première dérivée de u, c-à-d. et/ou explicitement de x

Au lieu d'une équation scalaire, on peut également présenter des systèmes des équations

de di�usion de réaction, qui sont de la forme ut = D∆u+ f(x, u,∇u) ou u(x, t) ∈ Rm

Dans cette section, nous traiterons une telle réaction - la di�usion, de tous les deux, un

point de vue analytique, mais apprennent également quelque chose au sujet de l'applica-

tion d'une telle équation.
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1.0.2 Équation de di�usion

la loi/conservation de Fick de la masse

L'approche classique à la di�usion est par l'intermédiaire de conservation de la masse

et le Loi Fick que nous commençons u(x, t) ∈ R3 (comme densité de population ou

concentration de substance etc.) à l'intérieur d'un récipient. Il y a un �ux, dénoté par

J(x, t) ∈ R3, c.-à-d. un vecteur qui se dirige dans la direction générale du mouvement et

du| J(x, t) | est proportionnel à la quantité de particules qui entrent dans cette direction

par temps d'unité. Nous choisissons un volume Ω d'essai avec la frontière Γ. Si aucune �

réaction � n'ont lieu, alors le seul facteur qui in�uence le changement de la densité de Ω

peut être un �ux par Γ, i.e.

d

dt

∫
Ω

u(x, t)dV = −
∫

Γ

J(x; t)dS (1.1)

là où le dV de dénote le volume intégral (Rn=3), dS l'intégration extérieure de (R3−1) que

le théorème de divergence du Gauss indique :∫
Γ

J(x, t)dS =

∫
Ω

divJ(x, t)dV.

ainsi (1.1) reformulé à : ∫
Ω

(
d

dt
u+ divJ)dV = 0

puisque cette équation est satisfaisante pour tous les volumes Ω d'essai, l'intégrale peut

être laissé de côté, conduisant à
d

dt
u+ divJ = 0 (1.2)

la soi-disant première loi de Fick (le raccordement entre le premier temps-dérivé de la

densité et le �ux quand conservation de la masse arrogante) Fick deuxièmes indique que

le �ux a le direction du gradient négatif (de la distribution de particules), c.-à-d.

J = −D∇u (1.3)

L'insertion de (1.2) dans (1.3) rapporte l'équation de di�usion :

ut = D∆u.

(également appelée équation de la chaleur).
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1.0.3 Principe de Maximum (faible)

[4] Comme exemple simple, nous considérons, d'équation de la di�usion 1D

ut = Duxx

A la propriété que célèbre de l'équation de di�usion est le principe de maximum.

Proposition 1 (principe de maximum (faible) pour l'équation de di�usion) : Laisser
u(x, t) satisfont l'équation de di�usion dans rectangle R = {0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T} puis
la valeur maximum de u(x, t) est assumé ou sur la ligne initiale (t = 0)or sur les lignes
de frontière(x = 0 ou x = l)

Preuve. De l'analyse nous savons : Pour un maximum dans l'intérieur du secteur de

notion, les premières dérivées doivent disparaître, et deuxième dérivé doivent satisfaire

certain inégalité, par exemple uxx < 0. Si nous savions (qui n'est pas le cas), ce uxx 6= 0au

maximum, puis nous avons de uxx < 0 et simultanément de ut = 0, i.e. ut 6= uxx une

contradiction. Mais uxx = 0 est possible, ainsi avons-nous besoin de plus d'e�orts . Laisser

M être le maximum de u(x, t) sur les trois frontières t = 0, x = 0 et T = l. Remarquer

qu'une fonction continue qui est sur un ensemble borné et fermé, est borné et suppose son

maximum sur cet ensemble, alors M existe. Nous devons prouver que u(x, t) ≤ M sur le

rectangle entier R,. Laissé ε > 0et v(x, t) = u(x, t) + εx2 (le prochain but est de montrer

que (v(x, t) ≤M + εl2) Évidemment, satis�s de v

v(x, t) ≤M + εl2 pour t = 0, x = 0, et x = l

en outre

vt −Dvxx = ut + εx2 −D(u+ εx2)xx = ut −Duxx − 2εD = −2εD < 0 (1.4)

ce qui correspond à une inégalité de di�usion . Supposer que v assume son maximum à

un point intérieur (x0, t0),, i.e. 0 < x0 < l , et 0 < t0 < T , . De analyse nous savent

que vt = 0 et vxx ≤ 0 en (x0, t0), mais c'est en contradiction à (1.4),. Ainsi, il n'y a

aucun maximum possible à l'intérieur de R.. Supposer après que v(x, t) a un maximum

sur la frontière supérieure de R(t0 = T, 0 < x < l).. Encore vxx(x0, t0) ≤ 0, comme

v(x0, t0) > v(x0, t0 − δ), , nous obtient vt(x0, t0) = lim
δ→0

v(x0, t0)− v(x0, t0 − δ)
δ

≥ 0 ce qui
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contredit 1.4. Mais quelque part en R, là doit être un maximum de v(x, t), ainsi, il doit

être sur la ligne de base ou sur frontières de R, et de v(x, t) ≤M + εl2 est valide pour R

Maintenant il suit immédiatement cela

u(x, t) ≤M + ε(l2 − x2)

cette inégalité est valide pour toutε > 0 ainsi nous obtenons

u(x, t) ≤M pour u(x, t) ∈ R

1.0.4 Unicité

Un point important est d'examiner l'unicité des solutions pour déceler un problème in-

diqué. En cas de Di�usion l'équation, un premier état et les états de frontière (pour des

frontières de �nite) doivent être prescriptible. Ici, nous considérons le soi-disant problème

de Dirichlet pour l'équation de di�usion ( y compris manque homogénéité f), c.-à-d.

ut −Duxx = f(x, t) pour 0 < x < l, et t > 0 (1.5)

u(x, 0) = φ(x) (1.6)

u(0, t) = g(t) (1.7)

u(l, t) = h(t) (1.8)

(nous considérons la théorie derrière plus tard en détail)

Proposition 2 : (Unicité de la solution) Le problème de Dirichlet des Di�usion équation
(1.5) di�usion(1.8) a tout au plus une solution

. Preuve. Pour la preuve, nous employons le soi-disant méthode d'intégrale d'énergie :

Supposer qu'il y a deux solutions u1(x, t), u2(x, t) ; laisser w = u1−u2, . Selon le dé�nition,

satis�s de w :

wt −Dwxx = 0 pour 0 < x < l et t > 0

w(x, 0) = 0 ( condition initial)
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w(0, t) = 0 et w(l, t) = 0 ( d'états de frontière)

En outre, nous obtenons

0 = 0;w = (wt −Dwxx).w =

(
1

2
w2

)
t

+ (−Dwxwx)x +Dw2
x

. Cette équation est intégrable :

0 =

∫ l

0

(
1

2
w2

)
t

dx− [Dwxw]t0︸ ︷︷ ︸
=0 dù au cond aux bord

+D

∫ l

0

w2
xdx

t-dérivé peut être pris hors de intégrale, ainsi

d

dt

∫ l

0

1

2
(w(x, t))2dx = −D

∫ l

0

(wx(x, t))
2dx ≤ 0

Ceci signi�e : L'intégrale
∫ l

0
w2dx est monotone diminuant (en t), c.-à-d. dans chaque cas

nous ont

0 ≤
∫ l

0

q(w(x, t))2dx ≤
∫ l

0

(w(x, 0))2︸ ︷︷ ︸
=0 dù au init . cond

dx = 0

Il suit ce w(x, t) = 0, ainsi u1 = u2 pour tout t ≥ 0.

1.0.5 Solution Fondamentale De l'équation de Di�usion

[4]

En cette sous-section, nous considérons l'équation du di�usion (1D) dans l'ensemble

x-axis, c.-à-d. de −∞ < x < +∞ et t > 0 évidemment, nous avons besoin seulement d'un

condition initiale, aucun état de frontière ; ainsi nous considérons problème

ut = Duxx pour −∞ < x < +∞, t > 0 (1.9)

u(x, 0) = φ(x) (1.10)

Idée : Dans une étape de première, nous résolvons le problème pour une fonction spéciale

φ(x) et dans une deuxième étape dérivent solution générale. Dans ce but, nous employons

cinq soi-disant propriétés d'invariance de l'équation de di�usion (1.9) :

a) la traduction (u(x− y, t) de chaque solution u(x, t) est également une solution

9



b) chaque dérivé (ux, ut, uxx . . .) d'une solution est également une solution

c) chaque combinaison linéaire des solutions de (1.9) est également une solution (due

aux linéarités de l'équation)

d) intégrale de chaque d'une solution est également une solution. S(x, t) soit une solu-

tion de (1.9), puis également S(x− y, t) et par conséquent aussi

v(x, t) =

∫ +∞

−∞
S(x− y, t))g(y)dy

pour chaque fonction g(y) si l'intégrale converge de à façon proportionnée.

e) que chaque dilatation u(
√
ax, at)(a > 0) d'une solution est également une solution,

il peut être prouvé par l'application règle à chaînes : pose v(x, t) = u(
√
ax, at) alors

vt =
∂(at)

∂t
ut = aut, vx =

∂(
√
ax)

∂x
ux =

√
aux, vxx =

√
a
√
auxx = auxx

Nous recherchons une solution particulière (dénotée par Q(x, t)) de(1.9) remplissant la

condition initiale spéciale

Q(x, t) =

{
1 pour x > 0
0 pour x < 0

(1.11)

Q est déterminé dans trois étapes :

étape 1 : En raison de propriété(e) nous savons qu'une dilatation x →
√
ax, t → at

feuilles Qt = DQxx et condition initial (1.11) sans changement, tellement aussi Q(x, t)

devrait demeurer sans changement. C'est seulement possible si la dépendance de Qon x

et t est du combinat
x√
t
de dilatation de La dilatation mène

x√
t
à
√
ax√
at

=
x√
t
au nous

recherchons Q(x, t) de la forme suivante :

Q(x, t) = g(p) pour p =
x√
4Dt

(1.12)

la fonction g doit encore être déterminée. (Remarque que
√

4D comme facteur additionnel

sera plus tardif utile ; au moment où il ne joue pas un rôle).
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Étape 2 : Nous pouvons formuler une ODE pour g, utiliser (1.12) et (1.9) :

Qt =
dg

dp

∂p

∂t
= − x

2t
√

4Dt
g′(p)

Qx =
dg

dp

∂p

∂x
=

1√
4Dt

g′(p)

Qxx =
dQx

dp

∂p

∂x
= − 1

4Dt
g′′(p),

ainsi

0 = Qt −DQxx = − x

2t
√

4Dt
g′(p)− 1

4t
g′′(p) =

1

t
(−p

2
g′(p)− 1

4
g′′(p))

l'EDO pour g lit

g′′ + 2pg′ = 0

. Nous trouvons

g′ = c1.e
−

∫
2pdp = c1.e

−p2

et

Q(x, t) = g(p) = c1

∫
e−p

2

dp+ c2

Étape 3 : Pour les frontières intégrales nous choisissons

Q(x, t) = g(p) = c1

∫ x/
√

4Dt

0

e−p
2

dp+ c2

ce qui est pour t > 0 tenant compte de l'état initial pourQ(x, t), exprimé comme limiter

t −→ 0, que nous obtenons :

pour x > 0 : 1 = lim
t↘0

Q(x, t) = c1

∫ ∞
0

e−p
2

dp+ c2 = c1

√
π

2
+ c2

pour x < 0 : 0 = lim
t↘0

Q(x, t) = c1

∫ −∞
0

e−p
2

dp+ c2 = −c1

√
π

2
+ c2

Ainsi c1 =
1√
π

; c2 =
1

2
et

Q(x, t) =
1

2
+

1

π

∫ x/
√

4Dt

0

e−p
2

dp pour t > 0
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Ceci remplit toutes les conditions demandes.laisser

S =
∂Q

∂x

selon la propriété (b) c'est également une solution de (1.9). Pour un arbitraire( di�éren-

tiable) fonction.φ avec φ(x) = 0 pour large | y |, nous dé�nissons

u(x, t) =

∫ ∞
−∞

S(x− y, t)φ(y)dy pour t > 0 (1.13)

Selon (d), u est également solution de (1.9). Utilise les produits partiels d'intégration

u(x, t) =

∫ ∞
−∞

∂Q

∂x
(x− y, t)φ(y)dy

= −
∫ ∞
−∞

∂

∂y
[Q(x− y, t)]φ(y)dy

= −
∫ ∞
−∞

Q(x− y, t)φ′(y)dy − [Q(x− y, t)]φ(y)]y=∞
y=−∞︸ ︷︷ ︸

=0

par conséquent

u(x, 0) =

∫ ∞
−∞

Q(x− y, 0)φ′(y)dy

=

∫ ∞
−∞

φ′(y)dy = φ(x)

Ainsi, en e�et (1.13) correspond à la formule désirée de solution, où

s =
∂Q

∂x
=

1√
4πDt

e−x
2/4Dt

pour t > 0

c-à-d.

u(x, t) =
1√

4πDt

∫ ∞
−∞

e−(x−y)2)/4Dtφ(y)dy (1.14)

s s'appelle par exemple solution fondamentale ou la fonction Green Dans la plupart des

cas, il est impossible de résoudre l'intégrale en (1.14) expliciter, mais pour un certain φ(x)

il peut être écrit bien en employant la soi-disant fonction erreur (bien connue dans les

statistiques) :

Erf(x) =
2√
π

∫ x

0

e−p
2

dp

Les propriétés principales de la fonction erreur sont

Erf(0) = 0 et lim
x→∞

Erf(x) = 1
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1.0.6 fondations Mathématiques

États de frontière

[2]

Si nous considérons une équation de di�usion de réaction sur un domaine borné Ω ⊂ Rn,

i.e. Ω 6= Rn, c.-à -d puis nous avoir besoin, additionnel aux conditions initiales, états de

frontière bien adaptés (autrement, l'unicité ne peut pas être garanti). Nous considérons

l'équation

ut = ∆u+ f(u) pour x ∈ Ω ⊂ Rn, t > 0

dans les conditions initiales

u(x, 0) = u0(x) pour x ∈ Ω

. Généralement les états de frontière ont la forme

b(x, t, u,∇u) = 0, pour x ∈ ∂Ω, t > 0.

Les exemples typiques sont : états de frontière de Dirichlet :

u = b(x, t) pour x ∈ ∂Ω, t > 0,

là où b est un prescriptible fonctionner. Si b = 0, qu'ils s'appellent les états de frontière

homogènes de Dirichlet. états de frontière de Neumann :

∇u.n = b(x, t) pour x ∈ ∂Ω, t > 0,

quandn est la normale externeω au x ∈ ∂Ω. Le cas homogène, b = 0, correspond au

non état de �ux - aucun particule/individu ne peut laisser ou écrire de domaineω par

l'intermédiaire des frontières. états de frontière de Robin : (également appelé états de

frontière mixtes) :

α(x, t)u+ β(x, t)∇u.n = b(x, t) pour x ∈ ∂Ω, t > 0,

notation comme ci-dessus. Une partie remarque :
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• il est possible de combiner di�érents types de conditions de frontière sur les parties

séparées de la frontière.

• Ici, les conditions de frontière ont état présentés en tant qu'étais linéaires inu; il est

possible également aux états de frontière have non linéaire (mais à ceci fait l'analyse

probablement plus compliquée).

• Pour l'existence des solutions des équations de réaction-di�usion, le choix de la

frontière correctement posée les conditions et les données initiales raisonnables est

essentielle. Nous verrons cela plus tard.

séparation de variable

[3][4]

Encore nous commençons par considération l'équation de la di�usion 1D

ut = Duxx

généralement, on essaye de déterminer la solution de certain facile-à -trouvent la solution.

Un tour souvent utile est de rechercher une solution du formulaire spécial

u(x, t) = X(x)T (t)

. cette signi�é : La dépendance sur variable xand variablet soit séparée (une prétention !).

remarque : le note de capitaux les fonctions, pas variables, dans le suivant, nous employons

la perfection pour les dérivés en ce qui concerne t andx. utilise cette approche et l'insérer

dans les rendements d'équation d'équation de di�usion

T ′(t)X(x) = DT (t)X ′′(x)⇐⇒ D
X ′′(x)

X(x)
=
T ′(t)

T (t)
∀t, x

posons

λ :=
T ′(0)

T (0)

L'équation se tient pour tout le t andx, ainsi particulièrement pour t = 0, ainsi nous

obtenir pour le tout x :

D
X ′′(x)

X(x)
=
T ′(0)

T (0)
= λ

14



(car le coté de main gauche ne dépend pas de t, et de la même manière le coté droit ne

dépend pas de x), concluant

D
X ′′(x)

X(x)
=
T ′(t)

T (t)
= λ∀t, x

. λ est �xe, mais jusqu'ici inconnu. Ceci signi�e : x et T satisfont une ODE linéaire,

chacune (avec le même λ, naturellement). (Pour la simplicité, nous prenons D = 1 dans

le suivant ; mais aucun problème pour faire la même chose ne s'approchent pour D 6= 0) :

X ′(x) = λX(x)

T ′(t) = λT (t)

. La deuxième équation peut être facilement résolue :

T (t) = T (0)eλt

, aussi pour la première équation, il est facile déterminer la solution générale : :

X(x) = ae+
√
λx + be−

√
λx

a, b des constantes arbitraires. Si λ < 0, on peut réécrire cette solution en utilisant les

fonctions trigonométriques :

X(x) = a cos(
√
−λx) + b sin(

√
−λx)

. Considérons un exemple concret : Bactéries à l'intérieur d'une longueur émince π de tube

qui est ouverte aux deux extrémités : En cela con�guration, il est assumé qui le bactérie

qui laissent le tube, sont " perdu " pour le système, correspondant à frontière conditions

u(0, t) = u(π, t) = 0

à l'intérieur du tube, nous assumons la di�usion 1D, c-à -d.

ut =
∂2u

∂x2
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(encore nous employons pour la simplicité de D = 1).

Remarque : Avec des ces état de frontière homogène de Dirichlet, toujours de u = 0

si une solution. Nous voulons véri�er si les solutions liées encore 6= 0 sont possibles.

Concrètement, nous recherchons une solution avec la séparation des variables nous ap-

prochons, u(x, t) = X(x)T (t). Comme présenté ci-dessus, si une telle solution existe, puis

un nombre �xe λ existe avec X ′′(x) = λX(x) andT ′(t) = λT (t) pour tout le X, t. En

raison deT (t) = eλtT (0), il est nécessaire d'avoir λ ≤ 0pour une solution liée..λ = 0 peut

également être exclu, depuis X ′′(x) = 0 mène à X(x) = ax + b, mais aux conditions de

frontière tiendrait compte seulement de a = b = 0 (pas une solution di�érente de zéro).

Laisser k =
√
λ, nous connaissent déjà le général de de la solution deX :

X(x) = a sin kx+ b cos kx

la condition de frontière à exige de x = 0

X(0)T (t) = 0

pour tous

t X(0) = 0 b = 0

ainsi nous avons X(x) = a sin kx (et chould avoir a 6= 0). De la condition de frontière au

x = π il suit :

X(π)T (t) = 0∀t X(π) = 0 sin kπ = 0

. Ceci signi�e : kmust est nombre entier 6= 0.pris ensemble, si lÃ est solution de de séparé

forme, alors il doit ressembler à

u(x, t) = ae−k
2t sin kx, k 6= 0 un nombre entier

.

Remarque : en tant qu'aucunes conditions initiales sont donnés, la solution n'est pas

unique ; n'importe quel combinaison linéaire de telles solutions rapporte une solution :∑
k∈Z

ake
−k2t sin kx
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le choix d'un premier état peut se rétrécir en bas des possibilités Ã une solution unique.

Comme exemple, nous choisissons en tant que états initial : :

u(x, 0) = 3 sin 5x− 2 sin 8x

. Présence de deux fréquence (5 et 8) dans initial condition conseil sur cela solution

pourrait être de forme

u(x, t) = a5e
−25t sin 5x+ a8e

−64t sin 8x.

pendant que ce solution doit remplir la condition initiale donnée, nous pouvons immédia-

tement déterminer les coe�cients : :

u(x, 0) = a5 sin 5x− a8 sin 8x = 3 sin 5x− 2 sin 8x.

rapportant a5 = 3 et a8 = −2, ainsi

u(t, x) = 3e−25t sin 5x− 2e−64t sin 8x.

en e�et, c'est la solution unique pour le problème donné. Ici nous avons eu l'état ini-

tial à � facile �. s'ils font pas se composer �ni sum
∑

k ak sin kx. dans plus général cas,

nous ont besoin Fourier analyse qui laisse pour écrire fonction sur [0, π]comme in�ni

sum
∑∞

k=0 ak sin kx, où que l'idée fonctionne de la manière semblable. Nous ne considé-

rons pas ceci en détail ici. Dans le prochain exemple, nous considérons une équation de

réaction-di�usion ; la même situation comme ci-dessus, mais les bactéries se développent

exponentiellement :

ut = uxx + αu, u(0, t) = u(π, t) = 0.

la question est, sous laquelle conditionne pour le taux de croissance bactérien α que la

population peut se développer ? (Remarque au-dessus dont dans le cas, sans croissance, la

population mourra dehors à long terme couru). Une question plus facile : Quels α tiennent

compte des solutions illimitées du séparé de u(x, t) = X(x)T (t) A, nous commençons par

la séparation des variables : :

X(x)T ′(t) = X ′′(x)T (t) + αX(x)T (t)∀x, t
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a (vrai)λ doit exister tels que t

T ′(t)

T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
+ α = λ

rapportant maintenant remorquage a couplé équation

T ′(t) = λT (t)

X ′′(x) = (λ− α)X(s),

avec X(0) = X(π) = 0.

siλ > 0, alors T (t) = eλtT (0) → 0pour t → 0, la solution ne sera pas .additionnelle

illimité que nous avons besoin de λ < α (dans l'ordre remplir la condition de frontière).

C'est chown par contradiction. Supposer que λ − α ≥ 0. dans t est case , a real nombre

µ existe tels que µ2 = λ− α ;X satis�s de

X ′′ = µ2X.

si µ = 0, X devient linéaire, X = a + bx; encore, les conditions de frontière impliquent

a = b = 0, que la solution reste liée. Pour µ 6= 0 ils obtiennent

X = aeµx + be−µx.

l'état de frontière doit être satisfaisant, i.e.a+ b = aeµπ + be−µπ = 0, which peut être écrit

dans la matrice (
1 1
eµπ e−µπ

)(
a
b

)
=

(
0
0

)
Due à

det

(
1 1
eµπ e−µπ

)
= eµπ − e−µπ = e−µπ(1− e2µπ) 6= 0

la seule solution est a = b = 0, qui X 6= 0.. pris ensemble, λ − α ≥ 0 donne une

contradiction, en chaque cas, ainsi λ < α.Let kbe un vrai nombre avec k2 = λ − α. Par

conséquent, nous pouvons dériver :

X ′′ = k2X = 0 X(x) = a sin kx+ b cos kx
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d'états de frontière les X(0) = X(π) = 0 Yied b = 0 et k 6= 0 doit être un nombre entier.

Nécessairement, α ≥ 1 est a eu besoin ! Généralement la solution a la forme

aeλt sin kx = ae(α−k2)t sin kx,

avec a 6= 0, k 6= 0 entier . Vice versa, chaque fonction de cette forme (ou une combinaison

linéaire d'elle) est une solution (ceci doit cheched séparément). Remarque : D'un point de

vue biologique, la solution semble seulement raisonnable si k = 1, autrement la solution

contient des valeurs négatives, qui ne semble pas raisonnable pour des densités de popu-

lation.

1.1 Existence et Unicité

[1]

Nous considérons l'exemple simple (avec des états de frontière homogènes de Neumann)

ut = ∆u+ f(u, t) ∈ Ω× (0,∞)
∂u

∂ν
= 0 pour x ∈ ∂Ω

(1.15)

Évidemment, chaque solution de l'EDO v′ = f(v, t) est également solution (dans l'espace

indépendant) d'équation (1.15) Pour des EDOs, nous savons déjà que quelques conditions

pour f sont nécessaires pour garantir l'existence et unicité des solutions. Ainsi, aussi

pour des équations de réaction-di�usion, des conditions sur f peuvent être prévues. Local

l'existence (pour de petits intervalles de temps) est in�uencée par la douceur de f , tandis

que l'existence globale est plus in�uencé par le comportement de croissance de f comme

fonction de u.

1.1.1 formulation Du Problème

Ici, nous considérons des problèmes de la valeur marginale initiaux pour des systèmes

des équations de réaction-di�usion,

u(t) = D∆u+ f(t, x, u,∇u) pour x ∈ Ω, t > 0 (1.16)
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(x, t) = 0pourx ∈ ∂Ωt > 0 (1.17)

u(x, t) = u0xpourx ∈ Ω (1.18)

là où Ω ⊂ Rn un domaine borné avec la frontière douce. Laisser u(x, t) ∈ Rm et tous les

coe�cients de di�usion être positif : D = diag(D1, D2, D3, . . . Dm)Di > 0.

pour i = 1, . . .m. que nous commençons f = 0. De la théorie des équations paraboliques

linéaires (généralisation pour l'équation de di�usion) on le connaît : Ceci problème a

unique solution pour chaque u0 ∈ L2 (pour être correct, on devrait écrire L2(Ω)m, mais

de m est omis, pour la simpli�cation) ce qui peut formellement être écrit

u(t) = eLtu0

l'opérateur L est donné près

D(L) = H2(Ω) ∩H1
0 (Ω), Lu := D∆u

Remarque 3 souvent, EDPs ne peut pas être résolue dans les espaces de fonction clas-
siques , puis les soi-disant espaces de Sobolev sont nécessaires et le concept des dérivés
faibles. Ici, ils sont basés sur L2(Ω). Deux fonctions sont identi�é si u(x) = v(x) pour
x ∈ Ω excepté un nullité. Par l'intermédiaire du produit scalaire

(u, v)0 := (u, v)L2 =

∫
Ω

u(x)v(x)dx

L2(Ω) devient un espace de Hilbert avec la norme

‖ u ‖0=
√

(u, u)0

Le dérivé faible est dé�ni comme suitu ∈ L2 a un dérivé faible de v = ∂αu dans L2(Ω) si
v ∈ L2(Ω) et

(φ, v)0 = (−1)|α|(∂αφ, u)0 pour tout φ ∈ C∞0 (Ω)

α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn
0 est un soi-disant multiplexe avec

| α |= α1 + . . .+ αn,

e.g.elle peut être employé à gauche en tant que le xα = xα1
1 , . . . , x

αn
n et ∂αφ =

(
∂α1

∂α1x1
· · · ∂αn

∂α2xn

)
u
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L'idée derrière est : on multiplie le dérivé faible parφ et intègre le produit par la cloison.

Le dérivé faible est une généralisation du dérivé classique. Si une fonction u est classi-

quement di�érentiable sur un domaine bornéΩ ⊂ Rn, alors le dérivé classique correspond

au dérivé faible. C∞0 (Ω) dénote le sous-espace de C∞(Ω) qui supposent seulement dans

un sous-ensemble compact de valus 6= 0 de Ω. Si la fonction est di�érentiable dans le sens

classique, alors le dérivé faible existe également et les deux dérivés correspondent entre

eux.

Dé�nition 4 Hm(Ω)(pour m ≥ 0 entier ) désigne l'ensemble des fonctions u ∈ L2(Ω)
qui ont dérivés faibles ∂αu pour tout | α |≤ m. produit scalaire dans Hm(Ω) est dé�nie
par

(u, v)m :=
∑
|α|≤m

(∂αu, ∂αv)0,

avec la norme correspondante norme

‖ u ‖m:=
√

(u, u)m =

√∑
|α|≤m

‖ ∂αu ‖2
L2( Ω)

.

(la lettre H a été choisi en l'honneur de David Hilbert). Une proposition indiquent :

LaisserΩ ⊂ Rn ouvert avec la frontière par morceaux douce, m ≥ 0. Puis C∞(Ω)∩Hm(Ω)

est dense dans Hm(Ω). ainsi Hm(Ω) est � accomplissement � de C∞(Ω) ∩ Hm(Ω) pour

Ω. Cette idée peut être généralisée pour d'états de frontière de withvzero de fonctions

C∞0 (Ω)et est dénoté par leHm
0 (Ω) Encore plus d'analyse fonctionnelle, sans considérer tous

les détails, obtenir juste une vue d'ensemble : Car l'opérateur L a un inverse symétrique

compact, il y a un complet (en L2(Ω)) le système orthonormal de {ϕk, k = 1, 2, · · · } les

fonctions propres. En outre,

Lu =
∑
k=1

∞
λk〈u, ϕk〉ϕk pour u ∈ D(L),

là où 0 > λ1 > λ2 > · · · sont les valeurs propres de L( lim
k→∞

λk = −∞) et 〈., .〉 dénote le

produit intérieur (produit scalaire) dans L2(Ω).

pour vrai fonction g (avec un secteur de dé�nition comporte l'éventail de L), nous dé�-

nissent opérateur g(L) par

g(L)u =
∑
k=1

∞
g(λk)〈u, ϕk〉ϕk pour u ∈ g(D(L)),
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le secteur de dé�nition de g(L) lit

D(g(L)) =

{
u ∈ L2(Ω) :

∑
k=1

∞
g(λk)

2〈u, ϕk〉2 <∞

}
(en employant la soi-disant égalité Parseval). Pour des fonctions liées, c'est Dg(L)) =

L2(Ω). de solution de linéaire homogène valeur initial problème peut être écrit comme

u(t) = eLtu0 =
∑
k=1

∞
eλkt〈u0, ϕk〉ϕk.

pour t ≥ 0 c'est u ∈ ([0,∞), L2(Ω)) ∩ C1(0,∞), L2(Ω)), u(t) ∈ D(L) pour t > 0 et

du/dt(t) = Lu(t) pour t > 0. de famille
{
eLt, t ≥ 0

}
de liés peut être interprété en tant que

semi-groupe (fortement continu) avec le générateur L, car les propriétés correspondantes

sont satisfaisantes :

•eL(t+s) = eLteLs, eL0 = I (semigroup)

•lim
t→0

eLtu = u (continuity)

•lim
h→0

eLt − I
h

u = Lu pour u ∈ D(L)

1.1.2 Résumé Problèmes Linéaires

Après, nous considérons des problèmes de valeur initiale pour de soi-disant équations

ordinaires abstraites dans un Hilbert l'espace dénote(H), qui peut être écrit comme

du

dt
= Lu(t) + f(t), t ∈ (0, T ], (1.19)

u(0) = u0

Nous supposons que l'opérateur linéaire L : D(L) ⊂ H → Hil dé�ni près

Lu =
∑
k=1

∞
λk〈u, ϕk〉ϕku ∈ D(L)

comme ci-dessus, et {ϕk, k = 1, 2, · · · } forme un système orthonormal complet dans Hand

qu'il tient cela

0 > λ1 > λ2 > · · · , lim
k→∞

λk = −∞

Avec ces prétentions, on obtient le lemme suivant :
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Lemme 1 la dé�nition domaine D(L) est dense dans H, et L est un opérateur fermé.
La preuve est omise ici ; les opérateurs linéaires fermés sont une classe importante des
opérateurs linéaires sur Banach les espaces (quelque chose plus générale que les opérateurs
liés, mais par exemple le spectre peut être dé�nie). Dans le suivant, l'homogénéisateur f
est assumé à satis�sf ∈ C([0, T ], H). Une solution classique est dé�nie comme suit :

Dé�nition 5 A solution classique u ∈ C([0, T ], H)∩C1((0, T ], H) le problème (1.19) doit
satis�s u(t) ∈ D(L) pour t ∈ (0, T ], et être solution de (1.19).

Remarque 6 u(t) ∈ D(L) moyen : u ∈ L2(Ω) et Lu =
∑
k=1

∞λ2
k〈u, ϕk〉2 <∞ Une idée de

trouver une telle solution est la variation de la formule constante :

u(t) = eLtu0 +

∫ t

0

eL(t−s)f(s)ds (1.20)

Cette fonction s'appelle la solution douce, qui est dans un certain sens une généralisation
du concept d'une solution.

Proposition 7 là est tout au plus une solution classique de (1.19). Si elle existe, alors
elle est égale au doux solution(1.20).

Preuve. Supposer, cela qu'une solution classique u existe. Laisser g(s) = eL(t−s)u(s). En

dérivant ce g, que nous obtenons :

dg

ds
= −LeL(t−s)u(s) + eL(t−s)L(u(s) + f(s))

= eL(t−s)f(s)

Cette équation peut être intégrée (pour s de0 àt) et à rendements

e0u(t)− eLtu(0) = g(t)− g(o) =

∫ t

0

dg

ds
ds =

∫ t

0

eL(t−s)f(s)ds

⇔ u(t) = eL(t)u0 +

∫ t

0

eL(t−s)f(s)ds

à ce que correspond exactement (1.20). Nous mentionnons sous peu (sans preuve) un

lemme auxiliaire qui aide à montrer l'existence de la solution classique :

Lemme 2 pour chaque δ > 0 là existe a c > 0 tels que

‖ LeLt ‖≤ ct−1e(λ1+δ)t pour t > 0.

Nous devons savoir localement une fonction continue de Hölder est dé�nie :
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Dé�nition 8 A functionf s'appelle localement Hölder continu, si pour tout t ∈ (0, T ] là
existent δ, c, α > 0 tels que

‖ f(t1)− f(t2) ‖≤ c | t1 − t2 |α pour t1, t2 ∈ (t− δ, t+ δ)

là où ‖ u ‖=
√
〈u, u〉 est la norme qui est induite par le produit scalaire dans H.

Proposition 9 (solution classique d'existence) laissez f soit localement Hölder continu
en (0, T ]. alors problème (1.19) possesseurs une solution classique.
Idée approximative pour la preuve de cette proposition : Il est su�sant de montrer cela

v(t) =

∫ t

0

eL(t−s)f(s)ds = v1(t) + v2(t) =

∫ t

0

eL(t−s)[f(s)− f(t)]ds+

∫ t

0

eL(t−s)f(t)ds

est une solution classique du problème avec homogène condition initiale pour quev(t) ∈
D(L) pour t > 0 qui est nécessaire, etLv(t) est continue pourt > 0. Pour cela, le dernier
lemme est utile.

1.1.3 Existence et Unicité Pour Des Problèmes De Réaction-Di�usion

Dans cette section, nous considérons un résultat concernant l'existence et l'unicité pour le

problème ((1.16)− (1.18)). Nous ne pas aller dans les détails, de profondeur, en essayant

d'éviter trop de connaissances sur les espaces / intégration / Sobolev Théorie EDP, mais

les idées de base. Les espaces de Sobolev (sur le domaineΩ ⊂ Rn) sont dé�nis comme

suit :

Dé�nition 10 Pour 1 < p <∞ et k ∈ N

W k.p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) | ∂αu ∈ Lp(Ω)∀ | α |≤ k}.

est appelé espace de Sobolev.

La norme correspondanteW k.p(Ω) en est noté ‖ . ‖k,p= (
∑
|α|≤k

‖ ∂αu ‖pLp)
1
p , alors W k,p(Ω)

est une espace de Banach. Nous avons besoin de savoir ce que signi�e le fait de �xer à
peu près :

Dé�nition 11 Soit (X, ‖ X ‖X) et (Y, ‖ Y ‖Y ) des espaces de Banach.

1. Si une carte injective linéairej : X → Y existe, alors X est appelé noyé dans Y

2. Si cette carte est aussi continue, c'est à dire pour un c > 0, il est ‖ j(x) ‖Y≤ c ‖

x ‖X ∀x ∈ X,
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alors X est appelé intégrée en continu dans Y , ce qui est indiqué par X → Y.

Remarque 12 Si X est incorporé en permanence dans Y , alors chaque élément de X
peut être identi�é de façon unique avec un élément de Y (interpréter X comme sous-espace
de Y et écrire X ⊆ Y ). Les premières propositions donne un résultat de régularité pour
les solutions de problèmes aux limites elliptiques (nous considérons l'opérateur elliptique
L = ∆) :

Proposition 13 Il existe une constante c > 0 avec

‖ u ‖2.2≤ c ‖ Lu ‖0.2 .

Ainsi, l'opérateur L satisfait aux conditions de la section concernant les problèmes linéaires
abstraits pour H = L2(Ω), et nous pouvons dé�nir (−L)α et Hα comme dans la section
relative à la semi-linéaire abstrait problèmes. On peut montrer les résultats d'inclusion
suivants :

Proposition 14 Soit 0 < α ≤ 1.

a) Pour k − n

p
< 2α− n

2
et p ≥ 2, il est Hα →k,p (Ω)

b) Pour 0 ≤ ν < 2α− n

2
est Hα → Cν(Ω).

Maintenant, nous pouvons formuler une proposition concernant l'existence et l'unicité
(casn ≤ 3).

Proposition 15 Soit Ω ⊂ Rn un domaine borné à bord lisse, où n ≤ 3. Supposons que
pour la fonction f : [0, T ]××Rm → Rm une fonction continue ρ : [0, T ]× [0,∞)→ [0,∞)
existe, qui est monotone croissante dans le second argument, une constante1 ≤ γ < 3 et
ϑ ∈ (0, 1] existent, tels que

| f(t, x, u, p) |≤ ρ(t, | u |)(1+ | p |γ), (1.21)

| f(s, x, u, p)− f(t, x, u, p) |≤ ρ(0, | u |)(1+ | p |γ)|s− t|ϑ (1.22)

| f(t, x, u, p)− f(t, x, u, q) |≤ ρ(t, | u |)(1+ | p |γ−1 + | q |γ−1) | p− q | (1.23)

| f(t, x, u, p)− f(t, x, v, p) ≤ ρ(t, | u | + | v |)(1+ | p |γ) | u− v | . (1.24)

En outre, laissez la carte x→ f(t, x, u, p) soit mesurable. Alors, il existe pour chaque

u0 ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) un problème que t0 > 0, tel ((1.16)− (1.18)) a une unique. solution

classique dans[0, t0).
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1.1.4 Solutions Globales

Comme un résultat auxiliaire, nous utilisons une généralisation du lemme de Gronwall

(probablement connu dans un simple version pour EDO) :

Lemme 3 (de Gronwall) Soit a, b ≥ 0, 0 ≤ α, β < 1 et 0 < T < ∞. Alors, il existe un
constante M = M(b, α, β, T ), telle que pour chaque fonction intégrable u : [0, T ]→ R, ce
qui satisfait

0 ≤ u(t) ≤ at−α + b

∫ t

0

(t− s)−βu(s)ds pour 0 ≤ t ≤ T

il est
u(t) ≤ aMt−α pour 0 ≤ t ≤ T.

Maintenant, nous nous occupons de l'existence d'une solution globale, c'est à dire pour
tout t > 0.

Proposition 16 Soit l'hypothèse (NONLIN) se contenter de T = ∞ et U = Hα Soit u
une solution de (1.21)

(le modèle semi-linéaire abstrait, du
du

dt
(t) = Lu(t) + f(t, u(t)) · · · ) tel que

‖ f(t, u(t)) ‖≤ K(t)(1+ ‖ u(t) ‖α)

pour tout t, pour lequel il existe la solution ; K : [0,∞)→ R est une fonction continue.

Ensuite, la solution de (1.21) existe pour tout t > 0. Idée approximative de la preuve :

En utilisant la représentation

u(τ) = eLτu0 +

∫ τ

0

eL(τ−s)f(s, u(s))ds

on obtient une estimation de la forme

‖ u(τ) ‖α≤M1(t) +M2(t)

∫ τ

0

(τ − s)−α ‖ u(s) ‖α ds.

Cela peut être réécrit de manière à ce que les hypothèses du lemme de Gronwall sont

remplies, et ce rendements

‖ u(t) ‖α≤M(t)

pour tout t, pour lesquels la solution u existe. L'hypothèse d'un intervalle borné de l'exis-

tence conduit à des contradictions (via solution légère qui est aussi une solution classique).

Par conséquent, la non-linéarité pousse au maximum linéaire (le long de la solution), on

obtient l'existence globale

26



Chapitre 2

Résolution D'une EDP Hyperbolique

2.1 Énoncé :

Soit à résoudre une équation hyperbolique donnée par :

A
∂2u

∂t2
+B

∂2u

∂x∂t
+ C

∂2u

∂x2
+ E = 0 (2.1)

2.2 Résolution par la méthode des di�érences �nies :

Schéma numérique simpli�é

Posons a = c1 (la célérité), b = 0, c = −1 et e = 0, ce qui nous donne : ∆ = b2 − 4ac =

0− 4(c1)(−1) = 4c1 > 0 car c1 > 0. C'est bien donc une équation hyperbolique qui n'est

autre que l'équation d'ondes :
∂2u

∂t2
−c1

∂2u

∂x2
= 0 Comme les deux dérivées sont des dérivées

secondes, nous utilisons les approximations de Taylor trouvées dans les équations (2.1)

pour établir le schéma numérique de cette EDP. Nous avons donc :

uj+1
i − 2uji + uj−1

i

(∆t)2

= c1

uji+1 − 2uji + uji−1

(∆x2)

⇒ uj+1
i = c1

(∆t)2

(∆x)2
(uji+1 + uji−1)− 2(1− c1

(∆t)2

(∆x)2
)uji − u

j−1
i

Ceci est l'équation numérique de l'équation d'ondes. Pour simpli�er le schéma, posons :

c1
(∆t)2

∆x2
= 1⇒ ∆t =

∆x
√
c1
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⇒ uj+1
i = uji+1 + uji−1 − u

j−1
i (2.2)

Remarque 17 : Avec les di�érences �nies, l'équation(2.2) est le schéma numérique uti-

lisée pour la résolution de l'équation d'ondes
∂2u

∂t2
= c1

∂2u

∂x2

Mais, il se pose un problème de mise en oeuvre de ce schéma vu que u est connu àt = t0 = 0
qui est la condition initiale. Or, pour calculeru à t = ∆t = t1, nous devons connaitre la
valeur deu àt = t−1 = −∆t.

Condition mixtes :

Connaître les valeurs deu à t = −∆t n'est plus un problème quand nous avons des

conditions de Newmann, de type dérivée ( une condition sur la vitesse de propagation) :
∂u

∂t
(x, 0) = g(x),à t = 0

∂u(xi, 0)

∂t
=
u(xi,∆t)− u(xi,−∆t)

2∆t
= g(x)

⇒ u1
i − u−1

i

2∆t
= g(xi)

⇒ u−1
i = u1

i − 2δt× g(xi)

Remplaçons-le alors dans l'équation (2.2) il vient :

u1
i = u0

i+1 + u0
i−1 − u1

i + 2∆t× g(xi)

⇒ u1
i =

1

2
(u0

i+1 + u0
i−1)∆t× g(xi).

Limite de la méthode de di�érences �nies :

C'est avec une condition sur la vitesse, une approximation de quelques variables commeb =

0 et e = 0, une simpli�cation de l'expressionc1
∆t

∆x
par1, que nous avons pu résoudre cette

équation hyperbolique. Toutefois et malheureusement, ce n'est pas tout le temps pareil et

la donnée d'une telle condition de type Neumann n'est pas usuelle. On sera donc souvent

bloqué sur la résolution d'une équation hyperbolique si nous nous inspirons seulement de

la méthode des di�érences �nies.
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2.3 Méthode des caractéristiques :

Il existe une classe d'équations aux dérivées partielles dont on peut obtenir les solutions en

utilisant une méthode du type géométrique, la méthode des caractéristique. C'est une des

plus grandes méthodes énumérées en introduction utilisées pour la résolution des équa-

tions di�érentielles partielles. Cette méthode des caractéristiques est une technique qui est

particulièrement adaptée aux problèmes de transport, elle est utilisée dans de nombreux

domaines tels que la mécanique des �uides ou encore le transport de particules. Dans

certains cas particuliers, cette méthode peut permettre la résolution purement analytique

de l'EDP. Dans des cas plus complexes comme en modélisation des systèmes physiques, la

méthode des caractéristiques peut être utilisée comme une méthode de résolution numé-

rique du problème. la méthode de résolution que nous présentons s'applique aux équations

du premier et deuxième ordres avec un nombre des variables supérieur `a deux, mais pour

la clarté du rapport nous nous limitons à une équation aux dérivées partielles de deux

variables.

2.3.1 Pourquoi la méthode des caractéristiques ?

la méthode des caractéristique est simple à appliquer, et demande peu de calculs et le

résultat obtenu est remarquablement précis, contrairement à ceux des méthodes classiques

des di�érences �nies et de Galerkin.

2.3.2 Principe

En mathématique, la méthode des caractéristique est une technique pour résoudre les

equations aux dérivées partielles, plus généralement la méthode des caractéristiques est

valable pour toutes les équations les équations aux dérivées partielles hyperboliques. La

méthode consiste à réduire une équation aux dérivées partielles à une famille d'équations

di�érentielles ordinaires, le long de laquelle la solution peut être intégrée à partir des

données initiales . Elle cherche des courbes appelées les courbes caractéristiques ou tout

simplement les caractéristiques le long desquelles l'équation aux dérivées partielles se

réduit en une équation simple à résoudre. La résolution de cette simple équation sur les
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caractéristiques nous permet de retrouver la solution globale du problème originale sur

tout le maillage. comment pouvons-nous trouver les courbes caractéristiques ?

2.3.3 Méthode

En posant
∂2u

∂x2
= uxx,

∂2u

∂t2
= uttet

∂2u

∂x∂t
= uxtet en considérant que uxt = utx, l'équation

(2.1) prend la forme :

auxx + buxt + cutt + e = 0 (2.3)

Où a, b, c, e sont des fonctions ne dépendant pas de u et non toutes nulles. Posons :

p =
∂u

∂x
= ux,

et

q =
∂u

∂t
= ut

⇒ dp =
∂p

∂x
dx+

∂p

∂t
dt = uxxdx+ uxtdt. (2.4)

et

dq =
∂q

∂x
dx+

∂q

∂t
dt = utxdx+ uttdt. (2.5)

Ce qui nous donne, parées addition et soustraction :

(2.4)⇒ uxx =
dp

dx
− uxt

dt

dx
,

(2.5)⇒ utt =
dq

dx
− uxt

dx

dt
.

Substituons ces égalités dans l'équation 2.3 il vient :

⇒ −auxt
dt

dx
+ buxt− cuxt

dx

dt
+ a

dp

dx
+ c

dq

dt
+ e = 0 En multipliant cette équation par − dt

dx
elle devient :

uxt[a(
dt

dx
)2 − b( dt

dx
) + c]− [a

dp

dx
× dt

dx
+ c

dq

dx
+ e

dt

dx
] = 0 (2.6)

Grâce aux transformations précédentes, la résolution de l'équation (2.3) revient à ne

résoudre(2.6). On suppose que, dans le planx; t, on dé�nit les courbes de sorte que le

premier crochet soit nul. Sur ces courbes (2.3), il est équivalent à prendre le deuxième
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crochet aussi égal à0. Posons m =
dt

dx
donc si am2 − bm + c = 0, alors la solution de

l'EDP (2.3) peut-être trouvée en résolvant :

amdp+ cdq + edt = 0

Les courbes donnes par am2 − bm+ c = 0sont appelées les caractéristiques de l'équation

(2.3). On se limite dans le cas o`u b2−4ac > 0, ce qui fait donc que l'équation susmention-

née admet deux racines distinctes. Chaque point possèdera deux courbes caractéristiques

dont les pentes sont les racines de l'équation précédente. Comment résoudre une EDP

hyperbolique par la méthode des caractéristiques ?.

2.4 Stratégie généralement

Nous allons maintenant donner les grandes lignes pour résoudre l'EDP (2.3) par une

intégration numérique le long des caractéristiques. On considèrent deux points P et Q

, l'équation aux dérivées partielles (2.3) étant hyperbolique, il y a deux caractéristiques

en chaque point. La courbe caractéristique à droite de P , de pentem+, intersecte celle de

gauche de Q, de pente m− au point R. La solution du problème (2.3) peut-être trouvée

en résolvant

amdp+ cdq + edt = 0

le long de ces caractéristiques.

2.5 Modélisation d'équation hyperbolique

Présentons rapidement les deux principaux modèles hyperboliques que nous étudierons

dans le premier modèle est l'équation des ondes dont l'origine physique .soitΩ un ouvert

borné de RN de frontière ∂Ω .pour des conditions aux limites de Dirichlet ce modèle s'écrit

∂2u

∂t2
−∆u = f dans Ω× R+

∗

u = 0 dans ∂Ω× R+
∗

u(t = 0) = u0(x) dans Ω
∂u

∂t
(t = 0) = u1(x) dans Ω

(2.7)
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Le problème aux limites (2.7) modélise ,par exemple, la propagation au cours du temps du

déplacement vertical d'une membrane élastique, ou bien de l'amplitude d'un champ élec-

trique de direction constante. L'inconnue u(t, x)est ici une fonction scalaire. Le deuxième

modèle est l'élastodynamique qui est la version d'évolution en temps des équations de

l'élasticité linéarisée .Par application du principe fondamental de la dynamique, l'accéléra-

tion étant la dérivée second en temps du déplacement, on obtient un problème d'évolution

d'ordre deux en temps comme (2.7) .Néanmoins, une di�érence importante avec(2.7) est

que l'inconnue u(t, x)est désormais une fonctions à valeurs vectorielles dansRN . Plus préci-

sément ,si on note f(t, x) la résultante (vectorielle) des forces extérieures, le déplacementu(t, x)

est solution de 
ρ
∂2u

∂t2
−∆u = fdansΩ× R+

∗

u = 0 dans ∂Ω× R+
∗

u(t = 0) = u0(x) dans Ω
∂u

∂t
(t = 0) = u1(x) dans Ω

(2.8)

Où u0est le déplacement initial,u1 la vitesse initiale, et e(u) = (∇(u) + (∇u)
t)/2le tenseur

des dé formations. Supposant homogène isotrope le matériau qui occupeΩ ,sa densité est

constanteρ > 0,de même que ses modules de lamé qui véri�ent µ > 0 et 2µ+Nλ > 0.

Remarque 18 On peut ajouter aux équations (2.7) et (2.8) un terme du premier ordre
en temps, ce qui donne.

Remarque 19 On peut ajouter aux équations (2.7) et (2.8) un terme du premier ordre
en temps, ce qui donne

∂2u

∂t2
+ η

∂u

∂t
−∆u = fdansΩ× R+

Lorsque le coe�cient η est positif, ce terme du premier ordre correspond à une force de
freinage proportionnelle à la vitesse. on dit aussi qu'il s'agit d'un terme d'amortissement.
on parle alors d'équation des ondes amorties.

Remarque 20 Il existe d'autres modèles physique donnant lieu à des équations aux déri-
vées partielles hyperboliques. Cependant, tout modèle hyperbolique n'est pas nécessairement
un problème d'évolution d'ordre deux. C'est le cas notamment des équation d'Euler linéa-
risées en acoustique, ou des équations de maxwell en électromagnétisme, qui sont des
systèmes d'équations hyperboliques d'ordre un seulement en temps.
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2.6 Existence et unicité dans le cas hyperbolique

En démarche en deux étapes ; Premièrement , on établit une formulation variationnelle

, deuxièmement ,on démontre l'existence et l'unicité de la solution de cette formulation

variationnelle en utilisant une base hilbertienne de fonction propres,

2.6.1 Formulation variationnelle

L'idée est d'écrite une formulation variationnelle qui ressemble à équation di�érentielle

ordinaire du deuxième ordre,......., nous multiplions donc l'équation(2.7) par une fonction

test v(x) qui dépend pas du temps t A cause de la condition aux limites nous demandons

à ce qui v s'annule sur le bord de l'ouvert ω ,Un calcul formel conduit à

d2

dt2

∫
ω

u(x, t)v(x)dx+

∫
ω

∇u(x, t).∇v(x)dx =

∫
ω

f(x, t)v(x)dx (2.9)

Il est claire que l'espace naturel pour la fonction test v est H1
0 (Ω). On introduit alors le

produit scalaire de L2(Ω)et la forme bilinéaire a(w, v)dé�nis par

〈w, v〉L2(Ω) =

∫
Ω

w(x)v(x)dx et a(w, v) =

∫
Ω

∇w(x).∇v(x)dx.

Soit un temps �nal T > 0(éventuellement égal à +∞) ; on se donne le terme source f ∈

L2(]0, T [;L2(Ω)). On se donne aussi des conditions initiales u0 ∈ H1
0etu1 ∈ L2(Ω). La for-

mulation variationnelle déduite de (2.9)est donc :trouver une solution u dans C([0, T ];H1
0∩

C1([0, T ];L2(Ω)) telle que
d2

dt2
〈u(t), v〉L2(Ω) + a(u(t), v) = 〈f(t), v〉L2(Ω)∀v ∈ H1

0 (Ω), 0 < t < T,

u(t = 0) = u0,
du

dt
(t = 0) = u1

(2.10)

Remarque 21 Les données initiales ont bien un sens dans (2.10) grâce au choix de
l'espace d'énergie C([0, T ];H1

0∩C1([0, T ];L2(Ω))pour la solution u.Nous justi�erons encore
ce choix un peu plus loin en établissant son lien avec des égalités d'énergie. Finalement
, la dérivée en temps dans la formulation variationnelle (2.10) doit être prise au sens
faible puisqu'a priori la fonctiont → 〈u(t), v〉L2(ω) n'est qu'une fois dérivable en temps
puisqu'elle appartient à C1(0, T ).
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2.6.2 Un résultat général

Pour démontrer l'existence de l'unicité de la solution de la formulation variationnelle

(2.10), nous revenons encore au carde générale pour "diagonaliser" l'opérateur laplacien

et nous ramener à la résolution d'une famille de simples équations di�érentielles ordinaires

du deuxième ordre. Soitv et H deux espaces de Hilbert tels que V ⊂ H avec injection

dense et compacte (typiquement V = H1
0 (Ω) et H = L2(Ω)).

Théorème 22 soient V et H deux espaces de Hilbert tels que V ⊂ H avec injection
compacte etV est dense dans H .Soit une forme bilinéaire symétrique continue et coercitive
dansV .Soit un temps �nalT > 0,une donnée initiale a(u0, u1) ∈ V ×H et un terme source
f ∈ L2(]0, T [;H).Alors le problème.

d2

dt2
〈u(t), v〉H + a(u(t), v) = 〈f(t), v〉H∀v ∈ V, 0 < t < T

u(t = 0) = u0,
du

dt
(t = 0) = u1

(2.11)

(où l'équation de(2.11) a lieu au sens faible dans]0, T [) a une solution u ∈ C([0, T ];V ) ∩
C1([0, T ];H).De plus , il existe une constante C > 0(qui ne dépend que deΩet deT ) telle
que

‖ u ‖C([0,T ];V ) + ‖ u ‖C1([0,T ];H)‖≤ C
(
‖ u0 ‖V ‖ u1 ‖H + ‖ f ‖L2(]0,T [,H)

)
(2.12)

Remarque 23 .L'estimation d'énergie(2.12)prouve que la solution de (2.11)dépend conti-
nument des données ,et donc que le problème hyperbolique (2.11) est bien posé au sens de
Hadamard. donnera une interprétation physique importante d'un cas particulier de cette
estimation d'énergie.

Remarque 24 Comme dans le cas parabolique,on peut a�aiblir l'hypothèse la coercitive
de la forme bilinéaire symétrique .On obtient les mêmes conclusions en supposant seule-
ment qu'il existe deux constantes positives ν > 0 et η > 0 telles que

a(v, v) + η ‖ v ‖2
H> ν ‖ v ‖2

V pour tout v ∈ V

Le changement d'inconnue u(t) = e
√
ηtw(t)transforme l'équation de (2.11) en

d2

dt2
〈w(t), v〉H + 2

√
η
d

dt
〈w(t), v〉H + a(w(t), v) + η〈w(t), v〉H = 〈f(t), v〉H (2.13)

où la forme bilinéaire a(w, v) + η〈w, v〉Hest bien coercive sur V .L'équation (2.13)est une
équation des ondes amorties .
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Démonstration La démonstration est très semblable , aussi nous ne la détaillons pas

autant Dans une première étape, on montre que tout solution u est une série de fonctions

propres : Dans une deuxième étapes , nous démontrons la convergence de cette série dans

l'espaces C([0, T ];V )) et C1([0, T ];H)

Étape 1 Supposons que u ∈ C([0, T ];V ))∩C1([0, T ];H) est solution de (2.11)introduisons

la base hilbertienne (uk)k≥1 de H composée des fonction, propres de la formulation varia-

tionnelle qui véri�ent

uk ∈ V, et a(uk, v) = λk〈(uk, v)〉H∀v ∈ V

On écrit u(t) =
∑
k=1

∞αk(t)uk avec αk(t) = 〈ut, uk〉H , En choisissant v = uk dans (2.11), et

on notant βk(t) = 〈f(t), uk〉H , α0
k = 〈u0, uk〉H , et α1

k = 〈u1, uk〉H ,, on obtient :
d2αk

dt2
+ λkαk = βk dans ]0;T [

αk(t = 0) = α0
k,
dαk
dt

(t = 0) = α1
k

(2.14)

(Attention a une confusion possible dans les notations :la donnée initiale u1 n'a rien avoir

avec la fonction propre uk pour k = 1)Posantwk =
√
λk l'unique solution de(2.14)est

αk(t) = α0
k cos(wkt) +

α1
k

wk
sin(wkt) +

1

wk

∫ t

0

βk(s) sin(wk(t− s))ds (2.15)

Ce qui donne une formule explicite pour la solution(qui est donc unique)

Étape 2 .Pour démontrer que la série∑
j=1

+∞
(
α0
j cos(wjt) +

α1
j

wj
sin(wjt) +

1

wj

∫ t

0

βj(s) sin(wj(t− s)ds
)
uj (2.16)

Converge dansC([0, T ];V ) ∩ C1([0, T ];H) ,on va montrer que la suitewk =
∑
j=1

kαj(t)uj

des sommes partielles de cette série est de Cauchy.Dans V nous considérons le produit

scalairea(u, v) pour lequel la famille(uj) est orthogonale .Par orthogonalité dansH et dans

V on obtient ,pour ,et pourl > k tout temps t,

a(wl − wk, wl − wk)+ ‖ d

dt
(wl − wk) ‖2

H=
∑
j=k+1

l
(
λj | αj(t) |2 + | dαj

dt
(t) |2

)
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Or, en multipliant (2.14) pardαk/dtet en intégrant en temps, on obtient

| dαj
dt

(t) |2 +λj | αj(t) |2=| α1
j |2 +λj | α0

j |2 +2

∫ t

0

βj(s)
dαj
dt

(s)ds.

De la formule (2.15)on infère que

| dαj
dt

(t) |≤ wj | α0
j | + | α1

j | +βj(s)ds

En combinant ces deux résultats on en déduit

| dαj
dt

(t) |2 +λj | αj(t) |2≤ 2 | α1
j |2 +2λj | α0

j |2 +2

∫ t

0

| βj(s) |2 ds (2.17)

Commeu0 ∈ V , u1 ∈ H et f ∈ L2(]0, T [;H), on a

‖ u0 ‖2
V = a(u0, u0) =

∑
j=1

+∞
λj | α0

j |2< +∞, ‖ u1 ‖2
H=

∑
j=1

+∞
λj | α1

j |2< +∞

‖ f ‖2
L2(]0,T [;H)=

∑
j=1

+∞
∫ T

0

βj(s) |2 ds < +∞

ce qui implique que la série, dont le terme générale est le membre de gauche de(2.17)est

convergente, c'est-à-dire que la suitewkvéri�e

lim
k,l→+∞

max
0≤t≤T

(
‖ wl(t)− wk(t) ‖2

V + ‖ d

dt
(wl(t)− wk(t)) ‖2

H

)
= 0

autrement dit, elle est de Cauchy dan sC1([0, T ];H) et dans C([0, T ];V ) . Comme ces

espaces sont complets, la suite de Cauchywk converge et on peut dé�nir sa limites u

En articuler, comme (wk(0),
dwk

dt
(0)) converge vers(u0, u1) dans V × H, On obtient les

conditions initiales values .D'autre part, il est claire que u(t) , en tant que somme de

la série (2.16) véri�e la formulation variationnelle (2.11) pour chaque fonction de test

v = uk. Comme (uk/
√
λk) est une base hilbertienne deV , u(t) véri�e donc formulation

variationnelle (2.11) pour tout u ∈ V ; c'est-à-dire que u(t) est bien la solution recherche

de (2.11) . Par ailleurs, on a en montré que

a(wl − wk, wl − wk)+ ‖ d

dt
(wl − wk) ‖2

H≤ C
(
‖ u0 ‖2

V + ‖ u1 ‖2
H +T ‖ f ‖2

L2(]0,T [;H)

)
,

et l'estimation d'énergie (2.12)s'obtient alors facilement en prenant k = 0et en faisant

tendre l vers l'in�ni.
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Chapitre 3

Étude de la conduction dans un solide
semi-in�ni en utilisant l'équation de
Cattaneo-Vernotte

3.1 Introduction

L'étude de l'équation de non-Fourier (hyperbolique) pour la conduction de chaleur dans

les solides est un thème qui intéressa beaucoup de chercheurs ces dernières années. En

e�et, ce problème fut considéré par Maxwell [5]et Morse et Feshbach [6]. La formulation

de la conduction hyperbolique est attribuée à Vernotte [7] et Cattaneo [8]. Étude de la

conduction dans un solide semi- in�ni en utilisant l'équation de Cattaneo-Vernotte

3.2 Équation du transfert de la chaleur par conduction :

L'étude de conduction de chaleur dans un solide est basée sur deux relations de base, à

savoir, la première loi de la thermodynamique et la loi de Fourier. Dans la théorie clas-

sique de conduction de chaleur (conduction parabolique), l'équation phénoménologique

du transfert de la chaleur est donnée par la loi de Fourier,

q = −λ∂T
∂x

(3.1)

Cette relation montre que le �ux de chaleurq est proportionnel au gradient de température,

où λ est la conductivité thermique du milieu. L'application du premier principe de la
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thermodynamique pour le transfert de la chaleur peut être énoncée comme,

ρCp
∂T

∂t
= −∂q

∂x
(3.2)

Cette expression découle du fait que la variation de l'énergie interne d'un volume de

contrôle est proportionnelle au �ux de chaleur évacuée par conduction à travers la surface

entourant le volume de contrôle. En substituant l'équation (3.1) dans l'équation (3.2), on

obtient l'équation du transfert de chaleur par conduction dans un solide :

ρCp
∂T

∂t
=
∂(−λ∂T

∂x
)

∂x
= λ

∂2T

∂x2
(3.3)

en divisant les deux membres de l'équation(3.3) par ρCp , on obtient l'équation dite de

Fourier :
∂T

∂t
= α

∂2T

∂x2
(3.4)

α =
λ

ρCp
est la di�usivité thermique du milieu solide. Cette équation, dite de type para-

bolique, stipule que la chaleur est transmise instantanément dès qu'il y a application d'un

gradient de température. Ceci résulte en une vitesse in�nie de propagation de la chaleur

dans le solide. Cependant, il existe des matériaux où le transfert de chaleur ne s ?e�ectue

pas avec une vitesse in�nie. C'est ce qu'on appelle le modèle hyperbolique de conduction

de chaleur. Étude de la conduction dans un solide semi- in�ni en utilisant l'équation de

Cattaneo-Vernotte
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3.3 Équation du transfert de chaleur, modèle hyper-
bolique

: Dans le cas de la conduction hyperbolique, le �ux de chaleur transitoire de la chaleur

est donné par la relation [3.3, 3.4] :

τ
∂q

∂t
+ q = −λ∂T

∂x
(3.5)

Où τ est le temps de relaxation. Cette équation se réduit à celle de Fourier dans le cas où

τ = 0 . En utilisant le premier principe de thermodynamique qui stipule que la variation

de l'énergie interne d'un volume de contrôle est proportionnelle au �ux de chaleur évacuée

par conduction à travers la surface entourant le volume de contrôle :

ρCp
∂T

∂t
= −∂q

∂x
(3.6)

Dérivons l'équation 3.6 par rapport au tempst , on obtient la relation suivante :

ρCp
∂2T

∂t2
= − ∂2q

∂t∂x
(3.7)

De même, en dérivant l'équation 3.5 par rapport à la distancex :

τ
∂2q

∂t∂x
+
∂q

∂x
= −λ∂

2T

∂x2
(3.8)

En remplaçant l'équation (3.7) et l'équation (3.6) dans l'équation (3.8) on obtient :

τ
∂2T

∂t2
− ρCp

∂T

∂t
= −λ∂

2T

∂x2
(3.9)

En multipliant par moins un et en divisant par ρCp , on aboutit à l'équation hyperbolique

de la conduction ou l'équation dite de Cattaneo-Vernotte.

τρCp
∂2T

∂t2
+
∂T

∂t
= α

∂2T

∂x2
(3.10)

Il est important de remarquer que si le temps de relaxation est nul, l'équation (3.10) se

réduit à l'équation de Fourier (équation (3.4)).

∂T

∂t
= α

∂2T

∂x2
(3.11)
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3.4 Résolution de l'équation de Cattaneo-Vernotte pour
un solide semi-in�ni

Considérons un solide semi-in�ni dans la direction x soumis à une température périodiqueT (0, t).

Pour déterminer la températureT (x, t) dans le solide, il est nécessaire de résoudre l'équa-

tion suivante :

τρCp
∂2T

∂t2
+
∂T

∂t
= α

∂2T

∂x2
(3.12)

Les conditions aux limites pour cette équation sont :

T (0, t) = Tm + (T0 − Tm) cosωt (3.13)

T (∞, t) = 0 (3.14)

Dé�nissons une nouvelle variableΘ = T − Tm , la condition 3.9 se réduit à la relation

suivante :

Θ(0, t) = Θ0 exp(iωt) (3.15)

où Θ0est l'amplitude complexe d'oscillation. De même, la condition aux limites pour

l'in�nie devient :

Θ(∞, t) = 0 (3.16)

Avec ce changement de variable, l'équation de Cattaneo-Vernotte dans ce cas, peut s'écrire

sous la forme suivante :

τ
∂2Θ

∂t2
+
∂Θ

∂t
= α

∂2Θ

∂x2
(3.17)

Cherchons la solution de l'équation (3.17) sous la forme d ?une fonction ξ(x) multipliée

par le terme périodique exp(iωt). Cette solution, alors peut s'écrire sous la forme :

Θ(x, t) = ξ(x) exp(iωt) (3.18)

En substituant, la forme de la solution (équation 3.18), l ?équation di�érentielle de Cattaneo-

Vernotte devient une équation di�érentielle ordinaire pour la fonction ξ(x) .

d2ξ(x)

dx2
− ξ(x)

[
iω

α
− τω2

α

]
= 0 (3.19)
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cette équation a une solution générale sous la forme :

ξ(x) = C1 exp

(
−x

√[
iω

α
− τω2

α

])
+ C2 exp

(
x

√[
iω

α
− τω2

α

])
(3.20)

L'application des conditions aux limites (3.12) et (3.14) et l'utilisation de l'équation,

permettent d'écrire l'expression de la température Θ(x, t)sous la forme suivante :

Θ(x, t) = ξ(x) exp(iωt) = Θ0 exp(iωt)− x

√[
iω

α
− τω2

α

]
(3.21)

En prenant la partie réelle de la solution, l ?équation (3.21) devient :

Θ(x, t) = Θ0 exp

(
−x
√
ωk

2α

)
cos

(
ωt− x

√
ω

2kα

)
(3.22)

oùkest un coe�cient qui dépend du temps de relaxation et la pulsation :

k =
√

((τω)2 + 1)− τω (3.23)

Dans le cas où le temps de relaxation est nul, la solution (3.22) se réduit à l'équation

suivante :

Θ(x, t) = Θ0 exp

(
−x
√

ω

2α

)
cos

(
ωt− x

√
ω

2α

)
(3.24)

qui est solution de l'équation de Fourier pour un solide semi-in�ni au quel on impose les

conditions aux limites (3.12 et 3.14). En revenant à la dé�nition deΘ(x, t) = T (x, t)− Tm
, la température peut s'écrire alors sous la forme suivante :

T (x, t) = Tm + (T0 − Tm) exp

(
−x
√
ωk

2α

)
cos

(
ωt− x

√
ω

2αk

)
(3.25)

Résultats et interprétation

Pour étudier les variations de la température dans un solide semi-in�ni dans le cas de la

conduction de la chaleur en modèle hyperbolique, il est nécessaire de comprendre l ?e�et

qu'a le coe�cient k , qui dépend du temps de relaxation, sur l ?amplitude et le déphasage

dans l'expression de la température
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Figure 3.1 � Variation du coe�cient k en fonction de τ .

Figure 3.2 � Variation du coe�cient

√
wk

2α
en fonction de τ .
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Figure 3.3 � Variation du coe�cient
√

w

2αk
en fonction de τ

Pour cela, les variations du coe�cient k en fonction du temps de relaxation τ sont repré-

sentées sur la �gure 3.1. Il est à noter que ce coe�cient diminue à fur et à mesure que le

temps de relaxation augmente

Résume Ce travail présente l'étude de la conduction dans un solide semi-in�ni soumis

à une température initiale sinusoïdale. Après avoir établi l'équation de la chaleur de type

hyperbolique, appelée l'équation de Cattaneo-Vernotte, la température au sein du solide

fut obtenue analytiquement. Les résultats obtenus montrent que la température dans

le solide semi-in�ni présente une amplitude et un déphasage fonction de la distance, la

di�usivité thermique et le temps de relaxation.
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