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Introduction

L’analyse a posteriori est en quelques années devenue 1’outil de base pour 'adaptation
automatique de maillages en éléments et volumes finis. Toute fois elle a bien d’autres
applications.

L’analyse a posteriori est maintenant un outil important pour améliorer l'efficacité de
la discrétisation et, jusqu’a notre connaissance, n’a pas été encore exécutée pour la dis-
crétisation des modéles de coque (nous référons [I3] pour un premier travail dans cette
direction au sujet d’un modéle de plaque). Son premier but est 'adaptativité de maillage.
En effet, un nombre beaucoup plus petit de degrés de liberté est nécessaire pour obtenir
une exactitude donnée quand la maillage finale est adaptée a la solution, et la construc-
tion d’une telle maillage se fonde sur les indicateurs d’erreur qui dépendent seulement de
la solution discréte, par conséquent peut étre calculée d’une maniére explicite et le plus
souvent non chére. Les évaluations a posteriori montrent que ces indicateurs fournissent
une bonne représentation de I'erreur locale, voir [22] pour une présentation détaillée de
tout ceci. Ainsi nous éffectons 'analyse a posteriori de la discrétisation et prouvons les
limites supérieures et inférieures pour l'erreur en fonction du type résiduel indicateurs.
Dans le cas des méthodes de pénalité telles que décrit de dans [I7] par exemple, il est
prouvé dans [6] que I'analyse a posteriori fournit également une évaluation de l’erreur
publiée de I'addition d’une limite de pénalisation (voir [5] pour une autre application).
Ceci exige deux genres d’indicateurs d’erreur : Un indicateur est lié a la pénalisation et a
une famille des indicateurs a locaux a la discrétisation finie d’élément. L’idée principale
de cette approche est de découpler coupler autant que possible ’évaluation des erreurs
provenant de la pénalisation et de la discrétisation finie d’élément et de choisir le para-

meétre de pénalité pour que les deux erreurs soient du méme ordre. Dans ce cas-ci aussi,



nous prouvons des évaluations optimales pour 'erreur.
Dans une étape finale, nous décrivons la stratégie qui est employée 'adaptativité. Les
expériences numériques sont en bon accord avec 'analyse. Elles justifient le choix de la

discrétisation et ménent a une comparaison du méthode que nous proposons.



Chapitre 1

Estimations d’erreur a posteriori pour
le Laplacien

1.1 Introduction

Tout au long de ce chapitre, ¢ est une constante générique. Soit {2 ouvert polygonal borné
connexe de R2. On suppose que sa frontiére I' = ) se décompose en deux parties 'y et

I'p telles que I'p soit de mesure non nulle. On considére le probléme aux limites suivant

—Au=f dans Q

u=0 sur I'p (1.1)

g—Z:g sur 'y

o f e L*Q) et g e L*(Ty). L'objet de ce probléme consiste a estimer I'erreur effectuée
lors du calcul d’une approximation u;, de u par la méthode des éléments finie P; en
fonction ne dépende pas par la solution u du probléme au limite (qui est inconnue) mais

des données f, g et €2 ainsi que de la solution u; du probléme discrétisé.

1.2 Formulation variationnelle et approximation

Maintenant nous déterminons une formulation variationnelle vérifiée par la solution du
probléme aux limites (1.1]) et nous montrerons que ce probléme admet une solution unique.
On admettra le résultat (voir Allaire [I], p.73) qui affirme qu’il existe une constante C'

dépendant uniquement de Q et de I'p telle que

[ull72() < CllVullZ2() pour tout u € X,



ol

X :={ue H'(Q) tel que u(z) =0 presque partout sur I'p}.

La formulation variationnelle consiste a déterminer
u€ X ={ve H(Q):u(x) =0sur I'p}

tel que, quel que soit v € X,

/Vu.Vvdx:/fvdx—l—/ guds.
Q Q I'n

D’apres le théoréme de Lax-Milgram, cette formulation variationnelle admet une solution

unique. La coercivité de la forme bilinéaire découle de 'inégalité de type Poincaré (voir

Allaire [1).

1.3 Discrétisation par éléments finis

Soit T, une suite de maillages réguliers de  (voir [I], définition 6.3.11), on note &,
I’ensemble des arétes du maillage et on suppose que toute aréte du maillage appartenant
au bord du domaine €2 est incluse soit dans {2y, soit dans Q2p. On note &, y les arétes du
maillage incluse dans Qy, &, p les arétes incluses dans Qp et &, o les arétes du maillage
incluses dans (2.

gh,Q = {E € gh - F C Q},
gh,N = {E S gh EC FN};
gh,D = {E c& B C PD}

on introduit les fonctions f(h) (respectivement g(h)), approximation de f (respectivement
de g), constantes par morceaux sur chaque triangle 7' de 7, (respectivement sur chaque

aréte E de &, ), définies par

F) (@) = fr = |T\‘1/Tf(y)dy pour tout z € T (1.2)

et
g(h)(z) == gg = |hE|_1/ g(y)dy pour tout = € E, (1.3)
E
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ou |T| est laire du triangle T et hg la longueur de l'aréte F.

On note u(h) la solution du probléme aux limites

—Au(h) = f(h) dans )
u(h) =0 sur I'p (1.4)
9up) =g(h) surTy

Pour le probléme (1.4) Nous :

1. Déterminons la formulation variationnelle vérifiée par u(h) et nous établirons qu’elle

admet une solution unique.

2. Montrerons qu’il existe une constante C' ne dépendant que de €2 et de I'p telle que
lu = w(h) |y < CUL = f(B) 2@ + 1lg — 9(A)ll2ry))-
3. Pour Tj le triangle de référence défini par
Ty = {x = (21,25) € R* tel que 71 > 0,25 > 0, et 1 + 25 < 1},

nous montrerons que pour un triangle 7" du maillage, il exist A7 matrice 2 x 2 et
by € R? tels que T = Fr(Ty) ot Fr est lapplication affine définie par Fr(z) =
Ar(z) + by. Dans un premier temps, nous montrons qu’il existe une constante C

indépendante de h telle que pour tout triangle 7" du maillage on ait
”AT” S ChT’

ou hp est le diamétre du triangle T.( voir Allaire [I] page 126 pour un rappel de la
définition du diamétre de T'.)

Remarque 1 La propriété a démontrer est indépendante de la norme matricielle
considérée. On pourra par exemple établir ce résultat pour la norme matricielle su-
bordonnée & la norme vectorielle euclidienne, voir Allaire [1] p.131. Dans ce cas,
C = p;ol ou pr, est le diamétre du cercle inscrit dans Ty). De méme, qu’il existe une
constante C' indépendante de h telle que

A7 < Chzt.



on rappelle que [inégalité de Poincré-Wirtinger est mesurable que st w est un do-
maine borné régulier, les coins sont autorisés, il existe une constante C, ne dépen-
dant que de w telle que pour tout f € H'(w), on a

[1s=mnp<c. [wse

ot m(f) est la moyenne de f sur w (voir Allaire [1f, équation (5.28)).

En appliquant 'inégalité de Poincaré-Wirtinger (voir Allaire [I]) au triangle de réfé-
rence Ty, on montre, en effectuant un changement de variable approprié, qu’il existe
une constante C' (indépendante de h) telle que pour tout triangle 7' du maillage et

toute fonction f € H'(Q), on a

L= s <c [ ose
T T
on rappelle que hr est le diamétre du triangle T'.

4. Finalement nous montrons que si ¢ € H*(I'y), il existe une constante C' indépen-

dante de h et de g telle que toute aréte £ € Ty n,

/ 9 — g < CI2, / Vol
T FE

En déduire que si f € H'(Q) et g € H(T'y), alors u(h) converge vers u lorsque h

tend vers zéro et donner une estimation de 'erreur ||u — u(h)|| g1 (q)-
Preuve.

1. La formulation variationnelle est identique & celle obtenue précédemment, quitte a

remplacer f par f(h) et g(h).
2. pour tout v € X, on a

/Q(Vu — Vu(h)).Vodx = /Q(f — f(h))vdx +/r (g — g(h))vds.

N

En choisissant v = v —u(h), on en déduit en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz

et le Théoréme de trace que
/Q [V — Vu(h)|*dz < Cllu—u(h)|[mo)(If = F() 2@ + g — 9(M) [l r2r,))-

6



D’apres I'inégalité de type Poincaré, il vient
lu = w(h)||lmv@) < CUL = F(B) 2@ + 1lg — 9(W)llz2r))-

. Soit T un triangle du maillage. On note ag, a; et as ses sommets et Ay la matrice
(CL1 — CLQ|CL2 — ao).
L’application affine Fir(x) = Ar(z) + ag est telle que T' = Fr(Tp).

On utilise la norme matricielle subordonnée a la norme euclidienne. On a

[Az[| = sup [[Apz].
l=l<1

Soit By la boule inscrite dans Tj de rayon pg et de centre zy. On a

[A7|| = py" sup |[Arz|| =py"  sup ||Apz—Arxol| = pgt sup ||Fr(z)—Fr(zo)l|.
Jzll<po lo—zol<po ]l <Bo

comme By est incluse dans Tp. On en déduit que pour tout = € By, Fr(x) appartient

aT. Ainsi ||Fr(x) — Fy|| < hr

Réciproquement, on a

oll pr est le diameétre du cercle inscrit dans 7. Le maillage étant régulier, le diamétre
du cercle inscrit dans 7' est du méme ordre de grandeur que le diamétre du triangle
T. Ainsi,

IAZ'[ < Chzt,

. D’aprés I'inégalité de Poincaré-Wirtinger, pour toute fonction o € H'(T}), on a

o — mle)Pde < / V|2de:

To To

On pose ¥ = p o FT_l. On a Viy(y) = A}1Vg0. En effectuant un changement de

variable dans I'inégalité précédente, on en déduit que

/ o — m() P A dy < / ArVoP| det Ar|~dy,
T T

7



soit
[ o= m@pdy < [ 1arvopay
T T
D’aprés la question précédente, | Ar|| < Chy (ot C est une constante indépendante
de hr) et
[ o=y <l [ (9opay
T T

En appliquant cette inégalité & v» = f, on en déduit que
[15= 5P < lha [ 19570
T T

5. Un raisonnement similaire nous permet d’établir que

/ 9 — g(W)? < |CH2 / Vgl
E FE

En combinant cette inégalité avec celles obtenues, il vient

[ = u(h)l[ 1) < CAUIV fllz2@) + [Vl 2wy )-

1.4 Estimation a posteriori

On souhaite déterminer une majoration de I'erreur |ju, — u(h)|| g1 (o) en fonction de uy, et
des données du probléme (ou uy, est la solution du probléme et u(h) du probléme
(1.4)). Pour chaque aréte E du maillage, on note ng sa normale unitaire. On oriente ng
de maniére arbitraire, sauf pour les éléments de 7;, y pour lesquels on suppose que ng
coincide avec la normale extérieure a ). On note N, I'ensemble des noeuds du maillage
pour chaque triangle 7" du maillage, on note N(T') 'ensemble de ses sommets. De plus,

pour tout noeud x € N, du maillage, on note
we = Uzen(n)T.

I'union des triangles du maillage dont I'un des sommet le noeud =z.



Lemme 1 On note X, lespace des élément finis Py de T, s’annulant sur I'p
X, ={veC): v/ € Py pour tout triangle T € Ty, v = 0 sur I'p}.

soit up, € Xy, la solution du probléme variationnel

/Q T, 7 vh = / F(hyon + / olhym, (15)

pour tout v, € Xp,. Alors admet une solution unique.

Preuve. 1l suffit d’appliquer le Théoréme de Lax-Milgram pour obtenir I’existence
d’une unique solution au probléme discrétisé (1.5))(voir Allaire [I]). m

Lemme 2 Soit © € Ny, pour tout ¢ € X, on note 7,0 € R la moyenne de ¢ sur ['ouvert
wy. On définit Iy, Uopérateur de X a valeurs dans Xy par

Inp(x) = (mpp)(x) pour tout x € Ny \ T'p

et
Inp(x) = 0 pour tout x € N, NTp.

1. La définition introduite permet de définir I € Xp, de maniere univoque.

2. 1l existe un entier m indépendant de h tel que pour tout x, sommets du maillage,
card{T € Tp; T Cw,} <m

(On rappelle que Ty, est une suite de maillages réquliers), et donc il existe une
constante C' indépendante de h telle que pour tout sommet x et tout triangle T
du maillage

T € w, = diam(w,) < chr.

3. On peut généraliser le résultat obtenu. Plus précisément, soit Q et Q deus ouverts
bornés, réguliers et connexes de R? et F' une application continue et bijective de )
vers Q, C' par morceaus.

On admettra qu’il existe une constante C' ne dépendant que de Q telle que pour tout
p € H'(Q)

max._g det(VE(Z))
_ 10/t 2 < 2ch P12 2, L
o =191 [ glltney < O ma IV F@ PVl (16)

En déduire d’apré V'inégalité (1.6) qu’il existe une constante C' indépendante de h telle

que pour tout sommet z du maillage et tout élément v € H'(w,), on a

o =yl 2oy < Cldiam(wn)| Vol 2oy



Lemme 3 Nous avons pour sommet x du maillage, w, est l'image d’un polygone réqulier
(dépendant de x mais dont le nombre de coté est borné indépendamment de h et x) par
une application affine par morceau.

1. Alors nous pouvons démontrer qu’il une constante C indépendante de h telle que
pour tout triangle T du maillage et tout p € Py, on a

lpllzo=(ry < CITI 2 pll2cr)

et
1Pl 2y < CIT) 2 p]l ooy

2. Et nous montrerons que pour tout triangle T € T, toute aréte E € T, et toute
fonction p € X, on a

e — Inpll2ry < Chellell mr@r)

et
1/2
le — Ingllz2sy < ChL2 N0l i on)s
ol
wr = UgeN(T)Wz €t Wg = UreN(E)Ws

et N(T') et N(FE) désignent respectivement l’ensemble des sommets de T et E.

Remarque 2 La relation (¢ — Inp)r = ZIGN(T)<(,0 — Ip(2)) s, 0t ¢, est la fonction
de base associée au noeud x du maillage, est utile.

Preuve.

1. Un élément fini P; est déterminé de maniére unique par ses valeurs aux noeuds du
maillage. La définition de I;, détermine pour tout ¢ un élément fini Py I;(y), car
elle précise sa valeur en tous les noeuds du maillage. De plus, comme [;(¢) s’annule

sur ['p, il appartient a x.

2. La famille de maillages 7, était supposée réguliére, 'angle formé par deux cotés

d’un triangle T' € 7T;, est borné inférieurement de h. Notons 6,,;, > 0 cette borne

inférieure. Un sommet x du maillage ne peut pas appartenir a plus de triangles

Qmin

du maillage et

2
(Card{T € Tn; T C w,}| < 7”

min

10



L’ouvert w, est inclus dans la boule centrée en = de rayon maxyr-, hy. Ainsi, il

suffit de prouver que pour tout triangle 7" du maillage inclus dans w,, on a

max hp < Chyp.
T'Cwy

. hr .
En fait, il suffit de montrer que le rapport — entre deux triangles possédant une
T>
aréte commune est borné par une constante cg. On en raisonnant de proche en

proche que

max hT’ S (Co)m_lhT7
T'Cwy

oum = sup, |Card{T € Tp;T € w,}|. Soit F laréte commune & T; et T» le maillage
h h
étant régulier, Tt ot £ sont tous deux majorés indépendamment de h. Il en est
E " Ty
donc de méme pour —.
T

. Nous allons prouver que pour tout entier n il existe une constante C,, telle que pour
tout sommet = du maillage appartenant a n triangles distincts du maillage (i.e, tel

que n = |Card{T € Tp;T C w,}|, on a
[0 = Mol L2(0) < Culdiam(ws))[[Vollz2e,)-
étant donné que n est majoré par m, on en déduit alors que
[0 = a2 < sup Cn(diam(ws))|[[ Vol 2(w,)-

On suppose pour simplifier que = n’est pas un élément du bord du maillage (dans
le cas contraire, on peut aisément adapter le raisonnement qui suit).

Soit w, un polygone régulier de diamétre 1, centré a ’origine. On décompose w, en
n triangle notés T;(i = 1, ...,n). Soit F' un difféomorphisme, de déterminant positif,
de w, dans w,, continue, dont la restriction sur chacun des triangles 7; est affine, tel
que F(0) = x et tels que F(T;) soit un triangle du maillage 7Ty, (une telle application
existe et est définie & une rotation de %TW prés (k=1,...,n) du polygone w,,).
D’apreés 'inégalité de I'énoncé, il existe C, tel que pour tout v € H(w,),

9 max det F’ 9 9
v — 7Txv||L2(wz) < CnWHVF” ||V90”L2(wz)-

11



Or

K
max detF' = max(n|K||w,|), mindet FF = min(n| |
Kewy Kewy |wx|

)

F h
|[VF| = max 1Egl] <=L
lull=po  Pn Pn

ol p, est le diamétre du cercle circonscrit des triangles 7;. On obtient donc la

?

majoration recherchée suivante
max | K|
min | K|

PnHVSOH%%wz) .

C, h2

v — Wx“”%?(ww) >

. L’ensemble des polynomes de degré inférieur ou égale & un espace de dimension fini,
les normes ||p||zo(ry) et ||pllz2(my) sont équivalentes. Il existe donc des constante Cy
et Cy telles que

pllzoe (o) < Crllpllz2(zy)
et

1PNl 2(70) < Callpll oo (-
Soit T' un triangle quelconque de R? et F' une application affine, difféomorphisme
de Ty vers T. Pour tout polynéome p de degré au plus un, on pose p = p o F~1,

p est également un polynome de degré au plus un sur R?, et d’aprés les inégalités

précédentes,

1Pl 2o (1) < CulPll 2 (1) (1.7)
et

12122 (1) < Cullpllzee () (1.8)
or

Dl 2o () = 1Pl| oe )
. T~ lpl1?
I~ p
Py = [ oPldetv Pt = O,

Ainsi, d’aprés (1.7]), on obtient

< CLT|I™Ipll 2 (my

[Pl oo (1) < NG

12



et d’apres (1.7)

1
||p||L2(T) < 02\/§|T|2 ||p||Loo(T)
. Soit p € X, on a
(¢ — Inp)r = Z (o = In(p)(2)) s = Z (p — T00) o
zeN(T) 2EN(T)
Ainsi,

le — Ingllary < Y Nl — mallzr)

xeN(T)

Ainsi, il vient

| — Inoll2y < C Z ( diam w,)

zeN(T)

Vol 2(w,) < Chr|| Vel L2 (1.9)

(Pour obtenir cette derniére inégalité, on utilise le fait que, le maillage étant régulier,
le diamétre des ouvert w, est du méme ordre de grandeur que hr).

On effectue un raisonnement similaire pour majorer ||¢ — I,p||L2(g). Tout d’abord,
on montre, on effectue un raisonnement identique a celui effectué, on déduit qu’il
existe un constante C' telle que pour toute aréte £ du maillage, tout sommet x de

E et toute fonction v € H'(w,), on a
1
16 = w2y < Chpl Vel L2w)-

lo = Inelliemy < Y o = meplldoll 2o (1.10)
zeN(E)

Soit p € X, on a
(p—Inp)e= > (0= Iu(@)@)br. = Y (0= Tap) s
zeN(T) zEN(E)
Ainsi

lo — Inllzzmy < D Ml — Tl 2.

zeN(T)
Ainsi, d’aprés (1.4), il vient
1 1
lo = Inpllrzmy < C Y hlIVelrw,) < ChEIIVEl 2. (1.11)

zeN(E)

13



Lemme 4 pour une fonction ¢ € L*(Q) dont la restriction pr sur chaque triangle T € Ty,
est continue et toute aréte E € &, q, on note [¢|g le saut de la fonction ¢ le long de Uaréte
E définie pour tout x € E par

[lp(x) = lim (o(z + tnp) — (z — tng))

t—0t

Nous montrons que pour tout v € X,

Lf@M+Z;QMWiAVWVv

= Z/Tf(h)v—i— Z /E(g(h)—nE.Vuh)v+ Z [ng.-Vug)gv. (1.12)

TET, EE(S}L’N Eegh,ﬂ
Preuve. Soit v € X, on a
/ Vu,. Vv = E / Vu,. Vv
T Ter, I T

Sur chaque triangle T’ u, est régulier, on peut donc effectuer 'intégration par partie

/Vuh.Vv:—/Auhv—l—/ (Vuh]T.nT)v,
T T oT

oll ny est la normale extérieure du triangle 7T'. La restriction de u; a tout triangle 7" du

maillage étant affine, Au, = 0 sur 7. On en déduit que

/Vuh.Vv: Z /nE.Vuhv+ Z /(Vuh|Tl.nT1+Vuh|T2.nT2)v.
0 B E

Ee€Th,N E€Tho

Sans perte de généralité, on peut supposer que ng = ny,.
On a alors or Vuy|p, = limy_,o+ Vup(z — tng) et Vuy|p, = limy_ o+ Vuy(z — tng).
Ainsi,
Vup |1, nr, + Vug|n,np, = thr%+ Vup(x —tng).ng — Vup(x +tng).ng = [Vupnglp
_>
Alinsi,

/Vuh.V'U: Z /nE.Vuhv— Z /[Vuh.nE]EU
Q E E

E€7—h,N E€7—}L,Q
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et

/f(h)v+/ g(h)v—/QVuh.Vv

_ Z/f LR / h) —np.Vup)o+ Y [np.Vuy)v. (1.13)

TET;, EeTh N EcTho

On déduit des deux lemmes précédentes et du probléme variationnel vérifie par uy, le
résultat suivant :
Lemme 5 Il existe une constante C' telle que pour tout v € X, on a

| s+ / W= [ Vuvo < Clolwat X [ BIF0)

TeT

+ > helgh) = np.Vun) B + Y hplne Vs sllia g 2. (1.14)

EE'ELJ\] EEE,Q

Preuve. Pour tout v, € zp, on a

/Qf(h)vh + /FN g(h)vy, = /QVuh.Vvh.

Alinsi, pour tout v € X, on a

/szf(h)v+/1“N g(h)v—/QVuh.Vv = /Qf(h)(v—vh)+/FN g(h)(v—vh)—/QVuh.V(v—vh).

D’aprés 'égalité établie précédemment, suite a I'application de linégalité de Cauchy-
Schwarz, il vient

/f(h)v ‘l—/ 'U — / VU/h Vv < Z ||f ||L2(T ||U —UhHL?(T
Q 'y

TeTh

+ 3 Ng(h) = np.Vunllz@y v — onlleey + Y Nne-Vurlsllae v — oallae)
E€7—h,N E€7—hQ

En appliquant cette majoration a vy, = Ij,(v) ainsi que les estimations et (1.11)), on
obtient

/Q F(hyo + / By - / Vuth<C<ZHf ez hrllol oy

TeT;

1
+ Y lg(h) = np. V|| 2(p) EHU\Hl(wE)Jr > Nne-Vulell2@hzvllm e,

E€Th, N E€Th o

15



et
Jo f(R)v + er g(h)v — [, Vu,. Vo <

VI

Dol + Y Molien + D ol

TeT, EcTy N E€Th o

ol

SO IFMzahz+ Y llgh) = neNVunliambe + Y lne Vsl izmhe

TeTh EcTh,N E€Tho

Enfin, comme chaque triangle 7" du maillage appartient a les ouverts wr et wg uniformé-

ment borné (par rapport a h), on déduit que

Jo FB)0 + Ji, 9(h0 = fo, VunV0 < Cllvllmoy (e, I1F0) b3

=

+ > Ng(h) = e Vunlliamn, + Y Ine-Vunlie

EG'ELJ\/ EE'T}LQ

Lemme 6 On conclut qu’il existe une constante C' indépendante de h telle que

luth) = willzn ey < € Y . (1.15)
T€Th
ot
e = { W ey + 3 S e bl Vual ol
1
> bl —np V) s (1.16)

E€Thy,n NT(T)

et T(T') est l'ensemble des arétes du triangle T

Efficacité

Linéqgalité nous permet de majorer I’erreur induite par [’utilisation de la méthode des
éléments finis P1. Cependant, il est naturel de déterminer si la majoration obtenue n’est
pas trop grossiére. Une estimation a posteriori est dite efficace si Uerreur ||[u(h) — s m(q)
est du méme ordre de grandeur que lestimateur c’est o dire (dans notre cas) s’il existe
une C' > 0 indépendante de h telle que

C > g < lluh) = wn)llin s, (1.17)
TETh
ot nr est défint par (u up, est la solution du probléme et u(h) du probleme

(-) Si Uestimateur et l'erreur sont équivalents (lorsque h tend vers zéro), on dit que
l’estimation est asymptotiquement exacte.
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Preuve. Il suffit de constater que pour tout v € X, on a

/Qf(h)m/FN g(h)U:/QVuh.Vv.

Ainsi, d’aprés le lemme précédent,

[ V)~ )90 < ol X 8%

TeTh

ol

1 1
e = {0l + 5 Do halleVulellz+ D0 halllgs —neVulelE),
EEghygl—k‘;‘(T) Eeé‘h,QHS(T)

(1.18)
et £(T) est 'ensemble des arétes du triangle 7. En appliquant cette estimation a v =

u(h) — uy, et en utilisant I'inégalité de type Poincaré

ol < C / VP,

pour tout w € X, on obtient

lu(h) = unllm) < C(Y )2,

TET,

Lemme 7 On associe a chaque triangle T du maillage une fonction dite bulle by définie
par

{br(x) = {27TA1 () Aao(z)N3(x) siz €T et 0 six € QNT,
ot A1 (), Ao(x) et A\3(x) sont les coordonnées barycentriques de x dans T.

1. Alors by est une fonction continue sur Q, que 0 < by < 1 et que mazyerbr = 1.

2. Ft il existe deux constantes positives ¢, et co (indépendantes de h) telles que pour
tout triangle T' du mazillage.

9
Clh% S / bT = —|T| S Cgh%.
. 20

3. Il existe une constante C' telle que

IVbr || r2¢ry < Chy||brl| r2r).-

17



Remarque 3 On pourra se ramener a un triangle de référence Ty afin d’établir
cette relation.

Preuve.

1. La fonction by est continue, car A;(x)Aa(x)A3(x) est nul sur le bord du triangle 7.
On a

max by(x) = max 27\ A2 A3,
zeT ANEK

ol

K={ eR*: \;>0et \; + A+ X3 =1}

Le maximum de br ne peut étre atteint en un point tel que 'une des coordonnées
de A s’annule. D’aprés les conditions d’optimalité du premier ordre, il existe donc
un réel p tel que

27)\2/\3 = 27)\1)\2 == )\1)\3 = U

(les contraintes de type \; > 0 sont innactives). Il s’en suit que A\ = g = \3 = % et

e () =1

2. D’aprés la formule de quadrature (6.43) (voir Allaire [I])

TR |7
/ Mdghy — LLILLL2E [T
. 5! 60

27 9
/bT = 2T = —|7).
. 60 20

Le maillage étant régulier, |T| est du méme ordre de grandeur que h%.

Alinsi,

3. Soit Fr une application affine telle que Fr(7Ty =T'). On a by o Fr = by, et
o7 Z2(7) = /TO |bro |*|detV Fr| = |detV Fr|||br, |72, (1.19)
De plus, Vby = VE;'Vby, et
IVbr[|72 () = /TO [VE; 'V, |*|detV Fr| < |detV Fr| [V Ep{|br, |72z, (1.20)

18



Alinsi,
IVbrllz2ery < CIVER o7l 2.

On conclut en notant que ||VE: || = max)py|—pr Mzll < Lo < on;t
p(T) PT

Dans la suite on va chercher & obtenir une majoration du premier terme de ’estimateur

nr en fonction de 'erreur due a la discrétisation par élément finis P;.

Lemme 8 Nous avons les résultats suivants :

1. Pour tout triangle T € Ty, on a
/fTbT = / V(ﬂ(h) —Uh).VbT.
T T

2. 1l existe une constante C, indépendante de f que pour tout triangle T € Ty,
[ frlI T2 < Chyt ||V (u(h) = un) |2y
En déduit que
Wl frlizaey < Cllu(h) = unllfn -

Preuve.

1. Par intégration par partie,la restriction de u, a T étant affine et by étant nul sur le

bord de T', on a
/ Vu, . Vbor = 0.
T

De plus, d’apreés le probléme variationnel vérifié par u(h), on a

/T Vu(h).Vbr = /T Frbr.

Alinsi,
/TV(U<h) — up).Vbr = /TfTbT-

97|
20

2. Comme [, by = on a

NT|| fr|
20

— [ ulh) = w):Fbr < [9C0) = un) 2| Vor .
T

19



Or ||VbTHL2(T) S Ch;IHbTHL?(T) S Ch;1|T|% AiIlSi,
— 1
Tl 2] < CIV (u(h) — wn) || z2ryhz | T2

et
712 fr < CIIV(u(h) = un) |l 2ayhr

on en déduit que
|frlze = |frPIT] < ClIV (u(h) — wn)l[72(ryhz™.

Lemme 9 On introduit un nouveau type de fonction bulles.
Soit E € Tq et T1, Ty les triangles situés de part et d’autres de celle-ci. On note bg la
fonction définie par

be(x) == {4\ (x)Xo(z) six € Ty UTy et 0 si x € O\ (11 U Ty),

0l Ai,Ae sont les deux coordonnées barycentrique de x dans le triangle T; (i=1 ou 2)
associées auxr sommets de laréte E. On pose wg = T U T.

1. Alors by est continue sur Q, que 0 < by < 1 et que maxyer,urn, bp(z) = 1.

2. Il existe deux constantes cs et ¢y (indépendantes de h) telles que pour aréte E € Tpq
et pour tout triangle T du maillage inclus dans wg, czh3 < fT bp = §|T| < cyh’,.
2hE
5
3. Il existe une constante C' telle que pour aréte E € Ty, o et pour tout triangle T du
maillage inclus dans wg, | Vg2 < Chi'|be| L2(n)-

Nous avons de plus que [, by =

Preuve.

1. La fonction bg est continue sur chaque triangle. De plus, on a continuité le long de
chaque aréte : by nulle sur le bord de 77 NTy égale & 4\ (x)Ao(z) sur laréte E. Elle

est donc continue. On a

max bp(x) = max 4A(1 —\) = 1.

z€TUTy 0<A<1
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2. De plus on a pour tout 17" € wg,

4|T)2! T
/bE—/4)\1)\2 l | |3|

Enfin, comme le maillage est régulier, |T'| est du méme ordre de grandeur que hZ%.

1. 2
/bE—/4sl—shEds—4hE( —3)= ’;E

3. Le méme raisonnement que celui effectué dans le lemme 8 s’applique et permet
d’obtenir que

IVbg| 2y < Chigtbel| 2 (r)-
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Dans ce qui suit, on chercher & obtenir une majoration du deuxiéme terme de l'esti-

mateur 17 en fonction de l'erreur due a la discrétisation par éléments finis P;.
Lemme 10 Nous montrerons :
1. que pour tout E € Tp, q,

— /E[nE-VUh]EbE = Z /T(f(h)bE — V(u(h) = un).Vbg).

Tewg

2. Et qu’il existe une constante C telle que pour tout aréte B € &,

1 _1 1
Ilne-Vurlellhg < Y (hp* IV (u(h) = un) ey + Rl frllZeer

TCwEg

3. En déduire qu’il existe une constante C' indépendante de h telle que

|nEe-Vurlellr2p) < Chp? |u(h) — up|| g1 wp)-

Preuve.

1. Par intégration par partie,
wE TCwg T E
De plus,d’aprés le probléme variationnel vérifié par u(h),
> / f(h)bg = / Vuy, V.
TCwg T wE
Alinsi,

/E[nE-VUh]EbE = /wE V(u(h) —up).Vog — Z /Tf(h)bE

TCwg
2. D’aprés le lemme précédent, on a

I[nE.Vuh]E\[EbE < Y Mz Ibell ey + 1V (w(h) = wn)l 2o Vel 20y

Tewg

Et donc,

I[nE-Vuh]EI/EbE <O M lz2ery + Chgt IV (w(h) — wn) |2y bell 2y

Tewg
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Or ||bE||L2(T) S OhE et fE bE = QhE/3 AAiIISi7

\[ne.Vup]glhe < C Z (Hf(h)”LZ(T) + OhEIHV(U(h) - uh)||L2(T))hE'

Tewg

On obtient la majoration souhaitée en divisant cette inégalité par h;;/ 2,

3. On a prouvé que pour tout triangle 7T,
he |l frllzeery < Clluh) — unll g
Comme hp et hg sont du méme ordre de grandeur, il s’en suit que
hi 2\ frllzacry < Chig' u(h) = wnllar oy
On a donc

[n5-Vunlpli2(ey = b | [ne-Vunlel < C Y hg" 2|V (w(h) = wn)| e

Tewg

On étend (de maniére élémentaire) la définition de by au cas ou E € Tj, y. En d’autres
termes, pour tout £ € T n, si 1" désigne I'unique triangle du maillage 7 contenant ’aréte
E, on pose

bp(x) = {4\ (x)A2(x) six € T et 0 si x € O\T,

ol A\j(x) et Aa(x) sont les coordonnées barycentriques de = dans le triangle T associées

aux sommets de aréte /. m

Lemme 11 Pour toute aréte I € &, N,

E wE wE
En déduire qu’il existe une constante C telle que pour aréte E € &, v,

1,2

|95 — ne-Vun||z2z) < Chy " “|lu(h) — un | g1 (wy)-

Preuve.
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1. Par intégration par partie,

WE E

En utilisant la formulation vérifiée par u(h),on en déduit que

/(gE — nEVuh)bE = / V(uh — uh)VbE — / f(h)bE

E wE wE

En effectuant exactement le méme calcul, quitte & remplacer :
—[ng.Vupg par gg — ng.Vuy,

on obtient

lgE — ne-Vun| L2z < Chi 2{Ju(h) — || ()

Lemme 12 L’estimation a posteriori est efficace.
Preuve. En utilisant les résultats obtenus, on en déduit que

N7 < Cllu(h) = unlfp s
d’ou

> i < Cllulh) = unlizn -

TETh

L’estimations a posteriori est donc efficace. m
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Chapitre 2

Discrétisations par des éléments finis
d’un modéle de coques de Naghdi

2.1 Introduction

Les équations de modéle coques linéairement élastiques de Naghdi. Dans leur formula-
tion classique, elles constituent un systéme des EDP de deuxiéme ordre linéaire qui est
elliptique quand la coque est maintenue sur une partie de sa frontiére : Les inconnus
sont les composants de covariant du déplacement de la coque et de sa rotation. Une autre
contrainte est imposée sur la rotation qui doit étre tangente a la coque ; cette contrainte est
facilement exprimée en composants covariantes. Cependant, une telle formulation n’adapte
pas a des discontinuités de courbure sur la surface moyenne de coque.

La formulation du modéle de Naghdi qui est employé ici a été présentée par Blouza [§]
et Blouza et Le Dret [11]. Elle base sur I'idée d’employer une formulation base-libre lo-
cale dans laquelle les inconnus sont décrits dans des coordonnées cartésiennes au lieu du
covariant ou des composants contravariant comme est habituellement fait dans la théo-
rie de coque, voir par exemple [3]. Une telle formulation peut manipuler des coques de
classe W2, En particulier, on permet des discontinuités de courbure de moyenne sur-
face. D’ailleurs, en raison de la discrétisation et comme d’abord proposée de dans [9], un
multiplicateur de Lagrange peut étre présenté pour manipuler la condition la contrainte
sur la rotation.

La littérature sur 'approximation par élément fini des modéles de coque bidimension-
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nels est grande. Mentionnons quelques approches. Pour ce qui concerne des méthodes
conformes, les triangles de Ganev et d’Argyris fournissent a l'interpolation par des poly-
nome du degré 4 et 5, la convergence d’ordre élevé dans ch* quand la solution est assez
lisse. Ces ¢léments sont employés par exemple pour étudier le modéle linéaire de Koiter
pour C3-coque dans la formulation classique voir [2]. De telles méthodes sont également
appliquées pour approcher les modéles de coque géométriquement exacts dans [12]. Les
éléments d’Argyris sont employés dans [19] pour I'analyse numérique du modéle de Koiter
avec peu de régularité dans la formulation cartésienne proposée de dans [10]. Nous men-
tionnons également approche a trois dimensions d’élément de coque, voyons [14]. Dans le
cadre toujours des coques avec peu de régularité, c.-a-d., quand la surface moyenne est de
W2 un élément non conformes DKT (triangle discréte de Kirchhoff) est employé dans
[21] pour rapprocher le modéle de Koiter. Autre fonctionne [21] [20] souci la discrétisation
par éléments finis des problémes de coque avec la décomposition de domaine.

Dans ce travail, nous sommes intéressés par autre discrétisation d’élément fini basé sur
la formulation pénalisé et déjé étudiées de dans [9], qui méne & un algorithme efficace
pour résoudre le systéme linéaire en résultant. La convergence discrétisation est prouvée
de dans [9], ot une analyse a priori compléte est exécutée et des essais numériques sont

présentés.
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2.2 Présentation du modéle.

En tant que norme dans le contexte actuel, les indices et les exposants grecs prennent leurs
valeurs dans I’ensemble {1;2} et indices et exposants latins prennent leurs valeurs dans
I'ensemble {1;2;3}. Sauf indication contraire, la convention d’addition pour des indices
répétés et des exposants selon cet ensemble de valeurs est assumée (mais ne s’applique
pas & h et & p).

Soit w étre un domaine relié lié du de R? avec un Lipschitz-frontiére continue dg. Nous

considérons une coque dont la surface moyenne est donné par S = p(2) oi ¢ est une

cartographie linéaire dans W2>°(Q)3 tels que les deux vecteurs

aa(z) = (Oap) ()
sont linéairement 'indépendant a chaque point z de Q. Alors,

as(z) = ar(x) A as(z)
’ |a1(z) A az(z)|

est le vecteur normal d’unité sur la surface moyenne au point ¢(z). Les vecteurs a;(x)

définissent la base locale de covariant au point ¢(x). La base contravariant a’(z) est définie
par les relations a;.a’ = 67 ot 67 est le symbole de Kronecker. En particulier as(z) coincide
avec a®(z). Note que tous ces vecteurs appartient a W1°°(Q)3.]a premiére et la deuxiéme

forme fondamentales de la surface sont données dans les composantes covariant par
Aap = Gqo.03 €t bopg = a3.0sa,.

Nous posons a(z) = |ai(x) A ag(x)* de sorte que y/a(z) est Pélément de secteur du
moyenne surface. De méme, ’élément [ de longueur sur la frontiére dg est donné par
VaeBrar? , et a®Pa.a® étant les composants contravariant de la premiére forme fonda-
mentale et (71, 7y) étant les coordonnées de covariant de vecteur d’unité tandent a Jq.
Nous dénotons également par e ’épaisseur de la coque.

Soit a®?? dénotent les composants contravariant du tenseur d’élasticité. Nous considé-
rons ici le cas d’un matériel homogéne et isotrope avec module E > 0 et le coefficient de

Poisson v, 0 < v < %, ol ces composants sont donnés par

E Ev
appo _ apBo L 400 e oB oo 91
a 2(1+V)(a a’ +a"a )+1_V2a a (2.1)
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Nous notons que chaque composant du tenseur d’élasticité appartient a L>°(2). De plus,
ce tenseur satisfait les propriétés habituelles de symétrie et est uniformément strictement
positif : il existe une constante positive Cj tels que, pour tous les tenseurs symétriques
T = (7,p) dans R**%

a®PP? (2)TapTyo Sl ae. T € w. (2.2)

Dans ce contexte, les composants de covariant du changement du tenseur métrique
1

Yap(uw) = 5(8au.ag + dgu.ay), (2.3)

les composants de covariant du changement du tenseur transversal de cisaillement
1

Yas (U, 1) = 5(8au.a3 +7r.aq), (2.4)
et les composants de covariant du changement du tenseur de courbure

1

Xap(u,r) = 5(8au.85a3 + 05u.04a3 + Our.a5 + 0pr.aqy,), (2.5)

voir [8] et [II]. Noter que toutes ces quantités semblent raisonnable pour des coques
avec peu de régularité, et sont facilement exprimés avec des coordonnées cartésiennes des
inconnus et des données géométriques. Nous supposons que la frontiére dw du domaine
de diagramme est divisée en deux parts : vy sur ce que la coque est maintenue et la partie
complémentaire v; = dw\7o sur quel la coque est soumis aux tractions et aux moments
. 2 2 . . 9
appliqués. Dorénavant, nous supposons que v, a nombre fini des composants reliés et d’une
mesure a une dimension strictement positive. T, tenir compte des conditions de frontiére,

nous définissent ’espace
H) (w) = {pe H (w);pn=0dans v} . (2.6)

Maintenant considérons I'espace de fonction, présenté de dans [8] et [I1], qui est approprié

de dans le contexte des coques avec peu de régularité
V(w) ={V =(v,s) € H} (w)’ x H} (w)*s-a3 =0 dans w} . (2.7)
Cet espace est muni de la norme :
Vv = (HUHQHl(w)?’ + ||S||?-Il(w)3)1\2‘ (2.8)
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Nous rappelons maintenant la formulation variationnelle du probléme correspondant au
modéle linéaire de Naghdi pour des coques avec peu de régularité. Pour (f, N, M) dans
le L*(w)? x L*(71)® x L*(71)3, elle lit
Trouver U = (u,r) en V(Q) tels que

YV e V(w),a(U, V) = L(V), (2.9)

la forme bilinéaire a(.,.) est défini par

62

01) = [ {0 s ) + S50 V)

+2e5 f aaﬁ(sag(U)aﬁg(V)} Vadz, (2.10)
1%

et la forme linéaire L(.) est indiqué par
L(V) :/f.v\/adx—i—/ (N.v+ M.s)tdr. (2.11)
w 71
Les données f, N et M représentent une densité donnée de force résultante, une densité
appliquée de traction et une densité appliquée de moment, respectivement. Dans les for-
mules ci-dessus, I’épaisseur e du on suppose que la coque est constante et positive.
La forme L est clairement continue sur V(£2) et sa norme satisfait, avec la notation évi-

dente,

LI < e (If 2@y + 1INl 22y + 1M ([ z2()2) - (2.12)

Nous référons [8] et [IT] pour la preuve de la propriété suivante d’ellipticité : il existe a
¢y > 0 tels que
YV V() alViV) 2 e[V, (2.13)

Tout ceci méne au prochain rapport (qui est encore valide pour des données légérement

moins réguliéres, voir [4], toute fois nous n’avons aucune demande de cela).

Théoréme 4 Pour toutes données (f, N, M) dans le L*(w)? x L?(w)3 x L*(w)3,, le pro-
bleme admet qu’une solution unique U en V(Q) cette solution. De plus satisfait

1Ullvw < el Ll (2.14)
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Afin de décrire le probléme discret, nous observons que la contrainte s.a3 = 0 qui ap-
parait dans la définition de V() clairement ne peut pas étre mise en application d’une
maniére standard pour une coque générale. Ainsi 'approche utilisée de dans [9] consiste
en manipulant cette contrainte par l'intermédiaire de l'introduction d’un multiplicateur

de Lagrange. Considérons l'espace fonctionnel relaxé
1 )3 1,3
X(w) = H, (w)” x H, (w)*, (2.15)

équipé toujours de la norme définie dans (2.8)) ce qui sont maintenant dénotés par ||.||x(e)-

p P o7l 5. e
Nous avons également placé M(w) = H. (w). Evidemment, les formes a(.,.) et L(.) définis
dans (2.10) et (2.11)), respectivement, sont également définis (et continu) sur X(w) x X(w)
et X(€2). Nous considérons le probléme variationnel

Trouver (U, ) dans X(w) x M(w) tels que
W eX(w), a(l,V)+b(V,e) = L(V),

VoEM@W), U =0, (2:16)
ot la forme bilinéaire b(.,.) est maintenant défini par
b(V, x) :/8a(s.a3)8axdx. (2.17)

Puisque a3 appartiennent & W= (Q)3, la forme b(.,.) est continu sur X(w) x M(w).
V(w) = (V] = (v,5) € X(w); Yx € M(w),b(V; x) = 0} 2.18)

Ce qui suit la condition inf-sup sur la forme b(.,.) est facilement dérivé en prenant V =
(0,xas) : il existe une constante positive ¢; tels que ce qui suit inf-sup des prises de
condition

Vx € M(w), sup —’) > csl| x| (w)- (2.19)
vex() |V Ixw)

La combinaison toute ceci avec la propriété d’ellipticité (2.13)) méne au prochain résultat.

Théoréme 5 Pour n'importe quel (f, N, M) dans L*(w)? x L*(71) x L*(71)3, le probléeme
admet la solution unique (U, ) dans X(w)xM(w). D’ailleurs cette solution satisfait

1U xw) + 1911wy < el L]] (2.20)
et sa partie est la solution du probléme
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2.3 Une version pénalisée du modéle de Nagdhi

Le but du travail actuel est d’approcher la solution de formulation variationnelle avec
une méthode d’élément fini et de procéder de la maniére la plus simple possible (on note
que nous ne concernons pas par le verrouillage voir a cet égard [3]). Puisque la solution
est dans H', les éléments de C%-Lagrange P, devraient étre suffisants. Cependant, nous
rencontrons immeédiatement un probléme puisque la contrainte s.a3 = 0 dans w clairement
ne peut pas étre mise en application d’une maniére conforme pour une coque générale.
Nous présentons ainsi un probléme pénalisé de Nagdhi dans lequel les inconnus sont
toujours le déplacement u et la rotation r, éléments de I'espace H'(€;R?) sans toute
contrainte d’orthogonalité sur r.

Présentons ’espace de fonction, relaxé
x =1{(v,s) € H'(w;R*)* v =5=0sur v} (2.21)

et I'équiper de la norme standard de H' norme.

Théoréme 6 Soite p € R tels que 0 < p < 1. Soite f € L*(w;R3), N € L*(7;R3) et
M € L*(n,R?). Alor il existe une solution unique au probléme suivant : Trouver u,,r, € X
tels que

V(v,s) € x,a((up,1p); (v, ) + %b(rp.ag; s.az) = L((v, s)), (2.22)
ol
b(A\; ) = /E)a/\aaudx. (2.23)
La preuve est basée sur la version suivante du lemme de déplacement rigide infinitésimal.
Lemme 13 Soite (u,r) € H'(w;R?) et supposent que ¢ € W (w; R?).
1. Siyas(u) =0, il eziste alors ¥ € L*(w;R) tels que Opu = W A ay,.
2. 81 8as(u, 1) =0, puis Oyu.az = —r.a, € H (w).

3. Si, en plus de 1) et de 2), xap(u,7) =0, alors ¥ est un vecteur constant dans R? et
il existe ¢ € R3 tels que
u(z) =c+ VA p(z), (2.24)

et
r(z) =V Aag(z) + (r(z).as(z))as(x). (2.25)
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Preuve. L’argument est le mémes que de dans [4], sauf que nous ne supposons pas
r.az = 0, par conséquent la limite supplémentaire dans la formule (2.25). =
Remarque 7 1. Noter que le vecteur infinitésimal VU de rotation est donné par

U = e (Qpu.a3)a, + e*?(d,u.ap)as

= eP(r.ag)ay + P (Du.ap)as, (2.26)

o el =2 =0¢cte?=—-e=1/]a; Nayl.

2. 8i (v,s8) € x sont tels que (2.24]) et (2.25) est vérifié, alors nous avons

u=0 et r=(raz)az dans w,

en raison des conditions de frontiere.

Nous sommes maintenant en mesure pour prouver l'ellipticité de la forme bilinéaire pé-
nalisée.

Lemme 14 La forme bilinéaire de dans est x-elliptic, uniformément en ce qui
concerne p pour 0 < p < 1.

Preuve. La preuve suit des lignes semblables a ceux trouvées de dans [4]. Nous néanmoins

I'incluons pour la convenance du lecteur. Posons

1
2

I (v; ) lll= {Z(H%ﬁ(v)ﬂiz + xas(v: 8)l172) + Y 10as(v, 8)[72 + D [10als, as)ll%z}

ap
Comme p < 1 et en raison de la définition positive du tenseur d’élasticité, il existe un

constante C' > 0 tels que
1
a((v,s); (v,s)) + ]—)b(S.CLg; s.az) > Cl||(v, s)|||*. (2.27)

Elle suffit ainsi pour montrer que |[||.||| est une norme équivalente a ||.||,, d’'un 'argument
standard de contradiction. Nous supposons qu’il existe (v, s,) € x tel que [|(vn, 5,) |y =1
mais |||(vn, $n)||| — 0 quand n — 0. Il existe sous-suite, toujours dénoté (v,,s,), et
(v,s) € x tels que

(Um Sn) - (Uv S)> ’7&5(“”) - VQB(U)v Xaﬁ(vm Sn) - Xaﬂ(i% S)>

003(Un, Sp) — 0a3(v, 8) et Oag(sp.a3) — Ou(s.a3),
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faiblement dans leurs espaces respectifs. Par le théoréme de Rellich’s, nous avons
(Vn, 8n) — (v, 5) fortement dans L*(w; R?)%.
D’une part, nous a assumé ce |||(vn, s,)||| — 0 qui implique que
Yap(Vn) = 0, Xap(Vn, Sn) = 0, 6a3(Vn, $n) — 0 et Ju(sp.a3) —> 0 (2.28)
fortement dans L?(§2), nous avons
Ya3(V) = Xap(v, 5) = 0as(v, 5) = Ou(s.az) = 0.

Par le lemme de déplacement rigide infinitésimal 14 et les conditions de frontiére, nous
concluons d’abord que v = ¥ = 0, voir [3] pour les détails. D’ailleurs, l'inégalité de poin-
caré et les conditions de frontiére appliqués a s.as impliquent que s.az = 0. La deuxiéme
du lemme 14 prouve alors que s = 0.

Nous introduisons le vecteur (w,)q = vp.aq. On a, w, — 0 dans L?(w;R?) fortement.

Définissons 2e,5(w) = Oqws + Ozwe It 11 est facile de voir que
2e0p(w) = Yap(vn) + %vn.(f)gwa + dqwg — 0 fortement dans L*(w).
Puis, par et I'inégalité bidimensionnelle de Korn, nous déduisons que
w,, —> 0 fortement dans H'(w;R?).
Aprés nous notons que
V-t = 0,((Wn)a) — Vy.-0paq — 0 fortement dans L*(w). (2.29)

D’ailleurs, en tant que s, — 0 fortement dans L*(w; R?), et 9,v,.a3 = 20,3(n, $n) — Sn-Ga,

nous savons déjé par ([2.28) celui

0,vn.a3 — 0 fortement dans L*(w). (2.30)
Nous déduisons que

Dpn-o = (Opvp.a1)a” — 0 fortement dans L*(w; R?),
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par (2.29) et (2.30). Si suit ce v,, — 0 fortement dans H'(w; R?).

Soite (w),)o = Sp-aq-Clainement, w!, — 0 fortement dans L?(w;R?).
2¢05(W),) = 2Xap(Un, Sn) — (Oa¥n.0as + 050y,.00a3) + Sn.(Onts + Osaa),

Nous voyons par (2.28) que

eap(w]) —> 0 fortement dans L*(w).
Ainsi, encore par 'inégalité bidimensionnelle de Korn, nous concluons que
w! — 0 fortement dans H'(w;R?).
D’ailleurs, I'inégalité de Poincaré et la derniére convergence impliquent que
Sp.az — 0 fortement dans H'(w).

En conséquence, depuis s, = (s,.a;)a?, il suit ce s,, — 0 fortement dans H'(w;R?).
Combinant maintenant convergence de v, et s,.nous voit que ||(vn, s,)|ly —> 0, ce qui
contredit I’hypothése et prouve le lemme. m

Preuve. de théoréme 6 En appliquent le lemme Lax-Milgram m

Remarque 8 Il est important de noter que la forme bilinéaire originale a n’est pas x-
elliptic, en effet il ne définit pas méme une norme sur l’espace relaxé. Il est donc nécessaire
d’ajouter des limites telles que les limites supplémentaires ||0u(s.a3) |72 pour récupérer Uel-
lipticité au-dessus de l’espace plus grand. Dans le cas du fizage doux, ces limites supplé-
mentaires ne sont pas suffisantes, depuis (O, ag) appartient toujours au grain de la forme
bilinéaire pénalisée. Dans ce cas-ci, on devrait ajouter H' de s.as, c.-a-d., emploient un
terme de pénalisation de la forme b(r.as; s.as) = [ [(r.a3)(s.as) + Oa(r.a3)0u(s.a3)|dz.

Il est maintenant assez classique que la pénalisation fournisse une approximation du pro-

bléme contraint.

Théoréme 9 Soit U = (u,r) et Uy(u,,1,) respectivement soit la solution unique du pro-

bleme et . Puis

|7p-a3| i1 () < Cp, (2.31)

et
||Up - U”x < Cp. (2-32)
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Preuve. Soit L = L*(w;R?) et ¥ : x — L défini par U — V(r.a3).Maintenant, nous
avons v = kerW et b(r.as;r.az) = (V(U), ¥(U))r. Il est connue qui si ¥ a 'image fermée,
Alors d’apres [4],

b(ry.az;rp.a3) < Cp? et ||U, — Ul|, < Cp.

La premiére évaluation donne I’évaluation et la deuxiéme évaluation est avec pré-
cision I'évaluation ([2.32]).

Ainsi vérifions que ¥ a une image fermée. Nous considérons U,, € x tel que ¥(U,)) — Z
dans L. Par I'inégalité Poincaré, il suit que r,.a3 est li¢ dans H'(Q) et nous peut extraire
une sous-suite faiblement convergent tel que 7,.a3 — £ dans H'(Q). De plus, puisque
rp.a3 = 0 sur 7y dans le sens des traces, il suit ce = — 0 sur 9. En outre, clairement
Z =VE. Pour U = (0,&,,) € x, on trouve V(U)=Z. m

Remarque 10 ] peut également noter que la quantité a(U,V') peut étre écrit sous une
autre forme qui semble plus appropriée pour l’exécution, puisqu’elle désaccouple les deux

composants v et s de la fonction d’essai V. En effet, nous présentons les composants
contravariant de la résultante d’effort

7 (1) = ea®705(u), (2.33)
des couples d’effort
3
P (U) = a7 xas(U), (2.34)

et de la force de cisaillement transversale

tP(U)=e Vaaﬂéag(U), (2.35)

Nous observons également que
1
Xpo (V) = 0,6(V) + 70 (5), with, 0,,(v) = 5(8[,@.80@3 + 0,v.0,a3). (2.36)
Ainsi, a(U, V) est égal a

a(U,V) = / (0 (1) o (0) & 102 (0B (0) + £ () Dg0.05)

+ /(mpU(U)’ypU(s) +t7(U)s.ap)/adz, (2.37)
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ot la premiére intégrale implique seulement v et le deuxiéme implique seulement s. En
employant cette nouvelle forme, ainsi que les propriétés de symétrie n??(u) = n??(u) et
mP?(U) = mP(U), on le vérifie aisément que le probléme (2.9) est équivalent au systéme

suivant de partiel les équations (ici, v = (v, 12) dénote le vecteur normal extérieur d’unité

aw)
([ —0,((n*" (u)a, + m* (U)d,a3 + t*(U)az)y/a) = f/a  dans w,
—0,(m?? (U)a,+/a) + t*(U)agv/a — d,,az =0 dans w,
r.as dans w,
u=r=>0 dans 7y, (2.38)
Y =0 dans o,
v,(nf? (u)a, + mP?(U)d,as + tYaz)/a = N dans 7,
\ v,(mP7(U)ay/a + 0,pas) = ML dans ;.

Le multiplicateur de Lagrange agit en tant que force normale dans 1’équation de flexion.
Une formulation classique semblable de la valeur le probléme pour le modéle de Koiter dans
des composants de covariant peut étre trouvé de dans [I5] par exemple. La discrétisations
que nous avons l'intention d’étudier est construite par la méthode de Galerkin du probléme
, avec ’addition d’une limite de pénalité. Noter qu’une limite de stabilisation peut
également étre ajoutée dans la premiére ligne du probléme ; nous référons [9], pour

I’analyse de la discrétisation correspondante que nous ne considérons pas dans ce travail.
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2.4 Analyse a posteriori du probléme discret.

Dorénavant, nous supposons que w est un polygone. Nous présentons un famille régulier
(Tr)h des triangulations de w (par des triangles), dans le sens habituel

Nous faisons la prétention non restrictive supplémentaire que 74y est 'union des bords
entiers de éléments de 7. De méme que standard, hA dénote le maximum des diameétres
hi, K € T,. Dans ce qui suit,c, ¢, ... pour les constantes génériques qui peuvent varier
d’entre phases mais sont toujours indépendant de h.

Pour chaque nombre entier non négatif £ et n’importe quel élément K de Ty, soit Py (K)
dénotent I'espace des restrictions a K des polyndéme avec le degré total < k. Nous défi-

nissons ainsi ’espace discret de base
M), = {xn € H'(W); YK € Tp, xal K € pi1(K)}, (2.39)
apreés les espaces qui sont impliqués dans le probléme discret
M)* =My, N H. (), X, = (M) x (M[°)°. (2.40)
En effet, application de la méthode de Galerkin a méne au probléme Trouver

hs 0
(Un, r) dans X, x MJ° tels que

VWi € Xy, a(Un, Vi) + b(Va, ¥n) = L(V3), (2.41)
th € MZOa b(Uha Xh) =0 .
Nous référons [9], pour les résultats suivants de 1’analyse a priori.

Proposition 11 il existe hg > 0 tels que, pour tout h < hg et pour tout (f, N, M) dans
L3 (w)? x L?(y)? x L*(7)3, le probleme admet une solution unique (U, ) dans
Xy x M)°. d’ailleurs, cette solution satisfait

1Unlx) + [9nll ) < ellL], (2.42)

et, si la solution (U, 1) de probléme appartient a (H?(w)3 x H*(w)?) x H*(w), prises

a priort suiwante d’évaluation d’erreur

|U = Unllx,, + [ — ¥nllmy < c(U,¥)h, (2.43)

Pour un c(U, ) seulement dépend la solution (U,v).
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I'analyse a posteriori du probléme ([2.41)) base sur les équations résiduelles
YV € X(w), WV € X, alU — Up, V) + b(V, ) — )

=LV =W,)) —a(Uy,V —=V) = b(V — Vi, |¢n), (2.44)
Vx € M(w),Vxs € M)°,b(U — Uy, x) + b(Un, x — Xa)-

Comme d’habitude pour ce type de probléme, voir [22], la construction des indicateurs
d’erreur de ces équations exige des approximations des données et des coefficients.

Approximation des données. Soit &} dénotent Pensemble de bords des éléments de 7;, qui
sont contenus en 7;. Dorénavant, nous considérons une approximation f, de f en Zj et

les approximations Ny, et My, de N et de M en Z;, ot Zj, et Z; sont définis par
Zn = {gn € L*(w)*; VK € Th, gnjic € Po(K)*},

Zy, = {Py € L*(m)% Ve € ), Py € Po(e)*} (2.45)

Approximation des coefficients. Pour les raisons qui apparaitra plus tard, nous présen-
tons des approximations des coefficients scalaires a®®, a®??,\/a et £ dans M, que nous
dénotons par a;:ﬁ , a‘,fﬁ P7 (Va)n et €y, respectivement. Nous faisons la prétention supplé-
mentaire (qui est habituellement satisfaisant pour les éléments finis de Lagrange, voir [7],

par exemple) que, si g dénote quelconque d’entre ces quantités et g, son approximation,

lgnll Lo () < C||9||W17<>°(Q)~ (2.46)

De méme, nous considérons des approximations af des vecteurs a; et d* de 0,a3 dans
(Mi,)® Nons acceptons également de dénoter par 7/ 5(.)0% (.) et x%5(.) les composants des
tenseurs présentés de dans (2.3) a (2.5) od tous les coefficients sont remplacés par leurs

approximations. Par exemple, 726(.) est indiqué par
h 1 h h
Yop(t) = 5(8au.a5 + Jgu.ay,). (2.47)
Ceci meéne a la définition d’une forme linéaire approximative

Lh(V) = / fh.U(\/a)hdl’ +/ (Nh.U + Mh.S)gth. (248)

71
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et également des formes bilinéaires approximatives

nl07) = [ e tsunh(e) + @)

E o
F2ep o ol (U3V) | (Ve

b(V,x) = /(aas.ag + 5.d") 0y xde.

Pour aller plus loin, nous rappelons une certaine notation standard.
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Notation Pour chaque élément K de Tj,

1. ex dénote I'ensemble de bords de K ne sont pas contenus en 7 et £}- dont I’ensemble

éléments de £ qui sont contenus en 7 ;

2. Pour chaque e en egx,= (v4,1%5) est une normale de vecteur d’unité a e, avec la

prétention supplémentaire ce, quand e appartient a e},v est extérieur a w;
3. Pour chaque e en €k, h. représente la longueur de e;
4. Pour chaque e en exek,[.]c dénote le saut par e (rendre son signe précis est inutile) ;
5. wk est 'union des triangles de 7}, qui partagent un bord avec K ;
6. Ak is I'union des triangles de T, qui intersectent K.

Nous rappelons également de [7], 'existence d’un type opérateur R, de Clément qui trace

H! (w) dans M}° et satisfait, pour tout xin H'(2), chaque K dans Ty, et chaque bord

Y0

e de K qui n’est pas contenu dans -,
X = Bux|lz2(re) + hae|x — Baxlm o) < chie|x|[mr a0

1
I~ Raxllize) < ché Ixlmscar. (2.50)

En effet, idée est maintenant pour prendre Vj, égal a (Ryv, Rys) et xp égal & Ryx dans

9.

Les trois prochains lemmes sont consacrés a 1’évaluation de ’erreur provenant de I'ap-

proximation des données et des coefficients.
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Lemme 15 L’évaluation suivante se tient pour n’importe quel V- dans X(Q) et avec Vj, =
thv RhS),
(L= Lp)(V = Vi)

< e( Y (Wl f = fallZagys + D PelIN = NillZaeys + 1M = Ma[Z202)))2

KeTy ece},
+ (AlVa — (Va)|l L) + h2 1€ = Call oo ) ) I LIDIV lls(e) - (2.51)

Preuve. Nous avons

(L~ L)V — Vi)
- / £.(0— Rio)(v/a — (Va))di + / (f = f)-(v — Ruv) (Va)uda

+/ (N.(v— Rpv) + M.(s — Rys)) (€ — £p,)dr.

+/ (N = Nu).(v - th)gth-l-/ (M — My,).(s — Rps)lpdr.

7

Ainsi I’évaluation désirée suit des inégalités de Cauchy-Schwarz combinées avec (2.46)) et

E50). =

Lemme 16 Que [’évaluation suivante se tient pour n’importe quel V dans X(2) et avec
Vi = (Ryv, Rys),

[(a —an)(Un, V = Vi)| < c(Va = (Va)ullLew)

+  sup ||aa6p‘7azﬁpg\|mo(w) + sup Haaﬁ — aZ’BHLm(w) (2.52)
1<, B,p,0<2 1<a,5<2

+ sup [lax — af||Lowys + sup [0aas — ]| Lo ws) | LIV [l xc)-
1<k<3 1<a<2

Preuve. Nous fournissons seulement des preuves abrégées de ce résultat technique. Nous
emploient évaluation (2.42)) et observent de (2.50) ce ||V — Vi [|x() est lié par les périodes

constantes ||V ||xw) :

1. Par les mémes arguments que dans la preuve et (2.46)), la différence entre a(Up,,V —
Vi) et cette méme forme avec les coefficients v/a, a®° et a®® remplacé par leurs

approximations est liée par

c(IVa— (Vadlliow +  sup (a7 =y 7| ooy
1<a,B,p,0<2

+ sup [[a® = ap || oo ) I LIV [1x)-
1<aB<2
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2. Nous employons I'inégalité triangulaire

1 Vap (wn) =72 () 220wy < 1| Oatinll L2y las—ab] Lo wyz + |1 0sunl| 20y |aa—al|| oo )z

et les semblables avec u;, remplacé par v — vy, va5(up) remplacés par x,5(Us) et ainsi
de suite. La combinaison toute ceci et L’utilisation (2.45) ménent a I'évaluation

désirée.
]

Lemme 17 Nous avons les évaluations suivanies

1. Pour tout V dans X(Q) et avec V}, = (Ryv, Rps),

(0= b)(V = Vi, )| < elllas — a3l ooy + 1803 — doll e ) ILI IV [l (2:53)
2. Pour tout x dans M(Q) et avec xp = RpX,

| (b= 1) (Un, x = xa)| < clllas — az ]| oo uys + 10aas — di || oo o )| LIl x | 1wy (2-54)
Preuve. En raison de la définition (2.11]) de by(.,.), nous avons 'expansion

0= 0)(Vi) = [ (Gus-(on — ) + 5.(0uas — )i

w

Combinant ceci avec (2.4)) rendements (2.15)) et (2.16)).

De ces lemmes, nous définissons maintenant les quantités liées a I'erreur d’approximation

locale sur les données : Pour chaque K dans 7,
D — hellf — h(|N = N M- M, 2.5
ex’ = hllf = fulleco + ¢ (Il nllz2cey + | allz2eys), (2.55)
e€eje

et également a 'erreur d’approximation globale sur les coefficients :

c 1 aBpo aBpo
S0 = (V= (Ve + BEIE— Gullzag + sup (6 — a2 g,

1<a,B,p,0<2
+ sup @ — a7 o) + sup lax — ]|z
1<a,B<2 1<k<3

+ sup ||daas —dg”Loo(w)B)HLH. (2.56)
1<a<2
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Nous sommes maintenant en mesure pour prouver a posteriori ’estimation d’erreur. Afin
de I’énoncer, nous présentons les indicateurs d’erreur. Pour la simplicité, nous employons la
remarque 13 pour écrire a(U, V') et observer qu'une forme semblable se tient pour a (U, V),
avec la notation évidente pour les quantités nf” (.),ms (.),th(.) et 0",(.) (en comparaison
de a , tous les coefficients sont remplacés par leurs approximations). Pour

chaque K dans 7T, I'indicateur d’erreur ng est défini par

Nk = NK1 + Nr2 + 1K3, (2.57)

avec
i1 = hic| fa(Va)n + 8,((ny (un)ag +mp (Un)dg + t(Un)az) (Va)u) || s

Y B g (un)al + T (U + t(Un)a) (Valalell ey

eceg\elk

+ Z héHNhfh — v, (N7 (up)al + mf7 (U)de + ¢4 (Un)al) (V)| 2 e)s (2.58)

1
e€el

Nic2 = hic|0,(mfy (Un)al (va)n) — th (Un)ah(va)y + 9,(ahOpn) — didtbn| 2oy
+ > hEH[Vp(mZU(Uh)GZ(\/a)h + 10,0005 el L2y

e€ei\ek

+ Z ththh — meff(Uh)aZ(\/a)h — I/papL/Jh(ZgLHLQ(E)B, (259)

1
ece

NK3 = hKH(?a(@arh.ag‘ + Th.dh)HLz K)

+ ) B0, (rn-al))e lz2e) + Zh 10, (rn-az)l 22(e) (2.60)

ecei\eke e€el,

Noter qu’il est facile de calculer ces indicateurs puisqu’ils impliquent seulement des
fonctions polynome. Tous sont de type résiduel : En effet, en supprimant tous les indices
et exposants h dans leurs définitions et en regardant le systéme (12.38)).

Théoréme 12 Pour toutes (f, N, M) dans L*(Q)3 x L*(v,)3 x L*(11)?, I’évaluation a pos-
teriori d’erreur suivante entre la solution (U,v) de probléme et la solution (Up, 1y)
du probleme

U = Unllx) + 1 — ¢l < c(( (nk + %) +4). (2.61)

KeTh,
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Preuve. Les arguments standard combinés avec la propriété d’ellipticité (2.13)) la condi-
tion (22.19)). Nous employons alors des inégalités de triangle combinées avec les lemmes 14
et 15 a remplacer L(V —V},) par Ly(V — V), a(Uy, V —V3) par ap(Uy, V — V) et le méme

pour deux limites impliquant la forme b(.,.). Ainsi il reste pour boner les trois quantités

Al _ sup Lh(v — Rh?], 0) — ah(Uh, (U — th, 0))

veH%O(w)3 ||U||H1(w)3 ;

Lh(O, S — RhS) — &h(Uh, (0, S — RhS)) — bh((O, S — Rhs),w)

Ay = sup ,
SEH}/O(L/.))3 ||SHH1(w)3
Ay = sup br(Un, X — Rix)
3 —_ .
xeMw) Xl w)

(note en effet qui, de b, ((v,0), 1) est zéro).

1. Arrangement w = v — Rpv et On utilisation une fois de plus des propriétés de

symétrie du n”?h(.) et mP?h(.), nous avons

Lh(U — RhU, O) — ah(Uh, (’U — th, O)) = / fhw(\/@hdx —|—/ Nh.wéth
w gt

_ / (187 (up)Bw0.a" + M (Uy)Ow.d") + 12(U3)Osw.al) (Va)nda

En coupant les intégrales sur w dans la somme d’intégrales sur K dans 7}, et I'inté-

gration par des parties sur chaque K, nous dérivons

Lh(U — th, 0) — CLh(Uh, (U — th, O)) = / fh.’w(\/a)hdl' + / Nh.wfth
w 71

£ 32 ([ ot (un)al o+ mf? W) + UV wde (262)
KeT;, K

- / o )b+ () 4 U)a)(Vahdr)

On utilisation I'inégalités Cauchy-Schwarz combiné avec (2.12) méne a

Ay < e k)t

KeTy,
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2. Arrangement t = s — R s, nous avons également
Lp(0,s — Rps) — ap(Un, (0,5 — Rps)) — bp((0, s — Rys),¥)
_ / M tydr — / (it (Un)yt.al + 1 (Up)t.al) (Va)ude
— / (Out.aly 4 t.d")Optbpdu.
Les mémes intégrations par par:ies et ménent

A < e k)t

KeTy,

3. En conclusion, dérivant que

est évident en comparaison avec les deux étapes précédentes.
De méme que standard, (voir [22]), I’évaluation inverse compte sur des inégalités
inverses et implique des normes locales définies d’une maniére évidente par la res-

triction.

Théoréme 13 Pour toutes données (f, N, M) dans L*(Q)3 x L*(Q)3 x L*()?, la limite
sutvante juge pour tous les indicateurs nx défini de dans —,

d)2+\ 1 c
i < (U = Unllxor) + 119 = Unllmr) + (D €72 + 7). (2.63)

kCwg

Preuve. Nous fournissons seulement des preuves abrégées de I’évaluation pour 7. Nous

I’écrivons d’abord sous la forme plus compacte

it = hic| Fulleaop + D BNGhlellzzep + > hEIINwly — Gl 2o

e€er\ek e€el,

Aprés, nous observons que 1'équation (2.35)) se tient toujours avec Rj,v remplacé par 0 et

nous rentrons d’abord cette équation v égale a

. Fh@/)[( dans K,
v 0 dans w\K,
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1é ot i dénote la fonction de bulle sur K. Ainsi, toutes les limites dans le coté droit de
disparaissent mais l'intégrale sur K. Maintenant, depuis F}, est un polynome du
degré < 3, les inégalités inverses appropriées [[22], lemme 3.3] combinées avec les lemmes
15,17 ménent a

hic|Fall 2y < c(|U = Unllxae) + €62 + 1),

De méme, parce que n’importe quel bord e partagé par deux éléments K et K’, nous

prenons v dans (2.35) I'égale a

Y { Ler([Grln)ve)  dans k € {K, K'},
@) dans w\(K U K'),

ol . est la fonction de bulle sur e et L, est un opérateur de levage des polynoéme sur e
disparaissant sur 0, dans des polynéome sur K disparaissant sur 0K \e construite par la
transformation affine d’un opérateur de levage fixe sur la triangle de référence. Ceci méne

a bondir pour la deuxiéme limite de 7g;. En conclusion, pour chaque e dans €k, nous

prenons v dans (2.35) I'égale a

| Lew((Npln — Gr)p)  dans K,
0T 0 dans w\K,

et ceci donne la limite pour 7x.
Il découle des théorémes 16 et 17 qui, jusqu’au 5%) et egf), I’erreur est équivalente au
oo K2eT,, 7]%()%. Ainsi les évaluations que nous avons prouvées sont entiérement optimales.

D’ailleurs 5%) pour doux de données et de 55:3)

pour une coque réguliére sont le plus
souvent négligeable. En conclusion, I’évaluation est locale, jusqu'au 520) (et ceci
est seulement pour la simplicité). Ainsi il peut penser que les 1 fournissent une bonne
représentation de 'erreur locale et forment ainsi un outil efficace pour adapter la maillage.
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2.5 Stratégie d’adaptativité pour le probléme discret

Nous décrivons maintenant comment les indicateurs d’erreur exhibés dans la section pré-
cédente peuvent étre employés pour adapter le maillage au probléme discret. Puis nous
allons appliquer cette stratégie pou fair un test numérique.

Cette stratégie est trés simple et se compose de deux étapes. Nous fixons une tolérance
n* > 0.

Etape d’initialisation de maillage : Nous choisissons la triangulation Ty tels que la quantité

d)2\ 1 c
(> ez +e, (2.64)

KeTy

est plus petit que n* (nous rappelons que e K et ¢(©h sont définis dans 1) et 1}

respectivement). Cet indice d’amélioration de la maillage oi les données (f, N, M) sont
singuliers et également par des discontinuités de courbure, qui semblent trés naturels.

Etape d’adaptation de la maillage. Supposer que la triangulation T, »est connu. Nous
calculons la solution discréte du probléme correspondant avec cette triangulation,
et les indicateurs d’erreur nx définis dans a (2-33). 7, dénote la valeur moyenne du
triangulation 7} nx. Alors raffiné et gracié selon le prochain critére : diamétre de nouveau
élément contenu dans K ou contenant K est proportionnel & hx période rapport 7" /ng.
Ceci provoque une nouvelle triangulation T;""'. nous référons [16], pour le processus me-

nant a la construction d’une telle triangulation.

L’étape d’adaptation de maillage est alors réitérée 'un 'autre jusqu’a la quantité (ZKeT; nZ )z

devient plus petit que % (si possible) ou un nombre de fois fini.
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2.6 Tests numériques

Le tests numériques que nous présentons maintenant ont a été exécutées sur le code d’élé-
ment fini FreeFem++, (voir [I8]). Afin de vérifier Uefficacité de notre stratégie d’adapta-
tivité, nous avons décidé de présenter les tests numériques pour les mémes géométries et
données que dans [9).

Tant que la norme pour de probléme dans I’élasticité et plus spécifiquement pour des
modéles de coque (voir [2], par exemple), le probléme dans les systémes linéaires
trés mauvais tempérament. C’est deux paramétres physiques du modéle et parmi eux, de
la petite épaisseur de la coque. Pour ces raisons, nous avons décidé d’employer le solu-
tionneur direct UMFPACK comptant sur le factorizatrion de LU de la matrice a faible
densité globale, (voir [18]) pour plus de détails.

D’abord nous considérons une coque hyperbolique de paraboloide. Le domaine w de réfé-
rence de coté droit

w = {(z,y); 2| + |y < bv/2}, (2.65)

comme il est illustré dans [2], et le graphe ¢ est défini par

e(z,y) = (z,y, 2—22(332 — )7 (2.66)

Nous choisissons ici

b= 50cm, c= 10cm. (2.67)

L’épaisseur de la coque est e = 0,8cm. Nous supposons que la coque est maintenue sur la
frontiére entiére, i.e.yyp = dw, et qu’elle est soumise & une pression uniforme. Les données
mécaniques sont

E=2,8x10°Pa, v=0,4. (2.68)

Noter que les propriétés de symétrie du domaine et des données nous permettent de ré-
soudre le probléme discret seulement sur la triangle w’ avec les vecteurs : (0,0)7, (byv/2,0)”
et (0,0v/2)7. On se référer [9], pour les conditions artificielles publiées dans les conditions

de symétrie.
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La figure 2.1 : présente la maillage initiale et adaptée. Nous prenons alors ¢, égal a

1071,
La figure 2.2 : présente les isovaleurs de la coque au-dessus-déformée a savoir la surface

¢(x) + 1000u(x), x € Q, ot la solution est calculée avec la pénalisation vue.
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FIGURE 2.1 — Maillage initiale et adapté.

FIGURE 2.2 — Les isovaleurs et la surface deformee.
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Résumé

Abstraction :in this work we consider a discretization by finite element for the operator
of Laplacian in the first chapter and for the problem of Naghdi who model a three-
dimensional hull low thickness in the second chapter. The analysis a posteriori of these
problems leads to the construction of indicators of error which makes optimal estimates
sataifesantes. Finally we propose a strategy of adaptation of grid based on these indicators
and presents some numerical experiments which confirm its effectiveness.

Résumé : dans ce travail nous considérons un discrétisation par élément fini pour I’opéra-
teur de Laplacien dans le premier chapitre et pour le probléme de Naghdi qui modélisent
une coque tridimensionnelle de faible épaisseur dans le deuxiéme chapitre.L.’analyse a
posteriori de ces problémes méne a la construction d’indicateurs d’erreur qui fait des es-
timations optimales sataifesantes. Finalement nous proposons une stratégie d’adaptation
de maillage basée sur ces indicateurs et présente quelques tests numériques qui confirment

son efficacité.



	Dédication
	Remerciement
	Introduction
	Estimations d'erreur a posteriori pour le Laplacien
	Introduction
	Formulation variationnelle et approximation 
	Discrétisation par éléments finis
	Estimation a posteriori

	Discrétisations par des éléments finis d'un modèle de coques de Naghdi
	Introduction
	Présentation du modèle.
	Une version pénalisée du modèle de Nagdhi
	Analyse a posteriori du problème discret.
	Stratégie d'adaptativité pour le problème discret
	Tests numériques


