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NOTATIONS ET CONVENTIONS

0 :paramétre de forme.
Var[X] : variance mathémaatique de v.a.X
E[X] : espérance mathématique ou moyenne du v.a. X
R : ensemble des valeurs réelles.
1,1, d : indépendantes et identiquement distribuées.
L(z,0) : fonction de vraisemblance.
X1, Xo, ..., X, : échantillon de taille n de X
(Q, F, P) : espace de probabilité.
g; @ résidus ou erreur.
SCT : somme des carrées totale
SCE : somme des carrées expliquée
SCR : somme des carrés resoluelle
1. : Vintervalle de confiance
Vf(z) : La dérivée partielle de f
ANOV A : analyse de la variance

N(0,1) : loi normale centre reduite.
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INTRODUCTION

Pour certaines observations, il arrive que les valeurs de la variable réponse ou des
préviseurs semblent , se comporter différemment de la majorité des observations donc ces
observations qui ne suivent pas le méme modeéle (linéaire ou non linéaire) que la majorité
des données ces appelées des valeurs aberrantes (de la régression).

La régression est 'un des méthodes le plus appliquées en statistique pour l'analyse de
données quantitatives. Elle est utilisée pour établir une relation entre une variable quanti-
tative et une ou plusieurs autres variables quantitatives, sous la forme d’un modéle. Si on
s’intéresse a la relation entre deux variables, on parlera de régression simple en exprimant
une variable en fonction de l'autre. Si la relation porte entre une variable et plusieurs
variables auters, on parlera de régression multiple. La mise en oeuvre d’une régression im-
pose l'existence d’une relation de cause a effet entre les variables prises en compte dans le
modéle Pour pouvoir faire, au minimum, I'estimation ponctuelle des paramétres b; et o2,
il est indispensable de répliquer, de maniéres indépendantes, les observations simultanées
des variables x; et y .

Nous supposerons donc par la suite que n observations indépendantes sont réalisees et

nous écrirons le modele, pour la i-i’eme observation (i = 1,...,n) sous la forme :
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i=0

Les valeurs observées des variables seront notées par des minuscules, de sorte qu’on écrira :

=0

Les modeles linéaire et les modeéles non linéaire (définition,théorem ...... ) sont préson-
tés dans le chapitre 1.
Dans le chapitre 2 ,on a introduit le modeéle statistique de la régression linéaire ( simple
et multiple ) et régression non linéaire , qui permet de rendre compte une variable quan-
titative (variable dite & expliquer) comme fonction afine d’une seule autre variable quan-
titative (variable dite explicative), & quoi s’ajoute un terme résiduel correspondant aux
inffuences d’autres facteurs explicatifs possibles non considérés.
Des application sur la régression linéaire et non linéaire sont exposées dans chapitre 3 |

d’étudier les application de régression sur R.
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CHAPITRE 1

(AENERALITER SUR LES MODELES
LINEAIRE ET LES MODELES NON LINEAIRE

1.1 MODELES MATHEMATIQUES

Une grande partie des mathématiques appliquées consiste a faire de la modélisation
dans diverses disciplines ,on peut distinguer :
la modélisation déterministe ol on ne prend pas en compte des variations aléatoires par
le biais d’outils (EDO, EDP, filtrage,...) [10], la modélisation stochastique (qui prend en

compte ces variations aléatoires en essayant de leur associer des lois de probabilité)

- modélisation stochastique :

a pour but essentiel de préciser des classes de lois de probabilité rendant compte des
variations aléatoires des phénomeénes d’intérét, variations dues a des causes soit inconnues,

soit impossible & mesurer (cachées, trop nombreuses,...)
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1.2 MODELES STATISTIQUE

definition 1.3.1 : On appelle modéle statistique, la donnée d'un espace des observa-
tions F, d’une tribu & d’événements sur E et d’une famille de probabilités p sur I'espace
probabilisable (E,¢). On le note(E, ¢, p) ou, quand il n’y a pas de risque de confusion,

plus simplement P.

definition 1.3.2 : Soient X7, ..., X, des variables aléatoires défnies sur (92, A, ¢) dans
un espace mesurable (F,,e,) . On suppose qu’on observe xi,...,x, qui sont telles que
pour tout i, x; est une réalisation (un tirage) de la variable aléatoire X;. Supposons que
la distribution jointe de X = Xy, ..., X, est inconnue mais qu’elle appartient a une famille
particuliére de distributions. Le couple formé par I'espace d’observation F,, et cette famille

de distributions est appelé modéle statistique. On note(E,, ¢,) -

Variables qualitatives :

Appelée également variable catégorisée, une variable qualitative est une variable dont
les modalités ne peuvent pas étre « mesurées » sur une échelle spécifique. C’est le cas
par exemple de la couleur des cheveux ou du degre d’appréciation d’un certain objet dans
le cadre d'un questionnaire avec jugement de préférence. On distinguera les variables
nominales des variables ordinales, qui peuvent étre « ordonnées » ou recodées sur une
échelle arbitraire. C’est le cas par exemple d’une variable du type « niveau d’expertise »

avec les modalités, ou niveaux, « faible », « intermédiaire » et « avance ».[5|

Variables quantitatives :

Les variables quantitatives, ou numériques, possédent quant a elles une « métrique
», c’est a-dire qu’elles peuvent étre représentées sur une échelle spécifique de mesure. On
distinguera les variables d’intervalle, qui supportent des transformations linéaires (de type
y = ax), des variables dites de rapport, supportant les transformations afines (de type

y = ax + b ). Dans ce dernier cas, il existe une origine, ou un zéro, qui a un sens. Des
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exemples de telles variables sont : la température (intervalle), la taille ou un temps de

présentation (rapport), etc.[5]

1.2.1 Modéle paramétrique

Un modéle paramétrique est une famille de lois M = {F, : § € O}indexée par un
ensemble fini, disons P, de paramétres :
le modele est indéxé par un nombres ou un vecteur réel. p est la dimension du modele
modéle de Bernoulli :P = B(p), p € [0; 1] pour I'observation des notes de qualité de n

piéces mécaniques (0 si piéce correcte, 1 si piéce défectueuse).

1.2.2  Modéles Paramétriques classiques

Le modéle linéaire (gaussien) de base : a la fois le plus simple, le plus ancien et
le plus connu des modéles statistiques, il englobe essentiellement la régression linéaire,
I’analyse de variance et ’analyse de covariance. Dans ce modéle, les variables explicatives
(régresseurs ou facteurs) ne sont pas aléatoires Pour pouvoir étre exploité pleinement, ce

modéle nécessite ’hypothése de normalité des erreurs, donc de la variable a expliquer. [3|

Les modéles non linéaires : De fagon trés générale,il s’agit de modeéles permettant
d’expliquer la variable réponse (aléatoire) au moyen des variables explicatives (non aléa-
toires dans les modeéles usuels), a travers une fonction quelconque, inconnue (on est donc
en dehors du cadre du modéle linéaire généralisé). Cette classe de modéles est treés vaste
et reléve, en général, de la statistique non paramétrique. Citons, a titre d’exemple, la
régression non paramétrique, les GAM (Generalized Additive Models) et les réseaux de

neurones. [4]

Les modéles mixtes : On étend les modeéles précédents au cas ou les variables expli-
catives sont elles aussi aléatoires avec spécification de leurs lois (effets aléatoires) : Ceci

permet d’expliquer une plus grande variabilité des données.
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Les modéles pour séries chronologiques : Les séries chronologiques sont les obser-
vations, au cours du temps, d'une certaine grandeur représentant un phénoméne écono-
mique, social ou autre. Si données répétées et séries chronologiques ont en commun de
rendre compte de I’évolution au cours du temps d’'un phénoméne donné, on notera que
ces deux types de données ne sont pas réellement de méme nature (dans une série chrono-
logique, ce sont rarement des personnes ou des animaux que l'on observe). Pour les séries

chronologiques, on utilise des modéles spécifiques : modéles AR , MA, ARMA, ARIMA

1.3 MODELES LINEAIRES

definition : On appelle modele linéaire un modéle statistique qui peut s’écrire sous
la forme :
y=> bz’ +ta
i=0

Dans la défnition ci-dessus, les éléments intervenant ont les caractéristiques suivantes :
-y : est une variable aléatoire réelle (v.a.r.) que l'on observe et que I'on souhaite ex-
pliquer, ou prédire (ou les deux a la fois), on I’appelle variable & expliquer, ou variable
réponse .

- Chaque variable z; est une variable réelle , non aléatoire dans le modéle de base,
également observée ; ’ensemble des z; est censé expliquer y , en étre la cause (au moins
partiellement) ; les variables X; sont appelées variables explicatives.

Les b; i=1,...,n sont des coeficients, des paramétres, non observés; on devra donc les
estimer au moyen de techniques statistiques appropriées. ¢; est le terme d’erreur du mo-
déle, c’est une v.a.r. non observée pour laquelle on fait systématiquement les hypothéses

suivantes :

E(a)=0 , Var(a)= o>
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FIGURE 1.1 — nuage de points et droite de modéle linéaire

1.3.1 Notations des modéles linéaires

Pour pouvoir faire, au minimum, I’estimation ponctuelle des paramétres b; et o2, il est
indispensable de répliquer, de maniéres indépendantes, les observations simultanées des
variables x; et y .

Nous supposerons donc par la suite que n observations indépendantes sont réalisées et

nous écrirons le modeéle, pour la i-i’eme observation (i = 1, ...,n) sous la forme :

Y=Y biX;+a
i=0

Les valeurs observées des variables seront notées par des minuscules, de sorte qu’on écrira :

Yi= . bziﬂé + a;
i=0

8
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n

% [1e vecteur aléatoire de R,, correspondant & l’ensemble

Par ailleurs, on notera y =
Yn

de I’échantillon des v.a.r. réponses (la notation Y est identique a celle introduite pour

une seule v.a.r. réponse, mais cela ne devrait pas entr & iminer de confusion puisqu’on

travaillera dorénavant avec un échantillon), X = X; la matrice réelle, n x n .

Ezxemples basiques

e Modéle de régressions linénaire simpele

un modele de la régrission linéaire simple est ecrit sous la forme :
Y = ax; + b+ ¢
généralement on écrit :
Y=0+aX+c¢

avece :
v’y : variable a expliquer.
v’z : variable explicative.

v’ &; : résidus ou erreur.

e Modéle de régressions linénaire multiple :

La régressions linénaire multiple est une généraisation de Régressions linénaire sim-
pele son but est d’étudier et modéliser la relation enter une variable expliquée (y) et
plusieurs variables explicatives (x1,xa, ..., Zp,).

le modéle de la (RLM) s’ecrit sous la forme :
Yi = bo + b1xin + bowia + .. + bpin + &

avece :
v’ y; : i éme observation de y.

V' X1, ..., Ty o les @ éme observation de x.
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V' by, ..., b, : les parameter du modéle de régressions linénaire multiple .

v ¢g; : les erreurs de modéle.

e Modéle de analyse de la variance :

Est une téchnique statistique qui sert a étudier I'infuenee d’ un plusieurs facteurs
qualitatifs sur une variable quantitative. Il y a pluseur cos de l'analyse de la variance

commme AV(1) ,AV(2)....

1.4 MODELES NON LINEAIRE

Un modéles non linéaire puet étre dans pluseur cos devient linéaire par linter médiaire

des changements des variables par exemple on a les formes non linéaire suivantes :

1
= bz? =1In(ax +b = ba®* = In
y , Yy =1In( ),y b (y)
@
0] 5%,
[e®] O(@
&° &
054 &° o®
(]
% %
>~ 0.0 - c0 o
%
o) (o]
@ [ele)
-0.5 o
o®
Lo
@ho oS
-1.0 RIS
%O
T T T T I
0 5 10 15 20

FIGURE 1.2 — nuage de point de modéle non linéaire

10



CHAPITRE 1. GENERALITER SUR LES MODELES LINEAIRE ET LES
MODELES NON LINEAIRE

1.5 ESTIMATION DES PARAMETRES

definition : On appelle estimateur de f(#) toute statistique z (construite & partir de
I’échantillon z) & valeurs dans I'image f(6) de 6 par f. Dans toute la suite, on supposera

que Z est de carré intégrable au sens ou V0 € O, , Ey(|Z|*) < 0.

1.5.1 Meéthodes d’estimation

Méthode de moindre carré :

La méthode des moindres carrés consiste & estimer en minimisant la somme des carrés

des résidus (SSR), telle que :

o(0) = min $°(6)? = min (%, - Vi)

i=1

Le critére des moindres carrés peut s’écrire aussi de la fagon suivante :
e]? = [|Y = X0 = infpepn ||Y — X0

Cette méthode d’estimation ne nécessite pas que l'on pose 'hypothése de normalité des

résidus.

Méthode de Maximum de Vraisemblance :

L’estimation par maximum de vraisemblance est basée sur la vraisemblance du mode¢le

linéaire
L(0,y) = ljl f(y:;0)

ou f(y;;0) est la densité de la loi Normale sur y.
Pour obtenir 'estimateur 8 du maximum de vraisemblance, on maximise sa log-vraisemblance

selon 6 en résolvant le systéme d’équations du maximum de vraisemblance .

20, =0pouri=1,...,n

11
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dont € est solution, sous réserve que la condition de seconde ordre soit vérifiée. On pourra
également obtenir Pestimateur du MV de 02 en maximisant la log-vraisemblance selon

o

Remarque 1.5.1 Les estimateurs du Mazimum de Vraisemblance de 6 sont équivalents
aux estimateurs des Moindres Carrés de 0. On pourra le montrer dans le cas de la régres-
siton linéaire. En revanche, certaines propriétés ne sont possibles que sous [’hypothése de

normalité des résidus.

1.5.2 Estimation de ¢ dans le cas général

on estime 6 par la méthode des moindres carrés. Elle consiste a poser :
0 = Arg min|y— X0|> , 0eR

(Cette écriture suppose que R" est muni de la norme euclidienne classique, autrement dit
que l'on utilise le critére dit des moindres carrés ordinaires.) . On montre alors que ce

probléme admet la solution unique :
0= (X'X)1X'y (estimation)
valeur observee du vecteur aléatoire :

0= (X'X)'X'Y (estimateur)

Propriétés de 6

E0) = (X'X)'X!E(Y) = (X'X)"'X'X60 =6 : 0 ecst un estimateur sans biais de 0
Var(f) = oX(X'X) ' XIX(X1X) ! = o2(X!X) ! = %QSnl avec S, = L(X*X)™!
(matrice des variances-covariances empiriques lorsque les variables X; sont centrées). On

obtient un estimateur convergent, sous réserve que :

lim detS,, =d >0

n—oo

12
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1.5.3 I’'intervalle de confiance de 0 :

Selon les propriétés de 6 ,on écrit que :0 ~ N (6, 02((X*X)™1)) alors la v a %
(n—k)o2

. . L . 2
—— est distribuée selon une loi ¢;, ;. .

est distribuée selon une loi N(0,1) et la v a
Ces deux v.a. étant indépendantes, que est distribuée selon une loi Student (n — k) Si
on note t(1-q) est le (1 — ) quantile de la distribution de Student(n — k), I'intervalle de

confiance de 6 de sécurité 1 — « est défini par [2] :

I(0) = [(y) Tt/ (XTX) )]

13
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CHAPITRE 2

REGRESSION DES MODELES LINEAIRE ET
DES MODELES NON LINEAIRE

La régression est un des méthodes les plus connues et les plus appliquées en statistique
pour l'analyse de données quantitatives. Elle est utilisée pour établir une liaison entre une
variable quantitative et une ou plusieurs autres variables quantitatives, sous la forme d’un
modéle. Si on s’intéresse a la relation entre deux variables, on parlera de régression simple
en exprimant une variable en fonction de 'autre. Si la relation porte entre une variable
et plusieurs autres variables, on parlera de régression multiple. La mise en tuvre d’une
régression impose 'existence d’une relation de cause a effet entre les variables prises en

compte dans le modéle. 2]

La régression permet de détecter et de quantiter effet d’une variable indépendante
X sur une variable dépendante Y . Dans le cadre d’'une analyse de régression, on fait
I’hypothése implicite que la variable indépendante, appelée également variable prédictrice
ou explicative, ou régresseur, est responsable d’'une partie de la variation de la variable

dépendante, mais qu’en revanche la variable dépendante n’affecte pas la variable indépen-

14
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dante. Le modéle postulé dans le cadre d'une analyse de régression permet d’expliquer et
de mesurer 'ifluence d’une variable quantitative sur une autre variable quantitative.|[4]

La technique de régression linéaire est trés utile et couramment employée en sciences
expérimentales dans la mesure 6u elle permet non seulement d’effectuer des tests d’hypo-
théses quant a l'effet d’une variable sur une autre, mais également de prédire les valeurs
de la variable dépendante, sous certaines conditions et avec une certaine tolérance, ce qui

revient d’une certaine maniére a quantifier I’effet de la variable indépendante

2.1 REGRESSION LINEAIRE

Le terme régression est dt a Galton (1886) qui, de suite a observé I'influence de la
taille des individus (personnes) sur leur poids.
La régression linéaire est une méthode statistique vraisemblablement la plus utilisée par
les praticiens de toutes disciplines : la recherche d’une liaison entre deux ou plusieurs
caractéres est une démarche trés courante en médecine. en psychologie. en physique. en
économie ...etc
La régression linéaire (ou les modéles linéaires) est un outil statistique trés utilisé pour
étudier la présence d’une relation entre une variable dépendante y (quantitative et conti-
nue) et une ou plusieurs variables indépendantes x1, x9, ..., z, (qualitatives et/ou quanti-

tatives).|3]

2.1.1 Reégression linéaire simple

La régression linéaire simple est une téchnique statistique qui permet d’expliquer et
d’expliquer et exprimer une variable aléatoire y en fonction d’une auter variablealéatoire
x et elle sert a prévoir les valeurs futures de y en fonction de x .

Pour décrire une relation linéaire entre deux variables quantitatives ou encore pour pouvoir

prédire y pour une valeur donnée de x, nous utilisons une droite de régression :

yi =ar; +b+¢;
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Puisque tout modéle statistique n’est qu'une approximation (nous espérons la meilleure
possible!!), il y a toujours une erreur, notée € dans le modéle, car le lien linéaire n’est
jamais parfait.

S’il y avait une relation linéaire parfaite entre y et x, le terme d’erreur serait toujours

égale a 0, et toute la variabilité de y serait expliquée par la variable indépendante x.

e Les hypothéses relatives a ce modéle

Hl . E(gl) = O,VZ
Hy : Var(&) = o2, Cov(&, &) =0,V

e FEstimation des parametres

I’estimation des paramméteres de régression s’ écrit :
yi=b+a

on cherche de b et @ dans cette equiation qui minimuse I’ erreur quadratique moyenne

>or €7 cette méthode s’appelle Moinder carré ordinaire on écrit

~

(@,b) =min > 1" &2

i
a, b sont estimés par :

n R
Zizl TiYi —nx Yy
n 2 ) )
Zi:l Ty —nx

a=
e L’ intervalle de confiance :

saus I'hypothése que les résidus sont Gaussien (normale) c’est a dire &; ~ N(0,0?)

on a:
(n—2)S2
v 2 ~ 721—2
O—E
PR LLI
var(a)

ce ci permet de tester les hypothéses de millité d’un dexes paraméteres ainsi que de

construire les intervalles de confiance de a et b au niveau de confionce (1 — «)

16
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donc I'intervalle de confionce de a est : |a — t*\3\/var(a); a + t*\%\/var(a) [ avece t*% :
est fractile d’ order (1 — «'\ 2) pour la loi de student .

la méme choser avec I’ intervalle de b on a :

2
(n - 2)5_? ~ 121—2

e Test de signification du modéle :

Analyse de la qualité du modéle pour évaluer la qualité d’ajustement du modéle
on utilise le coefficient de détermination R? on définit I’équation d’ analyse de variance

suivant :
SCT =SCE+ SCR
Ou :
SCT =" (yi — §)? (somme des carrées totale)
SCE =3"" ,(y; — 7)* (somme des carrées expliquée)
SCR=>3"",(9; —9:)* = i, €7 (somme des carrés resoluelle)
donc la qualité du moéle est mesurée par une quantité appelé confficient de détermination
D Ou :
E
D SC 1 SCR
SCT SCT

cette qantité indique les proncentages des y expliquée par x.

Théoréme 2.1.1 La variance de régression peut également s’écrire

S2. =152

Y

ot % est le coefficient de détermination.

Preuve.
n * — n — Se _ —
SS* = %Zz‘:l(yi -9 = %Zz’:l(y - S_gy(% —I)—9)°

52

—ry

S

= rQSZ

]

17
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o Teste de validation du modéle :

ce teste mesure ’apportglobal de x sur la détermination de y dons ce cos on veut testes

HO: a=0
Hli a#O

Les indicateurs de variabilité sont résumés dans le tableau d’analyse de la variance ci-

I’hypothése :

dessous :

TABLE 2.1 — Tableau d’analyse de la variance de test de validation

source | Degrés de liberté | Somme des carrés | Somme des carrés moyens | Stat de Fisher
modéle | 1 SSM SSM F.= Sgi\/[
erreur | n — 2 SSR 5% = :’ﬁf; /

total | n—1 SST S? = 5?71 /

On accept Hy si :
Fcal = f(lljna_g)

ou : f(lljno‘ 5 est la fractile d’ordre (1 — ) de la loi de ficher de (1,n — 2) d’egrée de liberté

e La prévision

Un des buts de la régression est de faire de la prévision, c’est-a-dire de prévoir la variable
a expliquer y en présence d’une nouvelle valeur de la variable explicative z. Soit donc
Zn41 une nouvelle valeur, pour laquelle nous voulons prédire y,,,1. Le modéele est toujours

le méme :

Ynt1 = 01 + 01 +enp

18
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avec : E(e,i1) = 0 et Var(epy1) =0, Cov(epng, ) = 0 pour @ = 1,...,n .1l est naturel

de prédire la valeur correspondante via le modéle ajusté :
Un1 = 01 + 02 i1 + Enpa

Deux types d’erreurs vont entacher notre prévision : la premiére est due a la non-connaissance

de €,41, la seconde a 'incertitude sur les estimateurs 6; et 6s.

Proposition 2.1.2 L’erreur de prévision €,11 = Yni1 — Yns1 Satisfail les propriétés sui-

vantes :
E( n+1 ) =0
=2
Va//"( n+1) = 0'2(1 + % + %TE;:__;))Q )

Preuve. Pour 'espérance, il suit d’utiliser le fait que n+1 est centrée et que les estimateurs

élet éz sont sans biais :
E(éni1) = E(01 — 1) + E(02 — 02) Tyt + €(Epg1) =0

Nous obtenons la variance de 'erreur de prévision en nous servant du fait que y,, 1 est
fonction de €, seulement tandis que ¢, est fonction des autres erreurs (g;) pour 1 <
1<n

2.1.2 Reégression linaire multiple

la régression linaire multiple est une généralisation de régresion linaire semple son but
est d’étudier et modéliser la relation entre une variable expliquée (y) et plusieurs variables
explicatives (x1, za, ..., Ty)
le modéle de la RLM en s’ecrit sous la forme : y; = by + b1z + ... + byx;, + €; donc la

forme matricielle comme suite :

Y1 1 11 T12...-T1n bo &1
Y2 1 91 2.9y by €2
Yn 1 Tpl Tp2---Tpn bn €n
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Y1 1 11 xi2...71y €1
P 1 To1 T22...T2 &9 .
avec : Y = Y et X = "l oete= La matrice X est connue :
Un 1 2,1 Tpo. . Top En

c’est la matrice des variables explicatives; Y est observé : c’est le vecteur des données
correspondant & la variable & expliquer; mais 6; est inconnu (il est méme a estimer et a
tester) : c’est le vecteur des coeficients de la relation linéaire. De son coté, le vecteur e

des résidus n’est pas observé.|[3]

e FEstimation des parametres

A~

en utilisant la méthode de MCO on calcule la statistique 6 = (50,1;1, ...,bAn)t pour

minimise la quantite e'c danc :

0= (X'X)1XtY.

propriétés de les estimateurs

~

*~ E0)=140 (estimateur sans biais)
* wvar(f) = o2(X'1X)!
) =0

* cov(f,¢)

preuve

e— E@l)=0ona:

0= (X'X)LXtY.

et : Y=X 0+¢

donc :

0= (X'X) ' X'(X 0+e).
= (X'X)TIXIX 0+ (X'X)IX! ¢
=0+ (X'X)IXt ¢
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alors :
E@) = E@®) + E(X'X)1Xt ¢)
=0+ B(X'X) 71X ¢)
=0+ E(X'X) ' XN E(e)
donc :

E0) =0

o— Var(d) =o?(X'X)!
ona:f=0+(X'X)1X! ¢

alors :
var(0) = var() +var((X'X)' X! &)
= (X' X)) XH(( X' X)L XY lar( ¢)
— (XtX)flo.Q
1
. 2 _ ¢
ou : a—n_(p+1)55

e L’ intervalle de confiance

Selon les propriétés de 0 on a écrit que : § ~ N (0, 0%(XtX)™1) le variable aléatoire

60 o , (n — k)82

—————— est distribuée selon une loi N(0,1) est v.a ————
o2 (XtX)1 o?

loi ¥2_,

Si on note (1) est le (1 — §) -quantile de la distribution de Student (n — k), I'intervalle

distribuée selon une

de confiance de j de sécurité 1 — a est défini par :

LO) =] 6+ /c2(XIX)T ]

o Tests du modéles

Test de signification du modéle soit ’hypothése :
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au niveau de confiance (1 — «) on accepte Hy si :

_lb-b s
Tear = "= < 2

Test de la validation du modéle on a1’ equiation d’analyse de varionce est donneé

par :
SCT =SCE+ SCR

avec :

1° SCT =Y'Y —nY?

2° SCE =Y'Y — nY?

3° SCR=Y'Y — 0'X'Y

Pour une qualité d’ajustement du modéle on utilise le cofficient de détermination D € [0, 1]

. __ SCE _ 1 _ SCR
alors : D= T = 1 6T

Les indicateurs de variabilité sont résumés dans le tableau d’analyse de la variance ci-

dessous :

TABLE 2.2 — Tableau d’analyse de la variance de les indicateurs de variabilité

source | Degrés de liberté | Somme des carrés | Somme des carrés moyens | Stat de Fisher
modele | p SCM CME = %CE o Fo = SME
—(p+1 SCR S$?=CMR=———
erreur | n—(p+1) o T /
total n—1 SCT 92 — . /
n —

On accept Hy si :

11—«
Feat = fpn(p1))
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la prévision

le modéle est ecrit :
i = bo 4 b1y + ... + by
donc la prévision est :
Jp = bo 4 brzps + .. 4 bptyy

Ol : (wp1 + Tpp + ... + 1p,)" = X[ est une vecteur donné on a :

Var(g,) = S2{X}(X'X)~"X, + 1} donc I'intervalle de conffionce de y, est donné par :

R 1—a R N 1-< ~
Yp €1Gp — t(n—Q(p+l))\/Var(yp>; Yp T 10 ")) V Var(gy)

2.1.3 Analyse de la variance (ANOVA)

Analyse de la variance d’un seul facteur

on dispose dans ce cas une variable quantitative & expliquer et un seul facteur explictif
.On note :
A :le facteur et (Ay, Ao, ..., A,) ses modalités (types , niveau),chaque niveau A; est contient
n; mesure de y alors y = (Y, Y25, -+ Un,j)-
C’est le cas le plus simple rencontré lorsqu’il n’y a qu'un facteur agissant sur les résultats.

Le schéma est alors le suivant :

TABLE 2.3 — analyse de la variance d’un seul facteur

facteur de A facteur de A; | ... facteur de A; | ... facteur de A,
les observation T yij | e Yip

Yn;1 ] e Yngg | e Ynip
rolation yi | e vi o Yp
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avec :
yi; : est la ™ observation du j™¢ niveau (type).

n; : est la taille de 'echantillon dans la j™¢ niveau .

y; :est la moyenne de j™¢ niveau.

ou :
n;
Y= n_1] 2%;’ o g=1,..p
1=
n :est la taille totale ou :
p
n=>n;
j=1

: est la moyenne totale ot :

<

yi:

S|

p p—
2.5y
j=1
Modéle d’ANOVA(1) le modéle s’ecrit théoriquement :

Yij =Y. = Wi —y3) + (v —v.)
ou :
1 p
Y. =5 2Ny
j=1
en tempe l'observation on a :
Yij — . = Wi — v) + (Y + 9.

avec :
Yi; — ¥ est une ecart Total (SCT).

Yij — Y, © est une ecart Résidale (SCR).
Y+ y. : est une ecart factoriel (SCA) .

Tableau dANOVA (1)
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TABLE 2.4 — Tableau dANOVA (1)

source Degrés de liberté | SDM | Somme des ¢ m Stat de Fisher
CMA
_ sc _
fact A p—1 SCA | CMA= o s o F..= GVE
Résidale | n —p SCR | S?=CMR = /
n—p
total n—1 SCT | 82 =CMT = SCT /
n —

Test d’egalité des moyennes on veut tester d’effet de la facteur A sur la variable y

tell que :
Hoi H1 = Ho2 = ... = Up
Hy: 3 piFpy 5 177
on accepte Hy si :
CMA o
Fea = Z017 = fo-1n-n)

le rejette Hy implique dans ce cas on utilise les teste de comparaison de deux couples

(ks pu)-alors :

Hy o 3 #

on a donc le test est une test de comparaisons de stident & faire :

{Ho: Hr = [

Yk — ¥4l
\/(n—lk + L)CMR

Tcal =

on accepte Hy si :

1--2

2c
Tear <ty

Analyse de la variance de deux facteur

dans ce cas les données sont regroupées selon deux facteurs A, B notons Ay, As, ..., 4,

les types du facteur (A).et By, B, ..., B, les types du facteur B .

avec :
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TABLE 2.5 — tableu d’analyse de la variance de deux facteur

B1 ..... B] Bq moy
Ay Y111, Y1125 - Y11r | oo | Y1515 Y1525 s Y1jr | - | Yigl> Yigrs - Yigr | Y1..
A; Yi11, Yi12, -+ Yilr Yij1, Yig2s - Yijr oo | Yigls Yig2y -+ Yigr Yi..
Ap Yp11, Yp12, -+ Ypir | - Ypils Ypj2s s Ypjr | | Ypal> Ypg2s - Ypgr | Yp..
moy | yi.. e | Y | Ygq y...

2.2 MODELES NON LINEAIRES, MAIS LINEARISABLES

Il existe de trés nombreux exemples de modéles définis par une combinaison non li-
néaire des paramétres, combinaison qui peut néanmoins étre linéarisée. Quelques fonctions
classiques sont rassemblées dans le tableau ci-dessous, qui ne donne qu’'un trés petit apercu

de la variété des situations rencontrées en pratique .

TABLE 2.6 — tableu de transformation des fonction a un modéle linéaire

Fonction Transformation Modéle linéarisé
Y = Qg exp o x Y =lny Y=y+oz,y=Ina
Yy =ap+ ox X = lna: Y =0+t unX
_ T _ 1 _
Y = Corragn X=pV=y | Y=a-aX
Y= Toren ln(li) V=a+auX

2.3 REGRESSION NON LINEAIRE

La régression non linéaire a pour but d’ajuster un modéle non linéaire pour un en-

semble de valeurs afin de déterminer la courbe qui se rapproche le plus de celle des données
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de Y en fonction de x.

Définition 2.3.1 Nous allons partir de p paramétres 0, estimés et utiliser une méthode
d’itération . Sur chaque itération les poids seront considérés constants et la fonction sera
linéarisée pour chacun des n points sur l’ensemble des parameétres. La fonction dépend des
x; et des parameétres 0.

Le modeéle de régression linéaire s’écrit :
yi = f(2:,0;) + & i=1..k

-La loi de probabilité sur ¢; est une loi normale, centrée réduite et de variance o finie.
-Les g; sont indépendants entre eux.

-y; représente 'observation v de la variable dépendante

-0 représente un vecteur a p composantes de parameétres généralement inconnus.

-La fonction f est la fonction de régression, la plupart du temps non linéaire. Elle dépend

d’une variable réelle x et de paramétres 0.[8]

2.3.1 Estimation des paramétres

Comme en régression linéaire, les paramétres d’'un modele de régression non linéaire
sont estimés en minimisant la somme des carrés des résidus du modeéle. C’est-a-dire qu’on

cherche & minimiser I’expression suivante :

SSR(0) = > (yi — f(2:,0))?

i=1
Pour cela, il faut dériver cette somme par rapport a chacun de ses paramétres et chercher
les solutions qui annulent les dérivés.

On peut réécrire ceci sous forme vectorielle :

SSR(Q) =9y — ny(ﬂf, 9)’ + f(xv 9)’f($, 9)
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On dérive cette expression par rapport a toutes les composantes du vecteur 6 & p para-
métres, et on annule toutes les dérivées partielles.

On obtient les conditions du premier ordre qui doivent étre vérifiées pour toute estima-
tion du vecteur € qui correspond a un minimum intérieur de SSR(#). Ces conditions du

premier ordre, ou équations normales, sont :

oy F(a,0) + 2P (2,00 f(z,0) =0 (1)
Ou la matrice F'(z,0) de dimension n X p est composée d’éléments du type :
For. ) = 207
i(@.0) = =5,

Le fait que chaque vecteur de ’équation (I) posséde p éléments implique I'existence de p
équations normales déterminant les p composants de #. Finalement, on obtient des équa-
tions qu’on ne peut la plupart du temps pas résoudre de maniére analytique. Cependant,
il existe des algorithmes qui permettent d’estimer les paramétres. Nous intéresserons ici

a Palgorithme de Gauss-Newton, qui est utilisé par défaut par la fonction de R . [8]

2.3.2 Méthode de Gauss-Newton

Dans les problémes de moindres carrés non linéaires, la fonction a minimiser prend en

général la forme :

flo) = 3205 [ (@)}

Pour appliquer la méthode de Newton & la minimisation de f(x), on doit calculer le
Hessien de f, qui dans ce cas précis prend une forme particuliére. D’une part, la gradient

de f est :

V@)=, V(@)if(x)i

et le Hessien de g est donné par :
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V2 f(x)i =30, V@)V ()i + 30, f(2)i V2 f(2)i
donc La matrice obtenue ;
H(x) =320 V(@)iV f(x);

est semi-définie positive et la plupart du temps, avec m > n, elle est définie positive.
La méthode obtenue de la méthode de Newton en ramplacant V f(z); par H(z) est la
méthode de Gauss-Newton :

X et donné
Hy =37, Vf(@)iVf(z);
Xk+1 = Tk + HIin(l')k
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CHAPITRE 3

APPLICATION SUR R :

3.1

APPLICATION 01 : REGRESSION LINEAIRE

on veut étudier la relation entre la fréquence cardiaque maximun Y et 'age X chez des

coureurs en la tableau suivant contient les valeurs de deux variables chez de 30 hommes

(je pris les résultats dans centre sportif du mandat de l'adrar) :

TABLE 3.1 — Tableau des donné de la fréquence cardiaque maximun et I’age de 30 hommes

X;

40

32

85

38

45

55

35

44

49

50

32

25

58

45

30

Yi

187

180

190

181

194

190

184

180

195

189

182

202

191

195

188

Xi

60

95

47

44

33

30

47

20

44

28

60

60

48

36

41

Yi

188

195

180

182

185

181

194

195

192

187

188

185

189

189

190

Les hypothéses relatives a ce modéle :

Hy : il y & une rolation dans la fréquence et I'age de le homme

H;i : il n y pas une rolation dans la fréquence et I’age de le homme
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~

° calcule les estimateur (a,b) :

on calculer X2 Y2 XY, X,Y :
S0 X, = 1366
S0 Y, = 5648
S0 XY, = 257466
S0 X7 = 66812
S0 V2 = 1064230

Donc la moyenn des hommes est :

1 1366

X=X, =" =4553333
p s 5645

Y ==y, =" — 188.2667
n ZZ:l 30

1 o 1
7= (X2 XF —nX?) = 5(66812 — 30 x (2073.284)) = 153.7822

alors I'equation de régresion est :

Y, = b+ aX,
et :
avec . e
YR XY = nXY
a = —
S XZ—nX?
_ 85.34912
 4613.466
alors :
a = 0.06367
et :
b=Y +aX

— 188.2667 — (0.06367) x 45.53333
b = 185.36762

donc 'equiation de régresion est :

~

Y; = 185.36762 + 0.06367.X;
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o calcule de résidus (¢;) :

en calcul résidus (g;) an a la résidus calcule par la relation suivant :

~

€ =Yi— Y

donc pour calculer le taux d’erreur comprend le tableau suivant :

TABLE 3.2 — Tableau des donné de la résius

y; | 187.9 | 187.4 | 190.7 | 187.7 | 188.2 | 188.8 | 188.8 | 188.1 | 188.4 | 188.5
g | -09 | -74 | -0.7 | -6.7 5.7 1.1 -4.8 | -8.1 6.5 0.4

e | 0.8 54.8 0.6 46.1 | 33.2 1.2 23.7 | 66.7 | 424 0.2

y; | 187.4 1 186.9 | 189.1 | 188.2 | 187.2 | 189.1 | 188.8 | 188.3 | 188.1 | 187.4
g | -54 | 15.1 1.9 6.7 0.7 -1.1 6.1 -8.3 | -6.1 | -24
g2 ] 29.2 3.7 | 45.7 | 0.52 | 141 | 375 | 69.8 | 382 | 6.09 | 394
y; | 187.2 | 188.3 | 188.5 | 188.1 | 187.1 | 189.1 | 189.1 | 188.4 | 187.6 | 187.9
g | -6.2 5.6 6.4 3.8 -0.1 | -1.1 | -4.18 | 057 | 1.34 | 2.02
g2 | 31.8 | 41.5 | 14.6 | 0.02 1.4 175 | 1753 | 0.33 | 1.79 | 4.08

alors la somme de résidu ou carré est :

S e? =881.1651

i=1~1

on a :
1 n
&= n_2zz‘:15?
alors : — ;881 1651 = 31.47018
: < = 5558k = 31.
o l’intervalle de confiance de a :

I'intervalle de confiance de a sécurité par :

I.(a) =] &—t:;gx/var(&) ; d+t,ll:§\/var(&) [
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alors pour a = 0.05 on a pour le table de student a degrés de liberté :

t77 = 1005 = 2.0423

n

alors I.(a) =] 0.06367—2.04231/0.0004 ; 0.06367+2.0423+/0.0004[=]0.06888551; 0.1084545]

donc « € I.(a) alors on rejette Hy

o Teste de signification du modéle :

Tear = 2.903533 car :

_ a _ 0.06367 __
Tcal — \/var(&) = 00004 2.903533
1

ot t. 2 = 2.0423 alors

n

To > th 2 = 2.0423

alors on rejette Hy donc il n y pas une rolation dans la fréquence et ’age de le homme

) Test de signification globale du modéle :

on 3 la table ’ANOVA est :

TABLE 3.3 — Tableau d’analyse de la variance de test de validation de ’application pré-
sident

source | D. de liberté | Somme des carrés | Somme des carrés moyens | Stat de Fisher
modéle 1 SCM = 1207468 SSM = 1207468 F.o = 144.989
erreur 28 SCR = 233172 S? = 8328 /
total 29 SCT = 1440640 S? = 49677.24 /

et on a : f(lljzcg) = 3.7 donc F,., = 144.989 » (1;2%) = 3.73 alors on rejette Hy.

3.2 APPLICATION 02 : REGRESION NON LINEAIRE

Soient les 2 mesures de poids (variable x) et taille (variable y) relevées sur un échan-

tillon de 30 objets. on a la relation entre X et Y est ecrit par :

Y =bX“
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donc en liniérement de cet modéle est : InY = Inb + aln X alors par changement des

variables on pose :

’

Y=lnY ; X =InX : b =1nb alors :
Y =a+b X'

danc I'equation de régresion est :

I
>
+
Q>
<

.

Y' = a+bX' avec :

0, XY, - K'Y
S X2 — nX"

a =

pour calcul @ et b en calcul X, et Y, les résilta donne le tableau suivant :
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TABLE 3.4 — Tableau des donné du poide x et taille y de ’application président

donc :

poids (X) [ taille (Y) | X' =InX [Y =InY | XY
01 46 152 3.8286 5.0238 | 19.2346
02 78 158 4.3567 5.0626 | 22.05462
03 85 160 4.4426 5.0752 | 22.5472
04 85 162 4.4426 50876 | 22.6024
05 85 158 4.4426 5.0626 | 22.4913
06 85 159 4.4426 5.0689 | 22.5194
07 85 161 4.4426 5.0814 | 22.5749
08 95 165 4.5539 5.1059 | 23.2519
09 95 166 4.5539 51119 | 23.2794
10 100 168 4.6052 5.1239 | 23.5967
11 100 163 4.6052 5.0998 | 23.4576
12 100 164 4.6052 5.1239 | 23.4858
13 103 168 4.6347 51119 | 23.7482
14 105 166 4.6539 5.1239 | 23.7909
15 105 168 4.6539 51119 | 23.8467
16 115 166 4.7449 5.1239 | 24.2560
17 112 168 4.7185 5.1358 | 24.1774
18 115 170 4.7449 5.0875 | 24.3690
19 115 162 4.7449 5.0876 | 24.1403
20 130 165 4.8675 5.1059 | 24.8533
21 135 167 4.9053 51179 | 25.1052
22 150 172 5.0106 5.1475 | 25.7922
23 60 170 4.0943 5.1358 | 21.0277
24 65 172 4.1744 5.1475 | 21.4876
25 70 168 4.2485 5.1239 | 21.7691
26 80 184 4.3820 52149 | 22.8519
27 61 158 4.1109 5.0626 | 20.8117
28 58 160 4.0604 | 5.07517 | 20.6074
29 66 164 4.1897 5.0998 | 21.3667
30 58 160 4.0604 | 5.07517 | 20.6074
somme | 2742 4944 134.3219 | 153.1234 | 685.7066

2?21 XY, - nX'Y’

a =

0.1124

= 2.345576

alors :

=)

S X2 —nX
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a = 0.04792

eton a:

~

V =9y —az’ =5.104112 — 4.477398(0.04792) = 4.88957

alors :
b = in(b) = = exp(b') = exp(4.88957) = 132.8964
alors :

~

b =132.8964 et a =0.04792 et la relation enter X et Y est :
§ = b = 132.8964.X 0-04792

o Les hypothéses relatives a ce modéle :

Hy : il y & une rolation dans la poids (X) et taille (Y)de le homme
H; : il n y pas une rolation dans la poids (X) et taille (Y)de le homme

o Teste de signification du modéle :

Toa = 3.813533 car :

— a — 0.04792 __
Tl = 7oy = Vasw — 5813533

et th 2 = 2.0423 alors

T > th 3 = 2.0423

alors on rejette Hy donc il n y pas une rolation dans la poids et taile de le homme

3.21 e I’application sous R :

On cherche a expliquer les variations de y par celles d’'une fonction linéaire de = a
partir de 30 observations de chacune des variables, i.e. a ajuster le modéle , on peut faire

cet exemple laide du logiciel R, partir les étapes suivantes :
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168
1

166
1
o

* (X"0.04792)

164
1
[¢]

132.88957

162
1

160
1

60 80 100 120 140

FIGURE 3.1 — nuage de pionts de modéle non linéaire de cet application

>x<-c(40,32,85,38,45,55,55,44,49,50,32,25,58,45,30,60,55,47,
44,33,30,47,50,44,28,60,60,48,36,41)

> X
5[&] 40232 85 38 45 55 55 44 49 50 32 25 58 45 30 60 55 47 44 33 30 47
44

[26] 60 60 48 36 41
>y<-c(187,180,190,181,194,190,184,180,195,189,182,202, 191,195,
188,188,195,180,182,185,181,194,195,192,187,188,185,189,189,190)
>y

[1] 187 180 190 181 194 190 184 180 195 189 182 202 191 195 188 188
195180 182

[20] 185 181 194 195 192 187 188 185 189 189 190

> sum(x)

[1] 13(6)

> sum

[1] 564§

> sum(x”2)

[1] 66 1,2\2

> sum(y

[1] 10€(>4232)

> sum(x*y)

[1] 257466

> meang?

[1] 45.53333

> mean

[1] 188.9267

> regression=Im(y~x); regression

Call:

Im(formula =y ~ x)

Coefficients:

(Intercept X
185.36762 0.06367

> plot(x,y)
> text(70,195, substitute(y=a*x+b, list{a=0.06367 , b=185.36762)))

FIGURE 3.2 — l'application sur R d’'un modéle linéaire
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FIGURE 3.3 — nuage de point de la application d’'un modé¢le lineaire

> regression.res<-residuals(regression)
> shapiro.test(regression.res)

Shapiro-Wilk normality test

data: regression.res
W = 0.9526, p-value = 0.1988

> par(mfrow = ¢(2, 2), oma = ¢(0, 0, 2, 0))
> plot(regression)
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Im(Y ~ X)
Residuals vs Fitted Normal Q-Q
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FIGURE 3.4 — Résultat de la fonction plot

> anova(regression)
Analysis of Variance Table

Response: Y

Df Sum Sqg Mean Sq F value Pr(>F)
X 1 1207468 1207468 145 1.373e-12 ***
Residuals 28 233172 8328

Signif. codes: 0 '***7(0.001'**"0.01'*"0.05%'./0.1""1
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CONCLUSION

La régression linéaire et non linéaire est des modeles statistiques les plus employés : son
champ d’application s’étend de la description et de ’analyse des données expérimentales
jusqu’a la prévision, et il est aussi utilisé pour l'interpolation, ou pour l'aide & la mise
en évidence de relations causales, par exemple. Il est par conséquent indispensable que
le praticien posséde une solide connaissance des prérequis, de la portée et des limites du
modeéle linéaire et non linéaire.

Pour cela dans ce mémoire on a traité les caractéristique de La régression linéaire et non
linéaire (estimation , méthode de M.V ,intervale de confiance,analyse de la variance , la
prévision...) les principales et ses propriétés que leurs les application de régression linéaire
et non linéaire.Puis, on a présenté les méthodes d’estimation de La régression linéaire et

non linéaire .
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Résumeé

ﬁtravail est consacré a I'étude des modeles statistiques linéaires et M
linéaires, la régression spécifiguement linéaire et modele non linéaire, parce que
I'étude de ces modeles nous permettent d'estimer et de predire les valeurs futures

basées sur des données completes pour trouver des solutions appropriées en cas
de probléme.

Pour cela, nous utiliserons deux modeéles d'estimation, la régression linéaire et
non linéaire, Le premier modele est régression simple et le deuxieme est multi-
régression , comment estimer cet modéles a partir des données completes, le
second concerne appréciées par régression non linéaire, avec des applications
experimentales pour chacun des deux modeles.

Mots-clés: mise a niveau inférieur, erreur, estimation du rapport, linéaires et non
Waires, destinés Kazi-Newton. /

Abstract

This work is devoted to the study of linear and nonlinear statistical models,
specifically linear and nonlinear regression model, because the study of these
models enables us to estimate and predict future values based on complete data
to find appropriate solutions in the event of a problem.

For this we will use two models of estimation, linear and nonlinear regression.
The first model relates to the simple and multiple regression and how to estimate
using them from complete data. The second relates to estimation by nonlinear
regression, with experimental applications for both model

Keywords : regression, error ratio, estimation, linear and nonlinear, Kazi-

Newton, estimator. /




