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Notations

ä T : Le temps terminal

ä DSR : Équation Différentielle Stochastique Rétrograde

ä P : La probabilité

ä Ft : La filtration .

ä {Wt}t≥0 : un mouvement Brownien

ä (Ω,F ,P) : un espace de probabilité complet

ä {Ft}t≥0 : La filtration la filtration naturelle du mouvement Brownien W.

ä S2(Rk) l’espace vectoriel formé des processus yt .
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Introduction

Dans ce mémoire de master, on s’intéresse à un problème de contrôle stochastique, où le

système est gouverné par une équation différentielle stochastique rétrograde (EDSR) de

la forme

{
dyvt = b(t, yvt , z

v
t , vt)dt+ zvt dWt,

yvT = ξ

où b est une fonction donnée, ξ est la condition terminal et W = (Wt)t≥0 est un mouve-

ment Brownien de dimension d, défini sur un espace probabilisé filtré (Ω,F , (Ft)t≥0,P)

satisfaisant les conditions habituelles. La variable contrôle v = (vt), appelée contrôle strict

(classique), est un processus Ft adapté à valeurs dans un sous ensemble U de Rk.

On note par U la classe de tous les contrôles stricts.

L’objectif du problème de contrôle stochastique est de minimiser une fonction coût de la

forme

J(v) = E
[
g(yv0) +

∫ T

0

h(t, yvt , z
v
t , vt)dt

]
,

xt+Ut − xt = b(t, xt)Ut+ ξt,xt,Ut. Avec E[ξt,xt,Ut] = 0

où g et h sont des fonctions données et (yvt , z
v
t ) est la trajectoire du système contrôlée par

v.
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Un contrôle u ∈ U est dit optimal s’il vérifie

J(u) = inf
v∈U

J ∈ (v)

Le problème de contrôle stochastique des équations rétrogrades et progressive-rétrogrades

a été étudié par plusieurs auteurs. La première contribution concerne le contrôle des

systèmes progressive-rétrogrades a été développée par Peng [30]. D’autres résultats ont

été obtenus par Xu [34], Wu [33], Shi et Wu [32], Ji et Zhou [22], Babhlali et Labed [3] et

Bahlali [6].

D’une autre part, le contrôle des systèmes rétrogrades a été étudié par El-Karoui et al

[14], Dokuchaev et Zhou [9] et Bahlali

Notre objectif dans ce mémoire est d’établir des conditions nécessaires et suffisantes

d’optimalités, sous forme de principe du maximum de Portryagin, pour deux modèles. Le

premier concerne les contrôles stricts (classiques) qui sont des processus à valeurs dans un

sous ensemble de Rm. Le second est l’extension du premier au cas des contrôles relaxés et

qui sont des processus à valeurs dans l’espace des mesures de probabilités. Pour obtenir

ces résultats, nous procéderons comme suit : Premièrement, on établit les conditions

d’optimalité pour les contrôles stricts. Puisque l’ensemble des contrôles stricts n’est pas

convexe, le chemin classique consiste à utiliser la méthode des perturbations fortes. Plus

précisément, si u est un contrôle strict optimal et v un contrôle strict arbitraire, avec

θ > 0 assez petit, on définit la perturbation forte suivante

uθt

{
v si t ∈ [τ, τ + θ]

ut si non

On dérive l’équation variationnelle de l’équation d’état et l’inégalité variationnelle de

l’inégalité

0 ≤ J(uθ)− J(u).

La majeure difficulté est que l’équation d’état et le coût intégral dépendent de deux

variables yt et zt. Alors, on ne peut pas obtenir directement l’inéquation variationnelle,

parcequ’il est difficile de manipuler la variable zt. Pour remédier à cette difficulté, on

vii



TABLE DES MATIÈRES TABLE DES MATIÈRES

introduit une nouvelle méthode qui consisite à transformer le problème initial en un pro-

blème sans coût intégral en ajoutant une équation unidimentionnelle. On établit alors des

conditions nécessaires d’optimalité pour le problème restreint et par une transformation

sur le processus adjoint et l’équation associée, on obtient les conditions nécessaires pour

le problème initial. Pour clôturer cette première partie de ce mastar, on étudie quand ces

conditions nécessaires seront suffisantes.

La seconde partie de ce mémoire concerne les conditions d’optimalité des contrôles

relaxés. Dans le problème relaxé, le contrôleur choisit à l’instant t une mesure de proba-

bilité qt(da) sur l’ensemble , plutôt qu’un élément v de U . Le système sera gouverné par

l’EDSR {
dyqt =

∫
U
b(t, yqt , z

q
t , a)qt(da)dt+ zqt dWt,

yqT = ξ

La fonction coût à minimiser, sur l’ensemble R des contrôles relaxés, est de la forme

J (q) = E
[
g(yq0) +

∫ T

0

∫
U

h(t, yqt , z
q
t , a)qt(da)dt

]
Un contrôle relaxé µ ∈ R est dit optimal s’il vérifie

J (u) = inf
q∈R
J (q)

Le problème de contrôle relaxé généralise celui des contrôle stricts. En effet,si qt(da) =

δVt(da) est la mesure de Dirac concentrée en un seul point vt, alors on obtient un problème

de contrôle strict comme cas particulier de celui des contrôle relaxée

En utilisant essentiellement le principe variationnel d’Ekeland, on établit un principe du

maximum approché et par passage à la limite, on déduit un principe du maximum pour

les contrôles relaxés.
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Chapitre 1

Équation différentielles
stochastiques

Les équations différentielles stochastiques constituent une généralisation des équations

différentielles ordinaires. Celles-ci ont été introduites pour la première fois en 1946 par

K.Itô pour étudier les trajectoires de processus de diffusion. Cette notion a été traitée de

manière profonde en relation avec la théorie des semi-martingales. Des applications dans

tous les domaines des sciences de l’ingénieur (filtrage des processus, contrôle optimal,

mathématiques financières, gestion des stocks etc...) ont été réalisés en utilisant ce genre

d’équations. Les équations différentielles stochastiques constituent un modèle de diffusion

en milieu non homogène. Soit xt la position d’une particule assez petite en suspension

dans un liquide à l’instant t. Si on néglige l’inertie de la particule, on peut admettre que

le déplacement de cette dernière est la résultante de deux composantes, d’une part un

déplacement centré dû à la vitesse macroscopique du liquide d’autre part des fluctuations

provoquées par l’agitation thermique des molécules du liquide.
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CHAPITRE 1.

Soit b(t, x) la vitesse macroscopique du liquide au point x à l’instant t. On supposera que

la composante fluctuative dépend u temps, de la position x et de la durée Ut pendant

laquelle est envisagé le déplacement, alors :

xt+Ut − xt = b(t, xt)Ut+ ξt,xt,Ut Avec E[ξt,xt,Ut] = 0.

Si on suppose que ξt,xt,Ut = σ(t, xt)ξt,Ut Où σ(t, xt) désigne les propriétés du milieu au

point xt et ξt,Ut l’accroissement en milieu homogène i, e : ξt,Ut = Wt+Ut −Wt avec Wt un

mouvement Brownien, alors :

xt+Ut − xt = b(t, xt)Ut+ σ(t, xt).(Wt+Ut −Wt)

En passant aux différentielles on obtient

dxt = b(t, xt).dt+ σ(t, xt)dWt

La formulation intégral nous donne

xt = a+

∫ t

0

b(s, xs)ds+

∫ t

0

σ(s, xs).dWs

Comme W = (Wt)t∈[O,T ] est un processus dont les trajectoires sont P-ps à variations

infinies
∫ t

0
σ(s, xs).dWs ne peut pas être considérée comme une intégrale de Lebesgue-

Stieljes. Par conséquent cette équation ne peut être interprétée comme une équation

différentielle ordinaire. Avant de donner la définition de solution à cette équation on doit

justifier son écriture et donner un sens aux quantités de la forme
∫ t

0
σ(s, xs).dWs appelées

intégrales stochastiques d’Itô.

1.1 É.différentielles stochastiques progressives

Soient :

(Ω,F ,P , (Ft)t) un espace probabilité muni d’un filtration .

x = (xt)t∈[0,T ] un processus stochastique continu à valeurs dans Rd

2



1.1. É.DIFFÉRENTIELLES STOCHASTIQUES PROGRESSIVES CHAPITRE 1.

W = (Wt)t∈[0,T ] un mouvement brownien d−dimensionnel

b : Rd × [0, T ]→ R et σ : Rd × [0, T ]→Md(R) deux fonctions Boréliennes

ξ une variable aléatoire F0 mesurable indépendante de W telle que :

E
[
| ξ |P

]
<∞ ∀ P > 1

Soit l’équation différentielle stochastique suivante :{
dxt = b(t, xt)dt+ σ(t, xt)dWt

x0 = ξ
(1.1)

Soient les conditions suivantes :

1.2) P [x0 = ξ] = 1

1.3)P
[∫ t

0
(b | (s, xs) | ds+ σ2(s, xs))ds <∞

]
= 1

1.4)xt = ξ +
∫ t

0
b(s, xs)ds+

∫ t
0
σ(s, xs)dWs P ps

Définition 1.1 :

On dit que l’équation (1.1) admet une solution forte (ou trajectorielle) si pour chaque

espace probabilisé filtré (Ω,F , (Ft)t,P), pour tout mouvement brownien W = (Wt)t∈[0,T ]

il existe un processus x = (xt)t∈[0,T ] continu tel que les condition (1.2),(1.3),(1.4) soient

vérifiées.

Quand on parle de solution au sens fort on sous-entend que l’espace probabilisé filtré

(Ω,F , (Ft)t,P), et le mouvement brownien W = (Wt)t∈[0,T ] sont déjà donnés .

Si de plus Ft ⊂ Fwt alors le processus x est (Ft)t-adapté et on a Fxt ⊂ FWt

Définition 1.2 :

On dit que l’équation(1.1)admet une solution faible si on peut trouver un espace pro-

babilité filtré (Ω,F , (Ft)t,P), un mouvement brownien W = (Wt)t∈[0,T ], un processus

x = (xt)t∈[0,T ] continu tel que les condition (1.2),(1.3),(1.4) soient réalisées

Quand on parle de solution faible, on doit trouver un espace probabilisé filtré (Ω,F , (Ft)t,P),

un mouvement brownien W = (Wt)t∈[0,T ] et un processus continu x = (xt)t∈[0,T ] . Donc
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1.1. É.DIFFÉRENTIELLES STOCHASTIQUES PROGRESSIVES CHAPITRE 1.

une solution faible est la collection des objets (Ω,F ,P(Ft)t,W, x). Dans beaucoup de cas,

ou la solution faible existe, on a Ft = Fxt et par conséquentW est un mouvement brownien

relativement à (Ft)t. C’est pourquoi dans le cas des solutions faibles on a FWt ⊂ Fxt .

Remarque 1.3 :

Les solutions faibles ne sont pas mesurables par rapport à FWt . Et c’est ce qui différencie

les solutions faibles les solutions fortes.

Définition 1.4 :

On dit que l’équation (1.1) admet une solution forte unique si pour deux solutions fortes

x = (xt)t∈[0,T ] et y = (yt)t∈[0,T ] on a :

P

{
sup
t∈[0,T ]

| xt − yt |> 0

}
= 0

C’est à dire :

P{xt = yt,∀t ∈ [0, T ]} = 1

Le principal théorème qui nous assure l’existence et l’unicité forte d’une solution de l’équa-

tion (1.1) est le suivant :

Théorème 1.5(K.Itô) :

On suppose que les coefficients b et σ sont mesurables et vérifient, il existe une constante

k > 0 telle que ∀x, y ∈ Rd on a :

(1.5) | b(t, x)− b(t, y) |2 + | σ(t, x)− σ(t, y) |2≤ k | x− y |2

(1.6) | b(t, x) |2 + | σ(t, x) |2≤ k(1+ | x |2)

Alors l’équation (1.1) admet une solution forte unique x = (xt)t∈[0,T ], (Ft)t-adaptée et

continue avec condition x0 = ξ De plus cette solution est markovienne et vérifie :

E

[
sup
t∈[0,T ]

| xt |p
]
< M ∀p > 1

4



1.1. É.DIFFÉRENTIELLES STOCHASTIQUES PROGRESSIVES CHAPITRE 1.

où M est une constante qui dépend de k, p, T et ξ

Preuve

i- Unicité : Soient x = (xt)t∈[0,T ] et y = (yt)t∈[0,T ] deux solution de l’équation (1.1) telles

que x0 = y0 = ξ

en appliquant l’inégalité (a + b)2 ≤ 2a2 + 2b2 et en utilisant les formules de xt et yt on

obtient :

| xt − yt |2≤ 2

∣∣∣∣∫ t

0

[b(s, xs)− b(s, ys)]ds
∣∣∣∣2 + 2

∣∣∣∣∫ t

0

[σ(s, xs)− σ(s, ys)]dWs

∣∣∣∣2
en passant à l’espérance mathématique on obtient :

E[| xt − yt |2] ≤ 2E

[∣∣∣∣∫ t

0

[b(s, xs)− b(s, ys)]ds
∣∣∣∣2
]

+ 2E

[∣∣∣∣∫ t

0

[σ(s, xs)− σ(s, ys)]dWs

∣∣∣∣2
]

par les inégalités de Cauchy-Schwarz et Buckholders-Davis-Gundy on a :

E[| xt − yt |2] ≤ 2TE
[∫ t

0

| b(s, xs)− b(s, ys) |2 ds
]

+ 2E
[∫ t

0

| σ(s, xs)− σ(s, ys) |2 ds
]

En appliquant la condition de Lipschitz (1.5) on obtient :

E[| xt − yt |2] ≤ C

∫ t

0

E | xt − yt |2 ds

où C = max(2TK, 2K)

En appliquant le lemme de Gronwall, il résulte que :

E[| xt − yt |2] = 0

En appliquant l’inégalité de Tchebychef on obtient :

P{| xt − yt |> ε} ≤ E[| xt − yt |2]

ε
= 0; ∀ ε > 0
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Donc pour tout ensemble D dénombrable partout dense dans [0, T ] on a :

P
{

sup
t∈D
| xt − yt |> 0

}
= 0

Enfin et puisque les processus x et y sont continus on conclut que :

P

{
sup
t∈[0,T ]

| xt − yt |> 0

}
= 0

Ce qui prouve l’unicité forte de la solution .

ii-Existence : On montre l’existence d’un solution forte en utilisant la méthode des

approximations successives et pour cela on pose :

(1.7) xnt = ξ +

∫ t

0

b(s, xn−1
s )ds+

∫ t

0

(σ(s, xn−1
s )dWs

xn+1
t − xnt =

∫ t

0

(b(s, xns )− b(s, xn−1
s ))ds+

∫ t

0

(σ(s, xns )− σ(s, xn−1
s ))dWs

En utilisant la même technique que pour l’unicité on obtient :

E[| xn+1
t − xnt |2] ≤ C

∫ t

0

E[| xns − xn−1
s |2]ds

ou C = max(2Tk, 2k)

Par récurrence sur n il résulte que :

E[| xn+p
t − xnt |2] ≤ (MT )n+1

(n+ 1)!

ou M = max(C,E[| x0 |2])

si on prend p > 1 on aura :

E[| xn+p
t − xnt |2] ≤

n+p∑
k=n

(MT )k

k!

Donc (xnt ) est une suite de Cauchy dans L2(Ω) et par conséquent elle est convergente,

notons xt sa limité .

En passant à limite dans (1.7) on obtient :

xt = ξ +

∫ t

0

b(s, xs)ds+

∫ t

0

σ(s, xs)dWs

6



1.1. É.DIFFÉRENTIELLES STOCHASTIQUES PROGRESSIVES CHAPITRE 1.

Donc xt est une solution de l’équation (1.1)

iii- Montrons que

E

[
sup
t∈[0,T ]

| xt |p
]
< M ∀p > 1

xt = ξ +

∫ t

0

b(s, xs)ds+

∫ t

0

σ(s, xs)dWs

Par l’inégalité (a+ b+ c)2 ≤ 3a2 + 3b2 + 3c2 et en passant aux espérances on a :

E[| xt |2] ≤ 3E[| ξ |2] + 3E

[∣∣∣∣∫ t

0

b(s, xs)

∣∣∣∣2 ds
]

+ 3E

[∣∣∣∣∫ t

0

σ(s, xs)

∣∣∣∣2 ds
]

par les inégalités de Cauchy-Schwarz et Buckholders-Davis-Gundy on a :

E[| xt |2] ≤ 3E[| ξ |2] + 3TE

[∣∣∣∣∫ t

0

b(s, xs)

∣∣∣∣2 ds
]

+ 3E

[∣∣∣∣∫ t

0

σ(s, xs)

∣∣∣∣2 ds
]

D’après la condition de croissance linéaire (1.6) on a :

E[| xt |2] ≤ 3E[| ξ |2] + 3Tk

∫ t

0

E[1+ | xs |2]ds+ 3k

∫ t

0

E[1+ | xs |2]ds

En posant m = max(3, 3Tk, 3k) on a :

E[| xt |2] ≤ mE[| ξ |2] + 2m

∫ t

0

E[1+ | xs |2]ds

En posant c = max(m, 2m) on obtient :

E[| xt |2] ≤ c(1 + E[| xt |2]) + c

∫ t

0

E[| xs |2]ds

En appliquant le lemme de Gronwal on obtient :

E[| xt |2] ≤ c(1 + E[| xt |2]) exp(cT ) ∀t ∈ [0, T ]

puisque E[| xt |2] <∞ alors en posant M = c(1 + E[| xt |2]) exp(cT ) on obtient :

E[| xt |2] < M ∀t ∈ [0, T ]

Enfin par l’inégalité Buckholders-Davis-Gundy on a E
[
supt∈[0,T ] | xt |p

]
< M ∀p > 1

7



CHAPITRE 1.

Remarque :

1) La condition de Lipschitz (1.5)nous assure l’existence et l’unicité de la solution de

l’équation (1.1)

2) La condition de croissance linéaire (1.6)nous assure la non explosion de la solution et si

on n’a pas cette condition, l’équation (1.1) admettra une solution unique mais seulement

jusqu’au temps d’explosion .

1.2 É.Différentielles Stochastiques Rétrogrades

Le but de ce chapitre est de présenter brièvement le résultat d’existence et d’unicité

d’équation différentielle stochastique rétrograde dont les coefficients sont globalement lip-

schitziens .Ce résultat a été obtenu par Pardoux et Peng avec le générateur non linéaire

et une donné terminale de carré intégrable.

1.2.1 Présentation du problème

On considère sur un espace probabilisé filtré (Ω,F , (Ft)t≥0,P), une variable aléatoire .

ξ mesurable par rapport à Ft, avec T le temps terminal .

On voudrait résoudre l’équation différentielle suivante

{
−dyt = b(yt)dt t ∈ [0, T ]

yT = ξ

En imposant que, pour tout instant t, le processus yt soit adapté par rapport à la

filtration (Ft)t≥0. c’est-a-dire que le processus yt ne dépend pas du futur après t

Prenons l’exemple le plus simple à savoir b ≡ 0 .

le candidat naturel est yt = ξ qui n’est pas adapté si ξ n’est pas déterministe. La meilleure

approximation-disons dans L2 - adaptée est la martingale yt = E(ξ/Ft).

8



1.2. É.DIFFÉRENTIELLES STOCHASTIQUES RÉTROGRADES CHAPITRE 1.

Si on travaille avec la filtration naturelle d’un mouvement Brownien, le théorème de re-

présentation des martingale d’Itô permet de construire un processus z carré intégrable et

adapté tel que

yt = E(ξ/Ft) = E(ξ) +

∫ t

0

zsdWs

Un calcul élémentaire montre que :

yt = ξ −
∫ T

t

zsdWs, t ∈ [0, T ]

C’est à dire

{
−dyt = −ztdWt

yT = ξ

On veut donc apparaitre sur l’exemple le plus simple une seconde inconnue qui est le

processus z dont le rôle est de rendre le processus yt adapté .

Par conséquent, comme une seconde variable apparait, pour obtenir la plus grande géné-

ralité, on permet à b de dépendre du processus z ; l’équation devient donc

{
−dyt = b(t, yt, zt)dt− ztdWt; t ∈ [0, T ]

yT = ξ

Notation : On se donne (Ω,F ,P) un espace de probabilité complet et W un mouvement

Brownien d -dimensionnel sur cet espace . On notera la filtration naturelle du mouvement

Brownien W. On travaillera avec deux espace de processus soit S2(Rk) l’espace vectoriel

formé des processus yt ,progressivement mesurable , à valeurs dans Rk, tel que :

‖ y ‖2
s2= E[ sup

t∈[0,T ]

|yt|2] <∞

et on a aussi S2
c (Rk)le sous-espace formé par les processus continus.

On notera aussi M2(Rk×d)l’espace des processus z progressivement mesurable à valeurs

dans M2(Rk×d) tel que

9
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‖ z ‖2
M2= E[

∫ T

0

‖ zt ‖2] <∞

où si z ∈ Rk×d, ‖ zt ‖2= trace(zz∗).M2(Rk∗d) désigne l’ensemble des classe d’équivalence

de M2(Rk∗d)

les espaces S2, S2
c ,M2 sont des espaces de Banach pour les normes définies précédemment ;

nous désignerons B2 l’espace de Banach S2
c (Rk)×M2(Rk×d) Nous nous donnons mainte-

nant une application aléatoire b définie sur [0, T ] × Ω × Rk × Rk×d à valeur dans Rk tel

que pour tout (y,z)∈ Rk × Rk×d ,

le processus {b(t, y, z)}t∈[0,T ] soit progressivement mesurable . On voudrait résoudre l’équa-

tion différentielle stochastique rétrograde suivante{
−dyt = b(t, yt, zt)dt− ztdWt; t ∈ [0, T ]

yt = ξ

ou sous forme intégrale,

yt = ξ +

∫ T

t

b(r, yr, zr)dr −
∫ T

t

zrdWr

La fonction b s’appelle le générateur de l’équation différentielle stochastique rétrograde

et ξ la condition terminale.

Définition 1.6 :

Une solution de l’équation différentielle stochastique rétrograde est un couple de processus

{(yt, zt)}t∈[0,T ] vérifiant

i) y et z sont progressivement mesurables à valeurs respectivement dans Rk et Rk×d

ii) On a P − p.s ∫ T

0

|b(r, yr, zr)|+ ‖zr‖2dr <∞

iii) On a P − p.s

yt = ξ +

∫ T

t

b(r, yr, zr)dr −
∫ T

t

zrdWrt ∈ [0, T ].

10
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Remarques 1.7 :

i)les intégrales de l’équation étant bien définies .

ii)le processus yt est une semi-martingale continue adapté donc en particulier y0est une

quantité déterministe .

Avant de donner le théorème fondamental du Pardoux et Peng d’existence et d’unicité ,

nous allons montré , que sous une hypothèse sur le générateur b , le processus y appartient

a S2

Proposition 1.8 :

Supposons qu’il existe un processus {bt}t≥0 positif, appartenant àM2(R) et deux constantes

positives C et K tels que

∀(t, y, z) ∈ [0, T ]× Rk × Rk×d | b(t, y, z) |≤ bt + C(y) +K ‖ z ‖ .

Soit z ∈M2 et si (yt, zt)est une solution de l’équation différentielle stochastique rétrograde

(1,2) alors y appartenant à S2
c .

Preuve :

On a pour tout t ∈ [0, T ]

yt = y0 −
∫ t

0

b(r, yr, zr)dr +

∫ t

0

zrdWr.

et par suite, utilisant l’hypothèse sur b

yt ≤| y0 +

∫ T

0

(bt +K ‖ zr ‖)dr + sup
t∈[0,T ]

|
∫ t

0

zrdWr | +C
∫ t

0

| yr | dr

Posons

ξ =| y0 | +
∫ T

0

(bt +K ‖ zr ‖)dr + sup
t∈[0,T ]

|
∫ t

0

zrdWr |

Par hypothèse,z appartient à M2, le troisième terme est de carré intégrable ; il en est de

même pour {bt}t∈[0,T ] et y0 est déterministe donc de carré intégrable.

11
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Il s’en suit que ξ est une variable aléatoire de carré intégrable. Le lemme de Gronwall

fournit l’inégalité

sup
t∈[0,T ]

| yt |≤ ξeCT

qui montre que y appartient à S2 .

Lemme 1.9 :

Soit y ∈ S2(Rk) et z ∈M2(Rk×d). donc{∫ t

0

zs.ysdWs, t ∈ [0, T ]

}
est une martingale uniformément intégrable.

Preuve :

Le résultat se déduit principalement de l’inégalité de Bulkholder-Davis-Gundy "(BDG)"

E[ sup
t∈[0,T ]

|
∫ t

0

yr.zrdWr |] ≤ CE[(

∫ T

0

| yr |2‖ zr ‖2 dWr)
1
2 ]

donc, comme ab ≤ a2

2
+ b2

2

E[ sup
t∈[0,T ]

|
∫ t

0

yr.zrdWr |] ≤
C

2
E[ sup

t∈[0,T ]

| yt |2] +
C

2
E[

∫ T

0

‖ zr ‖2 dr]

d’où le résultat

1.2.2 Le cas lipschitzien

Nous allons montrer dans ce paragraphe un premier résultat d’existence et d’unicité.

Ce résultat est du a Pardoux et Peng en 1990 ; C’est le premier résultat d’existence et

d’unicité pour l’équation différentielle stochastique rétrograde dans le cas ou le générateur

est non-linéaire. Rappelons que b est définie sur [0, T ] × Ω × Rk × Rk×d a valeurs dans

Rk, telle que ,pour tout(y, z) ∈ Rk×Rk∗d, le processus b(t, y, z)t∈[0,T ] soit progressivement

mesurable.

12
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On considérer également ξ une variable aléatoire Ft mesurable à valeurs dans Rk.

On suppose que

(L) Il existe une constante K telle que P − p.s,

i) condition de Lipschitz en (y, z) pour tout t, y′, y, z, z′

| b(t, y, z)− b(t, y′, z′) |≤ K(| y − y′ | + ‖ z − z′ ‖)

ii) condition d’intégrabilité

E[| ξ |2 +

∫ T

0

| b(r, 0, 0) |2 dr] <∞

Nous commençons par un cas très simple, celui ou b ne dépend ni de y ni de z i.e. on ce

donne ξ de carré intégrable et un processus {Ft}t∈[0,T ] dans M2(Rk) et on veut trouver

une solution de l’équation différentielle stochastique rétrograde

yt = ξ +

∫ T

t

Frdr −
∫ T

t

zrdWr.t ∈ [0, T ]

lemme 1.11 :

Soient ξ ∈ L2(Ft) et {Ft}t∈[0,T ] ∈M2(Rk). L’équation différentielle stochastique rétrograde

(2.1)possède une unique solution (y, z) telle que z ∈M2 .

preuve :

Supposons dans un premier temps que (y, z) soit une solution vérifiant z ∈M2.

si on prend l’espérance conditionnelle sachant Ft, on a nécessairement

yt = E(ξ +

∫ T

t

Frdr \ Fr)

On définit donc y à l’aide de la formule précédente et il reste à trouver z . Remarque

que, d’après le théorème de Fubini, comme F est progressivement mesurable,
∫ t

0
Frdrest

un processus adapté à la filtration {Ft}t∈[0,T ] ; en fait dans S2
c puisque F est de carré

13
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intégrable .

On a alors , pour tout t ∈ [0, T ] yt =
∫ T
t
Frdr −

∫ T
t
zrdWr

yt = E(ξ +

∫ T

0

Frdr\Ft)−
∫ t

0

Frdr = Mt −
∫ t

0

Frdr.

M est une martingale Brownienne, donc en peut construit un processus z appartient à

M2 tel que

yt = Mt −
∫ t

0

Frdr = M0 +

∫ t

0

zrdWr −
∫ t

0

FrdWr

On vérifie facilement que (y, z) ainsi construit est une solution de l’équation différentielle

stochastique rétrograde qui est étudiée puisque comme yT = ξ on a

yt−ξ = M0 +

∫ t

0

zrdWr−
∫ t

0

Frdr− (M0 +

∫ t

0

zrdWr−
∫ T

0

Frdr) =

∫ T

t

Frdr−
∫ T

t

zrdWr

L’unicité est évidente pour les solutions vérifiant z ∈M2.

Nous montrons maintenant le théorème de Pardaux et Peng.

Théorème 1.11 (Pardaux et Peng 1990) :

Sous l’hypothèse (L), L’équation différentielle stochastique rétrograde (1.1) possède une

unique solution (y, z) telle que z ∈M2.

Preuve :

La preuve consiste à utiliser un argument de point fixe dans l’espace de Banach B2 avec

une application p(t) de B2 dans lui-même de sorte que (y, z) ∈ B2est une solution de

L’équation différentielle stochastique rétrograde si et seulement si c’est une point fixe de

p.

On définit(y, z) = p(U, V ) pour tous (U, V ) élément de B2 comme étant la solution de

L’équation différentielle stochastique rétrograde

yt = ξ +

∫ T

t

b(r, Ur, Vr)dr −
∫ T

0

zrdWr

14
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On remarque que cette équation différentielle stochastique rétrograde possède une unique

solution qui est dans B2. Par conséquent, posons Fr = f(r, Ur, Vr), ce processus appartient

à M2 puisque, b étant Lipschitz,

| br |≤| b(r, 0, 0) | +K | Ur | +K ‖ Vr ‖

Remarquons que ces trois dernières processus sont de carré intégrable, alors (y, z) est une

solution unique telle que z ∈M2

(y, z)appartient à B2 l’intégralité de z est obtenue par construction et d’après la propo-

sition le processus y appartient a S2
c .

Soient (U, V ) et (U ′, V ′) deux élément de B2 et (y, z) = p(U, V ); (y′, z′) = p(U ′, V ′)

Notons y = y − y′ et z = z − z′ . il est claire que yT = 0 et

dyt = −{b(t, Ut, Vt)− b(t, U ′t , V ′t )}dt+ ztdWt

On applique la formule d’Itô à eαt | yt |2 pour obtenir

d(eαt | yt |2) = αeαt | yt |2 dt− 2eαtyt.{b(t, Ut, Vt)− b(t, U ′t , V ′t )}dt

Intégrant entre t et T , on obtient

eαt | yt |2 +

∫ T

t

eαr ‖ zr ‖2 dr =

∫ T

t

eαr(−α | yr |2 +2yr.{b(t, Ut, Vt)

− b(t, U ′t , V ′t )})dr −
∫ T

t

2eαryr.zrdWr

Et comme b est Lipschitz, il vient donc d’après la notation u, v de U − U ′ et V − V ′

respectivement

eαt | yt |2 +

∫ T

t

eαr ‖ zr ‖2 dr ≤
∫ T

t

eαr(−α | yr |2 +2K | yr. | vr |

+ 2K | yr | . ‖ vr ‖)dr −
∫ T

t

2eαryr.zrdWr

Pour tout ξ > 0, On a 2ab ≤ a2

ε
+ εb2, donc

eαt | yt |2 +

∫ T

t

eαr ‖ zr ‖2 dr ≤
∫ T

t

eαr(−α +
2K2

ε
) | yt |2 dr −

∫ T

t

2eαryrzrdWr

+ ε

∫ T

t

eαr(| ur |2 + ‖ vr ‖2)dr.
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et prenant α = 2k2

ε
, on a noté Rε = ε

∫ T
t
eαr(| ur |2 + ‖ vr ‖2)dr.

∀t ∈ [0, T ]eαt | yt |2 +

∫ T

t

eαr ‖ zr ‖2 dr ≤ Rε −
∫ T

t

2eαryrzrdWr.

La martingale local {
∫ t

0
eαryrzrdWr}t∈[0,T ] est en réalité une martingale nulle en 0 puisque

y, y′appartiennent à S2 et z, z′ appartiennent à M2 on obtient facilement pour t = 0

E[

∫ T

0

eαr ‖ zr ‖2 dr] ≤ E[Rε].

L’inégalité BDG fournit-avec C universelle

E[ sup
t∈[0,T ]

eαt | yt |2] ≤ E[Rε] + CE[(

∫ T

0

e2αr | yr |2‖ zr ‖2 dr)
1
2 ]

puis, comme ab ≤ a2

2
+ b2

2
.

E[ sup
t∈[0,T ]

eαt | yt |2] ≤ E[Rε] +
1

2
E[ sup

t∈[0,T ]

eαt | yt |2] +
C

2
E[

∫ T

0

eαr ‖ zr ‖2 dr]

finalement, on obtient

E[ sup
t∈[0,T ]

eαt | yt |2 +

∫ T

0

eαr ‖ zr ‖2 dr] ≤ (3 + C2).E[Rε].

et par suite

E[ sup
t∈[0,T ]

eαt | yt |2 +

∫ T

0

eαr ‖ zr ‖2 dr] ≤ (3 + C2)(1 ∨ T ).

Pour que l’application p(t) est une contraction strict de B2 dans lui-même on prenons ε

tel que ε(3 + C2)(1 ∨ T ) = 1
2
Si on le munit de la norme

‖ (U, V ) ‖α E[ sup
t∈[0,T ]

eαt | ut |2 +

∫ T

0

eαr ‖ vr ‖2 dr]
1
2 .

Cette norme est équivalente a la norme usuelle pour α = 0. Finalement en conclut que

l’application p(t) possède unique point fixe, ce qui assure l’existence et l’unicité d’un

solution de l’équation différentielle stochastique rétrograde dans B2.

1.2.3 Le rôle de Z

Nous allons voir que le rôle de z , plus précisément celui du terme
∫ T
t
zrdWr est de rendre

le processus y adapté.
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Proposition 1.12 :

Soit (y, z) la solution de L’équation différentielle stochastique rétrograde (1.1) et soit τ un

temps d’arrêt majoré par T . On suppose, autre de hypothèse (L) que ξ est Fτ -mesurable

et que b(t, y, z) = 0 dés que t ≥ τ.alors

yt = yt∧τ et zt = 0 si t ≥ τ

Preuve :

On aP − p.s

yt = ξ +

∫ T

t

b(r, yr, zr)dr −
∫ T

t

zrdWr t ∈ [0, T ]

Pour t = τ , comme b(r, yr, zr) = 0 dés que t ≥ τ

yτ = ξ +

∫ T

τ

b(r, yr, zr)dr −
∫ T

τ

zrdWr = ξ −
∫ T

τ

zrdWr

Il vient alors

yτ = E(ξ/Fτ ) = ξ

et par suite
∫ T
τ
zrdWr = 0 d’où l’on tire que

E[(

∫ T

τ

zrdWr)
2] = E[

∫ T

τ

‖ zr ‖2 dr] = 0

Il s’en suit immédiatement que, si t ≥ τ, yt = yτ puisque par hypothèse

yτ = yt +

∫ t

τ

b(r, yrzr)dr −
∫ t

τ

zrdWr = yt + 0− 0

Ce qui termine la preuve.

Notons que dans le cas où ξ et b sont déterministe alors z est nul et y est la solution de

l’équation différentielle {
dyt = b(t, yt, 0)dt

yT = ξ
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1.2.4 Une estimation a priori :

En donnant une première estimation sur L’équation différentielle stochastique rétrograde,

il s’agit en fait d’étudier la dépendance de la solution de L’équation différentielle stochas-

tique rétrograde par rapport aux données qui sont ξ et le processus{b(t, 0, 0)}t∈[0,T ]

Proposition 1.13 :

On suppose que (ξ, b) vérifie (L) soit (y, z) la solution de L’équation différentielle stochas-

tique rétrograde (1.1) telle que z ∈ M2. alors, il existe une constante Cu universelle telle

que

E[ sup
t∈[0,T ]

eβt | yt |2 +

∫ T

0

eβt ‖ zt ‖2 dt] ≤ CuE[eβT | ξ |2 +

∫ T

0

eβt | b(t, 0, 0) |2 dt]

avec β = (1 +K)2 +K2

Preuve :

On utilise la formule d’Itô à eβt | yt |2

eβt | yt |2 +

∫ T

t

eβr ‖ zr ‖2 dr = eβT | ξ |2 +

∫ T

t

eβr(−β | yr |2 +2yr.b(r, yr, zr))dr−
∫ T

t

2eβryrzrdWr

Pour tout (t, y, z) avec b est K − lipschitz, on a

2y.b(t, y, z) ≤ 2 | y | . | b(t, 0, 0) | +2K. | y |2 +2K. | y | . ‖ z ‖ .

et donc utilisant le fait que 2ab ≤ ε.a2 + b2

ε
pour ε = 1 puis

2y.b(t, y, z) ≤ (1 + 2K + 2K2). | y |2 +(b(t, 0, 0))2 +
‖ z ‖2

2

On prenant β = 1 + 2K + 2K2 on obtient, pour tout t ∈ [0, T ]

eβt | yt |2 +
1

2

∫ T

t

eβr ‖ zr ‖2 dr = eβT | ξ |2 +

∫ T

0

eβr. | b(r, 0, 0) |2 dr −
∫ T

t

2eβryrzrdWr

En Obtient, pour t = 0

E[

∫ T

0

eβr ‖ zr ‖2 dr] ≤ 2E[eβT | ξ |2 +

∫ T

0

eβr. | b(r, 0, 0) |2 dr]
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L’inégalité de BDG nous donne

E[ sup
t∈[0,T ]

eβt | yt |2] ≤ E[eβT | ξ |2 +

∫ T

0

eβr. | b(r, 0, 0) |2 dr]+CE[(

∫ T

0

e2βr | yr |2 . ‖ zr ‖2 dr)
1
2 ]

D’autre part

CE[(

∫ T

0

e2βr | yr |2 . ‖ zr ‖2 dr)
1
2 ] ≤ CE[

∫ T

0

sup
t∈[0,T ]

e
βt
2 | yt | (

∫ T

0

eβr ‖ zr ‖2 dr)
1
2 ]

≤ 1

2
E[supeβt | yt |2 +C2E

∫ T

0

eβr ‖ zr ‖2 dr]

il vient donc

E[ sup
t∈[0,T ]

eβt | yt |2] ≤ 2E[eβT | ξ |2 +

∫ T

0

eβr. | b(r, 0, 0) |2 dr] + C2[E
∫ T

0

eβr ‖ zr ‖2 dr]

et finalement, on obtient

E[ sup
t∈[0,T ]

eβt | yt |2 +

∫ T

0

eβr ‖ zr ‖2 dr] ≤ 2.(2 + C2).

prenant Cu = 2.(2 + C2). Ce qui termine la preuve.

1.2.5 Équation différentielle stochastique rétrograde linéaire

Dans la fin de ce chapitre nous allons étudie les équation différentielle stochastique ré-

trograde linéaire et pour cela une équation différentielle stochastique rétrograde est dite

linéaire si elle s’écrit sous la forme

yt = ξ +

∫ T

t

(aryr + brzr + cr)dr −
∫ T

0

zrdWr t ∈ [0, T ]

où {(at, bt)} est un processus a valeurs dans R× Rd progressivement mesurable et borné

{Ct}t∈[0,T ] ∈ M2 × R et ξ est une variable aléatoire Ft mesurable et de carré intégrable a

valeurs réelles .

La solution de cette équation peut dans ce cas être écrite sous la forme

∀t ∈ [0, T ] , yt = Γ−1
t E(ξΓt +

∫ T

t

CrΓrdr/Ft)

ou

Γt = exp(

∫ t

0

bsdWs −
1

2

∫ t

0

| bs |2 ds+

∫ t

0

asds)
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avec Γ solution de l’EDS {
dΓt = Γt(atdt+ btdWt); t ∈ [0, T ]

Γ0 = 1

Prenant

b(t, y, z) = αtyt + ztbt + ct

D’après les propriétés du générateur de l’équation différentielle stochastique rétrograde

linéaire on peut appliquer le théorème de Pardoux-Peng, donc elle admet une solution

unique (y, z)telle que z ⊂M2, yappartient à S2.

La formule d’intégration par parties donne

dΓtyt = ytdΓt + Γtdyt + d < Γ, y >t= −Γtctdt+ ΓtztdWt + ΓtytbtdWt

ce qui montre que le processus

Γtyt +

∫ t

0

crΓrdr.

est une martingale car c ∈M2et Γ, y sont dans S2

par suite

Γtyt +

∫ t

0

crΓrdr = E[Γtyt +

∫ t

0

crΓrdr/Ft]

c’est a dire

yt = Γ−1
t E(ξΓt +

∫ T

t

crΓrdr/Ft)
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Chapitre 2

Conditions d’optimalité pour les
contrôles stricts

2.1 Formulation du problème

Soit (Ω, F, (Ft)t≥0, P )un espace probabilisé filtré sur lequel on définit un mouvement Brow-

nien d−dimensionnel W = (Wt)t≥0. On assume que (Ft) est la P−augmentation de la

filtration naturelle de (Wt)t≥0.

soit T un nombre réel strictement positif et U un sous ensemble non vide deRk.

Définition 2.1 :

Un contrôle admissible est un processus Ft-adapté à valeurs dans U tel que

E

[
sup
t∈[0,T ]

| vt |2
]
<∞

On note par U l’ensemble des tous les contrôles admissibles .

Pour tout υ ∈ U , on considère l’EDSR
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2.1. FORMULATION DU PROBLÈME CHAPITRE 2.

{
dyvt = b(t, yvt , z

v
t , vt)dt+ zvt dWt,

yvT = ξ

Où

b : [0, T ]× Rn ×Mn×d(R)× U → Rn,

et ξ est une variable aléatoire de dimension n, FT -mesurable telle que

E | ξ |2<∞.

La fonction cout est définit de U dans R par

J(v) = E
[
g(yv0) +

∫ T

0

h(t, yvt , z
v
t , vt)dt

]
,

Où

g : Rn → R

h : [0, T ]× Rn ×Mn×d(R)× U → Rn.

Un contrôle u ∈ U est dit optimale s’il vérifie

J(u) = inf
v∈U

J(v).

Notre but est d’établir des condition nécessaires et suffisantes d’optimalité, sous la forme

de principe du maximum.

Nous supposons que

Les fonction b, g et h sont continues en(y, z, v), leurs dérivée by, bz, gy, hy et hz sont conti-

nues en (y, z, v) et uniformément bornées. b et h sont bornées par C(1+ | y | + | v |) et

bornés en z.

Sous ces hypothèses, pour tout v ∈ U , l’équation d’état admet une unique solution (Ft)t-

adaptée et la fonction coût J est bien définie de U dans R.

2.2 Problème avec coût restreint

22



2.2. PROBLÈME AVEC COÛT RESTREINT CHAPITRE 2.

Puisque le coût h dépend de la variable zt on ne peut pas traiter le problème directe-

ment. Pour remédier à cela, on introduit une nouvelle méthode qui consiste à restreindre

le problème initial en un problème sans coût intégral. Pour cela, on considère l’EDSR

unidimensionnelle {
dxvt = h(t, yvt , z

v
t , vt)dt+ kvt dWt,

xvT = η

où kv est une matrices (1×d), (yvt , z
v
t ) est la solution de l’équation initiale et η est une

variable aléatoire unidimensionnelle FT−mesurable telle que

E | η |2>∞

L’équation unidimensionnelle admets une unique solution (Ft)t−adapté.

On pose

ỹt =

(
yvt
xvt

)
,

et on considère l’équation de dimension (n+1)suivante{
dỹt = b̃(t, ỹt, z̃

v
t , vt)dt+ z̃tdWt,

ỹT =
(
ξ
η

)
où la fonction b̃ est définit de [0, T ]× Rn+1 ×M(n+1)×d(R)× U dans Rn+1par

b̃(t, ỹt, z̃t, vt) =

(
b(t, yvt , z

v
t , vt)

h(t, yvt , z
v
t , vt)

)
,

et z̃t est une matrice de dimension(n+ 1)× d, donnée par

z̃t =

(
zvt
kvt

)
=


zv11 zv12 . . . zv1d
zv21 zv22 . . . zv2d
...

...
zvn1 zvn2 . . . zvnd
kv1 kv2 . . . kvd


puisque b̃est uniformément Lipschitzienne en (ỹt, z̃t), alors l’équation admet une unique

solution(ỹt, z̃t) adapté à la filtration (Ft)t.

On définit la fonction g̃ de Rn+1 dans R par

g̃(ỹt) = g(yvt )− xvt ,
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2.2. PROBLÈME AVEC COÛT RESTREINT CHAPITRE 2.

et la nouvelle fonction coût de U dans R par

J̃(v) = E[g̃(ỹ0)] + E[η].

Il est facile de vérifier que

J̃(v) = J(v).

En conséquence, il est suffisant de minimiser le coût restreint J̃sur U . Si u ∈ U est une

solution optimale, alors

J̃(u) = inf
v∈U

J̃(v).

Avec cette transformation, nous avons réduit le problème initiale en un nouveau problème

avec coût intégral .

2.2.1 Résultats préliminaires

On suppose que u ∈ U est un contrôle optimal et on note par(ỹt, z̃t)la solution associée.

On introduit la perturbation fort suivante

uθt =

{
v si t ∈ [τ, τ + θ],

ut sinon,

où 0 ≤ τ ≤ T est fixé, θ > 0 est suffisement petit et v est une variable aléatoire

Ft−mesurable à valeurs dans U telle que E[| v |2] <∞.

Le contrôle perturbé uθ est admissible et on note par (ỹt
θ, z̃t

θ) la trajectoire associée.

Puisque u est optimal, l’inégalité variationnelle sera obtenue à partir de

0 ≤ J̃(uθ)− J̃(u).

Pour cela, on a besoin des lemmes suivants.

Lemme 2.2 :

Sous nos hypothèse, on a

E

[
sup
t∈[0,T ]

| ỹtθ − ỹt |2
]
≤ Cθ2,

E
∫ T

0

| z̃tθ − z̃t |2 dt ≤ Cθ2
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2.2. PROBLÈME AVEC COÛT RESTREINT CHAPITRE 2.

Preuve :

On a 

d(ỹt
θ − ỹt) = [b̃(t, ỹt

θ, z̃t
θ, uθt )− b̃(t, ỹt, z̃tθ, uθt )]dt

[b̃(t, ỹt, z̃t
θ, uθt )− b̃(t, ỹt, z̃t, uθt )]dt

[b̃(t, ỹt, z̃t, u
θ
t )− b̃(t, ỹt, z̃t, ut)]dt

+(z̃t
θ − z̃t)dWt

(ỹT
θ − ỹT ) = 0

On pose

Y θ
t = ỹt

θ − ỹt,

Zθ
t = z̃t

θ − z̃t,

et

ϕθ(t, Y θ
t , Z

θ
t ) =

∫ 1

0

b̃y(t, ỹt + λỹt
θ − ỹt, z̃t + λz̃t

θ − z̃t, uθt )Y θ
t dλ

+

∫ 1

0

b̃y(t, ỹt + λỹt
θ − ỹt, z̃t + λz̃t

θ − z̃t, uθt )Y θ
t dλ

+ b̃(t, ỹt, z̃t, u
θ
t )− b̃(t, ỹt, z̃t, ut)

Alors {
dY θ

t = ϕθ(t, Y θ
t , Z

θ
t )dt+ Zθ

t dWt,

Y θ
T = 0.

Cette équation est une EDSR linéaire à coefficients bornés et avec une condition terminaleY θ
T

Alors, en appliquant l’estimation à priori (voir Briand et al ))

E

[
sup
t∈[0,T ]

| Y θ
t |2 +

∫ T

0

| Zθ
t |2 dt

]
≤ CE

∣∣∣∣∫ T

0

| ϕθ(t, 0, 0) | dt
∣∣∣∣2

En remplaçant ϕθ(t, 0, 0)par sa valeur, on aura

E

[
sup
t∈[0,T ]

| Y θ
t |2 +

∫ T

0

| Zθ
t |2 dt

]
≤ CE

∣∣∣∣∫ T

0

| b̃(t, ỹt, z̃t, ũtθ)− b̃(t, ỹt, z̃t, ut) | dt
∣∣∣∣2
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Par la définition de uθ,on obtient

E

[
sup
t∈[0,T ]

| Y θ
t |2 +

∫ T

0

| Zθ
t |2 dt

]
≤ CE

∣∣∣∣∫ τ+θ

τ

| b̃(t, ỹt, z̃t, υ)− b̃(t, ỹt, z̃t, ut) | dt
∣∣∣∣2

≤ CE

∣∣∣∣∣ sup
t∈[0,T ]

| b̃(t, ỹt, z̃t, υ)− b̃(t, ỹt, z̃t, ut) |
∫ τ+θ

τ

dt

∣∣∣∣∣
2

Puisque b est à croissance linéaire en (y,v) et bornée enz, alors b̃ vérifie les même propriétés

et on obtient

E

[
sup
t∈[0,T ]

| Y θ
t |2 +

∫ T

0

| Zθ
t |2 dt

]
≤ Cθ2

Le lemme est prouvé.

2.2.2 Conditions nécessaires d’optimalité pour le problème res-
treint

Théorème 3.3 :

Soit (u,ỹ,z̃) une solution optimale pour le problème restreint. Alors, il existe un unique

processus adapté

p̃ ∈ L2([0, T ];Rn+1)

solution de l’équation différentielle stochastique progressive{
−dp̃t = H̃y(t, ỹt, z̃t, p̃t, ut)dt− H̃z(t, ỹt, z̃t, p̃t, ut)dWt,

p̃0 = g̃y(ỹ0)

tel que

H̃(t, ỹt, z̃t, p̃t, ut) = max
v∈U

H̃(t, ỹt, z̃t, p̃t, v); a.e, a.s,

où la Hamiltonien H̃ est défini de [0, T ]× Rn+1 ×M(n+1)×d(R)× Rn+1 × Upar

H̃(t, ỹt, z̃t, p̃t, ut) = b̃(t, ỹt, z̃t, ut)p̃t.
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Preuve :

Pour la simplicité, on pose

Λθ
t = (t, ỹt + λ(ỹt

θ − ỹt), z̃t + λ(z̃t
θ − z̃t), uθt ).

Puisque u minimise le coût J̃ sur U , Alors

0 ≤ J̃(uθ)− J̃(u)

≤ E[g̃(ỹ0
θ)− g̃(ỹ0)]

≤ E
∫ 1

0

g̃y[ỹ0 + λ(ỹ0
θ − ỹ0)](ỹ0

θ − ỹ0)dλ

≤ E[g̃y(ỹ0)(ỹ0
θ − ỹ0)] + E

∫ 1

0

[g̃y(ỹ0 + λ(ỹ0
θ − ỹ0))− g̃y(ỹ0)](ỹ0

θ − ỹ0)dλ

On remarque que

p̃0 = ỹy(ỹ0).

Alors

0 ≤ E[p̃0(ỹ0
θ − ỹ0)− ỹ0] + E

∫ 1

0

[g̃y(ỹ0 + λ(ỹ0
θ − ỹ0))− g̃y(ỹ0)](ỹ0

θ − ỹ0)dλ

En appliquant la formule de Itô à p̃t(ỹtθ, ỹt), on obtient

E[p̃0(ỹ0
θ, ỹ0)] = E

∫ T

0

∫ 1

0

[b̃y(Λ
θ
t )− b̃y(t, ỹt, z̃t, ut)](ỹt − ỹtθ)p̃tdλdt

+ E
∫ T

0

∫ 1

0

[b̃z(Λ
θ
t )− b̃z(t, ỹt, z̃t, ut)](z̃t − z̃tθ)p̃tdλdt

+ E
∫ T

0

[b̃(t, ỹt, z̃t, ut)− b̃(t, ỹt, z̃t, uθt )]p̃tdt

Ce qui nous donne

0 ≤ E
∫ T

0

[H̃(t, ỹt, z̃t, p̃t, ut)− H̃(t, ỹt, z̃t, p̃t, u
θ
t )]dt

− E
∫ 1

0

[g̃y(ỹ0 + λ(ỹ0
θ − ỹ0))− g̃y(ỹ0)](ỹt − ỹtθ)dλ

+ E
∫ T

0

∫ 1

0

[b̃y(Λ
θ
t )− b̃y(t, ỹt, z̃t, ut)](ỹt − ỹtθ)p̃tdλdt

+ E
∫ T

0

∫ 1

0

[b̃z(Λ
θ
t )− b̃z(t, ỹt, z̃t, ut)](z̃t − z̃tθ)p̃tdλdt
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Montrons que

E
∫ T

0

∫ 1

0

[b̃y(Λ
θ
t )− b̃y(t, ỹt, z̃t, ut)](ỹt − ỹtθ)p̃tdλdt ≤ Cθ3/2

et

E
∫ T

0

∫ 1

0

[b̃z(Λ
θ
t )− b̃z(t, ỹt, z̃t, ut)](z̃t − z̃tθ)p̃tdλdt ≤ Cθ3/2

En effet, en utilisant l’inégalité de Cauchy Schwartz, on aura

E
∫ T

0

∫ 1

0

[b̃z(Λ
θ
t )− b̃z(t, ỹt, z̃t, ut)](z̃t − z̃tθ)p̃tdλdt

≤
(
E
∫ T

0

∫ 1

0

∣∣∣[b̃z(Λθ
t )− b̃z(t, ỹt, z̃t, ut)]p̃t

∣∣∣2 dλdt)1/2(
E
∫ T

0

| z̃t − z̃tθ |2 dt
)1/2

Ce qui nous donne

E
∫ T

0

∫ 1

0

[b̃z(Λ
θ
t )− b̃z(t, ỹt, z̃t, ut)](z̃t − z̃tθ)p̃tdλdt

≤ Cθ

(
E
∫ T

0

∫ 1

0

∣∣∣[b̃z(Λθ
t )− b̃z(t, ỹt, z̃t, ut)]p̃t

∣∣∣2 dλdt)1/2

Par la définition de uθ, on obtient

E
∫ T

0

∫ 1

0

[b̃z(Λ
θ
t )− b̃z(t, ỹt, z̃t, ut)](z̃t − z̃tθ)p̃tdλdt

≤ Cθ

(
E
∫ τ+θ

τ

∫ 1

0

∣∣∣[b̃z(Λv
t )− b̃z(t, ỹt, z̃t, ut)p̃t]

∣∣∣2 dλdt)1/2

puisque b̃y est bornée, on aura

E
∫ T

0

∫ 1

0

[b̃z(Λ
θ
t )− b̃z(t, ỹt, z̃t, ut)](z̃t − z̃tθ)p̃tdλdt

≤ Cθ

(∫ τ+θ

τ

E | p̃ |2 dt
)1/2

.

Puisque p̃ ∈ L2([0, T ];Rn+1), on déduit

E
∫ T

0

∫ 1

0

[b̃z(Λ
θ
t )− b̃z(t, ỹt, z̃t, ut)](z̃t − z̃tθ)p̃tdλdt

≤
(
C

∫ τ+θ

τ

dt

)1/2

Cθ = Cθ3/2.
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Maintenant, on a

0 ≤ E
∫ T

0

[H̃(t, ỹt, z̃t, p̃t, ut)− H̃(t, ỹt, z̃t, p̃t, u
θ
t )]dt

+E
∫ 1

0

[g̃y(ỹ0 + λ(ỹ0
θ − ỹ0))− g̃y(ỹ0)](ỹ0

θ − ỹ0)dλ

+ Cθ3/2

En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient

0 ≤ E
∫ T

0

[H̃(t, ỹt, z̃t, p̃t, ut)− H̃(t, ỹt, z̃t, p̃t, u
θ
t )]dt

+

(∫ 1

0

E | g̃y(ỹ0 + λ(ỹ0
θ − ỹ0))− g̃y(ỹ0) |2 dλ

)1/2 (
E | ỹ0

θ − ỹ0 |2
)1/2

+ Cθ3/2

On déduit que

0 ≤ E
∫ T

0

[H̃(t, ỹt, z̃t, p̃t, ut)− H̃(t, ỹt, z̃t, p̃t, u
θ
t )]dt

+Cθ

(∫ 1

0

E | g̃y(ỹ0 + λ(ỹ0
θ − ỹ0))− g̃y(ỹ0) |2 dλ

)1/2

+ Cθ3/2

De la définition de uθ, on aura

0 ≤ E
∫ τ+θ

τ

[H̃(t, ỹt, z̃t, p̃t, ut)− H̃(t, ỹt, z̃t, p̃t, v)]dt

+Cθ

(∫ 1

0

E | g̃y(ỹ0 + λ(ỹ0
θ − ỹ0))− g̃y(ỹ0) |2 dλ

)1/2

+ Cθ3/2

En divisant par θ, on obtient

0 ≤ 1

θ
E
∫ τ+θ

τ

[H̃(t, ỹt, z̃t, p̃t, ut)− H̃(t, ỹt, z̃t, p̃t, v)]dt

+ C

(∫ 1

0

E | g̃y(ỹ0 + λ(ỹ0
θ − ỹ0))− g̃y(ỹ0) |2 dλ

)1/2

+ Cθ1/2
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Puisque g̃y est continue et bornée, alors en appliquant le théorème de la convergence

dominée, on aura

lim
θ→0

C

∫ 1

0

(
E | g̃y(ỹ0 + λ(ỹ0

θ − ỹ0))− g̃y(ỹ0) |2
)1/2

dλ = 0

En prenant la limite quand θ −→ 0, on obtient

0 ≤ lim
θ→0

1

θ
E
∫ τ+θ

τ

[H̃(t, ỹt, z̃t, p̃t, ut)− H̃(t, ỹt, z̃t, p̃t, v)]dt

Ceci implique que

0 ≤ E[H̃(τ, ỹt, z̃t, p̃t, ut)− H̃(τ, ỹt, z̃t, p̃t, v)], dr − a.e

Maintenant, soita ∈ U un élément déterministe et F un élément arbitraire de Ft, et on

pose

ωt = a1F + ut1Ω−F

Il est clair que ω est un contrôle admissible . puisque 0 ≤ τ ≤ T , alors pour tout variable

aléatoire vFt−mesurable et à valeurs dans U telle que E | v |2< +∞, on obtient

0 ≤ E[H̃(τ, ỹt, z̃t, p̃t, ut)− H̃(τ, ỹt, z̃t, p̃t, v)], dt− a.e

En appliquant cette inégalité à ω, on aura

0 ≤ E[1F (H̃(τ, ỹt, z̃t, p̃t, ut)− H̃(τ, ỹt, z̃t, p̃t, v))],∀F ∈ Ft

ce qui implique

0 ≤ E[H̃(τ, ỹt, z̃t, p̃t, ut)− H̃(τ, ỹt, z̃t, p̃t, v)/Ft].

La quantité à l’intérieur de l’espérance conditionnelle étant Ft−mesurable, donc le résultat

suit immédiatement. Ceci prouve le théorème .

2.3 Conditions d’optimalité pour les contrôles stricts

A partir des résultats de la section précédents, nous allons reformuler les conditions né-

cessaires données au théorème () et établir les conditions d’optimalité pour le problème

initial.
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2.3.1 Conditions nécessaires d’optimalité

Théorème 2.4 (Condition nécessaires d’optimalité pour les contrôles
stricts) :

Soit (u, yu, zu) une solution optimale pour le problème initial. Alors, il existe un unique

processus adapté

pu ∈ L2([0, T ];Rn),

solution de l’équation différentielle stochastique progressive suivante{
−dput = Hy(t, y

u
t , z

u
t , p

u
t , ut)dt+Hz(t, y

u
t , z

u
t , p

u
t , ut)dWt,

pu0 = gy(y
u
0 )

tel que

H(t, yut , z
u
t , p

u
t , ut) = max

v∈U
H(t, yut , z

u
t , p

u
t , v)

où le Hamiltonien H est défini de [0, T ]× Rn ×Mn×d(R)× Rn × Udans R

H(t, y, z, p, v) = pb(t, y, z, v)− h(t, y, z, v)

Preuve :

On pose

p̃t =

(
put
−1

)
De le définition de H̃, p̃, b̃ et z̃ on obtient

H̃(τ, ỹt, z̃t, p̃t, ut) = H(t, yut , z
u
t , p

u
t , ut)

et de l’équation adjoint associée au problème restreint, on déduit l’équation adjointe as-

sociée au problème initial. Finalement, l’inégalité variationnelle du problème initial est

déduite directement de cette du problème restreint
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2.3.2 Conditions suffisantes d’optimalité

Théorème 2.5 (Conditions suffisantes d’optimalité pour les contrôle
stricts) :

On suppose que U est convexe et pour tout v ∈ U et pour tout t ∈ [0, T ], la fonction g

est convexe et l’application (yt, zt, vt) −→ H(t, yt, zt, pt, vt) est concave. Alors, u est un

optimal contrôle pour le problème initial s’il vérifie les conditions nécessaires d’optimalité

.

Preuve :

Soit un contrôle strict arbitraire (candidat à être optimal) et (yut , z
u
t ) la solution associée.

Pour tout contrôle strict v, avec solution associée (yvt , z
v
t ) on a

J(v)− J(u) = E[g(yv0)− g(yu0 )] + E
∫ T

0

[h(t, yut , z
u
t , vt)− h(t, yut , z

u
t , ut)]dt.

Puisque g est convexe, on aura

g(yv0)− g(yu0 ) ≥ gy(y
u
0 )(yv0 − yu0 ).

Alors

J(v)− J(u) ≥ E[gy(y
u
0 )(yv0 − yu0 )] + E

∫ T

0

[h(t, yut , z
u
t , vt)− h(t, yut , z

u
t , ut)]dt.

On remarque que

pu0 = gy(y
u
0 ).

On déduit

J(v)−J(u) ≥ E[pu0(yv0 − yu0 )−H(t, yut , z
u
t , ut)]dt+E

∫ T

0

[h(t, yut , z
u
t , vt)−h(t, yut , z

u
t , ut)]dt.

En appliquant la formule de Itô a put (yvt − yut ), on obtient

J(v)− J(u) ≥ E
∫ T

0

[Hy(t, y
u
t , z

u
t , p

u
t , ut)(y

v
t − yut ) +Hz(t, y

u
t , z

u
t , p

u
t , ut)(z

v
t − zut )]dt

+ E
∫ T

0

[H(t, yut , z
u
t , p

u
t , ut)−H(t, yut , z

u
t , p

u
t , vt)]dt
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Puisque H est convexe en (y, z, u), alors

H(t, yut , z
u
t , p

u
t , vt)−H(t, yut , z

u
t , p

u
t , ut) ≤ Hy(t, y

u
t , z

u
t , p

u
t , ut)(y

v
t − yut )

+Hz(t, y
u
t , z

u
t , p

u
t , ut)(z

v
t − zut )

+Hv(t, y
u
t , z

u
t , p

u
t , ut)(vt − ut)

Où d’un manière équivalente

Hv(t, y
u
t , z

u
t , p

u
t , ut)(ut − vt) ≤ H(t, yut , z

u
t , p

u
t , ut)

−H(t, yut , z
u
t , p

u
t , vt)

+Hy(t, y
u
t , z

u
t , p

u
t , ut)(y

v
t − yut )

+Hz(t, y
u
t , z

u
t , p

u
t , ut)(z

v
t − zut ).

Alors, on obtient

J(v)− J(u) ≥ E
∫ T

0

Hv(t, y
u
t , z

u
t , p

u
t , ut)(ut − vt)dt

On sait que H(t, yut , z
u
t , p

u
t , .) est concave, alors −H(t, yut , z

u
t , p

u
t , .) est convexe de U dans

R. De plus, U est convexe et −H(t, yut , z
u
t , p

u
t , .) est continue, Gâteaux-différentiable, avec

différentielle continue, alors en appliquant le principe de l’optimisation convexe (voir

Ekeland-Temam[11, prop 2.1, page 35]), on obtient

−H(t, yut , z
u
t , p

u
t , ut) = inf

vt∈U
−H(t, yut , z

u
t , p

u
t , vt)⇔ −Hv(t, y

u
t , z

u
t , p

u
t , ut)(vt − ut) ≥ 0.

Où d’une manière équivalente

H(t, yut , z
u
t , p

u
t , ut) = max

vt∈U
H(t, yut , z

u
t , p

u
t , vt)⇔ Hv(t, y

u
t , z

u
t , p

u
t , ut)(ut − vt) ≥ 0.

Alors, par les conditions nécessaires d’optimalité, on déduit que

Hv(t, y
u
t , z

u
t , p

u
t , ut)(ut − vt) ≥ 0.

Ce qui nous donne

J(v)− J(u) ≥ 0.

Le théorème est prouvé

33



Chapitre 3

Conditions d’optimalité en
contrôle stochastique relaxé

Le but de ce chapitre est de généraliser le chapitre 2 c’est- à- dire établir une généralisation

du principe du maximum en contrôle optimale stochastique, l’idée serait d’injecter l’espace

des contrôles ordinaires U dans l’espace des mesures de probabilité sur U où U désigne

l’ensemble des valeurs prise par le contrôle ordinaire. Ce nouvel espace appelés espace de

contrôle relaxé .

Notre objectif dans ce chapitre est d’établir un principe du maximum vérifié par un

contrôle optimal relaxé. La démonstration est basée sur l’approximation des trajectoires

des contrôles relaxés par les trajectoires des contrôles ordinaires et le principe du maximum

approché.

Avant d’établir le principe du maximum relaxé, nous allons donné des hypothèses et des

définitions nécessaires

3.1 Formulation du problème et notations
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3.1. FORMULATION DU PROBLÈME ET NOTATIONS CHAPITRE 3.

Soient(Ω,F , (Ft)t≥0, P ) un espace probabilisé filtré satisfaisant les conditions usuelles sur

lequel on définie, un mouvement Brownien (Wt)t > 0 ,on suppose que Ft = σ(Ws, 0 ≤

s ≤ t)

On considère L’EDSR suivant{
dyt =

∫
U
b(t, yt, zt, a)qt(da)dt+ ztdWt

yT = ξ

où b est définie sur [0, T ]×Rn ×Rn×d ×Rmà valeurs dans Rn est une fonction mesurable

et ξ une variable aléatoire FT−mesurable. La fonction coût a minimiser est donnée par

J(u) = E[g(y0)] + E
∫ T

0

h(t, yt, zt, ut)dt

où h(t, yt, zt, ut)[0, T ] × Rn × Rn×d × Rm → Rmesurable et g(y)Rn → R mesurable en y

On suppose que b, h, g sont dérivable en x, y, zet à dérivées continues et bornées. b, h, sont

continues en u.

Remarque 3.1 :

i) L’équation d’état admet une solution forte unique

yt = ξ +

∫ T

t

b(s, ys, zs)ds−
∫ T

t

zsdWs

ii) La fonction coût est bien définie.

Soit V l’ensemble des mesures de Radon sur [0, T ] × U dont la projection sur [0, T ]

coïncide avec la mesure de Lebesgue munie de la topologie de la convergence stable des

mesures . V est un espace compact mesurable, la convergence stable est préconisée par

les fonctions mesurables bornée h(t, a) telle que pour chaque t ∈ [0, T ],

h(t, .) soil continue.

L’espace V est munit de sa tribu Borélienne ,qui est la plus petit tribu telle que

l’application q →
∫
h(s, a)q(ds, da) soit mesurable pour toute fonction h mesurable, bor-

née et continue en a .
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3.1. FORMULATION DU PROBLÈME ET NOTATIONS CHAPITRE 3.

Définition 3.2 :

Soit P ([0, T ]×U) l’ensemble des mesures de probabilité sur [0, T ]×U telle que la projection

sur [0, T ] coïncide avec la mesure de Lebesgue dt. Un contrôle relaxé q est un variable

q(ω, dt, da) a valeurs dans V telle que pour chaque t1]0,T [ est Ft−mesurable

On note par R l’ensemble des contrôles relaxés.

Remarque 3.3 :

Un contrôle relaxé peut être désintégré en

q(ω, dt, da) = dtq(ω, t, da)

où q(u, t, da) est un processus progressivement mesurable a valeurs dans l’espace P (U)

des mesures de probabilités

Remarque 3.4 :

L’ensemble U des contrôles ordinaires peut être injecté dans l’ensemble R des contrôles

relaxés par L’application

où δu(t)est la mesure de Dirac de masse u.

L’équation d’état dans le cas des contrôles relaxés est donné par{
dyt =

∫
U
b(t, yt, zt, a)qt(da)dt+ ztdWt

yT = ξ

avec les même hypothèses sur b .

La fonction coût a minimiser est donnée par

J(q) = E[g(y0)] + E
∫ T

0

∫
U

h(t, yt, zt, a)qt(da)dt.

avec les mêmes hypothèses sur h et g.
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3.1. FORMULATION DU PROBLÈME ET NOTATIONS CHAPITRE 3.

Remarque 3.5 :

Les hypothèses sur les différents coefficients définissant l’équation d’état et la fonction de

coût sont les même avec le chapitre précisent.

On cherche a minimiser la fonction coût J(µ) sur l’ensemble R . C’est a dire trouver un

contrôle q ∈ R telle que

J(q) ≤ J(µ) ∀µ ∈ R

on note

J(q) = inf
µ∈R

J(µ)

La solution de l’équation d’état dans l’espace de contrôle relaxé est donnée par

yt = ξ +

∫ T

0

∫
U

b(t, yt, zt, a)qs(da)ds−
∫ T

0

zsdWs

Remarque 3.6 :

On pose

b̄(t, yt, zt, a) =

∫
U

b(t, yt, zt, a)qt(da)

L’équation président donné {
dyt = b̄(t, yt, zt, a)dt+ ztdWt

yT = ξ

et dans ce cas la fonction b qui satisfait les mêmes conditions que b et de plus linéaire en

q.

Donc dans ce nouvel modal, l’ensemble des valeurs du processus u est remplacé par P (U)

l’ensemble des valeurs du processus qt, où P (U) est l’espace des mesures de probabilité

sur U et b par b, et on a l’avantage que P ([0, T ]×U) soit convexe et compact et bb linéaire

en q.
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CHAPITRE 3.

Remarque 3.7 :

Si qt = δu(t) est la mesure de Dirac au point u (t) pour chaque t ∈ [0, T ] alors∫
U

b(t, yt, zt, a)qt(da) =

∫
U

b(t, yt, zt, a)δut(da) = b(t, yt, zt, ut) (3.1)

Dans ce cas on aura un problème de contrôle ordinaire par conséquent le problème

de contrôle relaxé généralisé bien le problème ordinaire dans le sens où l’ensemble des

contrôles ordinaires peut être considère comme un sous-ensemble de celui des contrôles

relaxés .

3.2 Approximation des trajectoires

Pour établir le principe du maximum dans le cas des contrôles relaxés on a besoin d’un

résultat d’approximation des trajectoires des contrôles relaxés par les trajectoires des

contrôles ordinaires . Pour cela, l’outil essentiel est un lemme connu sous le nom de

chaierring lemma ei qui est, donné par :

Lemme 3.8 :(Chaterring lemma)

Soit q un contrôle relaxé alors il existe une suite (un) de contrôle ordinaire telle que

dtqnt (da) = dtδun(da)→n→∞ dtq(da) faiblement.

Pour toute fonction h[0, T ] × Rd × P (U) → Rd continue sur [0, T ] × P (U) telle que∫ T
0

∫
U
h(t, ys, zs, a)qs(da) soit linéaire en q on a

lim
n

∫ T

t

∫
U

h(s, ys, zs, a)qns (da) =

∫ T

t

∫
U

h(s, ys, zs, a)qs(da) unif

Démonstration :

A partir du chaterring lemma, on a l’approximation des trajectoires, donnée par le théo-

rème suivant

38



3.2. APPROXIMATION DES TRAJECTOIRES CHAPITRE 3.

Lemme 3.9 :

Soit (y, z), (yn, zn) les trajectoires associées respectivement aux contrôle

E
[

sup
0≤t≤T

| ynt − yt |2 +

∫ T

0

| znt − zt |2
]
→ 0 si n→∞

Preuve :

Soit (y, z), (yn, zn) la solution de L’EDSR suivant

ynt = ξ +

∫ T

t

∫
U

b(s, yns , z
n
s , a)qns (da)ds−

∫ T

t

zns dWs

y = ξ +

∫ T

t

∫
U

b(s, ys, zs, a)qs(da)ds−
∫ T

t

zsdWs

On pose ∫
U

b(s, yns , z
n
s , a)qns (da) = ans∫

U

b(s, ys, zs, a)qs(da) = as

donc on applique la formule d’Itô sur (yt, y
n
t )2 on obtient l’équation suivante

| ynt − yt |2 +

∫ T

t

| zns − zs |2 ds = 2

∫ T

t

| yns − ys | d | yns − ys | ds

= 2

∫ T

t

| yns − ys || αns − αs | ds

puis, comme 2ab ≤ a2 + b2,

| ynt − yt |2 +

∫ T

t

| zns − zs |2 ds ≤
∫ T

t

| yns − ys |2 ds+

∫ T

t

| αns − αs |2 ds

et donc utilisant l’espérance, on obtient

E(| ynt − yt |2 +

∫ T

t

| zns − zs |2 ds) ≤ E(

∫ T

t

| yns − ys |2 ds+

∫ T

t

| αns − αs |2 ds).........∗

tel que

| αns − αs |2=|
∫
U

b(s, yns , z
n
s , a)qns (da)−

∫
U

b(s, ys, zs, a)qs(da) |2
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3.2. APPROXIMATION DES TRAJECTOIRES CHAPITRE 3.

en calcul | αns − α |2 et puis revenant a l’inégalité(*), donc

| αns − αs |2 =|
∫
U

b(s, yns , z
n
s , a)qns (da)−

∫
U

b(s, ys, zs, a)qs(da) |2

=|
∫
U

b(s, yns , z
n
s , a)qns (da)−

∫
U

b(s, ys, zs, a)qns (da) +

∫
U

b(s, ys, zs, a)qns (da)

−
∫
U

b(s, ys, zs, a)qs(da) |2

Si on prend l’inégalité(a+ b)2 ≤ 2a2 + 2b2,

| αns − αs |2 ≤ 2 |
∫
U

b(s, yns , z
n
s , a)qns (da)−

∫
U

b(s, ys, zs, a)qns (da) |2

+ 2 |
∫
U

b(s, ys, zs, a)qns (da)−
∫
U

b(s, ys, zs, a)qs(da) |2

Donc, en intégrant de t à T∫ T

t

| αns − αs |2 ds ≤ 2

∫ T

t

|
∫
U

b(s, yns , z
n
s , a)qns (da)−

∫
U

b(s, ys, zs, a)qns (da) |2 ds

+ 2

∫ T

t

|
∫
U

b(s, ys, zs, a)qns (da)−
∫
U

b(s, ys, zs, a)qs(da) |2 ds

≤ 2

∫ T

t

|
∫
U

b(s, yns , z
n
s , a)qns (da)−

∫
U

b(s, ys, zs, a)qns (da) |2 ds+ λn

où

λn = 2

∫ T

t

|
∫
U

b(s, ys, zs, a)qns (da)−
∫
U

b(s, ys, zs, a)qs(da) |2 ds

Par conséquent d’après les hypothèse sur b on obtient∫ T

t

| αns − αs |2 ds ≤ 2c

∫ T

t

| yns − ys |2 + | zns − zs |2 +2 | yns − ys | . | zns − zs | +λn

≤ 2c

∫ T

t

| yns − ys |2 +2c

∫ T

t

| zns − zs |2

+ 2

∫ T

t

| yns − ys |2 +2

∫ T

t

| zns − zs |2 +λn

≤ 2(c+ 1)

∫ T

t

| yns − ys |2 +2(c+ 1)

∫ T

t

| zns − zs |2 +λn

Revenant a l’inégalité(*)

E(| ynt − yt |2 +

∫ T

t

| zns − zs |2 ds) ≤ E(

∫ T

t

| yns − ys |2 ds

40



CHAPITRE 3.

+2(c+ 1)E[

∫ T

t

| yns − ys |2 +2(c+ 1)

∫ T

t

| zns − zs |2 +λn]

≤ (2c+ 3)E
∫ T

t

| yns − ys |2 ds+ 2(c+ 1)E
∫ T

t

| zns − zs |2 +λn

Posons c+ 1 + 1
4

E(| yns − ys |2 ds+

∫ T

t

| zns − zs |2) ≤ KE
∫ T

t

| yns − ys |2 ds+ λn

On déduit deux inégalité

E | yns − ys |2 ds+ ≤ KE
∫ T

t

| yns − ys |2 ds+ λn

E
∫ T

t

| zns − zs |2≤ KE
∫ T

t

| yns − ys |2 ds+ λn

Pour

E | yns − ys |2 ds+ ≤ KE
∫ T

t

| yns − ys |2 ds+ λn

Puisque λn tends vers 0 quand n tends vers l’infini, alors par le lemme de Gronwall et

l’inégalité de Buckholder Davis Gundy, on a

lim
n→∞

[
sup

0≤t≤T
| yns − ys |2

]
= 0

De la deuxième inégalité, on en déduit

lim
n→∞

E
∫ T

t

| zns − zs |2 ds = 0

Le théorème est démontré

Remarque 3.10 :

Si on note (yn, zn) la solution associée a qn alors (yn, zn) doit satisfait l’équation suivante{
dynt =

∫
U
b(t, ynt , z

n
t , a)qnt (da)dt+ znt dWt

ynT = ξ

C’est à dire {
dyt = b(t, yt, zt, a)qt(da)dt+ ztdWt

yT = ξ
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3.3. PRINCIPE DU MAXIMUM APPROCHÉ CHAPITRE 3.

3.3 Principe du Maximum Approché

On remarque dans le chapitre précèdent que le contrôle optimal n’existe pas si on a

l’absence d’hypothèse de Fillipov c’est-a-dire l’absence d’hypothèse de convexité par contre

on sait qu’il existe toujours un contrôle presque optimal, et pour cela le principe du

maximum approché est un grand utilité pour démontré le principe du maximum relaxé.La

démonstration sur le principe du maximum approché basé essentiellement sur le principe

variationnel d’Ekland, l’idée pour applique le théorème d’Ekland a notre problème est de

munir l’ensemble des contrôle admissible U d’une distance adéquate qui fera de lui un

espace métrique complet.

La démonstration sur le principe du maximum approché est basé essentiellement sur le

principe variationnel d’Ekland.

Théorème 3.11 :(Principe variationnel d’Ekeland)

On pose un espace métrique complet (V, d) et une fonction F semi continue inférieurement

telle que la fonction F définie dans V a valeurs dans R̄ et admet aussi une borne inférieure

fini, donc ∀u ∈ V avec F (u) ≤ Inf(F ) + ε et∀λ � 0 il existe v ∈ V tel que

i) F (v) ≤ F (u)

ii) d(u, v) ≤ λ

iii) F (v) ≤ F (w) + ε
λ
d(v, w)

Corollaire 3.12 :

Soit (V, d) un espace métrique complet et F : V −→ R̄ une fonction semi-continue infé-

rieurment admettant une borne inférieure finie, alors ∀ε � 0, il existe uε ∈ V tel que

1)F (uε) ≤ Inf(F ) + ε 2)F (uε) ≤ F (u) + εd(uε, u) Pour appliquer le principe variationnel

d’Ekeland, on munit l’espace des contrôles U d’une distance adéquate pour en Faire un

espace métrique complet. Pour cela, on définit

d(u, v) = P ⊗ dt(ω, t) ∈ Ω× [0, T ], u(t, ω) 6= v(t, ω)
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3.3. PRINCIPE DU MAXIMUM APPROCHÉ CHAPITRE 3.

oùP ⊗ dt est la mesure produit de P avec la mesure de Lebesgue dt.

Lemme 3.13 :

1)(U, d) est un espace métrique complet . 2)La fonction J est continue de U dans R.

Preuve :

Soit maintenant q ∈ R un contrôle optimal relaxé et xq sa trajectoire correspondante.

On sait par le chatering lemme et l’approximation des trajectoires, qu’il existe une suite

(un)n de contrôle ordinaires tels que

dtqnt (da) = dtδunt (da)→ dtqt(da)

E

[
sup
t∈[0,T ]

| xnt − x
q
t |2
]
−→ 0 si n→ +∞,

où xnt est la trajectoire associée aux contrôles qn.

De l’optimalité de q, il existe une suite (εn)n de nombre positifs, avec limn−→∞ εn = 0, tel

que

J(un, ξ) = J(qn, ξ) ≤ J(q, ξ) + εn.

Ceci implique que un est un contrôle εn−optimal, donc on peut lui appliquer le principe

variationnel d’Ekeland. On obtient

J(un) ≤ J(v) + εnd(un, v);∀v ∈ U

De cette inégalité, on peut établir facilement le principe du maximum approché.
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Théorème 3.14(Principe du maximum approché) :

Pour chaque ε′n � 0, il existe une suite de contrôle ordinaires (un)n ∈ U , tel que il existe

un processus adapté pn(t) solution de

dpn(t) = {−(by)
∗
n(t)pn(t) + (hy)

∗
n}dt

+
d∑
i=1

{−(bz)
∗
n(t)pn(t) + (hz)

∗
n(t)}dWi

pn(0) = gy(y
n
0 )

telle que

H(t, yn, zn, v, pn) ≤ H(t, yn, zn, un, pn) + ε′n

où

H(t, yn, zn, un, pn) = pn(t)∗b(t, , yn, zn, un)− h(t, yn, zn, un)

Preuve :

On sait précédemment que par le principe variationnel d’Ekeland, on a

J(un) ≤ J(v) + εnd(un, v);∀v ∈ U,

où la distance d et définie par

d(u, v) = P ⊗ dt{(w, t) ∈ Ω× [0, T ], u(t, w) 6= v(t, w)},

où P ⊗ dt est la mesure produit de P avec la mesure de Lebesgue dt .

Soit la perturbation fort suivante

unε =

{
vt ∈ [t′, t′ + ε[

unt /∈ [t′, t′ + ε[

Ce que nous donne

J(un) ≤ J(unε ) + εn + d(un, unε ).

C’est à dire

J(un)− J(unε ) ≤ ε′n + d(un, unε ).
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De la définition de la distance d, on a

d(uε, uεh) = P ⊗ dt{(t, w)/un(t, w) 6= unε (t, w)}

= P ⊗ dt{B × [t′, t′ + ε]}

= P (B)dt[t′, t+ [t′, t+ ε]]

= P (B)ε

Don on aura

d(uε, uεh) ≤ ε

Ce qui donne

J(un)− J(unε ) ≤ ε′nε

A partir de cette inégalité, le reste de la démonstration est le même que le principe du

maximum en contrôle optimal stochastique (chapitre 2 théorème 2) avec une remplace-

ment de u par un , finalement on obtient

si ε −→ 0 on a

H(t, ynt , z
n
t , v, p

n
t ) ≤ H(t, ynt , z

n
t , u

n
t , p

n
t ) + ε′n

Ce qui termine la démonstration

3.4 Principe du maximum relaxé

Soit q un contrôle optimal relaxé et considérons le processus adjoint p, solution de l’équa-

tion différentielle stochastique suivante
dp(t) = {

∫
U
b∗y(t, yt, zt, a)qs(da)p(t) +

∫
U
b∗y(t, yt, zt, a)qs(da)}dt

+
∑d

i=1{
∫
U
b∗z(t, yt, zt, a)qs(da)p(t) +

∫
U
b∗z(t, yt, zt, a)qs(da)}dWi

p(0) = gy(y
0(0))∗

Pour établir le principe du maximum relaxé des systèmes gouvernés par des équations

différentielles stochastiques rétrogrades, on a besoin d’un lemme d’approximations du

processus adjoint lié au contrôle optimal relaxé par des processus adjoints liés aux contrôles

presque optimaux et qui est dérobé par le lemme suivant
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Lemme 3.15 :

Soit pn et p les solution respectives des équations (3.6) et (3.7), alors on a

E

(
sup
t∈[0,T ]

| pt − pnt |2
)
−→ 0 si n −→∞

Preuve :

Pour la simplicité des calculs, on pose

−b∗y(s, ys, zs, a)qs(da) = αy

h∗y(s, ys, zs, a)qs(da) = βy

−
d∑
i=1

b∗z(s, ys, zs, a)qs(da) = αzi

−
d∑
i=1

h∗z(s, ys, zs, a)qs(da) = βzi∫
U

−b∗y(s, ys, zs, a)qs(da) = αny∫
U

−h∗y(s, ys, zs, a)qs(da) = βny

−
d∑
i=1

∫
U

b∗z(s, ys, zs, a)qs(da) = αnzi

−
d∑
i=1

∫
U

h∗z(s, ys, zs, a)qs(da) = βnzi

Soit pn et p les solutions respective des équations différentielles stochastiques () et (), alors

pn et p sont données par

pt = gy(y0)∗ +

∫ t

0

{αy.ps + βy}ds+

∫ t

0

{αzi .ps + βzi}dWi

pnt = gy(y
n
0 )∗ +

∫ t

0

{αny .pns + βny }ds+

∫ t

0

{αnzi .p
n
s + βnzi}dWi
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Par la formule d’Itô on a

E | pt − pnt |2=

∫ t

0

E | (αnzip
n
s + βnzi − (αzips − βzi) |2 ds

+2

∫ t

0

E | (ps − pns )d(ps − pns ) | ds

≤ E | gy(yn0 )− gy(y0) |2 +

∫ t

0

E | (αnzip
n
s − αzips) + (βnzi − βzi) |

2

+2

∫ t

0

E | ps − pns || (αnypns + αyps) + 2

∫ n

0

E | ps − pts || βny − βy |

d’après les hypothèse sur b et h, puisque elles sont borné on a

E | ps − pns |≤ E | gy(yn0 )− gy(y0) |2 +C

∫ t

0

E | βnzi − βzi |
2 ds

+2K

∫ t

0

E | ps − pns |2 +

∫ t

0

E | ps − pns |2 +

∫ t

0

E | βny − βy |2

≤ C1E(| yn − y | + | zn − z |)2 + C2

∫ t

0

E(| yn − y |2 + | zn − z |2)ds

+(2K + 1)

∫ t

0

E | ps − pns |2 ds+

∫ t

0

E(| yns − ys |2 + | zns − zs |2)ds

donc

E[| ps − pns |2] ≤ k

∫ t

0

E | ps − pns |2 ds+ ρn

telle que

ρn =

∫ t

0

E(| yns − ys |2 + | zns − zs |2)ds

et d’après cette lemme on a ρn −→ 0 si n −→∞ par conséquent en utilisant le théorème

de Gronwall on obtient

E[| ps − pns |2] ≤ ρnekt

Ce qui nous donne

lim
n→∞

E[| ps − pns |2] = 0

Ce qui termine la démonstration .

A partir de ce dernier théorème et l’approximation des trajectoires, on peut facilement

établir et démontrer le principe du maximum relaxé et qui est donné par
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Théorème 3.16 :

Soit (g, y) une solution optimal pour notre problème de contrôle relaxé alors il existe un

processus At? adapté solution de l’équation différentielle stochastique

Tel que

H(t, yt, zt, µ, pt) ≤ H(t, yt, zt, qt, pt);∀µ ∈ P (U)

Où le Hamiltonien H dans le cas relaxé est défini par

H(t, y, z, q, p) = p∗
∫
U

b(t, y, z, a)q(da)−
∫
U

h(t, y, z, a)q(da)

Preuve :

On pose

Hn = H(t, ynt , z
n
t , u

n
t , p

n
t ) = pn∗

n

t b(t, ynt , z
n
t , u

n
t )− h(t, ynt , z

n
t , u

n
t )

Hq = H(t, yt, zt, qt, pt) = p∗
∫
U

b(t, yt, zt, a)qt(da)−
∫
U

h(t, yt, zt, a)qt(da)

Hn
v = H(t, ynt , z

n
t , v, p

n
t ) = pn∗

n

t b(t, ynt , z
n
t , v)− h(t, ynt , z

n
t , v)

Hµ = H(t, yt, zt, µ, pt) = p∗
∫
U

b(t, yt, zt, a)µ(da)−
∫
U

h(t, yt, zt, a)µ(da)

D’après le principe du maximum approché

H(t, ynt , z
n
t , v, p

n
t ) < H(t, ynt , z

n
t , u

n
t , p

n
t ) + ε′n

Pour prouvé le théorème il faut montré d’abot que

lim
n
E | Hn −Hq |2= 0

lim
n
E | Hn

v −Hµ |2= 0

donc on utilisant la définition de Hn, Hq, H
n
v , Hµ on trouve

E | Hn −Hq |2= E | H(t, ynt , z
n
t , u

n
t , p

n
t )−H(t, yt, zt, qt, pt) |2

= E | pn∗nt b(t, ynt , z
n
t , u

n
t )− h(t, ynt , z

n
t , u

n
t )
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−p∗t
∫
U

b(t, yt, zt, a)qt(da)−
∫
U

h(t, yt, zt, a)qt(da) |2

d’après l’inégalité (a+ b)2 ≤ 2(a2 + b2),

E | Hn −Hq |2≤ 2E | p∗nb(t, ynt , znt , unt )− p(t)∗
∫
U

b(t, yt, zt, a)qt(da) |2

+2E | h(t, ynt , z
n
t , u

n
t )−

∫
U

h(t, yt, zt, a)qt(da) |2

≤ 2(λ1 + λ2)

telle que

λ1 = E | p∗nb(t, ynt , znt , unt )− p(t)∗
∫
U

b(t, yt, zt, a)qt(da) |2

λ2 = E | h(t, ynt , z
n
t , u

n
t )−

∫
U

h(t, yt, zt, a)qt(da) |2

Pour λ1 on a

λ1 = E | p∗nb(t, ynt , znt , unt )− p(t)∗
∫
U

b(t, yt, zt, a)qt(da) |2

= E | p∗nb(t, ynt , znt , unt ) + p∗
n

b(t, ynt , z
n
t , pt)− p∗

n

b(t, ynt , z
n
t , pt)

−p(t)∗
∫
U

b(t, yt, zt, a)qt(da) + p(t)∗
∫
U

b(t, yt, zt, a)qnt (da)

−p(t)∗
∫
U

b(t, yt, zt, a)qnt (da) |2

= E | p∗n(b(t, ynt , z
n
t , u

n
t )− b(t, ynt , znt , pt)) + (pnt − pt)b(t, yt, zt, unt , pt)

p∗t

(∫
U

b(t, yt, zt, a)qnt (da)−
∫
U

b(t, yt, zt, a)qt(da)

)
|2

≤ 3E | p∗n(b(t, ynt , z
n
t , u

n
t )− b(t, yt, zt, unt )) |2

+3E | p∗t
(∫

U

b(t, yt, zt, a)qnt (da)−
∫
U

b(t, yt, zt, a)qt(da)

)
|2

d’après les chatring lemma, on obtient∫
U

b(t, yt, zt, a)qnt (da)→
∫
U

b(t, yt, zt, a)qt(da) si n→∞

Par conséquent on conclut que

λ1 → 0 si n→∞
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Pour λ2 on a

λ2 = E | h(t, ynt , z
n
t , u

n
t )−

∫
U

h(t, yt, zt, a)qt(da) |2

= E | h(t, ynt , z
n
t , u

n
t )− h(t, yt, zt, u

n
t ) + h(t, yt, zt, u

n
t )−

∫
U

h(t, yt, zt, a)qt(da) |2

≤ 2E | h(t, ynt , z
n
t , u

n
t )− h(t, yt, zt, u

n
t ) |2 +2E |

∫
U

h(t, yt, zt, a)qnt (da)

−
∫
U

h(s, yt, zt, a)qt(da) |2

Par l’approximation des trajectoire et le lemme de Flemming on obtient

lim
n→∞

λ2 = 0

Ce qui nous donne

lim
n
E | Hn −Hq |2= 0

Par la même méthode on obtient. limn E | Hn
v −Hµ |2= 0

E | Hn
v −Hµ |2 −E | H(t, ynt , z

n
t , v, p

n
t )−H(t, yt, zt, µ, pt) |2

=| pn∗nt b(t, ynt , z
n
t , v)− h(t, ynt , z

n
t , v)

−p∗t
∫
U

b(t, yt, zt, a)µt(da)−
∫
U

h(t, yt, zt, a)µt(da) |2

puisque b et h borné et le lemme (3.2) on a

lim
n
E | Hn

v −Hµ |2= 0

Finalement pour n→∞ on a

Hµ ≤ Hq; ∀µ ∈ P (U)

Le théorème est prouvé.

Théorème 1.17

Si on suppose que la fonction g est convexe et (yqt , z
q
t ) → Hq(t, yqt , z

q
t , p

q
t , qt) est concave,

alors µ est optimal s’il satisfait les CNOR.
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Preuve :

Même démonstration que pour le cas Strict .
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