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Résumé

L’objectif de ce travail est d’étudier les estimations d’erreur pour l’homogénéisation d’un prob-
lème aux limites elliptique , en utilisant des correcteurs de couche limite .
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1. Introduction

Les travaux présentés dans ce mémoire se basent sur une lecture détaillée l’ article [1]
. Nous présentons ainsi les résultats de l’estimation d’erreur d’ordre 1 et d’ordre 2 avec
couche limite dans l’homagénéisation périodique d’un problème elliptique.

Le domaine dans lequel le problème est étudié est Ω ⊂ RN , convexe , borné et suffisamment
régulier.
Afin d’obtenir une estimation d’erreur d’ordre O(ε

3
2) , on va utiliser des idées liées à la méth-

ode d’éclatement proposé par Cioranescu et al. [C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 335 (2002),
pp. 99-104].Ce résultat est annoncé dans le théorème 3 .

2. Plan du mémoire

Ce travail est décomposé en trois chapitres :

Chapitre 1: Introduction à l’homogénéisation et correcteur de couche limite .

Chapitre 2: Le correcteurs de couche limite du premier-order.

Chapitre 3: Le correcteurs de couche limite du deuxième-order .

3. Problématique

Dans ce travail, on considère le problème classique en homogénéisation avec des coeffi-
cients pèriodiques. Soit Ω ⊂ RN , Un domaine convexe, borné suffisamment régulier, et soit
Y = (0, 1)N une cellule de référence(unité). Soit f une fonction de L2(Ω) et A(y) = (ai,j(y)) ∈
L∞(Ω) , symétrique et Y -périodique avec ∃ α > 0, ai,jξjξi ≥ α |ξ|2,∀ ξ = (ξ1, ..., ξn) ∈ RN ,
on s’intéresse par le problème suivant :−div

(
A(
x

ε
)∇uε(x)

)
= f dans Ω.

uε = 0 sur ∂Ω.
(1)

où l’ on note
Aε(x) = A(

x

ε
) = A(y)

avec y = x
ε

• ε: un petit paramétre représentant la taille de la période .
• x = (x1, x2, ..., xn) variable macroscopique (globale) .
• y = (y1, y2, ..., yn) = (x1ε ,

x2
ε , ...,

xn
ε ) variable microscopique (locale) .

3.1 Formulation variationnelle du problème

Le problème variationnel correspondant au problème (1) s’écrit sous la forme :
trouver uε ∈ H1

0 tel que :∑n
i,j=1

∫
Ω ai,j(

x
ε )
∂uε
∂xi

∂v

∂xj
dx =

∫
Ω fv dx,∀v ∈ H

1
0 .

(2)

3.2 Existence et unicité de uε :

D’après des résultats classiques de théorème de Lax-Milgram nous assure l’existence et
l’unicité d’ une solution uε dans H1

0(Ω) pour le problème (1) qui est telle que :

‖uε‖H1
0(Ω) ≤

CΩ

α
‖f‖L2(Ω) (3)

où CΩ est la constante de Poincaré qui dépend uniquement de l’ ouvert Ω .

3.3 Étude de l’ homogénéisation du problème :
D’après le théorèmes de compacité de Rellich-Kondrashov , l’estimation (3) entraîne l’exis-
tence d’ un élément u0 dans H1

0(Ω) tel qu’ à une sous-suite près , on a

uε ⇀ u0 faiblement dans H1
0(Ω) et uε −→ u0 fortement dans L2(Ω) (4)

où u0 vérifie : −div (A?∇u0) =
∑n
ij=1 a

?
ij
∂2u0

∂xi∂xj
= f dans Ω.

u0 = 0 sur ∂Ω.

(5)

La matrice homogénéisée A? = (a?ij)1≤i,j≤n est une matrice constante donnée par

A? = (a?ij)i,j=1,n, avec a?ij =
1

|Y |

∫
Y

(aij −
n∑
k=1

aik
∂χ̂j

∂yk
) dy. (6)

Les fonctions χ̂j ∈ H1
per(Y ) = {φ ∈ H1(Y ),My(φ) =

1

|Y |
∫
Y φ dy = 0} , pour j = 1, ..., n sont

définies comme étant les solutions du probléme locale
−div(A∇(χ̂j − yj)) = −

∑n
i,k=1

∂

∂yi

(
aik

∂(χ̂j − yj)
∂yk

)
= 0 dans Y,

1

|Y |
∫
Y χ̂

j = 0,

χ̂j est Y-périodique .

(7)

On va définir uε sous la forme d’ un développement asymptotique suivant :

uε(x,
x

ε
) = u0 (x) + εu1

(
x,
x

ε

)
+ ε2u2

(
x,
x

ε

)
+ .... (8)

tel que ui(x, .) est Y-périodique ∀i = 0, 1, ... où

u1(x,
x

ε
) = χ̂j

(x
ε

) ∂u0

∂xj
(9)

3.4 Estimations d’erreur liées à l’homogénéisation:

Théorème 1 Soient uε et u0 est les solutions de (1)et (5) respectivement . Alors, uε converge
faiblement vers u0 dans H1

0(Ω) . Si de plus u0 ∈ W 2,∞(Ω) alors

‖uε(x)− u0(x)− εu1

(
x,
x

ε

)
‖H1(Ω) ≤ Cε

1
2 (10)

où u1 est donné par (9)

Preuve. (voir [2])

3.4.1 Le correcteurs de couche limite du premier-order :

Afin d’améliorer l’estimation d’erreur dans (10), on considerè θε ∈ H1(Ω) terme de la couche
limite solutions de : −div

(
A
(x
ε

)
∇θε

)
= 0 dans Ω.

θε = u
cl,ε
1 = u1

(
x,
x

ε

)
sur ∂Ω.

(11)

Théorème 2 Soient uε et u0 est les solutions de (1)et (5) respectivement. Suppose que
u0 ∈ W 2,∞(Ω) .
Alors:

‖uε(.)− u0(.)− εu1

(
.,
.

ε

)
+ εθε(.)‖H1

0(Ω) ≤ Cε. (12)

Preuve. (voir [2])

3.4.2 Le correcteurs de couche limite du deuxième-order :

Le résultat principal de cette partie concerne l’estimation d’ érreur en norme H1 pour la solu-
tion du probléme classique en homogènèisation en utilisant un correcteurs de couche limite
du deuxiéme order . Le théorème suivante résume ce résulte :

Théorème 3 Soient A ∈ L∞(Y ) et u0 ∈ H3(Ω). s’il existe p > N tel que χj, χij ∈ W
1,p
per(Y )

alors nous avons:

‖uε(.)− u0(.)− εu1

(
.,
.

ε

)
+ εθε(.)− ε2χij

( .
ε

) ∂2u0

∂xi∂xj
‖H1(Ω) ≤ Cε

3
2‖u0‖H3(Ω). (13)

Preuve. La preuve de ce théorème (voir [1]) est basée sur la méthode d’éclatement péri-
odique développé dans [3] .
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