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Introduction générale

«Le monde est un chaos , et son désordre excéde tout ce qu'ony voudrait apporter
deremede.»pierre Corneille.

Un systéme dynamique discret, est justement écrit sous forme générale par : X, ;1 =
f(X,) ou f est une application réguliere engendrée par I'itération d’une systéme ou d’un
difféemorphisme d’un ouvert de R? dans lui méme : Par exemple dans les sciences de vie,
deux animaux male et femelle d’un type de “lapin” sont mis dans un en - droit lapiniére
chaque mois qui passe en voit que leur nombre croit et la population (les lapins) est
multipliée par un certain parametre \ , le paramétre A définissant les conditions de vie
de cette population. La loi de croissance de cette population s’écrit sous la forme : X, =
AX,, ou l'indice n indique le temps (numéro d’ordre de mois), le temps est discret sera
donc noté par une variable n qui prend les valeurs entiéres (n € Z) : Le premier état
est X7 = AXp; ou X, désigne la population initiale ou la condition initiale de I’état de
la population, le second état qui suit immédiatement le premier est X, = AX; = \2Xj;
et ainsi de suite de telle sorte que la n — ieme état est donné par : X,, = A\"X,. On a
donc une croissance exponentielle. Imaginons le nombre de cette population (les lapins)
aprés un an ou deux ans. En mathématiques, un systéme quadratique en 2-D est un
polynoéme de degré deux avec un nombre quelconque de variables. Par exemple, le carré
de la distance comprise entre deux points dans un espace euclidien en 3-D, donne une
systeme quadratique de six variables qui sont les trois coordonnées des deux points.

Dans cette mémoire nous présentons le critére qui détermine rigoureusement les do-
maines des parameétres dans lesquels les points fixes d’un systéme dynamique discret
soient asymptotiquement stables. En régle générale, le chaos peut apparaitre dans les
systémes dynamiques s’il y a au moins un point fixe qui n’est pas asymptotiquement
stable, c’est-a-dire qu’il doit étre un point fixe selle ou un point fixe instable. D’autre
part les points selle sont un cas composé des valeurs propres de module inférieur et su-
périeur de l'unité. Ils sont donc a la fois des points stables et instables, cette dualité est

la source de comportements plus complexes comme les points monocliniques.



L’objectif de notre mémoire est de Controler les comportements dynamiques de quelques
systemes quadratiques discrets. Et notre mémoire est organisée a travers trois chapiters
comme suit :

Dans le premier chapitre : On rappellera les principales définitions et notions
générales et spécifiques aux systémes discrets, utilisées tout au long de ce manuscrit (mé-
moire) concernant, les points fixes et leurs stabilités, sensibilité aux conditions initiales,
bifurcation, attracteurs, attracteurs chaotiques, exposants de Lyapunov.

Dans le deuxiéme chapitre :

On présente les critéres algébriques attestant de la stabilité on parle sur la stabilité
asymptotique et leurs définitions et sur les critéres algébriques de stabilité : le critére
algébrique de Jury , et algébrique de Routh-Hurwitz. On termine ce chapitre par des
exemples.

Dans le troisiéme chapitre :

On applique le critére algébrique de Jury sur des exemples de systémes quadratiques

discrets dans le temps en 2-D,3-D et 4-D.



Chapitre 1

Généralités sur les Systémes

dynamiques

Ce chapitre traite des systémes & temps discret et des systémes & temps conti-
nue,quelques définitions et propériétés et formules préliminaires permettent de cerner

les caracteéristiques essensielles des systémes.

1.1 Systémes continu dans le temps

1.1.1 Systémes autonome et non autonome

Systémes autonome
une systémes autonome est une systémes a évolution temporelle continue qui a une

indépendance explicite du temps t :

- =G (1) (1.1)

Systémes non autonome
une systémes non autonome est une systémes & évolution temporelle continue qui

dépend explicitement du temps ¢ :



— =G (z,1) (1.2)

1.1.2 Flot

On appelle flot de I’équation (1.1) de systéme ¢ définie par :

e : RxX-—X (1.3)

(t,m0) — @ (t,20) = ¥y (x0) = 7 (¢, 20)

Tel * que

1- Pour chaque x, fixé, t — ¢ (¢, o) est une solution de '’équation différentielle.

2- Le flot ¢ posséde les propriétés suivantes :

3- p(0,79) = xo en d’autres termes ¢ (t,z¢) est la valeur a I'instant ¢ de la solution
qui vaut zg en t = 0.

4- o (t1 + ta, ko) = ¢ (t1, ¢ (ta, g)) pour tous (t1,t3) € R. Donc ¢ posséde la propriété

d’un semi-groupe.

1.1.3 Trajectoire (ou orbite)

Définition 1.1 Soit o € X une condition initiale et x (t,xo) la solution de ’équation
(1.8). L’ensemble des points {x (t,xq) ,t € R} est la trajectoire (ou orbite) dans l’espace

d’état passant par le points xo a l'instant t = 0.

- Deux trajectoires identiques émanent obligatoirement du méme état initial.

- La trajectoire d’une systéeme dynamique autonome ne dépend que 1’état initial.

1.1.4 L’espace des phases

L’espace des phases(ou espace d’état)



Chez les physiciens, ’espace des phases est un espace abstrait dont les coordonnées
sont les variables dynamiques du systéme étudié.

Dés que la dimension n du systéme dépasse I'unité, il devient assez difficile de se
représenter "mentalement" comment le systéme évolue, L’outil de passe pour y palier
est l'espace de phase . On considére chaque composante zx de X (Iespace d’état)
comme une cordonnée d’un point dans un espace de dimension n , L’évolution suivant ¢
du systéme se traduit alors par un déplacement du point représentatif dans I’espace de
phase , tracant ainsi une trajectoire de phase.

portrait de phase

Un portrait de phase est une représentation géométrique des trajectoires d’un systéme
dynamique dans le plan de phase : a chaque ensemble de conditions initiales correspond

une courbe ou un point systémes conservatifs et systémes dissipatives.

1.1.5 Systémes conservatifs et Systémes dissipatives

Chez les physiciens, un systéme conservatif est un systéme qui conserve I’énergie
totale, par contre un systéme dissipatif est un systéme qui dissipe de 1’énergie.
Donc le premier posséde une intégrale premiére (ou constante) du mouvement, et

lautre posseéde au moins un terme dépendant de la vitesse.

1.1.6 Points critiques (ou point fixe)

Les points = ou le champ de vitesse v s‘annule sont appelles points critiques, ou points
d’équilibre. Ils correspondent & des points fixes du flot : ¢ (Z) = Z pour tout t.
Un point d‘équilibre est une trajectoire particuliére. Une autre trajectoire particuliere

est la trajectoire qui se referme sur elle-méme.
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1.1.7 Orbites périodiques

On appelle cycle(ou trajectoire périodique ou orbite périodique) une trajectoire ¢, (z)
qui n’est pas réduite a un point et telle qu’il existe 7' > 0 vérifiant ¢, (z) = x. Le plus
petit réel T' strictement positif tel que ¢ (z) = x est appelle période, il est indépendant

du point x pris sur la trajectoire.

1.2 Systémes discret dans le temps

1.2.1 Définition et représentation

L’étude de la stabilité des solution périodiques, grace & le systéme de Poincaré aux
multiplicateurs caractéristiques, permet d’entrevoir 'importance des systémes dynamiques
discrets, ou, dans un langage plus prosaique, des suites récurrentes. Un systéme dyna-

mique discret est de la forme :

Tpy1 =G (:Un) (14)

ol GG est une systéme réguliere d’un ouvert U de R" dans lui méme. Le systéme

continu fl—f = v () peut étre étudié comme une systéme discret si, au lieu de considérer

son flot continu ¢,, on considére 7 > 0 ("sorte" de période d’échantillonnage) et le systéme

associée.

G: U—U
z—G(x)=¢, ()

Comme ¢, 0 ¢, = ¢, il est clair que I’étude de ¢, lorsque ¢ — 400 et celle de

GF¥ = GoGo..0oGQd
k-fois

lorsque l'entier k tend vers +oo doivent étre tres similaires.
Nous rappelons ici succinctement , comment les notions et résultats précédents, in-

troduits pour les applications continues se transposent aux les systémes discrets.
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1.2.2 Orbites négatives et orbites positives

Orbite positive

Définition 1.2 Une orbite positive O d’un point xo dans R™ est la suite des images de

o par les composées successives de G :
O+(IL‘0) = {IO, G(l’o), G2(ZL‘0)7 ceey Gk(l’o), }
Si G inversible alors :

G *xg) =G oG o...0oG )

;
\

k -fois

Orbite négative

Définition 1.3 Une orbite négative O~ d’un point xy dans R™ est la suite des images

de xq par les composées successives de G :
O_(IEU) == {l’o, G_l([EQ), G_2<$0>, ceey G_k(l‘(J), }
Si O (xg) et O (x0) existent alors lorbite O(xg) de xqy est l’ensemble :

O($0) = O+(£B0> U O_($0)

1.3 Sensibilité aux conditions initiales

La S.C.I est un phénomeéne découvert dés la fin du X I.X*"¢ siecle par Poincaré dans
des travaux concernant le probléeme & N corps en mécanique céleste, puis par Hadamard
avec un modeéle mathématique abstrait aujourd’hui baptisé « flot géodésique sur une

surface & courbure négative ». Cette découvert a entrainé un grand nombre de travaux
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importants, principalement dans le domaine des mathématiques. Il a été redécouvert en
1963 par Lorenz lors de ses travaux en météorologie.

Cette sensibilité explique le fait que, pour un application chaotique, une modification
infime des conditions initiales peut entrainer des résultats imprévisibles sur le long terme.
Ce résultat est souvent vulgarisé sous le nom « d’effet papillon ».

La S.C.I se traduit mathématiquement par I’hyperbolicité d’une partie de I’espace
des phases d’application, hyperbolicité a laquelle est associée un ensemble d’exposants

de Lyapunov positifs, ainsi qu'une entropie topologique également positive.

Fig. (1.1) L’volution d’une population d’individus

dans le temps pour des conditions initiales

1.4 Bifurcation et attracteurs chaotiques

Il n’existe pas, a 'heure actuelle, de définition communément admise I'attracteur. La
notion d’attracteur est liée & un type de régime asymptotique. Dire d’une systéme qu’il
posséde plusieurs attracteurs, c’est aussi dire qu’il admet plusieurs types notablement
différents de régimes asymptotiques.

En effet, puisqu’un attracteur est un ensemble invariant, sa dimension dans un espace
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tridimensionnel doit étre strictement inférieure & 3. Mais nous cherchons également un
attracteur dont la dimension n’est n = 1 (point fixe) n = 2 (cycle). Nous recherchons
donc des objets géométriques complexes de dimension non - entiére.

Les objets considérés ici, par contre, sont le siége de phénomeénes apériodiques et
du chaos. On les appelle des attracteurs étranges ou chaotiques. Et pour cause : il s’agit
d’ensembles compacts, donc bornés, dans lesquels on retrouve des trajectoires chaotiques,
dont I'une des caractéristiques essentielles est la S C I. (les trajectoires issues de conditions

initiales proches s’écartent exponentiellement) [1].

1.4.1 Bifurcation

Un bifurcation est un changement qualitatif de la solution du systéme lorsqu’on
modifie le parameétre de controle c’est a dire la disparition ou le changement de stabilité

et 'application de nouvelles solutions .

Définition 1.4 Un diagramme de bifurcation est une portion de l’espace des paramétres

sur laquelle sont représentes tous les points de bifurcation.

1.4.2 Différents types de bifurcations réguliéres

Dans cette section on considére trois types de bifurcations locales :la bifurcation de
doublement de période la bifurcation point selle (ou noeud-col) et la bifurcation de Nei-
mark Ces bifurcations sont locales car elles peuvent étre analysées par la linéarisation de
le systéme au voisinage d’un point fixe ou d’un cycle limite . Tous les types de bifurcations
étudiées correspondent toujours a | \; |= 1(ou A; représentes les multiplicateurs)

Bifurcation flip ou doublement de période(\ = —1)

Cette bifurcation a lieu lorsqu’un des multiplicateurs est égales & —1 Un cycle d’ordre
k qui subie cette bifurcation va changer de nature et créer un cycle d’ordre 2k de la méme
nature. C’est- a- dire, un point fixe stable d’ordre 1, par exemple, devient instable en

méme temps que 'apparition d’un cycle d’ordre 2 stable.
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Bifurction flood ou nceud-col (A = +1)
La bifurcation A = +1 correspond & la situation ot 'un des multiplicateurs est égale
a +1. Ce type de bifurcation donne naissance & deux cycles d’ordre £ en méme temps,
I'un est attractif et 'autre est stable .
Bifurcation de Neimark(\ = ¢*%)

Cette bifurcation se produit lorsque la matrice Jacobienne posséde deux multipli-

cateurs complexes conjuguées (A; = A2) et de plus | A\i—12 |= 1.

1.4.3 Diagramme de bifurcation

Le diagramme de bifurcation est un tracé des points de ’état stationnaire du systéme
en fonction du parameétre du controle (ou bifurcation). Les graphiques qui explicitent
ces bifurcations, sont logiquement appelés diagrammes de bifurcation. Typiquement, on
choisit un état variable et on trace la valeur limite de celui-ci en fonction un d’un seul
parameétre de controle. Pour les systémes discontinus, on trace simplement les valeurs
successives d’'un état variable. Un diagramme de bifurcation résume l'information sur
I’espace d’état et la variation en fonction du parameétre peut étre visualisée. La transition

d’un état stationnaire vers le chaos peut étre observées.

1.4.4 Attracteurs

Dans la littérateur on trouve plusieurs définitions d’attracteurs. En général, un attrac-
teur est défini comme une sous partie fermée de ’espace des phases qui ”attire” toutes
les autres orbites vers elle.

Il n’existe pas & proprement parler de définition positive des orbites chaotiques. Un
mouvement chaotiques est non déterministe mais il ne s’agit pas d’'un mouvement aléa-
toire. Il posséde un spectre fréquentiel continu (caractére erratique) et présente en outre
une extréme sensibilité aux conditions initiales. En effet deux orbites chaotiques initiées
avec des conditions initiales trés voisines vont diverger et s’écarter I'une de ’autre tres ra-

pidement. La vitesse de divergence de deux orbites initialement voisines peut étre étudiée
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a partir des exposants de Lyapunov afin de caractériser la nature du chaos observé.

On peut définir un attracteur chaotique (ou attracteur étrange) comme étant un
attracteur de volume nul qui n’est ni un point fixe, ni cycle limite, ni quasi-périodique.
Dans une section de Poincaré, un attracteur chaotique décrit une infinité de points dont
I’ensemble posséde une structure topologique auto-similaire avec une dimension fractale

non entiére (7], [6].

Définition d’attracteur

Définition 1.5 soit (R"™, f) un systéme dynamique discret, une sous partie A de R" est
appelée attracteur si et seulement si les conditions suivantes sont réalisées :

1- A est fermée;

2- A est positivement invariante ;

3- A est attractive, c’est-a-dire, il existe un voisinage ouvert U de A tel que :

(a) U est positivement invariant ;

(b) U est attiré par A :Vu € U , tlim d(ft(u),A)=0

Exemple 1.1 Dans l’espace R? considérons lapplication discret dont la fonction succes-

'R (x>eR2—>(x+y>eR2
) T+y

La variété instable R? = W' = {(z,y) € R* : x = y} est non-vide, fermée, et strictement

seur est la suivante :

positivement invariante. De plus, elle est un attracteur global en un seul pas.

Propriétés d’attracteurs

1. A est un sous ensemble borné de I’espace est de volume nul, invariant par le flot ¢,
autrement dit, tout point de ’espace d’état qui appartient & un attracteur demeure

a I’ intérieur de cet attracteur pour tout ¢.

2. 1l existe un ensemble B C A, tel que pour tout voisinage de A, la trajectoire qui

prend son origine dans B se trouve au bout d’un temps fini dans ce voisinage de

16



A. Autrement dit, toute trajectoire qui a son origine dans B tend vers 'attracteur,

cette "zone d’influence"” est le (Bassin d’attraction) .

3. Un attracteur est indécomposable c’est-a-dire que la réunion de deux attracteurs

n’est pas un attracteur.

Différents types d’attracteurs :

Il existe deux types d’attracteurs : les attracteurs réguliers et les attracteurs étranges
ou chaotiques.

Attracteurs réguliers :

Les attracteurs réguliers caractérisent 1’évolution d’application non chaotiques, et
peuvent étre de trois sortes :

1- Les points fixes

2- Les cycles limites : orbites périodiques

3- Les cycles limites pseudo - périodiques(quasi-périodique)

1.4.5 Attracteurs chaotiques :
Définition d’attracteur chaotique :

Définition 1.6 Soit A est un attracteur de R", on dit que A est un attracteur étrange
si il est chaotique (A vérifié la notion de sensibilité aux conditions initiales), un lecteur

intéressé pourra consulter [18].

Exemple : L’attracteur de Hénon :

L attracteur de M. Hénon (1976), associé a une application R?> — R? de la forme

(z,y) — (X =a—2> +by,Y = 1), (1.5)

17
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Figure(1.2) Attracteur de exemple (1.5), avec
a=14et b=0.3.

1.5 Exposant de L’yapunov

L’étude formelle de la théorie du chaos met a notre disposition différents outils per-
mettant d’identifier sans ambigiiité si la dynamique d’un application est chaotique ou non.
Parmi ces outils, on peut citer les exposants de Lyapunov qui constituent une approche
trés naturelle de la mesure de I’état de chaos d’'un application. Le chaos déterministe se
reconnait essentiellement par la maniére dont il est apparu. Mais, une fois établi, sa si-
gnature consiste en un objet de I’espace de phases que ’on appelle un attracteur étrange.
Ce non d’attracteur provient du fait que I'objet en question "attire" les trajectoires de
I’espace de phases, en imposant deux conditions initiales différentes, on obtient deux tra-

jectoires produisant des figures ayant méme allure générale mais ou la répartition exacte

des points est différente. Quant au terme d’étrange

18



Les trajectoires de l'attracteur vérifient la notion de sensibilité aux conditions ini-
tiales (S.C.I). C’est dans ce sens qu’elles sont chaotiques. on peut quantifier la sensibilité
aux conditions initiales par le degré de divergence. L’exposants de Lyapunov mesurent
I’attraction exponentielle ou la séparation dans le temps de deux trajectoires adjacentes,

dans ’espace de phases, ayant des conditions initiales différentes.

Définition 1.7 On considére l'application discret du plan suivant :
X1 =G(Xp), Xp €ER? E=0,1,2,... (1.6)

ou la fonction G : R? — R? est le champ de vecteurs associé avec le systéme (1.4). Soit

J (Xy) sa Jacobienne en X, € R%, k=0,1,2, ..., et de définir la matrice :

Par ailleurs, soit J;(Xo,n) le module de la i*™¢ valeur propre de la n**™¢ matrice T, (Xy) ,
o1 = 1,2 et n = 0,1,2,... Maintenant on a la définition : les exposants de Lyapunov

pour le systéme discret en dimension deuz (1.5) sont définis par la relation :

l; (Xo) :ln( lim Ji(Xo,n)i) i=1,2. (1.8)
Exemple 1.2 Soit l’équation discréte quadratique suivant :

T = axy — axs = azg(l — )

Y1 = b — xp — byp, + Ty = (b - $k>(1 - yk)

La matrice jacobienne du équation est :

a(l —2z) 0
(-14+y) —b+=x
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parce que La matrice jacobienne est triangulaire, les exposants de Lyapunov sont :

N—+00

n=N
A1 = lim %Zlnaﬂ—lﬂ
n=1

n=N
Ay = lim %Zln]—b—i—x!
n=1

N—+o0
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Chapitre 2

Critéres algébrique attestant de la

stabilité

Puisque les solutions de la plupart des systémes ne s’expriment, pas au moyen des
fonctions élémentaires ou par des quadratiques on recours également a des méthodes
d’intégrations approchées. Le défaut de ces méthodes, c’est qu’elles ne donnent qu’'une
solution particuliére, il faut refaire tous les calculs. Connaissant une solution particuliére,
on ne peut pas se prononcer sur le caractére des autres solutions.

La question de la stabilité d’une solution ou des positions d’équilibre est une des
questions fondamentales de la théorie qualitative des applications, la réponse de cette
question a été étudiée en détail par ’éminent mathématicien russe A. Lyapunov (1857 -
1918).

Un point d’équilibre de systémes continu correspond & ce que 'on appelle aussi un
régime stationnaire. La question de la stabilité expose alors des termes trés simples : si
I’on écarte le systéme de I’équilibre, y reviendra-t-il? Ou encore : une petite perturba-
tion, qui éloigne légérement le systémes de son régime stationnaire, peut-elle avoir des

conséquences importantes et étre amplifiée au cours du temps.
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2.1 Stabilité asymptotique

De maniere générale, la notion de stabilité joue également un role en mathématiques et
en mécaniques, dans les modeéles économiques, les algorithmes numériques, la mécanique
quantique, la physique nucléaire, etc.

Soit f : R — R™ une fonction réelle définie une systéme discréte, soit D f (xg) sa
matrice Jacobienne évaluée au point fixe xy de la fonction f, pour simplifier les notions
de la stabilité locale du point fixe zy on introduit la notion de multiplicateur et pour

caractériser la nature de ce point fixe nous donnons les définitions :

Définition 2.1 Les wvaleurs propres du jacobien Df (zq) sont appelées multiplicateurs

caractéristiques de f en xq.

Définition 2.2 Le point five xo de f est dit asymptotiquement stable si ses multiplica-

teurs caractéristiques sont tous de module strictement inférieur a 1.

Définition 2.3 Le point fixe xo de f est dit asymptotiquement instable si l'un des mul-

tiplicateurs et de module strictement supérieur a 1.

Définition 2.4 Le point fixe xg de f est dit point selle si au moins un multiplicateur
est de module strictement inférieur a 1 et les autres multiplicateurs sont tous de module

strictement supérieur a 1.

Définition 2.5 Si ses multiplicateurs caractéristiques sont touts de module strictement

inférieur a 1 ,alors le point five xqg de f est dit asymptotiquement stable.

2.2 Fonction de transfert [3]

1- On rappelle qu’un systéme continu est asymptotiquement stable si et seulement

les poles de sa fonction de transfert :

G(p) = N(p)/D(p) (2.1)
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qui sont les racines de I'équation D(p), sont tous & partie réelle négative.
2- Un systéme a temps discret est asymptotiquement stable si et seulement tous les

poles de sa fonction transfert :

G(z)=N(2)/D () (2.2)

se trouve & l'intérieur du cercle de centre (0,0) et de rayon unité .

G(2) =N(2)/D(2)

racines de l'équation D (z) = 0,ont tous un module inférieur & 1,c’est -a-dire se
trouvent tous l'intérieur du l'intérieur du cercle de centre (0,0) et de rayon unité du
plan z.

On note :

G (z) = G1 (2) Ga (2) la fonction de transfert en boucle ouverte :

F (z) la fonction de transfert en boucle fermée :

Y() | Gie)
E(z) 1+G(2)

Lorsque le systéme étudié est un systéme bouclé (asservi ou régulé), on s’intéresse
d’abord & sa stabilité en étudiant les poles de la fonction de transfert en boucle fermée
F (z); c’est-a-dire les racines de 1’équation caractéristique 1+ G (z) = 0.

Cette équation n’est généralement facile & résoudre que dans le cas ou le degré du
polynome 1+ G (z) est inférieur ou égal a deux.

Cette résolution se complique lorsque ce polynome dépend d’un parameétre (ou plu-
sieurs). En effet, dans ce cas il est difficile, voire impossible, de calculer les racines afin de

conclure sur la stabilité. D’ou la nécessité de disposer des outils (critéres) pour étudier
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la stabilité sans passer par la résolution de I’équation caractéristique.

2.3 Critéres de stabilité

On classe les critéres en deux catégories : les critéres algébriques et les critéres géo-
métriques. Parmi les critéres algébriques, il y’a le critere de Jury et le critere de Routh-

Hurwitz.

2.3.1 Ciritére algébrique de Jury

Le critere de Jury est un critere permettant de déterminer a partir du polynéme
caractéristique (dénominateur de la fonction de transfert en boucle fermée), le module
des racines de I’équation caractéristique 1 + G (z) = 0, sans résoudre cette équation.

Pour ce faire, on écrit la fonction de transfert en boucle fermée sous la forme :

F(2) = Gi(2)  Np(2)  am2"+am2™ ' +...+a1z+ag
T 14+G(2) Dp(z) bpzt A bp_izv 4 bz + by

et on en déduit I’équation caractéristique suivante :

Dpr (Z) :bn2n+bn_12n_l+...+b12+b0 :0, bn >0
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Stable

Re(z)

Fig(2.1) : Zone de stabilite de (2.2 Discret)

Pour simplifiée du critéere de Jury, valable pour les polyndémes a caractéristique a
coefficients réels, dont nous donnons I’expression pour les systémes d’ordre 2, 3 et 4.

Cas 1- polynémes a caractéristique du second degré :

P(z)= byz® + b1z + by =0, avec by > 0

le critere de Jury impose les conditions suivantes :

|b0|<b20ub0—b2<0
P(+1):b2+bl+b0>0
P(—l):bg—b1+b0>0

Exemple 2.1 On considére l’équation caractéristique suivante :

DA =XM+X-025=0
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by —byp=—-025—-1<0
bop+by+b=1+1-025>0
bp—b1 +b=1—-1-0.25>0
La troisiéme condition de stabilité n’est pas vérifiée et donc le systéme associé a cette

équation caractéristique est asymptotiquement instable.

Cas 2- polyndémes a caractéristique du troisiéme degré :

P (2) = b3z® + byz® + b1z + by = 0, avec bs > 0

le critere de Jury impose les conditions suivantes :

|bo| < b3 ouby—b3 <0
P(1)=bs+by+by+by>0
P(—=1)=—=bs+by—by+by <0
B2 — b2 < boby — Dibs

\

Exemple 2.2 On considére l’équation caractéristique suivante :
P(\) =N 4 (k—0.75) A — 0.25 = 0.

1l s’agit d’étudier la stabilité en fonction du parameétre k. L’application du critére algé-

brique de Jury conduit a l’ensemble des inégalités suivantes :

(

bo—bs =—025—1<0
b+ by + by + by =k >0
by +by— by +byg=—1—(k—0.75) —0.25 < 0
| 03— 0 < boby — bibs & (—0.25)2 — 1 < —(k — 0.75) > 0

Le critére de Jury affirme que le systéme associé a cette équation caractéristique est

26



asymptotiquement stable si :

0< k< 1.6875

Cas 3- polyndmes a caractéristique du quatriéme degré :

P(z) = byz* 4 b3z + bz + b1z + by = 0, avec by > 0

le critere de Jury impose les es conditions suivantes :

|bo| < by ouby—0by <0
P(1)=by+bs+by+b +by>0
P(=1) =by—by+by— by +by >0

b2 — b2 > bobs — byby
| (B0 — ba)” (bo — by + ba) > (b1 — bs) (bobs — biba)

2.3.2 Critére algébrique Routh-Hurwitz

On rappelle que le critére de Routh-Hurwitz permet de déterminer I’existence de poles
a partie réelle positive a partir de I’étude des coefficients du dénominateur de la fonction
de transfert, et ceci sans expliciter ces poles.

Il est possible d’appliquer ce critére aux systémes discrets en utilisant la transforma-
tion bilinéaire appelée aussi la transformation en w, qui fait correspondre a I'intérieur du
cercle unité (le domaine de stabilité des systémes discrets), le demi-plan complexe gauche
(le domaine de stabilité des systémes continus).

La transformation en w est la fonction complexe de la variable complexe z définie par

I’expression suivante :

z—1

z4+1
Lorsque z parcourt 'intérieur du cercle unité, w parcourt le demi-plan complexe &

partie réelle négative de maniére bi - univoque. La fonction réciproque de la transformée

27



en w est définie par :

Fig(2.2) : Zone de stabilite de (2.1 continue) .

Pour appliquer le critére de Routh-Hurwitz a un systéme discret, il suffit alors de
transformer son équation caractéristique par la transformée en w et d’appliquer le critére

de Routh pour le nouveau polyndéme obtenu.

Exemple 2.3 On reprend 'exemple ci-dessus : D(z) = 22 + 2 — 0.25 = 0.
On applique la transformation en w :

D(w) = (H2)* 4+ 42 .25 = 0;50it : —0.250> + 2.5w + 1.75 = 0 .

1—w 1—w
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La table de Routh correspondant est donnée par :

w® —0.25 1.75
w 2.5 0
w’  1.75

1l y’a un changement de signe dans la premiére colonne de la table de Rout, cela implique
la présence de pole a partie réelle positive. D’ot la méme conclusion sur la stabilité a

savoir que le systéme associé a I’équation caractéristique est instable.

alm

Re k‘/ Re
* _______________
1+ w
k4

Plan de w Flati de

Fig(2.3) :Transformation de (2.2)( discret) vers de
(2.1) (continue) .
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Chapitre 3

Critére du jury pour controler le

chaos

La recherche des racines de ’équation caractéristique d’un systéme dynamique discret
devient rapidement difficile lorsque son degré est supérieur a trois. C’est pourquoi nous
allons présenter des critéres permettant de savoir si le module de ces racines est inférieur
a 1 sans avoir a résoudre cette équation. Il permet de savoir si les racines d’un polynome
caractéristique d’un systéme dynamique sont inférieures & 1 en module.

Pour étudier la stabilité asymptotiques des points fixe d’un systéme dynamique dis-
cret nous appliquons dans ce chapitre le critére de Jury [17] . sur quelques systémes
dynamiques discrets pour obtenir les conditions nécessaires et suffisantes satisfaisant par
les parametres de bifurcation pour lesquelles les solutions du polynoémes caractéristiques
sont & l'intérieur du cercle d’unité, le critére de Jury. Comme exemple, nous examinons
les domaines des parameétres de bifurcation pour que les solutions du polynomes caracté-
ristiques sont tous & inférieures a 1 en module, nous savons que dans le cas général chaos
peut se produit dans un systéme dynamique si elle a admis au moins un point fixe n’est

pas asymptotiquement stable (point fixe instable).
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3.1 Systémes en temps discret en 2-D

Commengons par le systéme discret en 2-D [14]

e N 2 — by, (3.1)

Yn+1 Tn

tel que (z,y) € R? et (a,b) € R? sont des paramétres réels, appelés les para-
meétres de bifurcation. Ce systéme est largement étudié dans la littérature, voir, par

exemple.[10],[11],[12], [13].

3.1.1 Points fixes et leurs stabilités

un point fixe (z,y) de systéme (3.1) :
2
Tptl = T a—z°—by==x
i Alors Y
Yn+1 =Y r=1Y
doit satisfaire simultanément les égalités suivantes :

a—z?—by=x, x=y

Alors on a I’équation :
—2*—(1+b)z+a=0
Son discriminant est : A = (1 + b)? + 4a.
SiA>0 = a> -
si A < 0.ne posséde pas de point fixe .

donc on obtient les deux points fixes :
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— (14D + /(140> +4a —(1+b)+ /(1 +b)*+4a

2 ’ 2

S o= (I7y) =

—(140) — /(1 +b)*+4a — (140b) — /(1 +b)*+4a
2 ’ 2

Sy = (Jf,y) =

La matrice Jacobienne du systéme (3.1) correspondant au point fixe (x,y)est écrite

sous la forme :

—2x —b
1 0

J(z,y) =

Prenant la matrice Jacobienne J(z,y), la stabilité d’un point fixe peut étre établie en
calculant les valeures propres A\ de J(z,y) correspondant au point fixe (z,y) en utilisant

I’équation caractéristique :

P(A) =X —tr(J) X\ +det (J) = 0.

Pour le point fixe S; On a :

(1+b) —/(1+b)?+4a —b
1 0

J(z,y) =
Alors tr(J) = (1 +b) — /(1 +b)* + 4a et det J = b donc :

P(A):A2+(—(1+b)+ (1+b)2+4a>A+b.

\ ((1+b)—\/(1+b)2+4a)+\/x

2
1
A= <(1 +b)— /(1 +b)°+ 4a> — 4b. Alors (e (1jb)2+4a VA

2
On applique le critére du jury , nous obtenons les conditions suivantes :
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(i) 1+<—(1+b)+ (1+b)2+4a)+b > 0,

(i) 1—<—(1+b)+ (1+b)2+4a)+b > 0,
(iid) 1-b > 0.

D’apres (i) et (i7), nous avons

—(14+b) < —(14b+\/(1+b’+4a<1+b.
— 0<\/(1+b)?+4a<2(1+b)

— 0<(1+b)°+4a<4(1+0)

3(1+ b)?
— 0<a<u.

Alors, le point fixe S; est asymptotiquement stable pour :

aE]O,Z(ler)Q{.

Pour le point fixe S On a :

Tag) = ( (140) + §1+b)2—|—4a Ob)‘

Alors tr(J) = (1 +b) + /(1 +b)* + 4a et det J = b donc :

P()\) =)\ — ((1+b)+ (1+b)2+4a>)\+b.
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) ((40)+1/(14+b)%+4a) +VA

A
Ao = 5

On applique le critére du jury , nous obtenons les conditions suivantes :

(i) 1+(—(1+b)— (1+b)2+4a)+b > 0,

(i1) 1—(—(1+b)— (1+b)2—|—4a)+b > 0,
(iii) 1-b > 0.

D’apres (i) et (ii), nous avons

—(1+4b) < —(Q+b)—/A+b’+4a<1+b
— 0< —\/(1+b)°+4a<2(1+b)

= O<Z(1+b)2<a.

Le point fixe Sy est instable pour tous a € |0, +00].

Remarque 3.1 donc les systémes dynamiques quadratiques discrets avec la dimension

n =2 an =4 le point fize Sy est instable pour tous a € |0, +oo[.

Par exemple, en fixer le paramétre b a la valeur b = 0.1, nous obtenons que le point fixe
S1 est stable pour a < 0.9075 , le point fixe S; perd sa stabilité au point a = a; = 0.9075,
A1 = Ay = —1 et une bifurcation doublement de période se produit. Par la suite, les
orbites périodiques supérieures deviennent stables jusqu’a ce que le chaos vienne enfin
s’installer. Le diagramme de bifurcation de la (Fig.2. 1 )donne une description graphique

de ce scénario.
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0.5+

-0.4 -

-084

-1.1 -0.4 0.3 1 X 1.7

T T T
0.6 0.3 1 1.2

Fig. 2.1 : Diagramme bifurcation du (3.1) en  Fig. 2.2 : Attracteur chaotique du (3.1) en
2-D pour b =0.2, 0.6 < a < 1.6. 2-D pour a =1.80 et b=0.2.

3.2 Systémes en temps discret en 3-D

Les systémes dynamiques discrets en 3-D n’ont pas été aussi largement étudiés comme
les systémes discrets en 2-D, ces dernieéres années il y a une augmentation considérable
de leurs études [22], [16], [21], [20], [19].

Ensuite, nous considérons la systéme 3-D :

Tnt1 a — yn2 - bzn
“n+1 Yn

3.2.1 Points fixes et leurs stabilités

Un point fixe (x,7,2) € R? de systeme (3.2)

Tpy1 =T a—y?—bz=ux
YUn+l = Y AIOI'S Yy==x
Zntl = % 2=y
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doit satisfaire simultanément les égalités suivantes :

a—y—br=z, =y, y==z

Alors on a I’équation :

—2*—(1+b)z+a=0

Son discriminant est : A = (1 + b)? + 4a.

donc on obtient les deux points fixes :

—(14b) + /(1 +b)* +4a
2

—(1+4b) —/(1+b)+4a
2

(1,1,1)".

Sl = (ZL’,y7Z> -

SQ - (ZE,y,Z): (17171)T'

La matrice Jacobienne du systéme (3.2) correspondant au point fixe (z,y, z) est écrite

sous la forme :

0 —2y —b
J(x,y,z) =11 0 0
0 1 0

Prenant la matrice Jacobienne J(z, vy, 2), la stabilité d’un point fixe peut étre établie
en calculant les valeures propres A de J(z,y, z) correspondant au point fixe (z,y, z) en

utilisant ’équation caractéristique :

PA) =N —tr (J) N +mp (J) A —det (J) = 0.

Pour le point fixe S; On a :
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0 (14b)—+/(14+0)>+4a —b
J(z,y,2)=| 1 0 0
0 1 0

Alors tr(J) = 0 et mp (J) = — (1 +b) + /(1 + b)* + 4a det J = b donc :

P(/\):/\3+(—(1+b)+ (1+b)2+4a>)\+b.

On applique le critére du jury & ce polyndéme donne les conditions :

(i)) 1+(—(1+b)+/(1+D0>+4a)+b > 0,

(#1)) —1—(=(1+b)+/(Q+b>+4a)+b > 0,
(i44) 1-b) > 0
(iv) 1-0> > —(14+b) ++/(1+b)°+4a

D’apres (i) et (ii),Nous obtenons

b—1< (—(1+b)+ (1+b)2+4a> <140

et du (4v) nous avons :

—(14+b)+/(1+b)?+4a <10

— 0<\/(1+b0)°+4a<1—-b+(1+D)

. 0<a< (1—b2)(12—b)(3—b).

La conditions (iv) donne la zone de stabilité pour les points fixes. Donc, le point fixe
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S est localement stable pour :

(1-=0%)(1+0)(3—0)
4

a € |0,

Au contraire, le point fixe Sy est instable pour tous a € ]0, +oo[ (pour lui méme en
2D).

En fixant le paramétre b & la valeur b = 0.1 on obtient que le point fixe S; perd sa
stabilité au point a = a; = 0.7895, ot |A\;=12| = 1, une bifurcation de Hopf se produit
donnant lieu & une orbite quasi-périodique stable.

L’augmentation du parametre a conduit de nouveau a des orbites périodiques avant le
début comportement chaotique peut étre observé, voir Fig. 3.1 qui montre la diagramme
bifurcation . Pour la valeur du parameétre a = 1.76, nous obtenons deux positifs de L’ex-
posant de Lyapunov L; = 0.2246, Ly, = 0.1872 et L3 = —2.7144 (resultats némuriques).
Le comportement dynamique correspondant est connu comme hyper-chaotique, comme

le montre [15]

0.2

LE

081 0154

014 014

-0.64 0.05

21734
T T T T 1 T T T
0.6 0.3 1 12 1.4 a 16 (.5 0.0 1 1.2 1.4 o 1.6

Fig. 3.1 : Diagramme bifurcation du (3.2)  Fig. 3.2 : Variation de LE du (3.2) en
en 3-D pour b=10.2, 0.6 <a < 1.6. 3-Dpour b=0.2et 0.6 <a<1.6.
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Fig. 3.3 : Attracteur chaotique du (3.2) en Fig. 3.4 : Attracteur chaotique du (3.2) en
3-D pour a =1.76 et b= 10.2. 3-D poura=16et b=0.2.

3.3 Systémes en temps discret en 4-D

Enfin, nous considérons le systéme 4-D

Tt a— 22— bw,
Yn+1 T,
— (3.3)
Zn+1 Yn
Wn+1 Zn

3.3.1 Points fixes et leurs stabilité

Un point fixe (z,y, z,w) de systéme (3.3) :

Tpy1 =T a—22—bw==zx

Yn+1 =Y y=2x
Alors

Zpil = 2 =y

Wyp1 = W W=z

doit satisfaire simultanément les égalités suivantes :
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a—22—bw==z =y y==z72=uw.

On a alors 1’équation :

—2?—(1+bz+a=0

Son discriminant est : A = (1 +b)? + 4a.

donc on obtient les deux points fixes :

—(1+b) ++/(1+b?*+4a
S1o= (z,y,2,w) = S 2( ) (1,1,1,1)7

—(1+b) —/(1+b)*+4a
2

Sy = (z,y,z,w) = (1,1,1,1)T

La matrice Jacobienne du systéme (3.3) correspondant au point fixe (x,y, z, w) est

écrite sous la forme :

00 —22 —b
10 0 0
J(x7y7z7w):
01 0 0
00 1 0

Prenant la matrice Jacobienne J(zx,y,z,w), la stabilité d’un point fixe peut étre
établie en calculant les valeures propres A de J(z,y, z,w) correspondant au point fixe

(x,y, z,w) en utilisant 1’équation caractéristique :

P(\) = det(J — AI).
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Pour le point fixe S; On a :

00 <(1+b)— (1+b)2+4a> —b
(g zw) = |t O ! ’
0 1 0 0
0 0 1 0

Nous obtenons le polynéme caractéristique :

P(A):A4+(—(1+b)+ (1+b)2—|—4a>)\+b.

Nous appliquons le critére du jury sur le systéme (3.3) nous obtenons les conditions :

(i) 1+<—(1+b)+ (1—|—b)2+4a)—|—b > 0

(i7) 1—(—(1+b)+ (1+b)2+4a)+b > 0

(447) 1-b > 0
(iv) 1-0 > <—(1+b)+\/(1+b)2+4a)
(v) (14+0)(1-0)>° > <—(1+b)+\/(1+b)2+4a)2.

D’apres (i) et (i7), nous obtenons

—(1+0) < (—(1+b)+ (1+b)2+4a) < (1+V),

de (iv) nous avons

1—0%> (—(1+b)+ (1+b)2—|—4a>

et de (v) nous trouvons
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—(1=-b)V1i+b< (—(1+b)+ (1+b)2+4a) <(1-=b)V1i+b

— 0< (—(1+b)+ (1+b)2+4a)+(1—b)\/1+b<2(1—b)\/1+b

— 0<\/(14+0)°+4a<(1+b)+(1—-bVI+b

— 0<(1+b)°+4a< 1402+ 1 —b*1+b)+2(1—b)(1+bV1+0

1—0)(1=b+2V1+0b
:>O<a<( )( 4+ +).

Ici, la condition (v) donne la zone de stabilité asymptotique du point fixe S :

1—0?)(1=b+2V1
Y e 0,( b?) ( 4b+ +b) |

Encore une fois, le point fixe Sy est instable pour tous a € ]0,4o00].(pour le méme
dans 2-D)

Nous terminons cette section avec des résultats numériques pour le systeme 4-D.
Réparer a nouveau b = 0.1, nous trouvons la stabilité jusqu’a a = a; = 0.7419. Comme
avec le systéme 3-D, pour cette valeur de parameétre [A;| = |[A\2] = 1 et une bifurcation
de Hopf se produit.

En comparant les diagrammes de bifurcation (Figures 2.1 et 3.1), on peut voir qu'une
riche variété de comportement dynamique existe, par exemple pour le systéme 4-D il y a
deux grandes échelles fenétres périodiques. Encore une fois, comme avec le systéme 3-D,
pour certaines valeurs du parametre a un comportement hyper - chaotique survient. Fg.

4.2 et Fg. 4.3 illustres deux attracteurs chaotiques du systéme (3.2).
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Fig. 4.1 : Diagramme bifurcation du (3.3) en

4-D pour b =0.2, 0.6 < a < 1.6.

Fig. 4.2 : Variation de LE du (3.3) en 4-D

pour b=0.2¢et 0.6 <a < 1.6.

Fig. 4.3 : Attracteur chaotique du (3.3) en

4-D pour a = 1.66 et b =0.2.
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Fig. 4.4 : Attracteur chaotique du (3.3) en

4-Dpoura=14et b=0.2.




Conclusion général et perspective

La recherche des racines de I’équation caractéristique d’un systéme dynamique discret
est difficile 'orsque son degré est supérieur a trois. C’est pourquoi nous allons présenter
le critére du jury, dans ce memoire nous utilisons ce critére pour controler le chaos du
systemes dynamiques quadratiques discerts en 2-D, 3-D et 4-D. Notre prochain projet

sera ’étude du cas ou n > 5.
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Abstract :

The work discussed in this thesis focuses on discrete quadratic dynamic systems over time
(analysis and control).

Our memory aims to control the chaos of discret dynamics systems using the Jury Criterion.
At the beginning, we did some preliminary (definitions and general concept and specific to
dynamic systems). Then we present the algebraic criteria attesting to the asymptotic stability
and their definition, the algebraic criterion of stability (the algebraic criterion of jury, criterion
Routhi Huruitz). Finally, the Jury Algebraic Criteria are applied to 2-D, 3-D and 4-D time
discrete quadratic systems .

Key Word:

quadratique Dynamics system, Eigen values, stability, fixed point, jury criterion, route to
chaos.

Résumé :

Le travail abordé dans ce mémoire port sur les systéemes dynamiques quadratiques discrets
dans le temps (analyse et contrdle).

Notre mémoire a que but de contrdle le chaos des systemes dynamique discrets en utilisant le
Critére de Jury .

Au début , nous avons fait quelque préliminaire (Définitions et notion générales et spécifiques
aux systemes dynamiques ) . Ensuite, on présente les critere algébriques attestant de la
stabilite asymptotique et leur définition , les critére algébrique de stabilité (le critere
algébrique de jury, critéere Routhi Huruitz). En fin, on applique les critéere algebriques de Jury
sur des exemple des systémes quadratiques discrets dans le temps en 2-D,3-D et 4-D.

Mots clés :

systéeme dynamique quadratique, valeurs propres ,stabilité, point fixes, critére de jury, route
vers le chaos.




