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Résumé

Dans le présent travail, nous étudions un problème aux limites pour une équation
différentielle fractionnaire avec des conditions intégrales ei intégro-différentielles fraction-
naires. Quelques nouveaux résultats d’existence et d’unicité seront obtenus en exploitant
quelques thorèmes de point fixe.
Mots Clés : Espace de Banach, Dérivée fractionnaire de Caputo, Dérivée fractionnaire de
Riemann-Liouville, Thorèmes de point fixe.

1. Introduction

Dans [4], Jinrong, Linli, et Yong ont considéré le problème aux limites avec des conditions
intégrales pour une équation différentielle fractionnaire dans un espace de Banach X, de
type : 

CDαy(t) = f (t, y(t)), α ∈ (1, 2), J = [0, T ],

y(0) =
∫ T

0 g(s, y(s))ds,

y(T ) =
∫ T

0 h(s, y(s))ds,

(1.1)

où, CDα désigne la dérivée fractionnaire d’ordre α de Caputo et f, g, h : J × X −→ X trois
fonctions données.

Dans ce travail, nous considérons un problème plus général. Aors, nous discuterons l’exis-
tence et l’unicité de solutions pour le problème suivant en utilisant quelques théorèmes de
point fixe. 

Dαu(t) = f (t, u(t)), 1 < α ≤ 2, J = [0, T ],

Dα−2u(0)−Dα−1u(0) =
∫ T

0 g(s, u(s))ds,

Dα−2u(T ) + Dα−1u(T ) =
∫ T

0 h(s, u(s))ds,

(1.2)

où Dα est la dérivée fractionnaire d’ordre α de Riemann-Liouville et f, g, h : J ×E −→ E des
fonctions donnes vérifiant quelques hypothèses qui seront déterminés plus tard et E est un
espace de Banach.

2. Préliminaires

Dans cette section, nous rappelons quelques définitions et résultats fondamentaux pour le
calcul fractionnaire qui peuvent être trouvés dans [1] et [3].

Définition 2.1 [3] Si g ∈ C[(0,+∞);R] et α > 0, alors l’intégrale fractionnaire de Riemann-
Liouville est définie par :

Iαg(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1g(s)ds. (2.1)

Définition 2.2 [3] L’opérateur différentielle fractionnaire d’ordre α de Riemann-Liouville pour
une fonction continue g : (0,+∞) −→ R, est donné par :

Dαg(t) =
1

Γ(n− α)

(
d

dt

)n ∫ t

0
(t− s)n−α−1g(s)ds =

(
d

dt

)n
In−αg(t), (2.2)

où n = [α] + 1 et [α] désigne la partie entière de α.

Lemme 2.3 [1] Soient α > 0, λ > −1 et n = [α]. Alors nous avons :

Dαtλ =
Γ(λ + 1)

Γ(λ− α + 1)
tλ−α (2.3)

et

Dαtα−k = 0, k = 0, 1, 2..., n. (2.4)

Dans le cas particulier, nous avons :

Dα1 =
1

Γ(1− α)
t−α, α /∈ N. (2.5)

Pour α ∈ N, on obtient Dα1 = 0.

Lemme 2.4 [1] Pour α > 0, g ∈ C([0, T ]), l’équation différentielle fractionnaire homogène

Dαg(t) = 0,

admet une solution

g(t) = c0t
α−n + c1t

α−n−1 + ... + cn−2t
α−2 + cn−1t

α−1,

où ci ∈ R, (i=0,1,...,n-1) et n = [α] + 1.

Lemme 2.5 [1] Soit g ∈ C([0, T ]) telle que Dαg(t) ∈ C([0, T ]). Alors

IαDαg(t) = g(t) + c0t
α−n + c1t

α−n−1 + ... + cn−2t
α−2 + cn−1t

α−1,

pour certain ci ∈ R, (i=0,1,...,n-1).
Lemme 2.6 [1] Soient α, β ≥ 0 et g ∈ L1([0, T ]). Alors,

IαIβg(t) = Iα+βg(t) = IβIαg(t),

et
DαIαg(t) = g(t), ∀t ∈ [0, T ].

Lemme 2.7 [1] Soient β > α > 0 et g ∈ L1([0, T ]). Alors pour tout t ∈ [0, T ], nous avons

DαIβg(t) = Iβ−αg(t).

L1([0, T ],R) est l’espace de Banach des fonctions Lebesgue intégrables de [0, T ] à valeurs
dans R.

3. Énoncé des resultats

Lemme 3.1 Le problème aux limites (1.2) admet une solution u, si et seulement, si u ∈
C(J,E) vérifie l’équation intégrale

u(t) = Pu(t) +

∫ T

0
G(t, s)f (s, u(s))ds,

avec

Pu(t) =
α(T + 1)tα−2

(T + 2)Γ(α)

∫ T

0
g(s, u(s))ds +

αtα−2 + tα−1

(T + 2)Γ(α)

∫ T

0
h(s, u(s))ds,

et

G(t, s) =


(s−T−1)tα−1

(T+2)Γ(α)
+
α(s−T−1)tα−2

(T+2)Γ(α)
+

(t−s)α−1
Γ(α)

, 0 ≤ s ≤ t,

(s−T−1)tα−1

(T+2)Γ(α)
+
α(s−T−1)tα−2

(T+2)Γ(α)
, t ≤ s ≤ T.

Remarque 3.2 En utilisant le lemme 3.1, le problème (1.2) peut se transformer en un
problème de point fixe pour un opérateur N : C(J,E) −→ C(J,E). défini par :

(Nu)(t) = Pu(t) +

∫ T

0
G(t, s)f (s, u(s))ds.

Théorème 3.3 Notre but est de démontrer sous certains hypothèses que le problème (1.2)
admet une solution unique, en appliquant quelques théorèmes de point fixe.
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