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NOTATIONS ET CONVENTIONS

On utilisera la convention d’Einstein de sommation sur les indices répétés ; les indices ou
exposants latins prennent leurs valeurs dans l’ensemble {1; 2; 3} tandis que les indices grecs
prennent, à l’exception de ε, leurs valeurs dans l’ensemble {1; 2}.

ä ε Un petit paramètre positif caractérisant la taille de la période .

ä η Un petit paramètre positif caractérisant la demi-épaisseur de la plaque.

ä xε = πεx = (xε1, x
ε
2, x

ε
3) = (x1, x2, εx3) Un point arbitraire de Ωε.

ä ∂i = ∂
∂xi

La dérivée par rapport à xi.

ä ∂εi = ∂
∂xεi

La dérivée par rapport à xiε.

ä ei Les vecteurs unitaires des axes.

ä δij Symbole de Kronecker.

ä L2(Ω) Espace des fonctions carré intégrable pour la mesure de Lebesgue dx.
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INTRODUCTION

La piézoélectricité peut être considérée comme une interaction entre deux phé-
nomènes électromécaniques qui couplent les champs élastique et électrique. Une
déformation mécanique du matériau génère un champ électrique, c’est l’effet direct
de la piézoélectricité ou effet capteur. Inversement, l’application d’un champ élec-
trique ou d’une différence de potentiel induit des déformations mécaniques, c’est
l’effet inverse de piézoélectricité ou effet actionneur.

Bien qu’ayant été prédit par Coulomb et découvert par Becquerel en [1819],
l’effet de la piézoélectricité n’a été correctement expliqué qu’en [1880] par les
frères Jacques et Pierre Curie (par expérimentation sur le quartz et le sel de Ro-
chelle). La loi de comportement de ce type de matériaux a été établie par Lippmann
[1881] en se basant sur des considérations thermodynamiques.

Parmi les matériaux piézoélectriques les plus utilisés, on trouve le briquet, le
Capteur de pression piézoélectrique, les moteurs et actionneurs piézoélectriques.

Ce mémoire reprend un travail effectué durant mon circuit d’études de Master
2 en " Analyse numérique et modélisation". Elle est contient deux chapitres.
Dans le premier chapitre nous transformons d’abord le problème (P εη) de la plaque
piézoélectrique hétérogène anisotrope tridimensionnelle, à un problème équivalent
homogénéisée. En utilisons la méthode de développement asymptotique. Ce travail
se base sur les travaux réalisés dans [1], [5] et [6].

En suite, dans la deuxième chapitre nous rappelons le modèle de la plaque pié-
zoélectrique en trois dimensions, pour une plaque mince non-isotrope hétérogène.
Nous partons les résultats du la chapitre précédent, pour étudier la limite de l’état
électromécanique lorsque la taille de l’épaisseur tend vers zéro, ceci nous permet
d’obtenir le problème de plaque membranaire et en flexion. Ce travail se base sur
les travaux réalisés dans [7].
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CHAPITRE 1

HOMOGÉNÉISATION DU PROBLÈME
(P εη) D’UNE PLAQUE

PIÉZOÉLECTRIQUE HÉTÉROGÈNE
(LORSQUE ε ↓ 0)
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1.1. MISE EN ÉQUATIONS. HYPOTHÈSES. NOTATIONS CHAPITRE 1.

CADRE PHYSIQUE

On suppose que la variation de température et du champ magnétique sont négligeables. Cette
hypothèse est raisonnable pour les matériaux piézoélectriques utilisés habituellement comme
les céramiques, les polymères et les piézo-composites, donc cela signifie que l’on dispose uni-
quement d’un couplage électro-mécanique.

On se place dans le cadre de la piézoélectricité en petites déformations et on choisit de for-
muler le problème en deux inconnues : le déplacement mécanique et le potentiel électrique .

On suppose que le milieu est :
ä soumis à une densité de force volumique f dans Ω,
ä soumis à une densité surfacique de force g agissant sur la face supérieure et inférieure de la
plaque Γ±,
ä encastré sur la face latérale de la plaque Γ0,
ä soumis à un potentiel fixé ϕ0 = 0 sur le bord ∂Ω.

1.1 MISE EN ÉQUATIONS. HYPOTHÈSES. NOTATIONS

L’homogénéisation de structures périodiques formées de composants piézoélectriques ap-
paraît comme un passage obligé dans l’étude que nous menons.
Dans toute la suite, la géométrie des composites considérés sera supposée périodique. Afin de
simplifier les notations, on va omettre le paramètre η dans les équations de ce chapitre.
On va considérer que le milieu piézoélectrique occupe le domaine Ω ⊂ R3 , de frontière ∂Ω "
suffisamment régulière " 1 . Notons u : Ω → R3 et ϕ : Ω → R, respectivement le champ de
déplacement élastique et le potentiel électrique.
On note par X = (xijkh), Y = (yjkh), Z = (zij) des tenseurs respectivement d’ordre 4, 3
et 2, et par< F > la moyenne sur Y d’une fonction F c-à-d :

< F >=
1

|Y |

∫
Y

Fdy,

et on introduit les espaces suivants :

H1
p(Y,R) = {v ∈ H1(Y ) telle que v est Y − périodique},

H1
p(Y,R3) = {v = vi ∈ H1(Y ) telle que v est Y − périodique},

1. Par exemple, ∂Ω est une surface de R3 de classe C1
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1.1. MISE EN ÉQUATIONS. HYPOTHÈSES. NOTATIONS CHAPITRE 1.

Les équations d’équilibre piézoélectrique sont :
−

∂

∂xj
(σij)(u, ϕ) = fi, dans Ω,

∂

∂xi
(Di)(u, ϕ) = 0, dans Ω.

(1.1)

Les lois de comportement

σij(u, ϕ) = Cijklekl(u)− PkijEk(ϕ), (1.2)

Di(u, ϕ) = Piklekl(u) + εikEk(ϕ), (1.3)

et les relations 
ekh(u) = 1

2
(
∂uk

∂xh
+
∂uh

∂xk
),

Ek(ϕ) = −
∂ϕ

∂xk
,

(1.4)

ä σ : tenseur des contraintes.
ä u : vecteur déplacement.
ä f : densité volumique de forces dans Ω.
ä E : vecteur champ électrique.
ä D : vecteur de déplacement électrique.
ä ϕ : potentiel électrique.

Les coefficients Cijkl (élastiques), Pijk (piézoélectriques) et εij (diélectriques) vérifient les
hypothèses suivantes :

De symétrie : 
Cijkl = Cklij = Cjikl = Cijlk,

Pijk = Pikj,

εij = εji.

(1.5)

De positivité : 
∃α > 0 Cijklξklξij > α|ξ|2 ∀ξ ∈M3

s ,

∃β > 0 εijθiθj > β|θ|2 ∀θ ∈ R3.
(1.6)

M3
s étant l’espace des matrices 3× 3 symétriques.
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1.1. MISE EN ÉQUATIONS. HYPOTHÈSES. NOTATIONS CHAPITRE 1.

De bornitude :
Cijkl; Pijk et εij sont dans L∞ 2. (1.7)

En tenant compte des relations (1.2), (1.3) et (1.4), le système (1.1) s’écrit :
−

∂

∂xj
[Cijkl ekl(u) + Pkij

∂ϕ

∂xk
] = fi, dans Ω,

∂

∂xj
[Pjkl ekl(u)− εjk

∂ϕ

∂xk
] = 0, dans Ω.

(1.8)

En plus, on considère les conditions aux limites mixtes suivantes :
u = 0, sur Γ0,

σij(u, ϕ)νj = gi, sur Γ±,

ϕ = 0, sur Γ0 ∪ (Γ±).

(1.9)

2. ‖f‖∞ = supx∈[a,b] |f(x)|; a, b ∈ R; a < b

5



1.2. CADRE FONCTIONNEL. EXISTENCE ET UNICITÉ
DE LA SOLUTION CHAPITRE 1.

1.2 CADRE FONCTIONNEL. EXISTENCE ET UNICITÉ
DE LA SOLUTION

On introduit les espaces fonctionnels suivants :

V = {v ∈ (H1(Ω))3; v = 0 sur Γ0},

Ψ = {ψ ∈ H1(Ω); ψ = 0 sur ∂Ω = (Γ0 ∪ (Γ±))}.

Le produit V × Ψ est un espace de Hilbert. Soient (v, ψ) dans V × Ψ où v = (vi). En
multipliant la premier équation de (1.8) par v et la deuxième par ψ et en intégrant sur Ω on
obtient : ∫

Ω

−
∂

∂xj
[Cijkl ekl(u) + Pkij

∂ϕ

∂xk
]vi dx =

∫
Ω

fivi dx,∫
Ω

∂

∂xj
[Pjkl ekl(u)− εjk

∂ϕ

∂xk
]ψ dx = 0.

En soustrayant les deux expressions et en appliquant la formule de Green 3 on obtient :∫
Ω

[cijklekl(u) + Pkij
∂ϕ

∂xk
]
∂vi

∂xi
dx−

∫
∂Ω

[cijklekl(u) + Pkij
∂ϕ

∂xk
]viνj dσ

−
∫

Ω

[Pjkl ekl(u)− εjk
∂ϕ

∂xk
]
∂ϕ

∂xj
dx+

∫
∂Ω

[Pjkl ekl(u)− εjk
∂ϕ

∂xk
]ψνidσ

=

∫
Ω

fivi dx.

Soit∫
Ω

[cijklekl(u) +Pkij
∂ϕ

xk
]eij(v)−

∫
Ω

[Pjkl ekl(u)− εjk
∂ϕ

∂xk
]
∂ϕ

∂xj
dx−

∫
Γ+∪Γ−

givi dσ

=

∫
Ω

fivi dx.

Le problème variationnel se formule ainsi
Trouver(u, ϕ) ∈ V ×Ψ tel que

a((u, ϕ); (v, ψ)) = L(v, ψ), ∀(v, ψ) ∈ V ×Ψ.
(1.10)

3. Voir Annexe A
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1.2. CADRE FONCTIONNEL. EXISTENCE ET UNICITÉ
DE LA SOLUTION CHAPITRE 1.

Avec la forme bilinéaire :

a((u, ϕ); (v, ψ)) =

∫
Ω

[Cijkl ekl(u) + Pkij
∂ϕ

∂xk
]eij(v) dx

−
∫

Ω

[Pjkl ekl(u)− εjk
∂ϕ

∂xk
]
∂ψ

∂xj
dx,

et la forme linéaire :
L(v, ψ) =

∫
Ω

fivi dx+

∫
Γ±

givi dσ.

Lemme 1.2.1 Sous les hypothèses (1.5), (1.6), et (1.7), le problème (1.8) admet une solution
faible unique.

Preuve. L’existence et l’unicité de la solution faible de le problème (1.8) découle de l’ap-
plication du lemme de Lax-Milgram 4. En utilisant les hypothèses fi ∈ (L2(Ω))3, gi ∈
(L2(Γ±))3.
Il est facile de montrer que a(., .) est une forme bilinéaire continue et L(.) est une forme li-
néaire continue sur l’espace V ×Ψ.

Il reste à montrer la coercivité de la forme bilinéaire a(., .),

a((v, ψ); (v, ψ)) =

∫
Ω

[cijklekl(v)+Pkij
∂ψ

xk
]eij(v)−

∫
Ω

[Pjkl ekl(v)−εjk
∂ψ

∂xk
]
∂ψ

∂xj
dx,

=

∫
Ω

[cijklekl(v)eij(v) + εjk
∂ψ

∂xk

∂ψ

∂xj
] dx,

> α
3∑
i=1

‖vi‖2
1,Ω + β‖ψ‖2

1,Ω.

4. Voir Annexe A
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1.3. HOMOGÉNÉISATION PAR LA MÉTHODE DES DÉVELOPPEMENTS
ASYMPTOTIQUES CHAPITRE 1.

FIGURE 1.1 – la cellule de base Y = [0, Y1]× [0, Y2]× [0, Y3]

1.3 HOMOGÉNÉISATION PAR LA MÉTHODE DES DÉVELOPPEMENTS
ASYMPTOTIQUES

La technique d’homogénéisation que nous allons développer ici, utilise les idées de la mé-
thode des échelles multiples et les techniques relatives aux équations aux dérivées partielles.
L’hypothèse fondamentale, consiste à postuler que la structure du milieu est périodique, la pé-
riode étant “petite” par rapport aux dimensions du milieu. Autrement dit, les valeurs des coeffi-
cients qui caractérisent le milieu, se reproduisent par déplacement périodique de petite échelle
ε, 0 < ε < 1.
On suppose donc que la structure du matériau est caractérisée par des coefficients Cijkl, Pijk
et εij présentant un caractère périodique en x. De manière plus précise, soit Y = [0, Y1] ×
[0, Y2]× [0, Y3] la cellule de base et soient les fonctionsCijkl(x, y), Pijk(x, y) et εij(x, y)
définies sur la période de base Y . On suppose que ces fonctions satisfont à (1.6) et (1.7).
Soit un scalaire ε > 0 destiné à tendre vers 0. Avec le changement de variable y = x

ε
, ces

fonctions deviennent :

Cε
ijkl(x, y) = Cijkl(x,

x

ε
), P ε

ijk(x, y) = Pijk(x,
x

ε
) et εεij(x, y) = εij(x,

x

ε
).

(1.11)
Les fonctions Cε

ijkl, P
ε
ijk et εεij sont Y -périodiques 5.

5. Une fonction est dite Y-périodique si ses traces sur les faces opposées de Y sont égales.
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1.3. HOMOGÉNÉISATION PAR LA MÉTHODE DES DÉVELOPPEMENTS
ASYMPTOTIQUES CHAPITRE 1.

Pour ε > 0 fixé, le problème hétérogène se formule ainsi :

(P ε)



−
∂

∂xj

[
Cε
ijkl ekl(u

ε) + P ε
kij

∂ϕε

∂xk

]
= fi, dans Ωε,

∂

∂xj

[
P ε
jkl ekl(u

ε)− εεjk
∂ϕε

∂xk

]
= 0, dans Ωε,

[
Cε
ijklekl(u

ε) + P ε
kij

∂ϕε

∂xk

]
νεj = gεi , sur Γ±,

uε = 0, sur Γ0,

ϕε = 0, sur ∂Ω.

(1.12)

Ce problème admet une solution faible unique (uε;ϕε), par application de lemme du Lax-
Milgram 6.

Pour déterminer un problème homogène équivalent à (1.12), on cherchera uε et ϕε sous la
forme de développements asymptotiques à double échelle :

uε(x) = u0(x, y) + εu1(x, y) + ε2u2(x, y) + ...+ εkuk(x, y) + ... (1.13)

ϕε(x) = ϕ0(x, y) + εϕ1(x, y) + ε2ϕ2(x, y) + ...+ εkϕk(x, y) + ... (1.14)

où y = x
ε

et les fonctions uk et ϕk sont Y -périodiques par rapport à la variable y. ∀k ∈ N.
On utilise la règle de dérivation :
Soit Φ(x) = Φ(x; x

ε
) = Φ(x; y),

∂ϕε

∂x
=
∂ϕ

∂x
+

1

ε

∂ϕ

∂y
. (1.15)

et par conséquent

eij(Φ
ε(x)) = eijx(Φ(x, y)) +

1

ε
eijy(Φ(x, y)) (1.16)

En tenant compte de ce qui précède, le système (1.12) devient :

−
∂

∂xi
[Cijkl(x, y)(eklx+

1

ε
ekly)(u

0+u1+. . . )+Pkij(x, y)(
∂

∂xk
+

1

ε

∂

∂yk
)(ϕ0+ϕ1+. . . )]+

−
1

ε

∂

∂yj
[Cijkl(x, y) (eklx+

1

ε
ekly)(u

0+u1+...)+Pkij(x, y)(
∂

∂xk
+

1

ε

∂

∂yk
)(ϕ0+ϕ1+...)] = fi,

(1.17)

6. Voir annexe A
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1.3. HOMOGÉNÉISATION PAR LA MÉTHODE DES DÉVELOPPEMENTS
ASYMPTOTIQUES CHAPITRE 1.

∂

∂xj
[Pjkl(x, y)(eklx+

1

ε
ekly)(u

0+u1+...)−εjk(x, y)(
∂

∂xk
+

1

ε

∂

∂yk
)(ϕ0+ϕ1+...)]+

+
1

ε

∂

∂yj
[Pjkl(x, y)(eklx+

1

ε
ekly)(u

0+u1+...)−εjk(x, y)(
∂

∂xk
+

1

ε

∂

∂yk
)(ϕ0+ϕ1+...)] = 0,

(1.18)
par identification des puissances de ε, on obtient :
A l’ordre ε−2 :

−
∂

∂yj
[Cijklekly(u

0) + Pkij
∂ϕ0

∂yk
] = 0, (1.19)

−
∂

∂yj
[Pjklekly(u

0)− εjk
∂ϕ0

∂yk
] = 0. (1.20)

A l’ordre ε−1 :

∂

∂yj
[Cijklekly(u

1) + Pkij
∂ϕ1

∂yk
]−

∂

∂xj
[Cijklekly(u

0) + Pkij
∂ϕ0

∂yk
]+

−
∂

∂yj
[Cijkleklx(u

0) + Pkij
∂ϕ0

∂xk
] = 0, (1.21)

∂

∂yj
[Pjklekly(u

1)− εjk
∂ϕ1

∂yk
] +

∂

∂xj
[Pjklekly(u

0)− εjk
∂ϕ0

∂yk
]+

+
∂

∂yj
[Pjkleklx(u

0)− εjk
∂ϕ0

∂xk
] = 0. (1.22)

A l’ordre ε0 :

−
∂

∂yj
[Cijklekly(u

2) + Pkij
∂ϕ2

∂yk
]−

∂

∂xj
[Cijklekly(u

1) + Pkij
∂ϕ1

∂yk
]+

−
∂

∂yj
[Cijkleklx(u

1) +Pkij
∂ϕ1

∂xk
]−

∂

∂xj
[Cijkleklx(u

0) +Pkij
∂ϕ0

∂xk
] = fi, (1.23)

∂

∂xj
[Pjklekly(u

1)− εjk
∂ϕ1

∂yk
] +

∂

∂yj
[Pjkleklx(u

1)− εjk
∂ϕ1

∂xk
]+

+
∂

∂xj
[Pjkleklx(u

0)− εjk
∂ϕ0

∂xk
] +

∂

∂yj
[Pjklekly(u

2)− εjk
∂ϕ2

∂yk
] = 0. (1.24)

Les problèmes ci-dessus s’énoncent ainsi
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1.3. HOMOGÉNÉISATION PAR LA MÉTHODE DES DÉVELOPPEMENTS
ASYMPTOTIQUES CHAPITRE 1.

Premier système : Trouver (u0,ϕ0) ∈ H1
p(Y,R3)×H1

p(Y,R) solutions de :

∂
∂yj

[Cijklekly(u
0) + gkij

∂ϕ0

∂yk
] = 0,

∂
∂yj

[Pjklekly(u
0)− εjk ∂ϕ

0

∂yk
] = 0,

u0 et ϕ0sont Y − périodiques.

(1.25)

Deuxième système : Trouver (u1,ϕ1) ∈ H1
p(Y,R3)×H1

p(Y,R) solutions de :

∂
∂yj

[Cijklekly(u
1) + Pkij

∂ϕ1

∂yk
]− ∂

∂xj
[Cijklekly(u

0) + Pkij
∂ϕ0

∂yk
]+

− ∂
∂yj

[Cijkleklx(u
0) + Pkij

∂ϕ0

∂xk
] = 0,

∂
∂yj

[Pjklekly(u
1)− εjk ∂ϕ

1

∂yk
] + ∂

∂xj
[Pjklekly(u

0)− εjk ∂ϕ
0

∂yk
]+

+ ∂
∂yj

[Pjkleklx(u
0)− εjk ∂ϕ

0

∂xk
] = 0,

u1 et ϕ1sont Y − périodiques.

(1.26)

Troisième système : Trouver (u2,ϕ2) ∈ H1
p(Y,R3)×H1

p(Y,R) solutions de :

− ∂
∂yj

[Cijklekly(u
2) + Pkij

∂ϕ2

∂yk
]− ∂

∂xj
[Cijklekly(u

1) + Pkij
∂ϕ1

∂yk
]

− ∂
∂yj

[Cijkleklx(u
1) + Pkij

∂ϕ1

∂xk
]− ∂

∂xj
[Cijkleklx(u

0) + Pkij
∂ϕ0

∂xk
] = fi,

∂
∂xj

[Pjklekly(u
1)− εjk ∂ϕ

1

∂yk
] + ∂

∂yj
[Pjkleklx(u

1)− εjk ∂ϕ
1

∂xk
]

∂
∂xj

[Pjkleklx(u
0)− εjk ∂ϕ

0

∂xk
] + ∂

∂yj
[Pjklekly(u

2)− εjk ∂ϕ
2

∂yk
] = 0,

u2 et ϕ2sont Y − périodiques.

(1.27)
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1.4. ÉQUATIONS HOMOGÉNÉISÉES. CARACTÉRISTIQUES PHYSIQUES
HOMOGÉNÉISÉES CHAPITRE 1.

1.4 ÉQUATIONS HOMOGÉNÉISÉES. CARACTÉRISTIQUES PHYSIQUES HO-
MOGÉNÉISÉES

1.4.1 Résolution du premier système

On utilise le Lemme suivant :

Lemme 1.4.1 Soit F une fonction de carré intégrable sur Y . On considère le problème
aux limites : 

AΦ = F sur Y

Φ Y − périodique;F ∈ L2(Y ).

Où A 7 est un opérateur aux dérivées partielles du deuxième ordre linéaire.
Alors on a :
ä La solution périodique Φ existe si et seulement si< F >= 0.
ä De plus si la solution faible existe, elle est unique à une constante additive près.

.

Tout d’abord, notons que le premier système nous donne l’indépendance de la solution (u0, ϕ0)
de la variable microscopique y :

u0(x, y) = u(x) (1.28)

ϕ0(x, y) = ϕ(x) (1.29)

En effet, d’après l’alternative de Fredholm, la solution de ce système existe à une constante
additive près.
Si on multiplie la première équation par u0 et la deuxième équation par ϕ0 et on intègre sur Y
, on obtient : 

∫
Y

∂
∂yj

[Cijklekly(u
0) + Pkij

∂ϕ0

∂yk
]. u0

idy = 0,

−
∫
Y

∂
∂yj

[Pjklekly(u
0)− εjk ∂ϕ

0

∂yk
]. ϕ0dy = 0.

En appliquant la formule de Green et en tenant compte de la périodicité des fonctions on ob-
tient : ∫

Y

[Cijklekly(u
0)eijy(u

0) + εjk
∂ϕ0

∂yk

∂ϕ0

∂yk
] = 0.

7. A = − ∂
∂yi

[aij(y) ∂
∂yj

]

12



1.4. ÉQUATIONS HOMOGÉNÉISÉES. CARACTÉRISTIQUES PHYSIQUES
HOMOGÉNÉISÉES CHAPITRE 1.

On utilise l’ellipticité des coefficients Cijkl(x, y) et εjk(x, y), on obtient :

0 ≥ α
3∑

kl=1

‖ekly(u0)‖+ β‖
∂ϕ0

∂yj
‖,

d’où
ekly(u

0) = 0,

∂ϕ0

∂yk
= 0.

Et par conséquent
u0(x, y) = u(x), (1.30)

ϕ0(x, y) = ϕ(x). (1.31)

1.4.2 Résolution du deuxième système

En tenant compte de (1.30) et (1.31), le deuxième système (1.26) devient :
Trouver (u2,ϕ2) ∈ H1

p(Y,R3)×H1
p(Y,R) solutions de :

− ∂
∂yj

[Cijklekly(u
1) + Pkij

∂ϕ1

∂yk
] = ∂

∂yj
[Cijkleklx(u) + Pkij

∂ϕ
∂xk

],

− ∂
∂yj

[Pjklekly(u
1)− εjk ∂ϕ

1

∂yk
] = ∂

∂yj
[Pjkleklx(u)− εjk ∂ϕ∂xk ].

(1.32)

En appliquant l’opérateur < > (moyenne) aux deux seconds membres et en tenant compte de la
périodicité on obtient ∫

Y

∂

∂yj
[Cijkleklx(u) + Pkij

∂ϕ

∂xk
]dy = 0,

∫
Y

∂

∂yj
[Pjkleklx(u)− εjk

∂ϕ

∂xk
]dy = 0.

Et donc d’après le lemme de Fredholm on a l’existence et l’unicité de la solution faible à une
constante additive près. Grâce à la linéarité du problème (1.32) on peut mettre u1 et ϕ1 sous la
forme :

u1
k(x, y) = χmnk (y)emnx(u) + Φm

k (y)
∂ϕ

∂xm
, (1.33)

ϕ1(x, y) = Ψmn(y)emnx(u) +Rm(y)
∂ϕ

∂xm
. (1.34)
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1.4. ÉQUATIONS HOMOGÉNÉISÉES. CARACTÉRISTIQUES PHYSIQUES
HOMOGÉNÉISÉES CHAPITRE 1.

Où χmn, Φm, Ψmn etRm sont des fonctions périodiques solutions de :

− ∂
∂yj

[Cijkl(y)(ekly(χ
mn)emnx(u) + ∂ϕ

∂xm

∂ϕ
∂xm

)+

Pkij(y)(emnx(u)
∂Ψmn

∂yk
+ ∂ϕ

∂xm

∂Rm
∂yk

)] = ∂
∂yj

[Cijmnemnx(u) + Pmij
∂ϕ
∂xm

],

− ∂
∂yj

[Pjkl(emnx(u)ekly(χ
mn) + ∂ϕ

∂xm
ekly(Φ

m))

−εjk(emnx(u)∂Ψmn

∂yk

+ ∂ϕ
∂xm

∂Rm
∂yk

)] = ∂
∂yj

[Pjmnemnx(u)− εjm ∂ϕ
∂xm

].

(1.35)

En multipliant les deux équations ci-dessus par la fonction test v = (vi) ∈ H1
p(Y,R3) ,

en intégrant sur Y , en appliquant la formule de Green et en tenant compte de la condition de
périodicité on obtient les problèmes cellulaires suivants :

∫
Y

(Cijkl(y)ekly(χ
mn) + Pkij(y)∂Ψmn

∂yk
+ Cijmn)eijy(v) dy = 0,

∀v ∈ H1
p(Y,R3),

(1.36)


∫
Y

(Pjkl(y)ekly(χ
mn)− εjk(y)∂Ψmn

∂yk
+ Pjmn)∂w

yj
dy = 0,

∀w ∈ H1
p(Y,R),

(1.37)


∫
Y

(Cijkl(y)ekly(Φ
m) + Pkij(y)∂R

m

∂yk
+ Pmij)eijy(v) dy = 0,

∀v ∈ H1
p(Y,R3),

(1.38)


∫
Y

(εjm(y)− Pjkl(y)ekly(Φ
m) + εjk(y)

∂Rm(y)

∂yk
+ Pmij)

∂w

yj
dy = 0,

∀w ∈ H1
p(Y,R),

(1.39)
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1.4. ÉQUATIONS HOMOGÉNÉISÉES. CARACTÉRISTIQUES PHYSIQUES
HOMOGÉNÉISÉES CHAPITRE 1.

1.4.3 Résolution du troisième système

Le troisième système s’écrit sous la forme : Trouver (u2,ϕ2) ∈ H1
p(Y,R3)×H1

p(Y,R)
solutions de :

− ∂
∂yj

[Cijklekly(u
2) + Pkij

∂ϕ2

∂yk
] = ∂

∂xj
[Cijklekly(u

1) + Pkij
∂ϕ1

∂yk
]

+ ∂
∂yj

[Cijkleklx(u
1) + Pkij

∂ϕ1

∂xk
]

+ ∂
∂xj

[Cijkleklx(u
0) + Pkij

∂ϕ0

∂xk
] + fi,

∂
∂yj

[Pjklekly(u
2)− εjk ∂ϕ

2

∂yk
] = ∂

∂xj
[Pjklekly(u

1)− εjk ∂ϕ
1

∂yk
]

+ ∂
∂yj

[Pjkleklx(u
1)− εjk ∂ϕ

1

∂xk
]

+ ∂
∂xj

[Pjkleklx(u
0)− εjk ∂ϕ

0

∂xk
],

u2 et ϕ2sont Y − périodiques.
(1.40)

D’après le lemme de Fredholm ce système admet une solution périodique si les deux seconds
membres ont des moyennes nulles. Ainsi la moyenne de la premier équation donne :∫
Y

(
∂

∂xj
[Cijklekly(u

1) + Pkij
∂ϕ1

∂yk
] +

∂

∂xj
[Cijkleklx(u

0) + Pkij
∂ϕ0

∂xk
] + fi) dy = 0,

en remplaçant u1 et ϕ1 par leurs expressions on a :∫
Y

[(Cijmn(y)emny(χ
kl(y)) + Pmij(y)

∂Ψkl

∂ym
(y) + Cijkl)

∂2uk

∂xj∂xl

+(Pmij(y)
∂Rk

∂ym
+ Cijmn

∂Φk
m

∂yn
+ Pkij)

∂2ϕ

∂xj∂xk
+ fi]dy = 0,

alors

CH
ijkl

∂2uhk

∂xj∂xl
+ PH

kij

∂2ϕh

∂xj∂xk
+ fi = 0,

avec

CH
ijkl =

∫
Y

(Cijmn(y)emny(χ
kl(y)) + Pmij(y)

∂Ψkl

∂ym
(y) + Cijkl)dy, (1.41)

PH
kij =

∫
Y

(Pmij(y)
∂Rk

∂ym
+ Cijmn

∂Φk
m

∂yn
+ Pkij)dy, (1.42)
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1.4. ÉQUATIONS HOMOGÉNÉISÉES. CARACTÉRISTIQUES PHYSIQUES
HOMOGÉNÉISÉES CHAPITRE 1.

où
CH
ijkl : tenseur élastique homogénéisé.

PH
kij : tenseur piézoélectrique homogénéisé.

On applique l’opérateur moyenne a la deuxième équation de (1.40) et en remplaçant u1 et ϕ1

par leurs expressions de la même manière on obtient :

PH
jmn

∂2uhm

∂xj∂xn
− εHjm

∂2ϕh

∂xj∂xm
= 0,

où

εHjm =

∫
Y

(εjk(y)
∂Rm

∂yk
− Pjkl(y)ekly(Φ

m) + εjm(y))dy, (1.43)

PH
jmn =

∫
Y

(Pjkl(y)ekly(χ
mn(y))− εjk(y)

∂Ψmn

∂yk
+ Pjmn(y))dy, (1.44)

avec
εHjm : est le tenseur diélectrique homogénéisé.
Les équations piézoélectriques homogénéisées s’écrivent donc :

(PH)


CH
ijkl

∂2uhk
∂xjxl

+ PH
kij

∂2ϕh

∂xjxk
+ fi = 0, dans Ω,

PH
jmn

∂2uhm
∂xjxn

− εHjm
∂2ϕh

∂xjxm
= 0, dans Ω.

(1.45)

Pour Les conditions aux limites du problème homogénéisé de type Dirichlet se déduisent fa-
cilement des conditions aux limites de même type du problème hétérogène et sont donc telles
que : 

uh = 0, sur Γ0,

ϕh = 0, sur ∂Ω,

où 
uh = u0 = u,

ϕh = ϕ0 = ϕ.

La deuxième condition aux bord de type Neumann σijνj = gi sur Γ±, or σ0
ij dépend de

(x, y) ce qui pose un problème de couche limite.
On peut résoudre ce problème en prenant τijνj = gi sur Γ±, avec< σij >= τij .
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1.5. LES PROPRIÉTÉS DU PROBLÈME HOMOGÉNÉISÉ CHAPITRE 1.

FIGURE 1.2 – Homogénéisation d’une plaque périodique hétérogène et cellule de base modéli-
sée comme une plaque mince

1.5 LES PROPRIÉTÉS DU PROBLÈME HOMOGÉNÉISÉ

Enonçons maintenant quelques propositions concernant certaines propriétés des coefficients
homogénéisés CH

ijkl, P
H
kij, ε

H
jm et PH

jmn.

1.5.1 Les propriétés du tenseur d’élasticité homogénéisé

Nous allons à présent donner un résultat concernant l’ellipticité et la symétrie du tenseur de
rigidité homogénéisé.

Proposition 1.5.1 Les coefficients CH
ijkl du tenseur de rigidité homogénéisé CH = (CH

ijkl)
défini par (1.41), vérifient :

(i) CH
ijkl = CH

jikl = CH
ijlk = CH

klij . ∀1 ≤i, j, k, l ≤ 3,

(ii) CH
ijkl est elliptique.

La deuxième assertion signifie qu’il existe α > 0, tel que pour tout tenseur d’ordre (2) χij
symétrique (χij = χji), on a :

CH
ijklχklχij ≥ α

3∑
i,j=1

(χij)
2.

17



1.5. LES PROPRIÉTÉS DU PROBLÈME HOMOGÉNÉISÉ CHAPITRE 1.

Preuve.
(i) Symétrie :
Il est évident qu’une partie de la symétrie est vérifiée, c’est

CH
ijmn = CH

jimn = CH
ijnm.

Intéressons-nous à la démonstration de :

CH
ijmn = CH

mnij.

L’idée est de transformer l’expression de CH
ijmn de manière à obtenir une formule symétrique.

Si on définit un tenseurΣ d’ordre 2, par :

Σkl =
1

2
(yk~el + yl ~ek),

ainsi qu’une matrice Hkl de dimension 3 × 3 par : Hkl = eijy(Σ
kl), il est clair que les

coefficients de cette matrice sont donnés par :

[Hkl]mh = τ klmh =
1

2
[δkmδlh + δkhδlm] 1 ≤ k, l,m, h ≤ 3.

A partir de ces nouvelles notations on peut réécrire les problèmes (1.36) et (1.37), sous la forme
suivante :

− ∂
∂yj

{
Cijklekly(Σ

mn +Wmn) + Pkij
∂Ψmn

∂yk

}
= 0, dans Y,

− ∂
∂yj

{
−Pjklekly(Σmn +Wmn) + εjk

∂Ψmn

∂yk

}
= 0, dans Y,

Wmn,Ψmn Y − priodiques.

(1.46)

Soit (Wmn, Ψmn) solution de :

− ∂
∂yj

{
Ckjpqepqy(Σ

ij +W ij) + Ppkj
∂Ψij

∂yp

}
= 0, dans Y,

− ∂
∂yk

{
−Pkpqepqy(Σij +W ij) + εjk

∂Ψij

∂yj

}
= 0, dans Y,

W ij,Ψij Y − priodiques.

(1.47)

Les coefficients du tenseur de rigidité se réécrivent de la manière suivante :

Ch
ijmn =

∫
Y

Cijklekly(Σ
mn +Wmn) dy +

∫
Y

Pkij
∂Ψmn

∂yk
dy, (1.48)

La deuxième intégrale dans le membre de droite de l’expression (1.48), est évaluée de la manière
suivante : ∫

Y

Pkij
∂Ψmn

∂yk
dy =

∫
Y

Pkpq
∂Ψmn

∂yk
δpiδqjdy,

18



1.5. LES PROPRIÉTÉS DU PROBLÈME HOMOGÉNÉISÉ CHAPITRE 1.

=
1

2

∫
Y

Pkpq
∂Ψmn

∂yk
(δpiδqj + δpjδqp) dy,

= −
∫
Y

Pkpq
∂Ψmn

∂yk
epqy(W

ij) dy

+

∫
Y

Pkpq
∂Ψmn

∂yk
epqy(W

ij +Σij) dy. (1.49)

En utilisant la formulation variationnel de la premier équation du problème (1.47), avec un
choix de fonction test v = W ij , on obtient :∫

Y

Pkpq
∂Ψmn

∂yk
epqy(W

ij) dy =

∫
Y

Cpqklepqy(Σ
mn +Wmn)epky(W

ij) dy. (1.50)

En multipliant la deuxième équation du problème (1.47), par Ψmn et en intégrant par parties,
on aboutit à :∫

Y

Pkpq
∂Ψmn

∂yk
epqy(Σ

ij +W ij) dy =

∫
Y

εkp
∂Ψmn

∂yk

∂Ψij

∂yp
dy. (1.51)

En regroupant ces résultats et en utilisant la définition (1.48), on aboutit à :

CH
ijmn =

∫
Y

Cijklekly(Σ
mndy +Wmn) dy +

∫
Y

Pkij
∂Ψmn

∂yk
dy,

=

∫
Y

Cijklekly(Σ
mn +Wmn) dy +

∫
Y

Cpqklekly(Σ
mn +Wmn) epqy(W

ij)dy

+

∫
Y

εkp
∂Ψmn

∂yk

∂Ψij

∂yp
dy,

=

∫
Y

Cpqklekly(Σ
mn +Wmn)epqy(Σ

ij) dy +

∫
Y

εkp
∂Ψmn

∂yk

∂Ψij

∂yp
dy

+

∫
Y

Cpqklekly(Σ
mn +Wmn) epqy(W

ij)dy,

=

∫
Y

Cpqklekly(Σ
mn+Wmn)epqy(Σ

ij+W ij) dy+

∫
Y

εkp
∂Ψmn

∂yk

∂Ψij

∂yp
dy. (1.52)

Il est alors immédiat par la formule (1.52), que les coefficients du tenseur de rigidité vérifient :

CH
ijmn = CH

mnij.

Dans le paragraphe suivant, on s’intéresse à montrer l’ellipticité du tenseur d’élasticité homo-
généisé.
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1.5. LES PROPRIÉTÉS DU PROBLÈME HOMOGÉNÉISÉ CHAPITRE 1.

(ii) Ellipticité :
En considérant l’expression (1.52) du tenseur CH

ijmn, il s’en suite :

CH
ijmnχmnχij =

∫
Y

Cpqklekly(Σ
mn +Wmn)χmnepqy(Σ

ij +W ij)χij dy+

+

∫
Y

εkp
∂Ψmn

∂yk
χmn

∂Ψij

∂yp
χij dy,

=

∫
Y

Cpqklekly(ξ)epqy(ξ) dy +

∫
Y

εkp
∂η

∂yk

∂η

∂yp
dy,

≥ α‖e(ξ)‖2
H1 + β‖

∂η

∂y
‖2
H1, (L′ellipticité des Cpqkl et εkp)

≥ α′‖ξ‖2
H1+β′‖η‖2

H1 (L′inégalité de Korn et de poincaré).
(1.53)

Alors le tenseur d’élasticité homogénéisé CH = (CH
ijkl), est définit positif.

1.5.2 Les propriétés du tenseur de diélectricité homogénéisé

Nous allons à présent montrer une proposition concernant certaines propriétés d’ellipticité
et de symétrie des coefficients du tenseur de diélectricité homogénéisé (εHij ).

Proposition 1.5.2 Les coefficients εHij du tenseur de diélectricité homogénéisé (εHij ), définit
par (1.44), vérifient :
(i) εHij = εHji ,

(ii) εHij est elliptique.

La dernière assertion signifie, qu’il existe α > 0, tel que, pour tout vecteur χi,
on a :

εHij χi χj ≥ α χi χi.
Preuve. Voir. [5].

1.5.3 Les propriétés du tenseur de piézoélectricité homogénéisé

Remarque 1.5.3 Les coefficients PH
kij donnés par (1.42) et (1.45) sont identiques.

Proposition 1.5.4 Les coefficients PH
kij du tenseur de piézoélectricité homogénéisé

PH = (PH
kij), définis par (1.42), vérifient :

PH
kji(x; y) = PH

kij(x; y)

Preuve. Pour la symétrie, on a par définition des coefficients PH
kij (en utilisant notamment le

fait que Cijkl(x; y) = Cjikl(x; y) et Pkji(x; y) = Pkij(x; y)).
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CHAPITRE 2

ANALYSE ASYMPTOTIQUE DU PROBLÈME
(PHη) DE LA PLAQUE

PIÉZOÉLECTRIQUE HOMOGÉNÉISÉ
(LORSQUE η ↓ 0)
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2.1. LE MODÈLE DE PLAQUE PIÉZOÉLECTRIQUE
EN TROIS DIMENSIONS SUR Ωη CHAPITRE 2.

2.1 LE MODÈLE DE PLAQUE PIÉZOÉLECTRIQUE
EN TROIS DIMENSIONS SUR Ωη

Dans cette section , Nous introduisons d’abord quelques notations.
En suite, nous rappelons le modèle de la plaque piézoélectrique en trois dimensions, pour une
plaque mince anisotrope hétérogène. Nous partons du résultat précédent, pour étudier la limite
de l’état électromécanique lorsque la taille de l’épaisseur tend vers zéro, ceci nous permet d’ob-
tenir le problème de plaque membranaire et en flexion et de déterminer aussi les expressions de
tous les tenseurs correspondants.
Remarque 2.1.1 Dans toute la suite de ce chapitre, on va omettre le paramètre H , ( i.e
(PHη) sera noté par( P η)) .

2.1.1 Géométrie du domaine

On considère une surface bornée ω connexe, de frontière ”γ = ∂ω” Lipschitzienne occu-
pée par un matériau piézoélectrique.

2.1.2 Définition de la configuration d’une plaque piézoélectrique

En précisant la géométrie du domaine. On désigne par Ωη un domaine cylindrique de R3

d’épaisseur 2η et de surface moyenne ω, occupé par un matériau piézoélectrique. Plus précisé-
ment, on pose pour chaque 0 < η 6 1 :

Ωη = ω×]− η,+η[, (2.1)

Les faces supérieure et inférieure sont notées par :

Γη± = ω × {±η}. (2.2)

La surface latérale est définie par :

Γη0 = γ0×]− η,+η[. (2.3)
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FIGURE 2.1 – plaque piézoélectrique en trois dimensions sur Ωη

2.2 DESCRIPTION DU PROBLÈME

La plaque est soumise à des forces de densité volumique fη et surfacique gη, on suppose
que :

fη ∈ [L2(Ωη)]3, gη ∈ [L2(Γη±)]3. (2.4)

2.2.1 Le problème (P η)

Le problème consiste à trouver le couple (uη, ϕη) solution des équations :

(P η)

{
P η

1

P η
2

(i) L’équation d’équilibre mécanique :

L’équation d’équilibre mécanique s’écrit :

(P η
1 )



−
∂

∂xj
(σηij)(u

η, ϕη) = fηi , dans Ωη,

〈σηij(uη, ϕη)〉ν
η
j = gηi , sur Γη±,

uη = 0, sur Γη0.

(2.5)
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(ii) Équations de Maxwell-Gauss

L’équation de Maxwell-Gauss s’écrit :

(P η
2 )


−
∂

∂xi
(Dη

i )(uη, ϕη) = 0, dans Ωη,

ϕη = 0, sur Γη± ∪ Γη0.

(2.6)

(iii) Les équations constitutives

Le tenseur des contraintes ση : Ωη −→ R9 et le vecteur des déplacements électriques
Dη : Ωη −→ R3 sont reliés par les lois de comportement définies dans (1.2) et (1.3).

2.2.2 Le problème variationnel dans Ωη

Nous définissons l’espace des déplacements admissibles :

V η = {vη ∈ [H1(Ωη)]3 : vη|Γη0
= 0}, (2.7)

avec la norme ‖vη‖V η = ‖∇vη‖[L2(Ωη)]9, est équivalente à la norme usuelle de 1 (H1(Ωη))3,
d’après l’inégalité de Poincaré

et l’espace des potentiels électriques admissibles :

Ψη = {ψη ∈ H1(Ωη) : ψη|Γη±∪Γ
η
0

= 0}, (2.8)

avec la norme ‖ψη‖Ψη = ‖∇ψη‖[L2(Ωη)]3.

Ensuite, la formulation variationnelle du système (2.5) - (2.6) est définie par :
Trouver(uη, ϕη) ∈ V η ×Ψη tel que

aη((uη, ϕη); (vη, ψη)) = Lη(vη, ψη) ∀(vη, ψη) ∈ V η ×Ψη,
(2.9)

avec

aη((uη, ϕη); (vη, ψη)) =

∫
Ωη

[Cijkl e
η
kl(u

η) + Pkij
∂ϕη

∂xηk
]eηij(v

η) dxη

−
∫

Ω

[Pikl e
η
kl(u

η)− εik
∂ϕη

∂xηk
]
∂ψη

∂xηi
dxη,

et la forme linéaire :

Lη(vη, ψη) =

∫
Ωη
fηi v

η
i dx

η +

∫
Γ
η
±

gηi v
η
i dσ

η.

1. H1 L’espace de Sobolev
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2.2.3 Théorème d’existence et d’unicité du problème homogénéisé

Sous les propriétés des tenseurs homogénéisés CH, PH et εH , définies dans le premier
chapitre nous avons :

Théorème 2.2.1 Sous les hypothèses habituelles de symétrie, de bornitude et d’ellipticité uni-
forme des tenseurs élastique, piézoélectrique et diélectrique et sous l’hypothèse (2.4). Le pro-
blème (2.5)-(2.6) admet une solution faible unique dans l’espace V η ×Ψη.

Preuve. Nous avons la coercivité uniforme de la forme bilinéaire aη et sa continuité, grâce
à la propriété d’ellipticité des tenseurs d’élasticité et de diélectricité, ainsi que les propriétés de
symétrie et de bornitude des précédents tenseurs et sur le tenseur de couplage. La forme Lη est
linéaire et continue.
Le lemme de Lax-Milgram 2 assure donc l’existence et l’unicité de la solution du problème
(2.9).

2. Voir Annexe A
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2.3 ANALYSE ASYMPTOTIQUE

Dans cette section, nous appliquons la procédure d’analyse asymptotique (telle que déve-
loppée par Ciarlet [2] ) au problème (2.9). Nous transformons d’abord le problème de la plaque
piézoélectrique tridimensionnelle (2.9), a un problème équivalent dépendant de η, mais posé
sur un ensemble Ω = ω × (−1,+1) indépendant de η, en utilisant les mises-à-l’échelle des
inconnues uη, ϕη et des hypothèses pratiques sur les données. Ensuite, nous étudions le com-
portement des déplacements mis-à-l’échelle, des potentiels électriques, des contraintes et des
vecteurs électriques , pour obtenir ainsi un modèle de plaque 2D anisotrope et non homogène
homogène asymptotiquement équivalent.

2.3.1 Le problème variationnel sur le domaine fixe Ω

Nous redéfinissons ici le problème variationnel tridimensionnel (2.9) dans le domaine Ω =
ω × (−1,+1) indépendant de η. À chaque x = (x1, x2, x3) ∈ Ω on associe l’élément
xη = (x1, x2, ηx3) ∈ Ωη. On définit le tenseur κη(v) = (κηij(v)) par :

κηαβ(v) = eαβ(v(η)) = 1
2
(∂βvα + ∂αvβ)

κηα3(v) = 1
η
eα3(v(η)) = 1

2η
(∂3vα + ∂αv3)

κη33 = 1
η2e33(v(η)) = 1

η2 (∂3v3 + ∂3v3)

(2.10)

Nous considérons également les sous-ensembles définis en (2.1)-(2.2)-(2.3) pour le choix η =
1, c’est-à-dire :

(i) Mise-à-l’échelle du domaine Ω :


Γ± = ω × {±1}, ΓN = Γ0 ∪ Γ±,

Γ0 = γ0 × (−1,+1), Γ1 = γ1 × (−1,+1).
(2.11)

(ii) Mise-à-l’échelle du déplacement u :

∀x ∈ Ω


uηα(xη) = η2uα(η)(x),

u
η
3(xη) = ηu3(η)(x).

(2.12)
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(ii) Mise-à-l’échelle du potentiel électrique ϕ :

ϕη(xη) = η3ϕ(η)(x), ∀x ∈ Ω. (2.13)

(iii) Mises-à-l’échelle des données :


fηα(xη) = η2fα(x), fη3 (xη) = η3f3(x),

gηα(xη) = η3gα(x), gη3(xη) = η4g3(x),
(2.14)

avec
fα ∈ H1(Ω), f3 ∈ L2(Ω), gα ∈ H1(Γ±), g3 ∈ L2(Γ±).

En plus, notons par g+
3 = g3|Γ+

, g−3 = g3|Γ− .

(iv) Mises-à-l’échelle du tenseur des contraintes et du vecteur de déplacement électrique

Elles sont induites par (2,11)-(2,12) et sont définies par :
σηij(u

η, ϕη) = η2σij(η)(u(η), ϕ(η)),

Dη
i (uη, ϕη) = η2Di(η)(u(η), ϕ(η)),

(2.15)

où 
σij(η)(u(η), ϕ(η)) = Cijklκkl(η) + ηPαij∂αϕ(η) + P3ij∂3ϕ(η),

Di(η)(u(η), ϕ(η)) = Piklκkl(η)− ηεiα∂αϕ(η)− εi3∂3ϕ(η).
(2.16)

(iiv) Mise-à-l’échelle des espaces admissibles

Nous introduisons également l’espace de déplacement admissible V et l’espace admissible
électrique Ψ suivants : 

V = {v ∈ [H1(Ω)]3 : v|Γ0 = 0},

Ψ = {ψ ∈ H1(Ω) : ψ|Γ±∪Γ0 = 0},
(2.17)

équipés des normes ‖v‖V = ‖∇v‖[L2(Ω)]9, et ‖ψ‖Ψ = ‖∇ψ‖[L2(Ω)]3, respectivement.

27



2.3. ANALYSE ASYMPTOTIQUE CHAPITRE 2.

2.3.2 Analyse de (P(η)) par la méthode de convergence

Proposition 2.3.1 Le couple (u(η), ϕ(η)) mise-à-l’échelle est solution du problème variation-
nel suivant :

(P (η))


Trouver (u(η), ϕ(η)) ∈ V ×Ψ tel que

a(η)((u(η), ϕ(η)); (v, ψ)) = L(v, ψ), ∀(v, ψ) ∈ V ×Ψ,
(2.18)

a((u(η), ϕ(η)); (v, ψ)) =

∫
Ω

Cijklκ
η
kl(u)κ

η
ij(v) dx+

∫
Ω

ε33∂3ϕ∂3ψ dx

+

∫
Ω

P3ij[∂3ϕκ
η
ij(v)− ∂3ψκ

η
ij(u)] dx

+η

∫
Ω

ε3α[∂αϕ∂3ψ + ∂3ϕ∂αψ] dx

+η

∫
Ω

Pαij[∂αϕκ
η
ij(v)− ∂αψκ

η
ij(u)] dx

+η2

∫
Ω

εαβ[∂αϕ∂βψ] dx, (2.19)

et
L(η)(v, ψ) =

∫
Ω

fivi dx+

∫
Γ±

givi dσ. (2.20)

Preuve. Nous utilisons toutes les mis-à-l’échelle et les hypothèses sur les données dans (2.9) et
on conclure.

Estimation a priori et convergence faible :

Notons dans la suite κη(u) par κ(η).

Proposition 2.3.2 Il existe C∗ > 0 (indépendant de η) tel que ∀η, 0 < η < 1,

‖u‖2
V +

∫
Ω

κ(η) : κ(η) dx+ ‖η∂1ϕ(η)‖2
0,Ω + ‖η∂2ϕ(η)‖2

0,Ω + ‖∂3ϕ(η)‖2
0,Ω < C∗,

(2.21)
De plus, il existe u∗ ∈ (H1(Ω))3, κ∗ ∈ (L2(Ω))9, ϕ∗ ∈ L2(Ω) et il existe des sous suites
notées par (u(η))η>0, (κ(η))η>0 et (η∂1ϕ(η), η∂2ϕ(η), ∂3ϕ(η))η>0 tels que :

u(η)
η↓0
⇀ u∗ dans (H1(Ω))3, (2.22)

κ(η)
η↓0
⇀ κ∗ dans (L2(Ω))9, (2.23)

ϕ(η)
η↓0
⇀ ϕ∗ dans L2(Ω), (2.24)

(η∂1ϕ(η), η∂2ϕ(η), ∂3ϕ(η))
η↓0
⇀ (0, 0, ∂3ϕ

∗) dans (L2(Ω))3, (2.25)
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Preuve. Dans (2.19)-(2.20), on prend

(v, ψ) = (u(η), ϕ(η)) et (θ1, θ2, θ3) = (η∂1ϕ(η), η∂2ϕ(η), ∂3ϕ(η)).

On obtient :∫
Ω

Cijklκkl(η)κij(η) dx+

∫
Ω

εαβθαθβ dx+ 2

∫
Ω

ε3αθ3θα dx+

∫
Ω

ε33θ3θ3 dx =

∫
Ω

f.u(η) dx+

∫
Γ±

g.u(η) dσ.

C’est équivalent à :∫
Ω

Cijklκkl(η)κij(η) dx+

∫
Ω

εijθiθj dx =

∫
Ω

f.u(η) dx+

∫
Γ±

g.u(η) dσ. (2.26)

En utilisant, l’inégalité de Cauchy 3 (2ab < ma2 + 1
m
b2 ∀(a, b;m) ∈ R2 × R∗+). Ainsi

on trouve :

|
∫

Ω

f.u(η) dx+

∫
Γ±

g.u dσ| ≤ m{‖f‖2
0,Ω+‖g‖2

0,Γ±
}+

c1

m
‖u‖2

V . (théorème de trace)

(2.27)

c‖u(η)‖2
V ≤

∫
Ω

e(u(η)) : e(u(η)) dx ≤
∫

Ω

Cκ(η) : κ(η) dx. (inégalité de Korn 4)

(2.28)
L’inégalité ci-dessus et les propriétés de coercivité des tenseursCijkl et εij donne l’estimation
du premier terme de (2.26)

M

{∫
Ω

κ(η) : κ(η) dx+ ‖θ‖2
0,Ω

}
≤
∫

Ω

Cijklκkl(η)κij(η) dx+

∫
Ω

εijθiθj dx.

(2.29)
De (2.27) et (2.29) on obtient :

‖u(η)‖2
V +

∫
Ω

κ(η) : κ(η) dx+‖η∂1ϕ(η)‖2
0,Ω+‖η∂2ϕ(η)‖2

0,Ω+‖∂3ϕ(η)‖2
0,Ω < C∗,

par conséquence
i)‖u(η)‖1,Ω ≤ C1,

ii)‖κ(η)‖0,Ω ≤ C2,

iii)‖ϕ(η)‖0,Ω ≤ C3,

iv)‖η∂1ϕ(η)‖2
0,Ω + ‖η∂2ϕ(η)‖2

0,Ω + ‖∂3ϕ(η)‖2
0,Ω ≤ C4.

3. Cas particulier de l’inégalité de Young
4. Voir Annexe A
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Alors d’après le théorème de Eberlin-Ŝmuljan ∃ une sous suite bornée extraite de (u(η))η>0,
(κ(η))η>0, (ϕ(η))η>0 et (η∂1ϕ(η), η∂2ϕ(η), ∂3ϕ(η))η>0 qu’on note par la même nota-
tion tels que :

u(η)
η↓0
⇀ u∗ dans (H1(Ω))3,

κ(η)
η↓0
⇀ κ∗ dans (L2(Ω))9,

ϕ(η)
η↓0
⇀ ϕ∗ dans L2(Ω),

(η∂1ϕ(η), η∂2ϕ(η), ∂3ϕ(η))
η↓0
⇀ (0, 0, ∂3ϕ

∗) dans (L2(Ω))3.

Les convergences de la proposition 2.3.2 impliquent le corollaire suivant :

Corollaire 2.3.1 Il existe σ∗ ∈ (L2(Ω))9 et D∗ ∈ (L2(Ω))3 tel que le tenseur
de contrainte mise-à-l’échelle et le vecteur de déplacement électrique mise-à-l’échelle
satisfont les convergences faibles suivantes :

lim
η−→0

σij(η)(u(η), ϕ(η)) = σ∗ij = Cijklκ
∗
kl + P3ij∂3ϕ

∗,

lim
η−→0

Di(η)(u(η), ϕ(η)) = D∗i = Piklκ
∗
kl − εi3∂3ϕ

∗.
(2.30)

Identification du problème limite :

Soit
Ψl = {ψ ∈ L2(Ω) : ∂3ψ ∈ L2(Ω)},

Ψl0 = {ψ ∈ L2(Ω) : ∂3ψ ∈ L2(Ω), ψ|Γ± = 0},

et
VKL =

{
v ∈ (H1(Ω))3, v|Γ0 = 0, ei3(v) = 0

}
,

⇔

VKL =
{
v = (vα, v3) ∈ (H1(Ω))2 ×H2(Ω), ∂iv3 + ∂3vi = 0, v = 0 sur Γ0

}
,

C’est l’espace des déplacements de Kirchhoff-Love.
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Théorème 2.3.1 . Les limites u∗, κ∗, et ϕ∗ trouvées dans la proposition précédente appartient
à l’espace VKL, (L2(Ω))9 et Ψl respectivement.
D’une façon équivalente soit

VH =
{
h ∈ (H1(Ω))2, h|Γ0 = 0

}
,

V3 =
{
h ∈ H2(Ω), h|Γ0 = ∂νh|Γ0 = 0

}
.

Alors 
u∗α = ξα − x3∂αξ3,

u∗3 = ξ3,

avec ξα = (ξ1, ξ2) ∈ VH , ξ3 ∈ V3.

Preuve. Nous avons déjà prouvé que :

u(η)
η↓0
⇀ u∗ dans (H1(Ω))3 et κ(η)

η↓0
⇀ κ∗ dans (L2(Ω))9.

Par le théorème de Rellich-Kondrachov (H1(Ω) ↪→c L
2(Ω)), on a :

u(η)
η↓0−→ u∗ dans (L2(Ω))3.

Alors,
κij(η)

η↓0−→ κ∗ij dans (L2(Ω))9,

et par conséquence,

eαβ(u(η)) = καβ(η)
L2

−→ eαβ(u∗),

eα3(u(η)) = ηκα3(η)
L2

−→ 0,

e33(u(η)) = η2κ33(η)
L2

−→ 0.


=⇒ u(η) −→ u∗ dans H1(Ω). (2.31)

En plus, on a : 
e33(u∗) = 0

eα3(u∗) = 0
⇒


∂u∗3
∂x3

= 0

∂u∗α
∂x3

+
∂u∗3
∂xα

= 0

Alors
u∗3(x1, x2, x3) ∈ H1(Ω)

u∗3|Γ0 = 0

∂u∗3
∂x3

= 0

⇒ ∃ξ3 ∈ H1(w), ξ∗3|Γ0 = 0, tq u∗3(x1, x2, x3) = ξ3(x1, x2),

(2.32)
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et
u∗α(x1, x2, x3) ∈ H1(Ω)

u∗α|Γ0 = 0

∂u∗α
∂x3

= − ∂u∗3
∂xα

= −∂ξ3(x1,x2)

∂xα

⇒


∃ξα ∈ H1(w), ξ∗α|Γ0 = 0, tq

u∗α(x1, x2, x3) = ξα(x1, x2)− x3
∂ξ3(x1,x2)

∂xα
,

(2.33)
Conclusion :

u∗ ∈ VKL =
{
v ∈ (H1(Ω))3, v|Γ0 = 0, ei3(v) = 0

}
,

vérifie :

∃ξα ∈ VH(w) =
{
hα = (h1, h2) ∈ (H1(w))2, hα|Γ0 = 0

}
,

∃ξ3 ∈ V3(w) =

{
h3 ∈ H2(w), h3|Γ0 =

∂h3

∂ν
|Γ0 = 0

}
,

telle que,  u∗α(x1, x2, x3) = ξα(x1, x2)− x3
∂ξ3(x1,x2)

∂xα

u∗3(x1, x2, x3) = ξ3(x1, x2)

(2.34)

En plus, si on multiplie (2.19) par η et (2.20) par η2, on prend ψ = 0, et on soustrayant les
deux expressions obtenues on obtient :

η

∫
Ω

Cijklκkl(η)κηij(v) dx+ η

∫
Ω

P3ij∂3ϕκ
η
ij(v) dx+ η2

∫
Ω

Pαij∂αϕκ
η
ij(v) dx

−η2

∫
Ω

f.v dx− η2

∫
Γ±

g.v dσ = 0,

⇐⇒∫
Ω

Cijklκkl(η)κηij(v) dx+

∫
Ω

P3ij∂3ϕκ
η
ij(v) dx+

∫
Ω

Pαij(η∂αϕ)κηij(v) dx

−η
∫

Ω

f.v dx− η
∫

Γ±

g.v dσ = 0,

lorsque η ↓ 0 on a, ∫
Ω

(Cijklκ
∗
kl + P3ij∂3ϕ

∗)κ∗ij(v) = 0, (2.35)

car ∫
Ω

Pαij(η∂αϕ)κηij(v) dx ≤ C
∫

Ω

|η∂αϕ||κηij(v)| dx
η↓0
−→ 0 dans L2(Ω),
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alors,
Cijklκ

∗
kl = −P3ij∂3ϕ

∗, dans L2(Ω),

Par conséquent 
C33klκ

∗
kl = −P333∂3ϕ

∗,

Cα3klκ
∗
kl = −P3α3∂3ϕ

∗,
(2.36)

en suite si on prend v3 = 0 dans (2.35) , on obtient :
C33αβκ

∗
αβ + 2Cα333κ

∗
α3 + C3333κ

∗
33 = −P333∂3ϕ

∗,

Cαβγ3κ
∗
γ3 + 2Cα3β3κ

∗
β3 + Cα333κ

∗
33 = −P3α3∂3ϕ

∗.
(2.37)

Supposons que Cαβγ3 = Cα333 = 0 (la plaque est monoclinique) 5, alors de la première
équation de (2.37), on a :

κ∗33 = −
1

C3333

(P333∂3ϕ
∗ + C33αβeαβ(u∗)). (2.38)

De la deuxième équation de (2.37) on a :

2

[
C1313 C1323

C2313 C2323

] [
κ∗13

κ∗23

]
= −

[
P313

P323

]
∂3ϕ

∗,

comme la matrice carrée C =

[
C1313 C1323

C2313 C2323

]
est inversible, alors le système de Cramer 6

admet une solution unique ,

κ∗13 = −

1
2
det

[
P313 C1323

P323 C2323

]
det

[
C1313 C1323

C2313 C2323

]∂3ϕ
∗,

κ∗23 = −

1
2
det

[
C1313 P133

C3213 P323

]
det

[
C1313 C1323

C2313 C2323

]∂3ϕ
∗.

(2.39)

5. Un matériau monoclinique est un matériau qui possède un plan de symétrie.
6. Un système d’équations linéaires avec autant d’équations que d’inconnues et dont le déterminant de la

matrice de coefficients est non nul.
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Corollaire 2.3.2. Les équations constitutives limites sont :

σ∗αβ =
[
Cαβγρ − Cαβ33C33γρ

C3333

]
eγρ(u

∗) +
[
P3αβ − Cαβ33

C3333
P333

]
∂3ϕ

∗,

σ∗i3 = 0,

D∗i =
[
Piαβ − Cαβ33

C3333
Pi33

]
eαβ(u∗)

−

εi3 + Pi33P333

C3333
+

1

det

[
C1313 C1323

C2313 C2323

] [P323

P313

]T [
C1313 −C1323

−C2313 C2323

] [
Pi23

Pi13

] ∂3ϕ
∗.

(2.40)

Le théorème suivant donne une première caractérisation de la limite faible (u∗, ϕ∗) définie
aux théorème (2.3.1) et proposition (2.3.2).
On définit les coefficients d’élasticité coerciveAαβγρ par :

Aαβγρ = Cαβγρ −
Cαβ33C33γρ

C3333

, (2.41)

les coefficients p3αβ par :

p3αβ = P3αβ −
Cαβ33

C3333

P333, (2.42)

et les coefficients p33 par :

p33 = ε33 +
P333P333

C3333

+
1

det

[
C1313 C1323

C2313 C2323

] [ P323

−P313

]T [
C1313 C1323

C2313 C2323

] [
P323

−P313

]
.

(2.43)
Théorème 2.3.2. La limite faible (u∗, ϕ∗) est la solution unique du problème variationnel

Trouver(u∗, ϕ∗) ∈ VKL ×Ψl tel que

a((u∗, ϕ∗); (v, ψ)) = L(v, ψ) ∀(v, ψ) ∈ VKL ×Ψl0,
(2.44)

où
a(u∗, ϕ∗); (v, ψ)) =

∫
Ω

Aαβγρeγρ(u
∗)eαβ(v) dx+

∫
Ω

p33∂3ϕ
∗∂3ψ dx

−
∫

Ω

p3αβ[eαβ(u∗)∂3ψ − eαβ(v)∂3ϕ
∗] dx, (2.45)

et
L(v, ψ) =

∫
Ω

f.v dx+

∫
Γ+∪Γ−

g.v dσ. (2.46)
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Preuve.
Existence : prenant (v, ψ) ∈ VKL ×Ψ dans (2.19)-(2.20), on obtient :

lim
η−→0

a((u(η), ϕ(η)); (v, ψ)) =

∫
Ω

Cαβklκ
∗
kleαβ(v) dx+

∫
Ω

ε33∂3ϕ
∗∂3ψ dx

+

∫
Ω

P3αβ∂3ϕ
∗eαβ(v) dx−

∫
Ω

P3ij∂3ψκ
∗
ij dx, (2.47)

lim
η−→0

L(v, ψ) =

∫
Ω

f.v dx+

∫
Γ+∪Γ−

g.v dσ. (2.48)

En remplaçant dans (2.47)-(2.48) κij, κkl; i, j, k, l = 1, 2, 3 par les expressions obtenues au
corollaire (2.3.2) on obtient

lim
η−→0

a((u(η), ϕ(η)); (v, ψ)) =

∫
Ω

Cαβγρκ
∗
γρeαβ(v) dx+ 2

∫
Ω

Cαβγ3κ
∗
γ3eαβ(v) dx

+

∫
Ω

Cαβ33κ
∗
33eαβ(v) dx+

∫
Ω

P3αβ∂3ϕ
∗eαβ(v) dx−

∫
Ω

P3αβ∂3ψeαβ(u∗) dx

+2

∫
Ω

P3α3∂3ψκ
∗
α3 dx+

∫
Ω

P333∂3ψκ
∗
33 dx+

∫
Ω

ε33∂3ϕ
∗∂3ψ,

=

∫
Ω

Aαβγρeγρ(u
∗)eαβ(v) dx+

∫
Ω

p33∂3ϕ
∗∂3ψ dx−∫

Ω

P3αβ[eαβ(u∗)∂3ψ − eαβ(v)∂3ϕ
∗] dx,

comme lim
η−→0

a((u(η), ϕ(η)) = lim
η−→0

L(v, ψ), nous avons prouvé que

∀(v, ψ) ∈ VKL ×Ψ, a((u∗, ϕ∗); (v, ψ)) = L(v, ψ). (2.49)

Unicité : Pour prouver l’unicité de la solution, nous supposons que (û, ϕ̂) est une autre solution
de (2.44) et définissons Z = û− u et X = ϕ̂− ϕ . Puis en soustrayant les équations

a((u, ϕ); (Z,X )) = L(Z,X ),

a((û, ϕ̂); (Z,X )) = L(Z,X ),
(2.50)

on obtient

0 = a((Z,X ); (Z,X )) =

∫
Ω

Aαβγρeαβ(Z)eγρ(Z) dx+

∫
Ω

p33∂3X∂3X

≥ c1

2∑
α,β=1

‖eαβ(Z)‖L2(Ω) + c2‖∂3X‖L2(Ω).
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Par conséquent Z = 0 sur VKL, ∂3X = 0 sur L2(Ω) et X = 0 sur Ψl0 .

Nous pouvons également démontrer que le potentiel électrique limite ϕ∗ a une forme expli-
cite en fonction de la troisième composante du déplacement limite u∗. Cette caractérisation de
ϕ∗ induit une simplification du limiter le problème variationnel défini en (2.44) ; il peut être
réduit à un problème variationnel dont l’inconnue est seulement le déplacement de Kirchhoff-
Love. Ces remarques sont résumées dans le théorème suivant.

Théorème 2.3.3. Nous supposons que P3αβ et p33 sont indépendants de x3. Quand η −→ 0,
la solution (u(η), ϕ(η)) de (2.18) converge fortement vers (u∗, ϕ∗), dans l’espace fonctionnel
H1(Ω)× L2(Ω), et vérifiée les propriétés (i) et (ii) décrites ci-dessous.
(i) La limite u∗ est un déplacement de Kirchhoff-Love, solution du problème suivant,

a(u∗, ϕ∗); (v, ψ)) =

∫
Ω

Aαβγρeγρ(u
∗)eαβ(v) dx−

∫
Ω

x3

p3αβp3γρ

p33

∂γρξ3eαβ(v) dx

(2.51)

= L(v, ψ) =

∫
Ω

f.v dx+

∫
Γ+∪Γ−

g.v dσ.

(ii) La limite du potentiel électrique ϕ∗ est un polynôme de second ordre en x3, dont les coef-
ficients dépendent deξ3, et la forme analytique exacte de ϕ est la suivante,

ϕ∗(x1, x2, x3) =
∑2
m=0 ψ

m(x1, x2)xm3 ,

ψ0 =
ϕ

+
0 +ϕ

−
0

2
+

p3αβ
2p33

∂αβξ3,

ψ1 =
ϕ

+
0 −ϕ

−
0

2
,

ψ2 = −p3αβ
2p33

∂αβξ3.

(2.52)

Preuve. Voir. [4]
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2.4 LE MODÈLE DE PLAQUE PIÉZOÉLECTRIQUE EN DEUX DIMENSIONS
SUR ω

Dans cette section, nous donnons la formulation du problème (2.51) comme un problème
limite, que nous appelons modèle de plaque piézoélectrique en deux dimensions. Le mot à
deux dimensions signifie que la solution est complètement déterminée par la solution ξ =
(ξ1, ξ2, ξ3) d’un problème limite bidimensionnel posé sur la surface moyenne ω de la plaque,
et le mot piézoélectrique signifie que ce modèle dépend des données élastiques et électriques
imposées sur le problème en trois dimensions. Le théorème suivant donne la formulation de ce
modèle.

Théorème 2.4.1. Nous faisons des hypothèses de régularité sur les données :
-la force volumique f satisfait fα ∈ H1(Ω), f3 ∈ L2(Ω),

-la force surfacique g satisfait gα ∈ H1(Γ±), g3 ∈ L2(Γ±)

Alors, les déplacements ξ3 et (ξ1, ξ2) sont des solutions de deux problèmes aux limites.
Le problème limite 2D de la plaque membranaire (PLH(ω)) :

(PH(ω))


−∂αnαβ(ξ1, ξ2) =

∫ +1

−1
fβdx3 + (g+

β + g−β ), dans ω,

(ξ1, ξ2) = (0, 0) sur γ0,

nαβ(ξ1, ξ2)να = 0, sur γ1,

(2.53)

Le problème limite 2D de la plaque en flexion (PL3(ω)) :

(P3(ω))



∂αβmαβ(ξ3) =
∫ +1

−1
(x3∂3fα + f3)dx3 + (g+

3 + g−3 ) + ∂α(g+
3 − g3),

dans ω,

ξ3 = ∂νξ3 = 0 sur γ0,

mαβ(ξ3)νανβ = 0, sur γ1,

∂αmαβνβ + ∂τ (mαβνατβ) =
∫ +1

−1
x3fανα dx3 + (g+

α − g−α )να

−
∫ +1

−1
g3 dx3 − ∂τ (

∫ +1

−1
gαx3 dx3τα).

(2.54)

37



2.4. LE MODÈLE DE PLAQUE PIÉZOÉLECTRIQUE EN DEUX DIMENSIONS
SUR ω CHAPITRE 2.

Preuve. Nous devons définir les coefficients dépendants de (x1, x2) ∈ ω suivants,

Āαβγρ(x1, x2) =

∫ +1

−1

Aαβγρ(x) dx3,

Bαβγρ(x1, x2) =

∫ +1

−1

x3Aαβγρ(x) dx3,

Cαβγρ(x1, x2) =

∫ +1

−1

x2
3Aαβγρ(x) dx3,

et

εαβγρ(x1, x2) =

∫ +1

−1

x2
3

P3αβP3γρ

p33

(x) dx3.

De plus nous définissons aussi les tenseurs n = (nαβ) et m = (mαβ) dépendants des trois
fonctions (ξ1, ξ2, ξ3) = ξ associés au déplacement de Kirchhoff-Love u, parnαβ

mαβ

 =

 Āαβγρ −Bαβγρ

−Bαβγρ Cαβγρ + εαβγρ

 eγρ(ξ)
∂γρ(ξ3)

 . (2.55)

En suite, on prend u∗ et v appartiennent VKL dans (2.51), tels que
u∗α(x1, x2, x3) = ξα(x1, x2)− x3∂αξ3,

u∗3(x1, x2, x3) = ξ3(x1, x2),
(2.56)

et {
vα(x1, x2, x3) = hα(x1, x2),
v3(x1, x2, x3) = 0,

(2.57)

on obtient le problème variationnel (PM(ω)), en effet∫
ω

∫ +1

−1

Āαβγρ [eγρ(ξ)− x3∂γρξ3] eαβ(h) dx−
∫
ω

∫ +1

−1

x3

P3αβP3γρ

p33

∂γρξ3eαβ(h) dx

= L(v),

⇐⇒∫
ω

[
Āαβγρeγρ(ξ)−Bαβγρ∂γρξ3

]
eαβ(h) dx1dx2 =

∫
Ω

fαhα dx+

∫
Γ±

gαhα dσ,

⇐⇒∫
ω

nαβeαβ(h) dx1dx2 =

∫
ω

[
(

∫ +1

−1

fα dx3) + g+
α + g−α

]
hα dx1dx2. (2.58)
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PM(ω) :∫
ω

nαβ∂βhα dω =

∫
ω

Pαhα dω = Lα(h), ∀ (hα) ∈ VH(ω) (2.59)

nαβ = Āαβγρeγρ(ξ)−Bαβγρ∂γρξ3,

Pα =

∫ +1

−1

fα dx3 + g+
α + g−α .

Corollaire 2.4.1. Le problème (PM(ω)) admet une solution unique.

Preuve. Pour l’existence et l’unicité de solution du problème (PM(ω)), on utilise le lemme de
Lax-Milgram.
Lα(h) est une forme linéaire continue sur VH , a(ξα, hα) est une forme bilinéaire continue
et coercive (on applique l’inégalité de Korn 2D) sur VH , d’où ∃! ξα ∈ VH(ω) d’après Lax-
Milgram.

Le problème limite 2D de la plaque membranaire (PLH(ω)) :

On a,∫
ω

nαβ∂βhα dω = −
∫
ω

∂βnαβhα dω +

∫
γ

(nαβνβ)hα dσ =

∫
ω

Pαhα dω,

∀ (hα) ∈ VH(ω),

⇐⇒∫
ω

nαβ∂βhα dω = −
∫
ω

∂βnαβhα dω +

∫
γ1

(nαβνβ)hα dσ =

∫
ω

Pαhα dω,

∀ (hα) ∈ VH(ω),

aux sens des distribution, soit hα ∈ D(Ω)
donc,

−
∫
ω

∂βnαβhα dω =

∫
ω

Pαhα dω, ∀ (hα) ∈ D(Ω),

=⇒ nαβhα = Pα dans ω.

Avec les condition aux limites
hα = 0 sur γ0

nαβνβ = 0 sur γ1 = γ − γ0,
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en effet,

−
∫
ω

∂βnαβhα dω +

∫
γ1

(nαβνβ)hα dσ =

∫
ω

Pαhα dω, ∀ (hα) ∈ D(Ω),

⇐⇒

−
∫
ω

∂βnαβhα dω +

∫
γ1

(nαβνβ)hα dσ = −
∫
ω

∂βnαβhα dω ∀ (hα) ∈ D(Ω),

⇐⇒ nαβνβ = 0 sur γ1.

Si on prend u∗ et v appartiennent à VKL dans (2.51), tels que
u∗α(x1, x2, x3) = ξα(x1, x2)− x3∂αξ3,

u∗3(x1, x2, x3) = ξ3(x1, x2),
(2.60)

et 
vα(x1, x2, x3) = −x3∂αh3(x1, x2),

v3(x1, x2, x3) = h3(x1, x2),
(2.61)

on obtient le problème variationnel (PF (ω)), en effet∫
ω

∫ +1

−1

Aαβγρ [eγρ(ξ)− x3∂γρξ3] [−x3∂αβh3] dx

−
∫
ω

∫ +1

−1

[
x3

P3αβP3γρ

p33

∂γρξ3

]
[−x3∂αβh3] dx = L(v),

⇐⇒ ∫
ω

[−Bαβγρeγρ(ξ) + (Cαβγρ + εαβγρ∂γρξ3)] ∂αβh3 dx1dx2

=

∫
Ω

[fα(−x3∂αh3) + f3h3] dx

+

∫
Γ±

[gα(−x3∂αh3) + g3h3] dσ,

⇐⇒∫
ω

mαβ∂αβh3 dx1dx2 =

∫ +1

−1

(x3∂3fα+f3)dx3 + (g+
3 + g−3 ) +∂α(g+

3 − g3) (2.62)

PF (ω) :∫
ω

mαβ∂αβh3 dx1dx2 =

∫
ω

P3h3 dω −
∫
ω

Sα∂αh3 dω = L3(h) (2.63)

mαβ = −Bαβγρeγρ(ξ) + (Cαβγρ + εαβγρ∂γρξ3)

Sα =

∫ +1

−1

x3∂3fα dω + ∂α(g+
3 + g−3 )

40



2.4. LE MODÈLE DE PLAQUE PIÉZOÉLECTRIQUE EN DEUX DIMENSIONS
SUR ω CHAPITRE 2.

Corollaire 2.4.2. Le problème (PF (ω)) admet une solution unique.

Preuve. Pour l’existence et l’unicité de la solution du problème (PF (Ω)), on utilise le lemme
de Lax-Milgram.
Lα(3) est une forme linéaire continue sur V3, a(ξ3, h3) est une forme bilinéaire continue
et coercive (on applique l’inégalité de Poincaré) sur V3, d’où ∃! ξ3 ∈ V3(ω) d’après Lax-
Milgram.
Le problème limite 2D de la plaque en flexion (PL3(ω)) :

De la même façon que dans Le problème limite 2D de la plaque membranaire on obtient (2.54).

La régularité de la solution ξi : si γ est assez régulier et si les hypothèses précédentes sur
les données (f, g) sont vérifiées, alors ξ3 ∈ H4(ω) ∩H2

0(ω) et ξα ∈ H2(ω) ∩H1
0(ω).

Remarque 2.4.1 Il existe dans la littérature plusieurs modèles de plaques. Le modèle de
Reissner-Mindlin est basé sur l’approximation apriori suivante

uε = (uεi) : Ω̄ε y R3,{
uεα = ξεα − xε3θεα,

uε3 = ξεα.

En général eα3(uε) 6= 0 les ingénieurs préfèrent le modèle de Reissner-Mindlin(R-M)
par rapport au modèle de kirchhoff-Love(K-L) car le modèle K-L nécessite des ELF de
classe C1 par contre le modèle de R-M nécessite des ELF de classe C0
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CONCLUSION ET PERSPECTIVE

Dans ce mémoire on a présenté un résultat d’étude sur l’homogénéisation des plaques pié-
zoélectrique hétérogène. Cette étude est basée sur l’analyse asymptotique d’un problème 3D
par application de la méthode des développements asymptotiques à double et la méthode de
convergence au problème considéré, pour obtenir un problème 2D moins difficile à résoudre.

Comme perspective, nous proposons d’étudier le cas thermopiézoélectrique, et d’étendre le cas
étudié pour une plaque monoclinique au cas anisotrope en général.
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ANNEXE A

Dans toute la suite, Ω désigne un ouvert borné de Rn muni de la mesure de Lebesgue dx,
et de frontière (ou la bord) ∂Ω suffisamment régulière. V et H sont deux espaces de Banach
des normes respectives ‖.‖V , ‖.‖H .

Formule de Green

Théorème A.1.(Formule de Green 1). Soit ω une fonction de C1(Ω̄) à support borné dans
le fermé Ω̄. Alors elle vérifie la formule de Green :∫

Ω

∂ω

∂xi
(x) dx =

∫
∂Ω

ω(x)νi ds.

où νi la i-ème composante de la normale extérieure unité de Ω.
Corollaire A.1. Soit u et v deux fonctions de H1(Ω) à support borné dans le fermé Ω̄.
Alors elles vérifient la formule :∫

Ω

∂u

∂xi
v = −

∫
Ω

u
∂v

∂xi
+

∫
∂Ω

uvνi, ∀i ∈ 1, ..., N

1. (juillet 1793 - 31 mai 1841) est un physicien britannique)
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Théorème de Lax-Milgram

Le théorème de Lax 2-Milgram 3 est un théorème très important, la démonstration est basée
sur le théorème de représentation de Riesz 4 (voire [5]). Considérons un problème variationnel
sous la forme {

Trouver u ∈ V tel que
a(u, v) = L(v), ∀v ∈ V (3.1)

Théorème A.2. (Lax-Milgram) . Soit V un espace de Hilbert équipé de la norme ‖.‖V .
On suppose que :

(i) la forme bilinéaire a est continue,

∃α < +∞, ∀(u, v) ∈ V × V, |a(u, v)| ≤ α‖u‖V ‖v‖V ,

(ii) la forme bilinéaire a est coercive (on dit également V -elliptique),

∃β > 0, ∀u ∈ V |a(u, u)| ≥ ‖u‖2
V ,

(iii) la forme linéaire L est continue,

∃λ < +∞, ∀v ∈ V, |L(v)| ≤ λ‖v‖V .

Alors, le problème (3.1) admet une solution unique satisfait l’estimation a priori

‖u‖V ≤
‖L‖V ′
α

.

Théorème de trace

On définit l’opérateur de trace γ0 par :

γ0 : H1(Ω) ∩ C0(Ω̄) −→ L2(∂Ω) ∩ C0(∂Ω) (3.2)

u 7−→ γ0(u) = u/∂Ω

Théorème A.3. (Trace). L’application linéaire γ0 définie par (3.2) se prolonge par continuité à
une application linéaire et continue de H1(Ω) dans L2(∂Ω), i.e, il existe une constante C tel
que :

‖u‖L2(∂Ω) ≤ C‖u‖1,Ω, ∀u ∈ H1(Ω).

2. Peter Lax, ( 1er mai 1926, est un mathématicien hongrois de nationalité américaine)
3. Arthur Norton Milgram (3 juin 1912–30 janvier 1961) est un mathématicien américain
4. En mathématiques, plus précisément en analyse fonctionnelle, le théorème de représentation de Riesz
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L’inégalité de Poincaré et de Korn

Lemme A.1.
1- Inégalité de Poincaré 5 : Soit Ω ⊂ RN , ouvert borné (au moins dans une direction). Il existe
une constante strictement positive C ne dépendant que de Ω telle que :

∀v ∈ H1
0(Ω), ‖v‖L2(Ω) ≤ C‖∇v‖L2(Ω).

2- Inégalité de Poincaré-Writinger :

∀v ∈ H1(Ω), ‖v −
1

|Ω|

∫
Ω

v dx‖L2(Ω) ≤ C‖∇v‖L2(Ω).

Lemme A.2 . (Korn 6) Soit Ω un domaine borné de R3 de frontière suffisamment régulière,
alors les deux normes suivantes sont équivalentes.

v = (vi) ∈ (H1(Ω))3 y ‖.‖1,Ω = (
3∑
i=1

‖vi‖2
1,Ω)

1
2 ,

et

v = (vi) ∈ (H1(Ω))3 y ‖.‖1,Ω =

[
3∑
i=1

‖vi‖2
0,Ω +

3∑
i,j=1

‖eij(v)‖2
0,Ω

]1
2

.

5. est un résultat de la théorie des espaces de Sobolev.
6. l’inégalité de Korn est un résultat démontré pour la première fois en 1908 par le physicien allemand Arthur

Korn. Ce résultat, issu des recherches de Korn en théorie de l’élasticité.
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ANNEX B

LA CONVERGENCE FAIBLE DANS UN ESPACE DE BANACH

Soit (B; ‖.‖B) un espace de Banach et (B′; ‖.‖B′) son dual.

‖u‖B′ = sup
‖f‖B≤1

〈u, f〉B′,B.

Définition B.1. On dit que la suite (un)n∈N∗ ⊂ B converge fortement vers u ∈ B
quand n −→∞ si :

‖un − u‖
n↑ ∞−→ 0,

et on note un
n↑ ∞−→ u dansB.

Définition B.2. On dit que la suite (un)n∈N∗ ⊂ B converge faiblement vers u ∈ B
quand n −→∞ si :

〈u∗, un〉B′,B
n↑ ∞−→ 〈u∗, u〉B′,B, ∀u∗ ∈ B′.

Et on note un
n↑ ∞
⇀ u dansB.
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Cas particulier :B = LP (Ω)

Soit Ω un domaine borné de Rn. un
n↑ ∞
⇀ u dans Lp(Ω) :

∀ϕ ∈ Lq(Ω) avec (q =
p

p− 1
), lim
n−→∞

∫
Ω

ukϕ dx =

∫
Ω

uϕ dx.

Théorème B.1. Supposons (un)n∈N∗ ⊂ B tel que un
n↑ ∞
⇀ u dansB. Alors :

(i) (un)n∈N∗ est bornée dansB ,

(ii) ‖u‖B ≤ lim
n−→∞

infB ‖un‖B. 1

Par ailleurs, si B est réflexif et un
n↑ ∞
⇀ u dans B, et ‖un‖B

n↑ ∞−→ ‖u‖B dans B, alors

un
n↑ ∞−→ u dansB.

Théorème B.2. (Eberlein-Ŝmuljan). Soit B un Banach réflexif et (un)n∈N∗ ⊂ B, avec
‖un‖B ≤ C (bornée). Alors :

(i) ∃ une sous suite extraite (uk)k∈N∗ ⊂ (un)n∈N∗ et u ∈ B tel que :

uk
k↑ ∞
⇀ u dans B.

(ii) Si chaque sous suite extraite converge faiblement vers la même limite u. Alors la suite
(un)n∈N∗ converge faiblement vers u.

Théorème B.3. SoitB un Banach séparable. Alors de toute suite bornée deB,
on peut extraire une sous suite qui converge faiblement.

Théorème B.4. (Ciarlet). Soit ω un domaine de R2 de frontière γ, soit Ω = ω×] − 1, 1[
et ϕ ∈ Lp(Ω) (p>1), tel que

∫
Ω
ϕ∂3v dx = 0 ∀v ∈ C∞(Ω̄) avec v = 0 sur Ω =

ω×]− 1, 1[, alors v = 0.

Définition B.3. SoitB1 etB2 deux espaces.
On dit queB1 s’injecte d’une façon continue dansB2 et on note parB1 ↪→ B2 si :
(i)B1 ⊂ B2,

(ii) ∃C > 0 : ‖u‖B1 ≤ C‖u‖B2 .

1. la norme dansB est semi-continue-inférieure pour la topologie faible
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Définition B.3. SoitB1 etB2 deux espaces.
On dit queB1 s’injecte d’une façon compacte dansB2 et on note parB1 ↪→c B2 si :
(i)B1 ↪→ B2,

(ii) Tout borné dansB1 est relativement compact dansB2.

Théorème B.5. (Rellich-Kondrachov) Soit Ω ⊂ Rn (ouvert borné à frontière Lipschitzienne),
Hm(Ω) ↪→c L

2(Ω)
Alors toute suite de Hm(Ω) qui converge faiblement dans Hm(Ω) converge fortement dans
L2(Ω) vers la même limite.
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Abstract

The interest of this work is to modelize a problem (P εη) of 3D,
piezoelectric, heterogeneous and anisotropic plate with periodic struc-
ture, and to obtain a model of plate Homogeneous 2D asymptotically
equivalent. With Dirichlet-type electrical boundary conditions and
mixed mechanical boundary conditions on the lateral boundary. Our
goal is to study behavior of the electromechanical state, when the
two small parameters (0 < η, ε ≤ 1) : η the half-thickness of the
plate and ε the size of the reference period, tend towards zero in the
order lim

η−→0
( lim
ε−→0

P εη).

Keywords :Homogenization, heterogeneous, elasticity,
piezoelectricity, plate, anisotropic.
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Résumé

L’intérêt de ce travail consiste à modéliser un problème (P εη)
de plaque 3D, piézoélectrique, hétérogène et anisotrope à structure
périodique, et d’obtenir ainsi un modèle de plaque 2D homogène
asymptotiquement équivalent. Avec des conditions aux limites élec-
triques de type Dirichlet et des conditions aux limites mécaniques
mixtes sur le bord latéral. Notre objectif est d’étudier le comporte-
ment de l’état électromécanique, quand les deux petits paramètres
(0 < η, ε ≤ 1) : η la demi-épaisseur de la plaque et ε la
taille de la période de référence, tendent vers zéro suivant l’ordre
lim
η−→0

( lim
ε−→0

P εη).
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piézoélectricité, plaque, anisotrope.
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