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Résumé

L’objectif visé dans ce sujet est la résolution numérique de l’équation intégrale
non linéaire de l’énergie potentielle d’un plasma contenant une impureté positive (+Ze),
par la méthode de Verlet (MV) a un pas, dans le cas ou linteraction électron impureté
est représenté par le pseudo-potentiel de Deutsch écranté. Cette étude est effectuée dans la
théorie du champ moyen et au sein du modéle de plasma & une composante (OCP). Une
étude comparative entre la méthode Verlet (MV) et la méthode de point fixe (MPF) donne

un bon accord..

Abstract:

The objective in this work is the numerical resolution of the nonlinear integral
equation of the potential energy of a plasma containing a positive impurity (+ Ze), by the
method of Verlet (VM) at one step, where the electron impurity interaction is represented by
the pseudo-potential of shielded screening Deutsch. This study is effected in the mean field
theory and within the one-component plasma (OCP) model. A comparative study between

Verlet method (VM) and fized point method (FPM) give a good agreement.
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Chapitre 1

Intoduction générale

Le plasma est I'un des sujets les plus importants dans le domaine de la recherche
scientifique.

Dans le vieux concept, il est connu que la matiére a trois cas, mais avec le premier
tiers du vingt et uniéme siécle [1], Un nouveau terme est introduit qui refléte le quatriéme
état de la matiére appelée plasma.

En 1879, sir William Crookes a identifié pour la premiére fois le plasma, c’est le
gaz ionisé dans lequel se cotoient les molécules neutres, les atomes excités, les ions et les
électrons. Mais il n’a été appelé ainsi qu’en 1928 par IRVING LANGMUIR dans son article
(Oxillations in ionized gases)[2].

Le terme plasma a été utilisé en astronomie pour exprimer ’état dilué de la sub-
stance, qui est similaire au gaz. Le plasma macroscopique ne peut pas étre traité comme
un phénomeéne qui se produit & trés petite échelle et qui concerne un grand nombre de

particules qui doivent étre traitées statistiquement. Les chercheurs ont cherché & trouver



les fonctions de la latence électrique et encore & ce jour. Tous les travaux publiés sont basés
sur leurs calculs dans I'un des deux axes principaux: calculs analytiques théoriques avec
approximations différentes, simulations numériques [1]. Parmi les méthodes de simulation
numérique est la méthode de verlet, qui sera étudiée dans notre mémoire & travers trois
chapitres.

Dans le premier chapitre, nous rappellerons le modeéle de plasma & une composante
(OCP), et les différents parameétres nécessaires pour décrire un plasma. Nous expliquerons
ensuite la théorie du champ moyen.

Dans le deuxiéme chapitre, Nous établirons I’équation intégrale gouvernant I’énergie
potentielle d’un électron du plasma situé a la distance () d’un ion de charge positive con-
sidéré comme impureté. Dans le troisiéme chapitre, nous allons résoudre numériquement
cette équation intégrale avec deux méthodes différentes, la premiére est du point fixe (MPF)
et la deuxiéme est celle de Verlet (MV).

Enfin, nous ferons une comparaison entre les résultats trouvées par les deux méth-

odes précédentes.



Chapitre 2

Parameétres importants dans le
modeéle de plasma a une

composante (OCP)

2.1 Définition du plasma physique:

Un plasma est un gaz ionisé. Comme tel, il est donc constitué en général d’électrons,
d’ions, d’espéces atomiques ou moléculaires neutres et de photons.

Un gaz ionisé étant obtenu par apport d’énergie a un gaz, les plasma sont souvent
présentés comme un 4°™¢ état de la matiére, faisant suite aux phases solide, liquide et

gazeuse [3]:



solide 22 Liquide =2 gaz 25 plasma
2.2 Modéle de plasma & une composante (OCP)

Nous savons, que le plasma totalement ionisé composé d’électron et d’ions positif.
Pour cette raison, nous pouvons ne pas tenir compte des effets des mouvements des ions
devant ceux des électrons. En effet, et a titre d’exemple, pour évaluer la conductivité
électrique d’un plasma, il est d’usage de considérer que le courant est seulement transporté
par les électrons. Donc nous pouvons considérer ’ensemble des ions comme un fond continu
électrique positif.

Ces considérations et hypothéses sont au bas de la construction du modeéle de

plasma a une composante (OCP)[4],[5]:

o <7

Electrons

Plasma@ieux Plasma aline
composantesélectrons composante (OCP)
etdons) '

Figure 2.1: Modeéle de plasma & une composante(OCP)



2.3 Parameétres importants dans le modéle de plasma a une

composante (OCP)

2.3.1 Le rayon de sphére ionique a (Rayon de Wigner- Seitz):

C’est le rayon moyenne entre deux ions|[1]:

“= <4:ni)é (21)

2.3.2 Longueur de Landau (Longueur critique d’interaction binaire):

Longueur de Landau Lyest la distance d’approche de deux électrons, pour que leur
énergie potentielle d’interaction binaire soit de méme ordre de grandeur que leur énergie
d’agitation thermique. Ce que se traduit par:

62
KT = — 2.9
; 7 (2.2)

L

ou T est la température et K p est la constante de Boltzmann [6]:

62

= KgT

Ly (2.3)

La longueur de Landau intervient dans ’analyse des phénomeénes de collisions et

des corrélations de position dans un plasma.



2.3.3 Longueur d’écrantage de Debye:

La profondeur de pénétrations du champ électrique dans le plasma totalement
ionisée constitué par les électrons et les ions de méme charge, est caractérisée par I'ordre de
grandeur d’un rayon connu dans le domaine de plasma par le rayon ou longueur de Debye

égale [7]:

=

KT
b= 8mne2

(2.4)

Elle représente en quelque sorte la portée du potentiel plus explicitement, elle
repente la distance entre deux électrons pour laquelle le potentiel d’interaction entre ces
deux électrons, devient négligeable par effet d’écrantage par la présence des ions formant le

fond continu. C’est pourquoi elle est appelée aussi longueur critique d’interaction collective.

Et le potentiel électrique assi est donné par la formule suivante [7]:

2.3.4 Le Couplage I':

Le couplage I' n’est rien que le rapport de I’énergie d’interaction entre deux élec-
trons séparés par la distance moyenne a, a ’énergie thermique k7', et est égal & la longueur

de landau L, sur la distance moyenne a:

ouf =1/kT
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e Sil' < 1, le couplage est faible, ’énergie cinétique est supérieure a I’énergie d’interaction

Coulombienne.

e Sil' > 1, le couplage est fort, ’énergie d’interaction Coulombienne est supérieure a

I'énergie cinétique[s].

2.3.5 Sphére de Debye:

Le nombre des électrons situés dans une sphére de rayon égale a la longueur de

Debye est appelé le nombre de Debye Np[1].

Np = ned/3mA3 (2.7)
e Si Np < 1, sphére de Debye est faiblement peuplée.

e Si Np > 1, la sphére de Debye est trés peuplée.

2.3.6 Le degré de quanticité 7 :

Les effets quantiques sont tres différents selon qu’il s’agit d’électrons ou d’ions,
parce que le rapport de la masse d’ions sur la masse d’électrons est d’ordre de 2.103. Si
T est la température de plasma, le degré de quanticité d’électrons 7 est caractérisé par la
fraction de I'onde thermique de Louis de Broglie Ar[8],[9] sur la distance moyenne a entre

deux électrons. Donc:
_ A _ h
= a  2rmekpT

ou: h est la constant de Planck et m, est la masse de ’électron.

(2.8)
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2.3.7 Théorie de champ moyen:

Soit un milieu électriquement chargé, constitué de (N + 1) particules, la charge de
chacune est ¢ & I’ exception d’une qui porte une charge gg. Ces particules sont distribuées
dans P'espace avec une densité volumique p (7). La force électrique fj agissant sur la charge

gode la part des N autres charges (fig(1)) est donnée par la loi de coulomb:

N
- Qi(ro_r;)
= —_— 2.9
fO QO; (7’0_7"1')3 ( )
L ]
° L ] o e L ] d L J
® o
[ ]
®
L]
[ ]
[ ]
® o

0

Figure 2.2: Calcul de la force électrique dans un milieu chargé avec la sommation des forces
élémentaires

On peut calculer cette force de la maniére approximée suivante : Si on néglige les
corrélations entre les particules localisées dans ’élément de volume d7 contenant plusieurs
particules de charge ¢, nous avons le droit, et sans commettre d’erreurs appréciables, de

considérer que toutes ces particules localisées dans dr agissent individuellement par le méme
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Figure 2.3: Calcul de la force électrique dans un milieu chargé par 'application de la théorie
du champ moyen

champ électrique sur la charge gg. Donc selon cette théorie d’approximation on peut trans-

former la formule précédente en la suivante [7],[10]:

2 _ p(r)(ro—1r")
fo=4q /(Q) : d (2.10)
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Chapitre 3

Etablissement de I’équation

intégrale pour I’énergie potentielle

3.1 Etablissement de I’équation intégrale pour 1’énergie po-

tentielle (EIEP) d’un plasma contenat une impureté positve

Soit un plasma électriquement chargé constitué par des électrons et un fond continu
de charges positives neutralisantes.

L’énergie potentielle V' d’un électron situé a distance (r) de 'origine de ce plasma
contenant une impureté (placée en un point de distance (r) de l'origine de coordonnées) est
constitué a partir de trois contributions: La premiére contribution V., (r) du a Uinteraction
de cet électron avec la impureté de charge (+Ze™), la deuxiéme V. (1) concerne l'interaction
de I'électron avec le reste des électrons de plasma et en fin la troisiéme contribution V; (r)

concerne I'interaction de ’électron avec le fond continu des charges positives neutralisantes[11][12].
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PositiveBack@rounds

Figure 3.1: Une impureté de charge (+Ze) immergée dans une plasma (OCP)

Donc on peut écrire:
V(1) = Vem (1) + Vee (1) + Vei (1) (3.1)

L’interaction électron-impureté est prise de telle maniére a pouvoir tenir compte
des effets quantiques de diffractions & courtes distances. Le potentiel de Coulomb est rem-

placé par le pseudo-potentiel de Deutsch écranté:

2 .
Vi (1) = =2 (1=er) e (3.2)

r
ol: A\p = (2rh?/ (mek:BT))l/2 est la longueur de De Broglie et Ap = \/kgT/ (47nee?)
est la longueur de Debye.
Et puisque nous avons supposé que 'impureté de charge (+Ze™) est située a la
distance (r) de 'origine des coordonnées.

Donc le potentiel électron avec 'impureté est écrit sous la forme:
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e 22 (1= ) &

L’interaction électron-électron Vg () est celui de Coulomb, et s’écrite dans ’approximation

du champ moyen comme:

1 —3 77
Vee () =€° / / f7, D) = T>’dp%lr/3 (3.4)
r—r
telque:
3 —2
N [(meB\2 —B(35+V(r)

est la distribution de Maxwell-Boltzmann(voire ’appendice A) [13] (qui est bien

me7;2

3
normalisée ( [, e~ dz = /7 /a pour a > 0), c’est a dire que Jps f(v)dv = <7ng ) * [ efﬁ(T)dv =

1), N est le nombre total d’électron, € est le volume du systéme et 8 = K}BT.

Alors I'énergie potentielle de 1’électron avec le fond positif neutralisé la charge est

donnée par:

1 - 1 -
Vei (1) = — (niZe) (e) / ———dr'? = —n; Zé? / —dr”? (3.6)
|

|7 =]
ot n; est densité ionique (fond continu) et d’aprés la condition de neutralisante on

a: ne = 4 X n; , telque Z représente le nombre de charge d’un ion du fond continu, donc

I’équation 3.6 devient:
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Donc 'expression de 1’énergie potentielle d’un électron situé a la position r de

I’origine est:

—

f(T/7?)_>—> 1 —

— 2 3773 . 2 73
V(r)=Vem(r) +e //’?_?’dp dr’” —nee /’?_7‘611“ (3.8)

Lorsque nous remplacons 1’équation 3.5 dans 3.8, et nous l'intégrons sur les im-

pulsions, I’équation devient:

_BV("J) — 1 —_—
V (T) - ‘/em (T) + nee2/ 71 — d'f’l3 — TLeeZ / _)7_)d7'/3 (39)
77| B

Et en fin lorsque nous remplacons les équations 3.6 Dans I’équation précédente

3.9 'équation intégrale de I’énergie potentielle devient:

T 7}—’/“/|

72 _r -5 -BV(') — 1 —
Vi) =-"=(1-e7) e 77 4 nee? / fﬁdr”’—ne& / |Hdr'i“’ (3.10)

et égale:
T 7ﬁU(7”/) — 1
Ze? —r\ "D (e ) —
V (T) = —T (1 — e AT) e =+ 71662 / Mdr,B (311)

En utilisant les coordonnées sphériques et aprés quelques simplifications (voire
Pappendice B), nous trouvons I’équation suivante gouvernant ainsi ’énergie potentielle de

I’électron a la distance 7:

Ze?
r

o0 !
47771662/ T? [(r+7)—1r—1"1] <eiﬁv(7"/) — 1) dr'
0

V() = (1 - e’ﬁ) e D + (3.12)
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Et puisque nous avons supposé que le vecteur r est situé sur ’axe oz donc nous

pouvons écrire:

Ze?
r

o0 /
47771662/ T? [(r+7)—1r—1"1] <eiﬁv(7"/) — 1) dr'
0

V() = (1 . e*%) ¢ b+ (3.13)

Donc I'énergie potentielle d’un électron situé a la distance r de l'origine est gou-

vernée par 1’équation précédente 3.13.

3.2 A dimensionnement de I’équation intégrale pour ’énergie
potentielle:

pour éviter les problémes rattachés aux unités des différents parameétres présents

dans cette équation intégrale, il est commode d’exprimer ’équation 3.13 par une forme adi-

mensionnée et ce, en adoptant les définitions et changements suivants[14] :Y (z) = _a;/e(;‘ ),

x=r/a,n=Ar/aetn =Ap/a telque, a = (47me/3)_1/3 et I' = ’%2
Lorsque nous remplagons ces changements dans I’équation intégrale 3.13 précé-

dente, nous trouvons:

V() = %(176—%)6—77 _ (3.14)

3 t / / ZTY°(x') ) /
57 ;:(x_‘_x_lx_xl)(e 1) dx

Cette équation 3.14 est représenté ’équation intégrale[15],[16] non linéaire (adi-

mensionnée) d’un plasma contenant une impureteé.
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Chapitre 4

Résolution numérique de I’équation
intégrale de ’énergie potentielle

par la méthode de Verlet

4.1 Définition de la méthode de verlet

Est un schéma d’intégration qui permet de calculer la trajectoire de particules en
simulation de dynamique moléculaire. Cette méthode offre une meilleure stabilité que la plus
simple méthode d’Euler, de méme que d’importantes propriétés dans les systémes physiques,
telles que réversibilité dans le temps et la conservation de propriété. A premiére vue, il peut
sembler naturel de calculer les trajectoires en utilisant la méthode d’Euler. Cependant, ce
type d’intégration souffre de nombreux problémes. La stabilité de cette technique dépend

assez lourdement d’une fréquence de mise a jour uniforme, ou de la capacité d’identifier



19

précisément les positions passées & un trés petit pas de temps précédent[17]. La méthode
a été développée par le physicien frangais Loup Verlet en 1967. Elle est basé sur expansion

de la série Taylor et I’éxpansion de la position de la particule.

4.1.1 L’algorithme de Verlet a deux pas:

Un des algorithmes symplectiques les plus simples & mettre en occuvre et largement
utilisé en dynamique moléculaire est 'algorithme de Verlet. Il repose sur le développement

de Taylor du vecteur positon a l'ordre 3 aux instants ¢t +h et t — h [17]:

T () =T () + T (0 + 5T (7 (1) + iy G+ 0 (n) (4.1)

Tt—h) =7 -ho®)+5a7 (7 1) - 527 +0 ()
En sommant ces deux équations la vitesse disparait et ’on obtient, aux erreurs

d’ordre 4 prés, le schéma iterative suivant:

— — = —
T+l = 27T, — 71+ h2a,

(4.2)
?n — 7>'r7,~&»12_h?>n71
4.1.2 L’algorithme de verlet a une pas:
L’algorithme de Verlet & un pas repose sur le schéma numérique suivant[18]:
?n-ﬁ-l = m + hv—n> + %?n
(4.3)
?n—‘rl = U—>n + %(?n + ?n-ﬁ-l)

On procédera donc ainsi:

Algorithme de Verlet a un pas:
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1. Initialisation du pas h, de la durée .
2. Initialisation des conditions initiales: t =0, 7 = rq et
3. Définition de la fonction @ (7).

4. Tant que ¢t < 7 faire:

1. (a) Calcul de ag = @ (7).
(b) Nouvalle postion: 7 =7 + hv + %-ag
(c) Calcul de a; = @ (7).
(d) Nouvalle vitesse: v’ = ¥ + 2 (ag + a7).
(e) t=t+h.

(f) Enregistrement des données.

Cette méthode, de part sa qualité et sa facilité de mise en ceuvre est 'une des plus

utilisée en dynamique moléculaire[17].

4.2 Reésolution de I’équation différentielle de I’énergie poten-

tielle EDEP par la méthode de Verlet

4.2.1 Transformation de I’équation intégrale de I’énergie potentielle EIEP

vers une équation différentielle EDEP:

Nous avons démontré que I’équation intégrale de I’énergie potentielle d’un plasma

contenant un impureté de charge (+Ze) est donnée sous la forme suivante:
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2 r r oo ./ ,
o(r) = —2& (1 - e—ﬁ) e 3 +47rn€62/ ) = e —r)] P00 —1) ar' (4.4)
0

r T
ou sous la forme adimensionnée suivante:

V(@) = Yor— g J° L@+t —Jo—t]) (270 — 1)t s

1 —Z J
ol : YeR:f(l—e ")e n’

x
On peut transformer I’équation intégrale non linéaire 4.5 vers une équation dif-

férentielle non linéaire, nous dérivons deux fois la formule 4.5 suivant la régle de Leibnitz

[19]]20] (voire I’appendice C), nous trouvons:

" 2 " 2 3
Y (2) + 2Y'(2) = V(@) + ~ V(o) + - (27 1) (4.6)
ou: Y.r(z) est le potentiel initial d’interaction électron impureté et n = )% ,

2 2
M= V(@) =55 Y (@) = G, Yip(@) = 5% et Yop(e) = 5"

Et en coordonnées sphériques en trois dimension AYy,e(z) = Y, p(z) + 2y/p(2),

et avec Maple 2016 on peut calculer Laplacian de cette expression:

"

Y (@) + %Y’(az) — AV.g(z) + % (7 1) (4.7)

AYer(z) = — (4.8)

donc I'équation 4.7 devient:



2\ —%
" 2 ((77+77')€ ”—77>€ T3 3
Y “Yiz) = — _ 2 ZTY (x)
(@) + T (z) xn?n'? A + Z
1" 2
V() + 2¥(w) = 2P 4 f2)
alors:
" 3
Y — _71/'/ = ZFY(I)
(2) = ~2¥'(@) + "V 1 f(z)
ou:
((n +1) e - 772) e g
flz) =~ o2 7

4.3 L’appliction de ’algorithme de Verlet a un pas

L’application de cet algorithme sur 1’équation 4.10 donne:

Y (z+h)=Y (z)+hY (2) + LY (z)

Y'(z+h) =Y (z)+ 1 (Y“ (@) +Y" (z + h))

on remplace ’équation 4.11 dans 4.13 on trouve:

Y/ (z+h) =Y (z)+

Les conditions initiales:

D’aprés 'équation intégrale de 1’énergie potentielle on peut écrire:
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(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

h {(—2}/’(9;) + 22 @ 4 f(2)) + (— oY/ (@ + h) + 57T 4 f( + h))}

(4.14)



La récriture de ’équation 4.14 donne:

Y (@+h) =Y (2)+hY' (2) + 2 [<2Y"(2) + 27TV E) 4 f(z)]

xT

Y/ (x+h) + iY@ +h) =Y (2)

FE 2V + 26770 1 (@) + (370 1 ot 1)

Y (z+h) =Y (2) + hY' () + 2 [-2V"(2) + 27TV @) 4 f(2)]
V' (@ +h) (14 Gl ) =Y/ (2)+

% [(_gyl(x) +3 3 ,ZTY (z +f( )) (%eZFY(x—i-h) + f(a;—i—h))]

Y(z+h) =Y (2) +hY' (2) + 5 [-3Y(2) + %emw + /()]

Vi(ath)= £ V@) +

<. ath
o rop =1/ (1+ z(z-‘rl))

23

(4.16)

(4.17)

(4.18)



4.3.1 Organigramme de la méthode de Verlet & un pas

Yo =limY, (x) ==
X=l ’?
Py o_ponr o (oo 20ER
Y 'y =limY ', (x)=-——
X =0 2]} 1=
hzxn_xﬁ
n
Y., =Y, +hY ?-]3;[--2"\( p3ezn f[x):l
2 i z
o h[( 203 V(2  J 1
Yul_Y —[[ I—Y;e f‘(X))L:Yi_] ;E f(X)Jl

Figure 4.1: Organigramme de la résolution avec la méthode de verlet & un pas
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4.3.2 Reésultats obtenus:

Sur la figure 4.2 nous présentons les deux potentiels effectifs calculés par la méth-
ode de point fixe (MPF) et la méthode de Verlet, pour Z = 10 qui correspondent a la
densité électronique n. = 10¥em =3 et la tempeérature T = 107K. Les deux courbes sont

confondues.

o] | Z=10,TH10 [E=10"

\ point fixe
7 ) —— Verlet

Figure 4.2: Comparaison entre les résultats de MPF et de MV, pour les cas: Z = 10,
T =10"K et n. = 108cm=3.
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Pour montrer la concordance entre les deu méthodes (MV et MPF) nous présion-

tons sur les figures: 4.3, 4.4 et 4.5 les résultats numériques trouvés par les deux méthodes.

g THACK =107 G 210
§ —— MPF
“\ —&— verlet
\
\
Q\
\\
g
\
.
Ce
B
B
Sg
& ﬂ}"‘ﬂ}’ﬂ}’ﬂ}’ﬂ}*ﬂ}fﬁ},& PN
) r T
0,0 OI,5 1,0

Figure 4.3: Comparaison entre MV et MPF pour T = 10%K.
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\ T=ICRIIE=10°ia 210

\ La methode de (MPF)
\ —=— La methode de verlet

= \
>
4 .
24 e,
0 . . .
0,0 05 1,0

Figure 4.4: Comparaison entre MV et MPF pour T = 108K.

10
\\ T=ICRIE=107a . 210
8 \
\ Lamethode de (MPF)
. —e— Lamethode de verlet
64 \
= .
>
4+ .
*
*
. *
24 .
. . . .
* o o 4
0 . . .
00 05 1,0

X =r/a

Figure 4.5: Comparaison entre MV et MPF pour n, = 102%cm 3.
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Sur la figure suivante 4.6 nous présentons 1’énergie potentielle trouvée par la méth-
ode de Verlet pour le une impureté de charge Z = let plusieurs cas de la température et
de la densité. On déduire en fagon général que lorsqu’on augmente la densité 1’énergie

potentielle devant 'impureté devient fiable.

20

18 - Energie Potentielle Y(x)

16 —- 2=l 2 L]
] —Oo— T=4x10'K, n_=10 "cm"

14 —<—T=10'K, n=10"cm"

12 _ —e— T=10K, nczli)gzcm_"

Figure 4.6: L’énergie potentielle Y (z) trouvée par la méthode de verlet pour différents cas
de T et n.
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Chapitre 5

Conclusion Générale:

Dans ce mémoire, nous avons traité 1’énergie potentielle d’un plasma perturbé
par une charge test positive considérée comme une impureté fixée a l'origine au centre du
systéme. Ce dernier (systéme) a été postulé dans le modele classique basé sur la consid-
ération d’un milieu électriquement chargé constitué par des électrons et un fond continu
de charges positives neutralisantes , nous avons établi I’équation intégrale générale non-
linéaire gouvernant 1’énergie potentielle d’un électron situé a la distance (r) de I'impureté,
qui est une somme de trois contributions : la premiére est I’énergie d’interaction entre
I’électron du plasma et I'impureté. Nous avons pris cette interaction égale a celle de Deutsch
écranté. La seconde est ’énergie d’interaction coulombienne entre I’électron en question
et les autres électrons du plasma que nous avons calculé en utilisant une distribution de
Maxwell-Boltzmann. La troisiéme est I’énergie d’interaction coulombienne entre 1’électron
et les ions répartis uniformément dans le plasma.

L’énergie potentielle précédente est gouvernée par une équation intégrale non



30

linéaire, nous ’avons résolue par deux méthodes différentes: La méthode de point fixe

(MPF) et la méthode de Verlet, a ’aide du programmation Matlab.

A la fin de ce mémoire, Nous avons comparé les résultats et trouvés par la méthode
de Verlet et la méthode du point fixe(MPF), et nous avons trouvé un bon accord entre les

deux méthodes.
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Appendice A

Loi de distribution des vitesses de

Maxwelle

Pour un gaz en état d’équilibre, posons la question suivante:
Quelle probabilité existe qu'une molécule ait ses composantes de vitesse
comprise entre v, et vy + dv, vy et vy +dvy ; v, et v, + dv, (repére cartésien habituel) ?
Cette probabilité dp* cette probabilité dépend de (c’est-a-dire vy;vy;v,) ) et
de dvg; dvy; dv,.
Elle ne dépend pas de la position de la molécule puisque le gaz est en équilibre.
L’intégrale la densité de distribution des vitesses vectorielles de Maxwell

Boltzmann est:

/+oo F(0)dD? = /W ﬁ(meﬁ)%e*ﬁ%wﬁ?’ (A.1)

Ou % + ne la densité électronique



Pour le changement vers la quantité du mouvement on écrire:

foo TN meB. s 72,1
3 __ 2 _ B2 —3
| rwam = [ SOt )

En coordonnées sphériques le module:

+o0 1 +ooN m ,8 3 i
/ f(7,P)dp? = mg,/o ﬁ( 2; )ze B§W(4ﬂ)dp
—o0
1 N m.fS too 2
= ﬁﬁ( 2; )(47T)/0 e 62’"(172)03]?
et puisque on a I = 0+°° p2€_%p2dp = % 27”7” = ﬁ(mekT)%donc:
+o00 1 +ooN m 3 i
| i@t = o [ SO
—00
1 N m.Ss

3 m [2mm N
w0 e U Gy T =5 =

Te

donc:
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(A.2)

(A.3)

(A.4)



Appendice B

Etablissement de I’équation

40

Intégrale pour ’énergie Potentielle

D’apres I’équation 3.11 on a:

<B_BU(T/) J— 1)
_ 2 13
V(r) = Vem (r) + nee /_> dr

Cette équation s’écrit en coordonnées sphériques:

oo pm p2m 72 - ! 3 130! g,
, 0'dy’do’'d
V(1) = Vem () + nee? / / / (e*B"J(”—l) LT
0 0o Jo [

T
r2 4+ 7 — 2rr' cos 1/1] 2

(B.1)

(B.2)

—
Ou ¢ est 'angle entre les deux vecteurs 7 et ' (Voire la figure B.1) et égale:

cos 1 = sin fsin §’ cos (@Z) — 1/},) + cos @ cos &

Nous remplacons la relation B.3 dans I’équation B.2 nous obtenons:

(B.3)
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oo pm o p2m (e‘ﬂ’”("/) — 1) ' sin 0'dy’do’ dr’
V(1) = Ve (r) +nce? / / / - ;
o Jo Jo [r2 + 7" = 2rr! (sin 0 sin 0’ cos (1/) — @Z)') + cos 0 cos 9’)] 2

Si on suppose que le vecteur 7 est situé sur 'axe oz donc (6 = 0), alors I’équationB.3

devient cos (1) = cos (¢').

- (e—ﬂw') _ 1) " sin 0'd0’ dr’
V(1) = Vem (r) + 27nc€? / / (B.4)
0 Jo [Tz + 7% — 2rr' cos 9’]

(ST

Aprés intégration sur I'angle 6, on aura:

[N

) , 1
Vr) = Vem(r)+ 271'7”6662/ P (e‘BU(T ) _ 1) dr’ (r2 + " — 20 cos 9') X —
0 rr

0

— (4 - 2nfy3)

~

o0

s [ (a2 )

[NIES

donc:

~

V (1) = Ve (r) + 47n,e? /0 T (e 1) [+ = = fad (B)

r



i

\v

Figure B.1: Représentation de 'angle ¥
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Appendice C

Transformation de ’équation
intégale de I’énergie potentielle
vers une équation différentielle de

deuxiéme ordre

C.1 La régle de Leibnitz:

Soit I'intégrale suivante:

P =T [T gy 00) g (0,0 (©2)
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C.2 L’application de la régle de Leibnitz:

On applique cette méthode sur notre équation intégrale de 1’énergie potentielle

qu’est sous la forme:

Y (z) Yme(sc)—i/oooi(x—l—t—|x—t|)<ezry()—l>dt (C.3)
Yoo (2) = % (1) e (C.4)

on écrire cette équation C.3: sous la forme suivante:

Y(2) = Yine(z)— — /”(x+t—|x—t|)(eZFY<t>—1)dt
0

27 )y x
—% é (x+t—12—1t1) (ezry(t) - 1) dt (C.5)
x

nous multiplons cette équation derniére par x on trouve:

2Y (2) = mYme(az)—;’Z/o Hatt— o) (PO 1) ar

o0

_2 e ZUY (t)
37 ), tet—le—t) <e 1>dt (C.6)

tel0,z] =t<z=1x—-ti=x—t
et on

telz,o0]=t>r=12—ti=—(r—t)=t—2x

donc I’équation C.6 devient:

3 [Tt
zY () + 2Yme () = %, ;(:c—l—t—(m—t)) <eZFY(t)—1> dt

[t (O ()

2z J, =
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et égale:

X oo
zY (z) — 2Yme (z) = —;/ t2 (eZFY(t) - 1) dt — s t (eZFY(t) - 1) dt (C.8)
0

donc on applique la régle 2: sur I’équation C.8:

et on a:
4 [—;/OXtQ (70 _1) dt} _ _/ 4 (@ (o 1))
Sl - oy o
( o1 (z,t) = & (£ (™0 — 1)) dt = 0
puisque g1 (z,2) = (a? (#7V) —1))
\ g1 (2,0) =0
et on
% [—‘C;Zx/:ot(ezw(t) - 1) dt] = —/ t eZTY (1) _ 1) dt+$% [—;/jt<ezry“) - 1) dt]
_ _/ ZPY(t 1) dt + %xz (eZFY(ﬂ _ 1) dt (C.10)
[ Lon(e0) = £ (1(eY0 1)) =0
_ g2 (z,2) = (2 (7T —1))
puisque
g2 (2,0) = 0
o ==1% )

donc d’aprésC.9 et C.10

(Y (m))/ — (mee (x)/) =zY'(z) =Y (z) — 2Yem (:Jc)' — Yo (z)
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@Y (@)) ~ (@Yo () = —a? (27 1)

Z
_% /xoot (eZFY(t) _ 1> dt + _%$2 (SZFY(t) — 1) diC.11)

en égale:

3 o0
2V (2) + Y (z) — 2V, () — Yime (2) = -2 / t (eZFY(t) - 1) dt (C.12)
X
la dérivée deuxiéme de cette fonction est:

Y/ (@) + 27 (2) + Y (2) = Ve (2) = 2Vine” (2) = Ve (2)

= %m (eZFY(m) — 1) (C.13)

zY” (z) 4+ 2Y" (2) — 2¥e” (x) — 2V, () = %x (eZFY(w) _ 1)

on divise par x on trouve I’équation différentielle de I’énergie potentielle:

» 2 ! _ » 2 / E ZTY (z)
Y7 (@) + 2V (@) = Yo (@) + Yo (0) + (e 1) (C.14)

et puisque en coordonnées sphérique AY (z) = Y7 (z) + 2Y’ ()

donc I’équation C.14 devient:

3
AY (z) = AYpe (x) + ZeZFW) - % (C.15)
3 2rv(e) 3
AY (z) = 7€ + AYpe (z) — 7 (C.16)



