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Résumé
L�objectif visé dans ce sujet est la résolution numérique de l�équation intégrale

non linéaire de l�énergie potentielle d�un plasma contenant une impureté positive (+Ze),

par la méthode de Verlet (MV) à un pas, dans le cas où l�interaction électron impureté

est représenté par le pseudo-potentiel de Deutsch écranté. Cette étude est e¤ectuée dans la

théorie du champ moyen et au sein du modèle de plasma à une composante (OCP). Une

étude comparative entre la méthode Verlet (MV) et la méthode de point �xe (MPF) donne

un bon accord..

Abstract:
The objective in this work is the numerical resolution of the nonlinear integral

equation of the potential energy of a plasma containing a positive impurity (+ Ze), by the

method of Verlet (VM) at one step, where the electron impurity interaction is represented by

the pseudo-potential of shielded screening Deutsch. This study is e¤ected in the mean �eld

theory and within the one-component plasma (OCP) model. A comparative study between

Verlet method (VM) and �xed point method (FPM) give a good agreement.
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Chapitre 1

Intoduction générale

Le plasma est l�un des sujets les plus importants dans le domaine de la recherche

scienti�que.

Dans le vieux concept, il est connu que la matière a trois cas, mais avec le premier

tiers du vingt et unième siècle [1], Un nouveau terme est introduit qui re�ète le quatrième

état de la matière appelée plasma.

En 1879, sir William Crookes a identi�é pour la première fois le plasma, c�est le

gaz ionisé dans lequel se côtoient les molécules neutres, les atomes excités, les ions et les

électrons. Mais il n�a été appelé ainsi qu�en 1928 par IRVING LANGMUIR dans son article

(Oxillations in ionized gases)[2].

Le terme plasma a été utilisé en astronomie pour exprimer l�état dilué de la sub-

stance, qui est similaire au gaz. Le plasma macroscopique ne peut pas être traité comme

un phénomène qui se produit à très petite échelle et qui concerne un grand nombre de

particules qui doivent être traitées statistiquement. Les chercheurs ont cherché à trouver
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les fonctions de la latence électrique et encore à ce jour. Tous les travaux publiés sont basés

sur leurs calculs dans l�un des deux axes principaux: calculs analytiques théoriques avec

approximations di¤érentes, simulations numériques [1]. Parmi les méthodes de simulation

numérique est la méthode de verlet, qui sera étudiée dans notre mémoire à travers trois

chapitres.

Dans le premier chapitre, nous rappellerons le modèle de plasma à une composante

(OCP), et les di¤érents paramètres nécessaires pour décrire un plasma. Nous expliquerons

ensuite la théorie du champ moyen.

Dans le deuxième chapitre, Nous établirons l�équation intégrale gouvernant l�énergie

potentielle d�un électron du plasma situé à la distance (r) d�un ion de charge positive con-

sidéré comme impureté. Dans le troisième chapitre, nous allons résoudre numériquement

cette équation intégrale avec deux méthodes di¤érentes, la première est du point �xe (MPF)

et la deuxième est celle de Verlet (MV).

En�n, nous ferons une comparaison entre les résultats trouvées par les deux méth-

odes précédentes.
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Chapitre 2

Paramètres importants dans le

modèle de plasma à une

composante (OCP)

2.1 Dé�nition du plasma physique:

Un plasma est un gaz ionisé. Comme tel, il est donc constitué en général d�électrons,

d�ions, d�espèces atomiques ou moléculaires neutres et de photons.

Un gaz ionisé étant obtenu par apport d�énergie à un gaz, les plasma sont souvent

présentés comme un 4�eme état de la matière, faisant suite aux phases solide, liquide et

gazeuse [3]:
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solide
�E1=) Liquide

�E2=) gaz
�E3=) Plasma

2.2 Modèle de plasma à une composante (OCP)

Nous savons, que le plasma totalement ionisé composé d�électron et d�ions positif.

Pour cette raison, nous pouvons ne pas tenir compte des e¤ets des mouvements des ions

devant ceux des électrons. En e¤et, et à titre d�exemple, pour évaluer la conductivité

électrique d�un plasma, il est d�usage de considérer que le courant est seulement transporté

par les électrons. Donc nous pouvons considérer l�ensemble des ions comme un fond continu

électrique positif.

Ces considérations et hypothèses sont au bas de la construction du modèle de

plasma à une composante (OCP)[4],[5]:

Plasma à deux
composantes (électrons
et ions)

Plasma à une
composante (OCP)

Ions

Électrons

Figure 2.1: Modèle de plasma à une composante(OCP)
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2.3 Paramètres importants dans le modèle de plasma à une

composante (OCP)

2.3.1 Le rayon de sphère ionique a (Rayon de Wigner- Seitz):

C�est le rayon moyenne entre deux ions[1]:

a =

�
3

4�ni

� 1
3

(2.1)

2.3.2 Longueur de Landau (Longueur critique d�interaction binaire):

Longueur de Landau LLest la distance d�approche de deux électrons, pour que leur

énergie potentielle d�interaction binaire soit de même ordre de grandeur que leur énergie

d�agitation thermique. Ce que se traduit par:

K�T =
e2

LL
(2.2)

où T est la température etKB est la constante de Boltzmann [6]:

LL =
e2

KBT
(2.3)

La longueur de Landau intervient dans l�analyse des phénomènes de collisions et

des corrélations de position dans un plasma.
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2.3.3 Longueur d�écrantage de Debye:

La profondeur de pénétrations du champ électrique dans le plasma totalement

ionisée constitué par les électrons et les ions de même charge, est caractérisée par l�ordre de

grandeur d�un rayon connu dans le domaine de plasma par le rayon ou longueur de Debye

égale [7]:

�D = (
KT

8�nee2
)
1
2 (2.4)

Elle représente en quelque sorte la portée du potentiel plus explicitement, elle

repente la distance entre deux électrons pour laquelle le potentiel d�interaction entre ces

deux électrons, devient négligeable par e¤et d�écrantage par la présence des ions formant le

fond continu. C�est pourquoi elle est appelée aussi longueur critique d�interaction collective.

Et le potentiel électrique assi est donné par la formule suivante [7]:

� (r) =
e

r
exp

�
�r
�D

�
(2.5)

2.3.4 Le Couplage �:

Le couplage � n�est rien que le rapport de l�énergie d�interaction entre deux élec-

trons séparés par la distance moyenne a, à l�énergie thermique kT , et est égal à la longueur

de landau LL sur la distance moyenne a:

� =
LL
a
=
�e2

a
(2.6)

où � = 1=kT
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� Si �� 1, le couplage est faible, l�énergie cinétique est supérieure à l�énergie d�interaction

Coulombienne.

� Si� > 1, le couplage est fort, l�énergie d�interaction Coulombienne est supérieure à

l�énergie cinétique[5].

2.3.5 Sphère de Debye:

Le nombre des électrons situés dans une sphère de rayon égale à la longueur de

Debye est appelé le nombre de Debye ND[1].

ND = ne4=3��
3
D (2.7)

� Si ND � 1; sphère de Debye est faiblement peuplée.

� Si ND > 1; la sphère de Debye est très peuplée.

2.3.6 Le degré de quanticité � :

Les e¤ets quantiques sont très di¤érents selon qu�il s�agit d�électrons ou d�ions,

parce que le rapport de la masse d�ions sur la masse d�électrons est d�ordre de 2:103. Si

T est la température de plasma, le degré de quanticité d�électrons � est caractérisé par la

fraction de l�onde thermique de Louis de Broglie �T [8],[9] sur la distance moyenne a entre

deux électrons. Donc:

� =
�T
a
=

h
a
p
2�mekBT

(2.8)

où: h est la constant de Planck et me est la masse de l�électron.
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2.3.7 Théorie de champ moyen:

Soit un milieu électriquement chargé, constitué de (N + 1) particules, la charge de

chacune est q à l�exception d�une qui porte une charge q0. Ces particules sont distribuées

dans l�espace avec une densité volumique � (r). La force électrique f0 agissant sur la charge

q0de la part des N autres charges (�g(1)) est donnée par la loi de coulomb:

�!
f 0 = q0

NX
i=1

qi(r0�ri)

(r0�ri)
3 (2.9)

Figure 2.2: Calcul de la force électrique dans un milieu chargé avec la sommation des forces
élémentaires

On peut calculer cette force de la manière approximée suivante : Si on néglige les

corrélations entre les particules localisées dans l�élément de volume d� contenant plusieurs

particules de charge q, nous avons le droit, et sans commettre d�erreurs appréciables, de

considérer que toutes ces particules localisées dans d� agissent individuellement par le même
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Figure 2.3: Calcul de la force électrique dans un milieu chargé par l�application de la théorie
du champ moyen

champ électrique sur la charge q0. Donc selon cette théorie d�approximation on peut trans-

former la formule précédente en la suivante [7],[10]:

�!
f 0 = q0

Z
(
)

� (r0) (r0 � r0)
p r0 � r0 p3

d� (2.10)
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Chapitre 3

Etablissement de l�équation

intégrale pour l�énergie potentielle

3.1 Etablissement de l�équation intégrale pour l�énergie po-

tentielle (EIEP) d�un plasma contenat une impureté positve

Soit un plasma électriquement chargé constitué par des électrons et un fond continu

de charges positives neutralisantes.

L�énergie potentielle V d�un électron situé à distance (r) de l�origine de ce plasma

contenant une impureté (placée en un point de distance (r) de l�origine de coordonnées) est

constitué à partir de trois contributions: La première contribution Vem (r) du à l�interaction

de cet électron avec la impureté de charge (+Ze�), la deuxième Vee (r) concerne l�interaction

de l�électron avec le reste des électrons de plasma et en �n la troisième contribution Vei (r)

concerne l�interaction de l�électron avec le fond continu des charges positives neutralisantes[11][12].
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y

z

x

é

+

rr
'rur

Positive Back grounds

Figure 3.1: Une impureté de charge (+Ze) immergée dans une plasma (OCP)

Donc on peut écrire:

V (r) = Vem (r) + Vee (r) + Vei (r) (3.1)

L�interaction électron-impureté est prise de telle manière à pouvoir tenir compte

des e¤ets quantiques de di¤ractions à courtes distances. Le potentiel de Coulomb est rem-

placé par le pseudo-potentiel de Deutsch écranté:

Vem (r) = �
Ze2

r

�
1� e�

r
�T

�
e�r=�D (3.2)

où: �T =
�
2�~2= (mekBT )

�1=2 est la longueur de De Broglie et �D =pkBT= (4�nee2)
est la longueur de Debye.

Et puisque nous avons supposé que l�impureté de charge (+Ze�) est située à la

distance (r) de l�origine des coordonnées.

Donc le potentiel électron avec l�impureté est écrit sous la forme:
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Vem (r) = �
Ze2

r

�
1� e�

r
�T

�
e�r=�D (3.3)

L�interaction électron-électron Vee (r) est celui de Coulomb, et s�écrite dans l�approximation

du champ moyen comme:

Vee (r) = e2
ZZ

f (�!r ;�!p ) 1

j �!r �
�!
r0 j
�!
dp3
�!
dr03 (3.4)

telque:

f (�!r ;�!p ) = N




�
me�

2�

� 3
2

e
��
�
�!p 2
2m
+V (r)

�
(3.5)

est la distribution de Maxwell-Boltzmann(voire l�appendice A) [13] (qui est bien

normalisée (
R
R e

�ax2dx =
p
��a pour a > 0), c�est à dire que

R
R3 f (v) dv =

�
me�
2�

� 3
2 R

R3 e
��
�
mev

2

2

�
dv =

1), N est le nombre total d�électron, 
 est le volume du système et � = 1
KBT

.

Alors l�énergie potentielle de l�électron avec le fond positif neutralisé la charge est

donnée par:

Vei (r) = � (niZe) (e)
Z

1

j �!r �
�!
r0 j

�!
dr03 = �niZe2

Z
1

j �!r �
�!
r0 j

�!
dr03 (3.6)

où ni est densité ionique (fond continu) et d�après la condition de neutralisante on

a: ne = Z � ni , telque Z représente le nombre de charge d�un ion du fond continu, donc

l�équation 3.6 devient:

Vei (r) = �nee2
Z

1

j �!r �
�!
r0 j

�!
dr03 (3.7)
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Donc l�expression de l�énergie potentielle d�un électron situé à la position r de

l�origine est:

V (r) = Vem (r) + e
2

ZZ f
��!
r0 ;�!p

�
j �!r �

�!
r0 j

�!
dp3
�!
dr03 � nee2

Z
1

j �!r �
�!
r0 j

�!
dr03 (3.8)

Lorsque nous remplaçons l�équation 3.5 dans 3.8, et nous l�intégrons sur les im-

pulsions, l�équation devient:

V (r) = Vem (r) + nee
2

Z
e��V (r

0)

j �!r �
�!
r0 j

�!
dr03 � nee2

Z
1

j �!r �
�!
r0 j

�!
dr03 (3.9)

Et en �n lorsque nous remplaçons les équations 3.6 Dans l�équation précédente

3.9 l�équation intégrale de l�énergie potentielle devient:

V (r) = �Ze
2

r

�
1� e�

r
�T

�
e
� r
�D

+ nee
2

Z
e��V (r

0)

j �!r �
�!
r0 j

�!
dr03 � nee2

Z
1

j �!r �
�!
r0 j

�!
dr03 (3.10)

et égale:

V (r) = �Ze
2

r

�
1� e�

r
�T

�
e
� r
�D

+ nee
2

Z �
e��v(r

0) � 1
�

j �!r �
�!
r0 j

�!
dr03 (3.11)

En utilisant les coordonnées sphériques et après quelques simpli�cations (voire

l�appendice B), nous trouvons l�équation suivante gouvernant ainsi l�énergie potentielle de

l�électron à la distance r:

V (r) = �Ze
2

r

�
1� e�

r
�T

�
e
� r
�D + (3.12)

4�nee
2

Z 1

0

r0

r

��
r + r0

�
� p r � r0 p

� �
e��V (r

0) � 1
�
dr0
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Et puisque nous avons supposé que le vecteur r est situé sur l�axe oz donc nous

pouvons écrire:

V (r) = �Ze
2

r

�
1� e�

r
�T

�
e
� r
�D + (3.13)

4�nee
2

Z 1

0

r0

r

��
r + r0

�
� p r � r0 p

� �
e��V (r

0) � 1
�
dr0

Donc l�énergie potentielle d�un électron situé à la distance r de l�origine est gou-

vernée par l�équation précédente 3.13.

3.2 A dimensionnement de l�équation intégrale pour l�énergie

potentielle:

pour éviter les problèmes rattachés aux unités des di¤érents paramètres présents

dans cette équation intégrale, il est commode d�exprimer l�équation 3.13 par une forme adi-

mensionnée et ce, en adoptant les dé�nitions et changements suivants[14] :Y (x) = ��V (r)
Ze2

,

x = r=�, � = �T =� et �0 = �D=� telque, � = (4�ne=3)
�1=3 et � = �e2

� :

Lorsque nous remplaçons ces changements dans l�équation intégrale 3.13 précé-

dente, nous trouvons:

Y (x) =
1

x

�
1� e�

x
�

�
e
� x
�0 � (3.14)

3

2Z

Z 1

0

t

x

�
x+ x0� p x� x0 p

� �
eZ�Y

�(x0) � 1
�
dx0

Cette équation 3.14 est représenté l�équation intégrale[15],[16] non linéaire (adi-

mensionnée) d�un plasma contenant une impureté.
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Chapitre 4

Résolution numérique de l�équation

intégrale de l�énergie potentielle

par la méthode de Verlet

4.1 Dé�nition de la méthode de verlet

Est un schéma d�intégration qui permet de calculer la trajectoire de particules en

simulation de dynamique moléculaire. Cette méthode o¤re une meilleure stabilité que la plus

simple méthode d�Euler, de même que d�importantes propriétés dans les systèmes physiques,

telles que réversibilité dans le temps et la conservation de propriété. A première vue, il peut

sembler naturel de calculer les trajectoires en utilisant la méthode d�Euler. Cependant, ce

type d�intégration sou¤re de nombreux problèmes. La stabilité de cette technique dépend

assez lourdement d�une fréquence de mise à jour uniforme, ou de la capacité d�identi�er
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précisément les positions passées à un très petit pas de temps précédent[17]. La méthode

a été développée par le physicien français Loup Verlet en 1967. Elle est basé sur expansion

de la série Taylor et l�éxpansion de la position de la particule.

4.1.1 L�algorithme de Verlet à deux pas:

Un des algorithmes symplectiques les plus simples à mettre en �uvre et largement

utilisé en dynamique moléculaire est l�algorithme de Verlet. Il repose sur le développement

de Taylor du vecteur positon à l�ordre 3 aux instants t+ h et t� h [17]:

8>><>>:
�!r (t+ h) = �!r (t) + h�!v (t) + h2

2
�!a (�!r (t)) + h3

3!
d3�!r
dt3

+O
�
h4
�

�!r (t� h) = �!r (t)� h�!v (t) + h2

2
�!a (�!r (t))� h3

3!
d3�!r
dt3

+O
�
h4
� (4.1)

En sommant ces deux équations la vitesse disparait et l�on obtient, aux erreurs

d�ordre 4 prés, le schéma iterative suivant:8>><>>:
�!r n+1 = 2�!rn ��!r n�1 + h2�!a n

�!v n =
�!r n+1��!r n�1

2h

(4.2)

4.1.2 L�algorithme de verlet à une pas:

L�algorithme de Verlet à un pas repose sur le schéma numérique suivant[18]:

8>><>>:
�!r n+1 = �!rn + h�!vn + h2

2
�!a n

�!v n+1 = �!vn + h
2 (
�!a n +�!a n+1)

(4.3)

On procédera donc ainsi:

Algorithme de Verlet à un pas:
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1. Initialisation du pas h, de la durée � .

2. Initialisation des conditions initiales: t = 0, �!r = �!r0 et �!a = �!a0.

3. Dé�nition de la fonction �!a (�!r ).

4. Tant que t � � faire:

1. (a) Calcul de �!a0 = �!a (�!r ).

(b) Nouvalle postion: �!r = �!r + h�!v + h2

2
�!a0

(c) Calcul de �!a1 = �!a (�!r ).

(d) Nouvalle vitesse:�!v = �!v + h
2 (
�!a0 +�!a1).

(e) t = t+ h.

(f) Enregistrement des données.

Cette méthode, de part sa qualité et sa facilité de mise en �uvre est l�une des plus

utilisée en dynamique moléculaire[17].

4.2 Résolution de l�équation di¤érentielle de l�énergie poten-

tielle EDEP par la méthode de Verlet

4.2.1 Transformation de l�équation intégrale de l�énergie potentielle EIEP

vers une équation di¤érentielle EDEP:

Nous avons démontré que l�équation intégrale de l�énergie potentielle d�un plasma

contenant un impureté de charge (+Ze) est donnée sous la forme suivante:
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�(r) = �Ze
2

r

�
1� e�

r
�T

�
e
� r
�D +4�nee

2

Z 1

0

r0

r

��
r + r0

�
�
��r � r0��� (e���(r0)�1) dr0 (4.4)

où sous la forme adimensionnée suivante:

8>><>>:
Y (x) = YeR � 3

2Z

R1
0

t
x (x+ t� jx� tj)

�
eZ�Y (t) � 1

�
dt

où : YeR =
1
x

�
1� e�

x
�

�
e
� x
�0

(4.5)

On peut transformer l�équation intégrale non linéaire 4.5 vers une équation dif-

férentielle non linéaire, nous dérivons deux fois la formule 4.5 suivant la règle de Leibnitz

[19][20] (voire l�appendice C), nous trouvons:

Y
00
(x) +

2

x
Y 0(x) = Y

00
eR(x) +

2

x
Y 0eR(x) +

3

Z

�
eZ�Y (x) � 1

�
(4.6)

où: YeR(x) est le potentiel initial d�interaction électron impureté et � =
�T
a ,

�0 = �D
a , Y

0(x) = @Y
@x , Y

00
(x) = @2Y

@x2
, Y 0eR(x) =

@YeR
@x et Y

00
eR(x) =

@2YeR
@x2

.

Et en coordonnées sphériques en trois dimension �Yme(x) = Y
00
eR(x) +

2
xY

0
eR(x),

et avec Maple 2016 on peut calculer Laplacian de cette expression:

Y
00
(x) +

2

x
Y 0(x) = �YeR(x) +

3

Z

�
eZ�Y (x) � 1

�
(4.7)

�YeR(x) = �

�
(� + �0)2 e�

x
� � �2

�
e
� x
�0

x�2�02
(4.8)

donc l�équation 4.7 devient:
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Y
00
(x) +

2

x
Y 0(x) = �

�
(� + �0)2 e�

x
� � �2

�
e
� x
�0

x�2�02
� 3

Z
+
3

Z
eZ�Y (x) (4.9)

Y
00
(x) +

2

x
Y 0(x) =

3

Z
eZ�Y (x) + f(x) (4.10)

alors:

Y
00
(x) = �2

x
Y 0(x) +

3

Z
eZ�Y (x) + f(x) (4.11)

où:

f(x) = �

�
(� + �0)2 e�

x
� � �2

�
e
� x
�0

x�2�02
� 3

Z
(4.12)

4.3 L�appliction de l�algorithme de Verlet à un pas

L�application de cet algorithme sur l�équation 4.10 donne:

8>><>>:
Y (x+ h) = Y (x) + hY 0 (x) + h2

2 Y
00
(x)

Y 0 (x+ h) = Y 0 (x) + h
2

�
Y
00
(x) + Y

00
(x+ h)

� (4.13)

on remplace l�équation 4.11 dans 4.13 on trouve:

8>>>>>><>>>>>>:

Y (x+ h) = Y (x) + hY 0 (x) + h2

2

�
� 2
xY

0(x) + 3
Z e

Z�Y (x) + f(x)
�

Y 0 (x+ h) = Y 0 (x)+

h
2

h�
� 2
xY

0(x) + 3
Z e

Z�Y (x) + f(x)
�
+
�
� 2
(x+h)Y

0(x+ h) + 3
Z e

Z�Y (x+h) + f(x+ h)
�i
(4.14)

Les conditions initiales:

D�après l�équation intégrale de l�énergie potentielle on peut écrire:
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8>><>>:
Y (0) = lim

x!0
Yem(x) = lim

x!0

�
1
x

�
1� e�

x
�

�
e
� x
�0
�
= 1

�

Y 0 (0) = lim
x!0

Y 0em(x) = lim
x!0

h
1
x2
e
� x
�0
�
e
�x
� � 1

�
+ 1

x�e
�x
� e
� x
�0 + 1

x�0 e
� x
�0
�
e
�x
� � 1

�i
= �2�+�0

2�0�2

(4.15)

La récriture de l�équation 4.14 donne:

8>>>>>><>>>>>>:

Y (x+ h) = Y (x) + hY 0 (x) + h2

2

�
� 2
xY

0(x) + 3
Z e

Z�Y (x) + f(x)
�

Y 0 (x+ h) + h
(x+h)Y

0(x+ h) = Y 0 (x)

+h
2

��
� 2
xY

0(x) + 3
Z e

Z�Y (x) + f(x)
�
+
�
3
Z e

Z�Y (x+h) + f(x+ h)
��

(4.16)

donc:8>>>>>><>>>>>>:

Y (x+ h) = Y (x) + hY 0 (x) + h2

2

�
� 2
xY

0(x) + 3
Z e

Z�Y (x) + f(x)
�

Y 0 (x+ h)
�
1 + h

(x+h)

�
= Y 0 (x)+

h
2

��
� 2
xY

0(x) + 3
Z e

Z�Y (x) + f(x)
�
+
�
3
Z e

Z�Y (x+h) + f(x+ h)
��

(4.17)

8>>>>>><>>>>>>:

Y (x+ h) = Y (x) + hY 0 (x) + h2

2

�
� 2
xY

0(x) + 3
Z e

Z�Y (x) + f(x)
�

Y 0 (x+ h) = x+h
x+2h

2664Y 0 (x) + h
2

2664
�
� 2
xY

0(x) + 3
Z e

Z�Y (x) + f(x)
�
+�

3
Z e

Z�Y (x+h) + f(x+ h)
�

3775
3775 (4.18)

où: x+h
x+2h � 1=

�
1 + h

x(i+1)

�
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4.3.1 Organigramme de la méthode de Verlet à un pas

Figure 4.1: Organigramme de la résolution avec la méthode de verlet à un pas
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4.3.2 Résultats obtenus:

Sur la �gure 4.2 nous présentons les deux potentiels e¤ectifs calculés par la méth-

ode de point �xe (MPF) et la méthode de Verlet, pour Z = 10 qui correspondent à la

densité électronique ne = 1018cm�3 et la température T = 107K. Les deux courbes sont

confondues.

0,00 0,25 0,50 0,75 1,00
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

Z=10, T=107,  ne=1018

Y

x=r/a

  point fixe
  Verlet

Figure 4.2: Comparaison entre les résultats de MPF et de MV, pour les cas: Z = 10;
T = 107K et ne = 1018cm�3:
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Pour montrer la concordance entre les deu méthodes (MV et MPF) nous présion-

tons sur les �gures: 4.3, 4.4 et 4.5 les résultats numériques trouvés par les deux méthodes.

0,0 0,5 1,0
0

10
T=106K,  ne=1018 cm­3, Z=10

Y 
(x

)

X =r/a

 MPF
 verlet

Figure 4.3: Comparaison entre MV et MPF pour T = 106K:



27
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6
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 La methode de (MPF)
 La methode de verlet

Figure 4.4: Comparaison entre MV et MPF pour T = 108K:
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Figure 4.5: Comparaison entre MV et MPF pour ne = 1020cm�3:
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Sur la �gure suivante 4.6 nous présentons l�énergie potentielle trouvée par la méth-

ode de Verlet pour le une impureté de charge Z = 1et plusieurs cas de la température et

de la densité. On déduire en façon général que lorsqu�on augmente la densité l�énergie

potentielle devant l�impureté devient �able.

Figure 4.6: L�énergie potentielle Y (x) trouvée par la méthode de verlet pour di¤érents cas
de T et ne
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Chapitre 5

Conclusion Générale:

Dans ce mémoire, nous avons traité l�énergie potentielle d�un plasma perturbé

par une charge test positive considérée comme une impureté �xée à l�origine au centre du

système. Ce dernier (système) a été postulé dans le modèle classique basé sur la consid-

ération d�un milieu électriquement chargé constitué par des électrons et un fond continu

de charges positives neutralisantes , nous avons établi l�équation intégrale générale non-

linéaire gouvernant l�énergie potentielle d�un électron situé à la distance (r) de l�impureté,

qui est une somme de trois contributions : la première est l�énergie d�interaction entre

l�électron du plasma et l�impureté. Nous avons pris cette interaction égale à celle de Deutsch

écranté. La seconde est l�énergie d�interaction coulombienne entre l�électron en question

et les autres électrons du plasma que nous avons calculé en utilisant une distribution de

Maxwell-Boltzmann. La troisième est l�énergie d�interaction coulombienne entre l�électron

et les ions répartis uniformément dans le plasma.

L�énergie potentielle précédente est gouvernée par une équation intégrale non
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linéaire, nous l�avons résolue par deux méthodes di¤érentes: La méthode de point �xe

(MPF) et la méthode de Verlet, à l�aide du programmation Matlab.

A la �n de ce mémoire, Nous avons comparé les résultats et trouvés par la méthode

de Verlet et la méthode du point �xe(MPF), et nous avons trouvé un bon accord entre les

deux méthodes.
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Appendice A

Loi de distribution des vitesses de

Maxwelle

Pour un gaz en état d�équilibre, posons la question suivante:

Quelle probabilité existe qu�une molécule ait ses composantes de vitesse

comprise entre vx et vx + dvx ;vy et vy + dvy ; vz et vz + dvz (repère cartésien habituel) ?

Cette probabilité dp3 cette probabilité dépend de (c�est-à-dire vx; vy; vz) ) et

de dvx; dvy; dvz:

Elle ne dépend pas de la position de la molécule puisque le gaz est en équilibre.

L�intégrale la densité de distribution des vitesses vectorielles de Maxwell

Boltzmann est:

Z +1

�1
f(�!v )d�!v 3 =

Z +1

�1

N



(
me�

2�
)
3
2 e��

me
2
�!v 2d�!v 3 (A.1)

Où N

 + ne la densité électronique
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Pour le changement vers la quantité du mouvement on écrire:

Z +1

�1
f(
�!
p)d�!p 3 =

Z +1

�1

N



(
me�

2�
)
3
2 e��

�!p 2
2m (

1

m3
d�!p 3) (A.2)

En coordonnées sphériques le module:

Z +1

�1
f(�!r ;�!p )d�!p 3 =

1

m3

Z +1

0

N



(
me�

2�
)
3
2 e��

p2

2m (4�)dp

=
1

m3

N
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2�
)(4�)

Z +1

0
e��

p2

2m (p2)dp (A.3)

et puisque on a I =
R +1
0 p2e�

�
2m
p2dp = m

2�

q
2m�
� = 1

4� (2�mkT )
3
2donc:

Z +1

�1
f(�!r ;�!p )d�!p 3 =

1

m3

Z +1

0

N



(
me�

2�
)
3
2 e��
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2m (4�p2)dp

=
1
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3
2 (4�)� (m

2�

r
2m�

�
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N



= ne (A.4)

donc: Z +1

�1
f(�!r ;�!p )d�!p 3 = ne (A.5)
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Appendice B

Etablissement de l�équation

Intégrale pour l�énergie Potentielle

D�après l�équation 3.11 on a:

V (r) = Vem (r) + nee
2

Z �
e��v(r

0) � 1
�

j �!r �
�!
r0 j

�!
dr03 (B.1)

Cette équation s�écrit en coordonnées sphériques:

V (r) = Vem (r) + nee
2

Z 1

0

Z �

0

Z 2�

0

�
e��v(r

0) � 1
� r0

2
sin �0d'0d�0dr0�

r2 + r02 � 2rr0 cos 
� 1
2

(B.2)

Où  est l�angle entre les deux vecteurs �!r et
�!
r0 (Voire la �gure B.1) et égale:

cos = sin � sin �0 cos
�
 �  0

�
+ cos � cos �0 (B.3)

Nous remplaçons la relation B.3 dans l�équation B.2 nous obtenons:
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V (r) = Vem (r)+nee
2

Z 1

0

Z �

0

Z 2�

0

�
e��v(r

0) � 1
�
r0
2
sin �0d'0d�0dr0�

r2 + r02 � 2rr0
�
sin � sin �0 cos

�
 �  0

�
+ cos � cos �0

�� 1
2

Si on suppose que le vecteur�!r est situé sur l�axe oz donc (� = 0), alors l�équationB.3

devient cos ( ) = cos
�
�0
�
.

V (r) = Vem (r) + 2�nee
2

Z 1

0

Z �

0

�
e��v(r

0) � 1
�
r0
2
sin �0d�0dr0�

r2 + r02 � 2rr0 cos �0
� 12 (B.4)

Après intégration sur l�angle �0, on aura:

V (r) = Vem (r) + 2�nee
2

Z 1

0
r0
2
�
e��v(r

0) � 1
�
dr0

24�r2 + r02 � 2rr0 cos �0� 1
2

35�
0

� 1

rr0

= Vem (r) + 4�nee
2

Z 1

0

r0

r

�
e��v(r

0) � 1
�
dr0
��
r2 + r0

2 � 2rr0
� 1
2 �

�
r2 + r0

2 � 2rr0
� 1
2

�
(B.5)

donc:

V (r) = Vem (r) + 4�nee
2

Z 1

0

r0

r

�
e��v(r

0) � 1
� ��

r + r0
�
� j r � r0 j

�
dr0 (B.6)
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Figure B.1: Représentation de l�angle  
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Appendice C

Transformation de l�équation

intégale de l�énergie potentielle

vers une équation di¤érentielle de

deuxiéme ordre

C.1 La régle de Leibnitz:

Soit l�intégrale suivante:

f (x) =

Z x

a
g (x; t) dt (C.1)

La dérivée de cette intégrale est d�aprés la régle de Leibnitz est donnée par:

f 0 (x) =
df (x)

dx
=

Z x

a

dg (x; t)

dx
dt+ [g (x; x)� g (x; a)] (C.2)
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C.2 L�application de la régle de Leibnitz:

On applique cette méthode sur notre équation intégrale de l�énergie potentielle

qu�est sous la forme:

Y (x) = Yme (x)�
3

2z

Z 1

0

t

x
(x+ t� p x� t p)

�
eZ�Y (t) � 1

�
dt (C.3)

où:

Yme (x) =
1

x

�
1� e�

x
�

�
e
� x
�0 (C.4)

on écrire cette équation C.3: sous la forme suivante:

Y (x) = Yme (x)�
3

2Z

Z x

0

t

x
(x+ t� p x� t p)

�
eZ�Y (t) � 1

�
dt

� 3

2Z

Z 1

x

t

x
(x+ t� p x� t p)

�
eZ�Y (t) � 1

�
dt (C.5)

nous multiplons cette équation derniére par x on trouve:

xY (x) = xYme (x)�
3

2Z

Z 1

0
t (x+ t� jx� tj)

�
eZ�Y (t) � 1

�
dt

� 3

2Z

Z 1

x
t (x+ t� jx� tj)

�
eZ�Y (t) � 1

�
dt (C.6)

et on

8>><>>:
t 2 [0; x] =) t � x =)p x� t p= x� t

t 2 [x;1] =) t � x =)p x� t p= � (x� t) = t� x

9>>=>>;
donc l�équation C.6 devient:

xY (x) + xYme (x) = � 3

2z

Z x

0

t

x
(x+ t� (x� t))

�
eZ�Y (t) � 1

�
dt

� 3

2z

Z 1

x

t

x
(x+ t� (x� t))

�
eZ�Y (t) � 1

�
dt (C.7)
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et égale:

xY (x)� xYme (x) = �
3

Z

Z X

0
t2
�
eZ�Y (t) � 1

�
dt� 3x

Zi

Z 1

x
t
�
eZ�Y (t) � 1

�
dt (C.8)

donc on applique la régle 2: sur l�équation C.8:

et on a:

d

dx

�
� 3
Z

Z X

0
t2
�
eZ�Y (t) � 1

�
dt

�
= � 3

Z

Z X

0

d

dx

�
t2
�
eZ�Y (t) � 1

��
dt

� 3
Z

�
x2
�
eZ�Y (x) � 1

��
+ 0 = � 3

Z
(x2

�
eZ�Y (x) � 1

�
) (C.9)

puisque

8>>>>>><>>>>>>:

d
dxg1 (x; t) =

d
dx

�
t2
�
eZ�Y (t) � 1

��
dt = 0

g1 (x; x) =
�
x2
�
eZ�Y (x) � 1

��
g1 (x; 0) = 0

9>>>>>>=>>>>>>;
et on

d

dx

�
�3x
Z

Z 1

x
t
�
eZ�Y (t) � 1

�
dt

�
= � 3

Z

Z 1

x
t
�
eZ�Y (t) � 1

�
dt+ x

d

dx

�
� 3
Z

Z 1

x
t
�
eZ�Y (t) � 1

�
dt

�
= � 3

Z

Z 1

x
t
�
eZ�Y (t) � 1

�
dt+

3

Z
x2
�
eZ�Y (t) � 1

�
dt (C.10)

puisque

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

d
dxg2 (x; t) =

d
dx

�
t
�
eZ�Y (t) � 1

��
= 0

g2 (x; x) =
�
x
�
eZ�Y (x) � 1

��
g2 (x; 0) = 0R1
x = �

R x
1

9>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>;
donc d�aprésC.9 et C.10

(xY (x))0 �
�
xYme (x)

0� = xY 0 (x)� Y (x)� xYem (x)0 � Yem (x)
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(xY (x))0 � (xYme (x))0 = � 3
Z
x2
�
eZ�Y (x) � 1

�
� 3
Z

Z 1

x
t
�
eZ�Y (t) � 1

�
dt+� 3

Z
x2
�
eZ�Y (t) � 1

�
dt(C.11)

en égale:

xY 0 (x) + Y (x)� xY 0me (x)� Yme (x) = �
3

z

Z 1

x
t
�
eZ�Y (t) � 1

�
dt (C.12)

la dérivée deuxiéme de cette fonction est:

Y 0 (x) + xY " (x) + Y 0 (x)� Y 0me (x)� xYme" (x)� Y 0me (x)

=
3

Z
x
�
eZ�Y (x) � 1

�
(C.13)

xY " (x) + 2Y 0 (x)� xYme" (x)� 2Y 0me (x) =
3

Z
x
�
eZ�Y (x) � 1

�
on divise par x on trouve l�équation di¤érentielle de l�énergie potentielle:

Y " (x) +
2

x
Y 0 (x) = Yme" (x) +

2

x
Y 0me (x) +

3

Z

�
eZ�Y (x) � 1

�
(C.14)

et puisque en coordonnées sphérique �Y (x) = Y " (x) + 2
xY

0 (x)

donc l�équation C.14 devient:

�Y (x) = �Yme (x) +
3

Z
eZ�Y (x) � 3

Z
(C.15)

�Y (x) =
3

Z
eZ�Y (x) +�Yme (x)�

3

Z
(C.16)


