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Introduction

Nous étudions dans ce mémoire un article de Milnor1 qui traite la question du
groupe fondamental d’une variété affinement plate complète donnée. Milnor a mon-
tré que la classe de ces groupes fondamentaux contient les groupes virtuellement poly-
cycliques sans torsion. Notre travail s’est limité à reproduire la preuve de ce théorème
et à acquérir les notions nécessaires (qui vont de la théorie des groupes polycycliques
aux groupes algébriques, structures affines…).

Un groupe Γ est virtuellement polycyclique s’il possède un sous-groupe d’indice
fini Γ qui soit polycyclique, i.e. il existe une suite finie de sous-groupes

Γ ⊃ Γ ⊃ … ⊃ Γ𝑘 = {0}

où chaque quotient Γ𝑖/Γ𝑖+ est cyclique.
Une variété différentielle𝑀 est affinement plate si elle possède un atlas dont tout les
changements de cartes sont des applications affines. On définit la notion de géodé-
sique pour une variété affine et on dit que cee variété est complète si la géodésique
est définie sur toute la droite ℝ.

Le théorème de Milnor qui nous intéresse, s’énonce comme suit :

Théorème 1. Tout groupe virtuellement polycyclique et sans torsion est le groupe fon-
damental d’une certaine variété affinement plate complète.

Ce mémoire se présente de la façon suivante :

1. Premier chapitre de généralités, sur la notion du groupe fondamental et sur la
notion de variété affine

2. Deuxième chapitre, consacré aux théorèmes deMilnor : un groupe virtuellement
polycyclique et sans torsion est le groupe fondamental d’une certaine variété af-
finement plate complète. Caractériser les groupes de Lie dont tout sous-groupe
discret est virtuellement polycyclique.

3. Une annexe qui regroupe les notions liées aux groupes polycycliques et aux
groupes algébriques.

Nous terminons par une petite conclusion, où on indique les conjectures encore ou-
vertes à ce jour. Tout à la fin, nous donnons une bibliographie de la liérature qui
traite ces questions plus en détail.

1. JohnWillardMilnor est un grand mathématicien, né le 20 février 1931 à Orange dans le New Jersey.
Médaillé Fields en 1962, pour ses œuvres en topologie différentielle.
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Notations

Aff(𝐴) groupe des applications affines bijectives de 𝐴.
dim dimension.
𝜋(𝑋, 𝑥) groupe fondamental de (𝑋, 𝑥).
𝑀 revêtement universel de𝑀.
⊕ somme directe.
⊗ produit tensoriel.
∼ relation d’homotopie.
T𝑛 tore de dimension 𝑛.
tr opérateur trace.
(𝑈, 𝜑) carte locale d’une variété.

5



Table des figures

1.1 Deux courbes homotopes dans un espace 𝑋 . . . . . . . . . . . . . . . . 8

6



C

1
Éléments de topologie et
de géométrie

Définition 1.1 (Homotopie). Soient 𝑋 et 𝑌 deux espaces topologiques et soient 𝑓, 𝑔 ∶
𝑋 → 𝑌 deux applications continues.
On dit que 𝑓 est homotope à 𝑔 et on note 𝑓 ∼ 𝑔, s’il existe une application continue (dite
homotopie)

𝐻 ∶ 𝑋 × [0, 1] → 𝑌
(𝑥, 𝑡) ↦ 𝐻(𝑥, 𝑡) (1.1)

telle que 𝐻(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥) et 𝐻(𝑥, 1) = 𝑔(𝑥).

Remarques. 1. L’homotopie est une relation d’équivalence.

2. Si 𝑋 et 𝑌 sont des variétés différentielles et si 𝑓 et 𝑔 sont lisses et homotopes, alors
elles sont 𝐶∞-homotopes.

Définition 1.2 (Type d’homotopie). Ont dit que deux espaces topologiques𝑋 et𝑌 ont le
même type d’homotopie s’il existe deux applications continues 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 et 𝑔 ∶ 𝑌 → 𝑋
telles que :

𝑓 ∘ 𝑔 ∼ Id𝑌 et 𝑔 ∘ 𝑓 ∼ Id𝑋 .

Rétractionpar déformation. Un exemple important et intuitive d’homotopie entre
deux espaces est la rétraction par déformation. Soient 𝑋 un espace topologique et 𝐴
une partie de 𝑋 . Une rétraction de 𝑋 sur 𝐴 est une application continue 𝑟 ∶ 𝑋 → 𝐴
telle que 𝑟(𝑥) = 𝑥 pour 𝑥 ∈ 𝐴. L’application 𝑟 ∶ 𝑋 → 𝐴 est appelée une rétraction
par déformation si de plus 𝑖 ∘ 𝑟 ∶ 𝑋 → 𝑋 , où 𝑖 ∶ 𝐴 → 𝑋 est l’injection canonique, est
homotope à Id𝑋 . On dit que 𝐴 est un rétracte par déformation de 𝑋 s’il existe une
rétraction par déformation 𝑋 → 𝐴.

Exemples. 1. Deux espaces homéomorphes sont homotopes.

2. Un cercle est un rétracte par déformation d’un cylindre.
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𝐻 ∶ 𝐼 × 𝐼 → 𝑋 •
𝑥

•
𝑥

⊂ 𝑋
𝐼 × 𝐼

𝐻(0, 𝑡)

𝛾 ∼ 𝛾

𝐻(1, 𝑡)

𝛾

F. 1.1 : Deux courbes homotopes dans un espace 𝑋 .
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3. Si𝑌 est contractile (homotope à un point), alors toutes applications continues 𝑓, 𝑔 ∶
𝑋 → 𝑌 sont homotopes.

4. Un espace est dit simplement connexe s’il est connexe par arcs et si tout lacet (courbe
fermée) est homotope à un point. Tout espace contractile est simplement connexe ;
la réciproque est fausse : les sphère 𝑆𝑛 (𝑛 ≥ 2) sont simplement connexes mais non
contractiles.

5. Le plan privé de l’origine n’est pas simplement connexe ; une courbe qui entoure
l’origine n’est pas homotope à un point. L’anneau {𝑧 ∈ ℂ, 0 < 𝑟 < |𝑧| < 𝑅} et le
tore 𝑇 = 𝑆 × 𝑆 ne sont pas simplement connexes.

6. ℝ𝑛 − {𝑝𝑡} est homotope à la sphère 𝑆𝑛− (la sphère est un rétracte par déformation
de (ℝ𝑛)∗ par 𝑟(𝑥) = 𝑥

‖𝑥‖ ).

7. Par les projections stéréographiques 𝑆𝑛 − {𝑝𝑡} ∼ ℝ𝑛 et

(𝑆𝑛 − {𝑁}) ∩ (𝑆𝑛 − {𝑆}) ∼ (ℝ𝑛)∗ ∼ 𝑆𝑛−.

1.1 Groupe fondamental et revêtements

Le groupe fondamental est introduit pour la première fois, par Poincaré, dans une
note aux comptes rendus de l’Académie des sciences en 1892.. Il s’agit d’associer à un
espace topologique donné, un groupe, de tel sorte que deux espaces homéomorphes
ont des groupes fondamentaux isomorphes.

Plus précisément, soit 𝑋 un espace topologique et 𝑥 ∈ 𝑋 , (on dira que (𝑋, 𝑥) est
un espace pointé). Soitℒ(𝑋, 𝑥) l’ensemble des lacets basés en 𝑥, i.e. les applications
continues 𝛾 ∶ [0, 1] → 𝑋 avec 𝛾(0) = 𝛾(1) = 𝑥. On voudrait faire de ℒ(𝑋, 𝑥) un
groupe, avec la concaténation des lacets :

𝛾 ⋅ 𝛾(𝑡) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
𝛾(2𝑡) si 0 ≤ 𝑡 ≤ 


𝛾(2𝑡 − 1) si


 ≤ 𝑡 ≤ 1,

mais cee opération n’est pas associative.
L’homotopie est compatible avec la concaténation des lacets et descend au quo-

tient pour en former un groupe, appelé le groupe fondamental de (𝑋, 𝑥) :

𝜋(𝑋, 𝑥) =
ℒ (𝑋, 𝑥)
homotopie

.
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Ce groupe dépend, à priori, du point base 𝑥. Néanmoins, si 𝑋 est connexe par arcs,
𝜋(𝑋, 𝑥) ne dépend plus de 𝑥 et on notera simplement 𝜋(𝑋). Plus précisément, si 𝑐
un chemin de 𝑥 à 𝑦 dans 𝑋 . Alors l’application

Φ ∶ 𝜋(𝑋, 𝑥) → 𝜋(𝑋, 𝑦)
[𝛾] ↦ [𝑐 ⋅ 𝛾 ⋅ 𝑐−]

est un isomorphisme qui ne dépend que de la classe d’homotopie de 𝑐.

Exemples. • 𝜋(𝑆) = ℤ. On montre en fait que 𝜋(𝑆, 1) = {𝛾𝑛, 𝑛 ∈ ℤ} où
𝛾𝑛(𝑡) = 𝑒𝑖𝜋𝑛𝑡.

• 𝜋(ℝ𝑛) est trivial. En effet, tout les lacets de ℝ𝑛 sont homotopes.

Revêtements Soit 𝐵 un espace topologique. Un revêtement de 𝐵 est la donné d’un
espace topologique 𝐸 et d’une application continue 𝑝 ∶ 𝐸 → 𝐵 ayant la propriété de
trivialisation locale suivante. Pour tout point 𝑏 de 𝐵, il existe un voisinage 𝑉 de 𝑏 dans
𝐵, un espace discret non vide 𝐹 et un homéomorphisme Φ ∶ 𝑝−(𝑉) → 𝑉 × 𝐹 tels que
le diagramme suivant commute

Φ−(𝑉) 𝑉 × 𝐹

𝑉



𝑝 proj

Ceci veut dire qu’un revêtement est un fibré à fibres discrètes.
Autrement dit, 𝑝 ∶ 𝐸 → 𝐵 est un revêtement si tout point de 𝐵 appartient à un

ouvert 𝑉 tel que 𝑝−(𝑉) soit une réunion disjointe d’ouverts appliqués homéomorphi-
quement par 𝑝 sur 𝑉 .

Proposition 1. Soit 𝑝 ∶ 𝐸 → 𝐵 un homéomorphisme local surjectif, avec 𝐸 compact.
Alors 𝑝 est un revêtement.

Démonstration. Soit 𝑏 ∈ 𝐵 et 𝑝−(𝑏) = {𝑥, ..., 𝑥𝑛}. Soit𝑊𝑖 un voisinage ouvert de 𝑥𝑖 tel
que 𝑝|𝑊𝑖 soit un homéomorphisme de 𝑊𝑖 sur un ouvert 𝑈𝑖 contenant 𝑏. ie à les
rétrécir, on peut supposer les𝑊𝑖 deux à deux disjoints. Soit

𝑈 =
𝑛

𝑖=
𝑈𝑖 ∖ 𝑝

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝𝐸 ∖

𝑛

𝑖=

𝑊𝑖

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

et soit 𝑉𝑖 = 𝑝|𝑊𝑖
−
(𝑈). Alors, par construction, 𝑝−(𝑈) est la réunion disjointe des

𝑉𝑖.
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Théorème 2. Soit 𝑋 un espace topologique et 𝐺 un groupe opérant sur 𝑋 de façon que,
pour tout 𝑔 ∈ 𝐺, l’application 𝑥 → 𝑔⋅𝑥 est un homéomorphisme de𝑋 . On fait l’hypothèse
suivante :

Pour tout 𝑥 ∈ 𝑋, il existe un voisinage 𝑈 de 𝑥 tel que,
pour tout 𝑔 ≠ 𝑒 dans 𝐺, 𝑔𝑈 ∩ 𝑈 = ∅. (P)

Alors 𝑋 est un revêtement de 𝑋/𝐺.

Exemples.

𝑝 ∶ ℝ → 𝑆, 𝑝(𝑡) = 𝑒𝑖𝑡. D’après le théorème précédent avec 𝐺 = ℤ.

𝑝 ∶ 𝑆 → 𝑆, 𝑝(𝑧) = 𝑧𝑛 (𝑛 ∈ ℕ∗). D’après la proposition précédente.

𝑝 ∶ 𝑆𝑛 → ℝ𝑃𝑛, 𝑝(𝑥) = [𝑥]. D’après le théorème précédent avec 𝐺 = {− Id, Id}.

1.2 Structures affines

1.2.1 Espaces affines
Soit 𝑉 un espace vectoriel (réel et de dimension finie) et soit 𝐴 un ensemble. On

dit que 𝐴 est un espace affine dirigé par 𝑉 s’il existe Φ ∶ 𝐴 × 𝐴 → 𝑉 telles que, pour
tout 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐴 :

• Φ(𝑥, 𝑦) + Φ(𝑦, 𝑧) = Φ(𝑥, 𝑧) (relation de Chasles).

• l’application Φ𝑥 ∶ 𝐴 → 𝑉 , 𝑦 ↦ Φ(𝑥, 𝑦) est bijective.

En d’autres termes, s’il existe une action libre et transitive du groupe abélien (𝑉, +)
sur 𝐴. Cee action est généralement notée additivement :

𝑉 × 𝐴⟶𝐴
(𝑣, 𝑥)⟼ 𝑥 + 𝑣.

Applications affines. Étant donné deux espaces affines (𝐴,𝑉) et (𝐵, 𝑉 ′). Une ap-
plication 𝑓 ∶ 𝐴 ⟶ 𝐵 est dite affine s’il existe 𝑥 ∈ 𝐴 et une application linéaire
𝐿 ∶ 𝑉 ⟶ 𝑉 ′ tel que :

𝑓(𝑥 + 𝑣) = 𝑓(𝑥) + 𝐿(𝑣)
Dans ce cas 𝑓(𝑥 + 𝑣) = 𝑓(𝑥) + 𝐿(𝑣) est vérifiée pour tout 𝑥 ∈ 𝐴 et tout 𝑣 ∈ 𝑉 .

L’application 𝐿 est appelée la partie linéaire de 𝑓 et notée 𝐿𝑓.
On a les propriétés suivantes :
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• La composée de deux applications affines, 𝑓 et 𝑔, est une application affine et

𝐿𝑓∘𝑔 = 𝐿𝑓 ∘ 𝐿𝑔.

• L’application 𝑓 est injective (respectivement, surjective) si, et seulement si, 𝐿𝑓
est injective (respectivement, surjective).

• Si Aff(𝐴) est le groupe des applications affines bijectives de 𝐴 alors on a l’ho-
momorphisme surjective :

Aff(𝐴) → GL(𝑉)
𝑓 ↦ 𝐿𝑓

et son noyau est constitué des translations.

1.2.2 (𝐺,𝑋)-structures
Soit 𝑋 une variété connexe et 𝐺 un groupe de Lie réel qui agit effectivement sur

𝑋 . On dit que l’action est analytique si, pour tout 𝑔, ℎ ∈ 𝐺 et tout ouvert non vide 𝑈
de 𝑋 , si les difféomorphismes 𝑔 et ℎ coïncident sur 𝑈 alors 𝑔 = ℎ.

Désormais, on supposera toujours que l’action de 𝐺 sur 𝑋 est effective et analy-
tique ; en vu de définir les espaces localement modelées sur 𝑋 .

Définition 1.3 ((𝐺,𝑋)-structures). Soit𝑀 une variété différentielle. Une (𝐺,𝑋)-structure
sur𝑀 est la donnée d’un atlas de cartes 𝜑𝑖 ∶ 𝑈𝑖 ⟶𝑋 telles que :

• les ouverts 𝑈𝑖 recouvrent𝑀,

• les applications 𝜑𝑖 sont des difféomorphismes sur leur image.

• les changements de cartes 𝑓𝑖𝑗 = 𝜑𝑖 ∘ 𝜑−𝑗 : 𝜑𝑗(𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗) ⟶ 𝜑𝑖(𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗) sont
localement donnés par des éléments de𝐺 i.e. pour tout 𝑥 dans 𝜑𝑗(𝑈𝑖∩𝑈𝑗), il existe
un 𝑔 de 𝐺 et un voisinage 𝑈 de 𝑥 tel que 𝑓𝑖𝑗 = 𝑔 sur 𝑈 .

Remarques.

1. L’élément 𝑔 est unique et l’égalité 𝑔 = 𝑓𝑖𝑗 est valable sur toute la composante
connexe de 𝜑𝑗(𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗) contenant 𝑥.

2. On considère comme égales deux (𝐺,𝑋)-structures définies par des atlas dont la
réunion est encore un atlas qui définit une (𝐺,𝑋)-structure… autrement dit, une
(𝐺,𝑋)-structure c’est un atlas maximal vérifiant les propriétés ci-dessus.

3. Les structures affines (plates) sont celles pour lesquelles 𝐺 est le groupe Aff(ℝ𝑛)
des transformations affines de 𝑋 = ℝ𝑛.
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4. L’exemple le plus simple de (𝐺,𝑋)-variété est 𝑋 elle même.

On appelle (𝐺,𝑋)-variété une variété munie d’une (𝐺,𝑋)-structure. L’intérêt de
ces structures est que les constructions géométriques locales faites sur 𝑋 descendent
sur𝑀. On peut penser par exemple à des métriques invariantes par le groupe 𝐺.

Définition 1.4 ((𝐺,𝑋)-morphismes). Un morphisme de (𝐺,𝑋)-variétés 𝐹 ∶ 𝑀 → 𝑁
est une application 𝐶∞ qui se lit localement dans les cartes des (𝐺,𝑋)-structures comme
l’action d’un élément de 𝐺 i.e. pour tout point 𝑥 de 𝑀, il existe des cartes (𝑈𝑖, 𝜑𝑖) et
(𝑉𝑗, 𝜓𝑗) au voisinage de 𝑥 et de 𝐹(𝑥) et un élément 𝑔 de 𝐺 tels que

𝜓𝑗 ∘ 𝐹 = 𝑔 ∘ 𝜑𝑖.

Ces morphismes sont des difféomorphismes locaux.

Lorsqu’il s’agit de structures affines, on dit que 𝐹 est une application affine.

Développante et holonomie Une façon de comprendre une (𝐺,𝑋)-structure sur
une variété 𝑀 connexe est de construire l’application développante. C’est le but de
cee section. On se repose pour cela sur l’hypothèse d’analyticité de l’action de 𝐺
sur 𝑋 : en partant d’une carte, on peut en faire le prolongement analytique1 grâce
aux changements de cartes, pour finir par construire une application du revêtement
universel 𝑀 de𝑀 vers 𝑋 . Cee application est par construction un difféomorphisme
local, mais on verra que son comportement global peut-être très compliqué. Ayant
construit cee application développante, l’action du groupe fondamental de 𝑀 sur
son revêtement universel se traduit par l’action d’éléments du groupe 𝐺 : on obtient
naturellement la représentation d’holonomie de la (𝐺,𝑋)-structure, c’est-à-dire un
morphisme 𝜋(𝑀) → 𝐺.

Soit 𝑀 une (𝐺,𝑋)-variété connexe. Son revêtement universel est naturellement
muni d’une (𝐺,𝑋)-structure en composant les cartes par l’application de revêtement.
On montre maintenant qu’il existe un (𝐺,𝑋)- morphisme 𝐷 du revêtement universel
𝑀 dans 𝑋 , qui est essentiellement unique : on l’appelle application développante

Proposition 2. Il existe un (𝐺,𝑋)-morphisme𝐷 de 𝑀 dans𝑋 . De plus, tout autre (𝐺,𝑋)-
morphisme de 𝑀 dans 𝑋 est de la forme 𝑔 ∘ 𝐷, pour un élément 𝑔 ∈ 𝐺.

Démonstration. Fixons un point 𝑣 ∈ 𝑀. On choisit une carte de la (𝐺,𝑋)-structure
𝜑 ∶ 𝑉 → 𝑋 autour de 𝑣. L’application 𝐷 recherchée coïncidera avec 𝜑 sur 𝑉 et
on cherche à la prolonger. On montrera plus précisément : il existe un unique (𝐺,𝑋)-
morphisme 𝐷 de 𝑀 dans 𝑋 qui coïncide avec 𝜑 sur un voisinage de 𝑣.

1. de façon parfaitement similaire au prolongement analytique des fonctions holomorphes.
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Construction de la développante. Fixons un point 𝑣 de 𝑀 et une carte (𝑈, 𝜑)
au voisinage de 𝑣. Soit 𝑣 un point de𝑀. Relions 𝑣 à 𝑣 par un chemin 𝛾. Choisissons
une partition 𝑡 = 0 ≤ 𝑡 ≤ ⋯ ≤ 𝑡𝑝+ = 1 de l’intervalle [0, 1] de sorte qu’il existe
des ouverts𝑈,⋯ ,𝑈𝑝 de cartes 𝜑,⋯ ,𝜑𝑝 de sorte que 𝛾 ([𝑡𝑖, 𝑡𝑖+]) ⊂ 𝑈𝑖. Soient 𝑔𝑖 les
éléments de 𝐺 tels que 𝜑𝑖 = 𝑔𝑖+ ∘ 𝜑𝑖+ au voisinage de 𝛾(𝑡𝑖+). On pose

𝐷(𝑣) = 𝑔 ∘ ⋯ ∘ 𝑔𝑝(𝜑𝑝(𝑣)).
On vérifie grâce au lemme ci-dessus que, à partition fixée, 𝐷(𝑣) ne dépend pas du
choix des cartes 𝜑,⋯ ,𝜑𝑝. En effet, donnons nous d’autres cartes 𝜓𝑖 avec 𝜓 = 𝜑,
et notons 𝑔′𝑖 les éléments de 𝐺 qu’elles permeent de construire. On a l’égalité, avec
ℎ𝑖 dans 𝐺, 𝜓𝑖 = ℎ𝑖 ∘ 𝜑𝑖 au voisinage de 𝛾 ([𝑡𝑖, 𝑡𝑖+]). Et donc 𝑔′𝑖 = ℎ𝑖− ∘ 𝑔𝑖 ∘ ℎ𝑖. On en
déduit que 𝐷(𝑣) ne dépend pas de la partition et enfin que 𝐷(𝑣) ne dépend pas du
lacet choisi car𝑀 est simplement connexe.

Nous avons utilisé le lemme suivant, qui met en évidence l’utilité de l’hypothèse
d’analyticité :

Lemme 1.1. Soit𝑀 une (𝐺,𝑋)-variété connexe. Deux (𝐺,𝑋)-morphismes𝜑,𝜓 à valeurs
dans 𝑋 qui coïncident sur un ouvert non vide coïncident sur tout𝑀.

Démonstration. On considère l’ensemble des 𝑥 ∈ 𝑀 pour lesquels 𝜑 et 𝜓 coïncident
sur un voisinage de 𝑥. C’est un ensemble non-vide, ouvert par construction. Il reste à
voir qu’il est fermé. Pour cela, soit 𝑥 un point dans l’adhérence. Lisons𝜑 et𝜓 dans une
carte autour de 𝑥. Ils sont chacun donnés par un élément 𝑔 et ℎ de 𝐺, par définition
de (𝐺,𝑋)-morphisme. De plus, 𝑔 et ℎ coïncident sur un ouvert inclus dans la carte, par
hypothèse sur 𝑥. L’analyticité de l’action de 𝐺 garantit que 𝑔 = ℎ, c’est-à-dire que 𝜑
et 𝜓 coïncident au voisinage de 𝑥.

On fixe une (𝐺,𝑋)-variété connexe et on choisit un point base 𝑥 ∈ 𝑀. Notons Γ =
𝜋(𝑀, 𝑥). Ce groupe agit sur le revêtement universel 𝑀 de𝑀. On fixe une application
développante 𝐷 de la (𝐺,𝑋)-structure. La proposition suivante définit le morphisme
d’holonomie associé :

Proposition 3. Il existe un unique morphisme ℎ ∶ Γ → 𝐺 tel que pour tout 𝛾 ∈ Γ, on a

𝐷 ∘ 𝛾 = ℎ(𝛾) ∘ 𝐷.

Démonstration. Pour tout 𝛾 ∈ Γ,𝐷∘𝛾 est un (𝐺,𝑋)-morphisme de 𝑀 vers 𝑋 . D’après
la proposition précédente, il existe un élément de 𝐺, qu’on note ℎ(𝛾) tel que

𝐷 ∘ 𝛾 = ℎ(𝛾) ∘ 𝐷.
On vérifie que ℎ est bien un morphisme de groupes. Pour les notions d’application
développante et de morphisme d’holonomie, on fait des choix. Remarquons que si
on change l’application développante 𝐷 en 𝑔 ∘ 𝐷, alors on conjugue le morphisme
d’holonomie : ℎ(𝛾) devient 𝑔 ∘ ℎ(𝛾) ∘ 𝑔−.
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1.2.3 Variétés affinement plates
Géodésiques Soit 𝑀 une variété affinement plate, c’est à dire une (𝐺,𝑋)-variété
où l’espace modèle 𝑋 est l’espace affine 𝑉 = ℝ𝑛 et où 𝐺 est le groupe Aff (ℝ𝑛) des
transformations affines de ℝ𝑛. On choisit une développante 𝐷 ∶ 𝑀 → 𝑉 et on note
ℎ ∶ 𝜋(𝑀) → 𝐺 le morphisme d’holonomie. On appelle géodésique sur𝑀 (ou sur 𝑀)
une courbe qui, lue dans les cartes, est un segment de droite paramétré affinement.
Pour tout 𝑥 dans𝑀 et 𝑣 dans 𝑇𝑥𝑀, il existe une unique géodésique notée 𝑡 → 𝜙𝑣(𝑡)
qui part de 𝑥 à la vitesse 𝑣 au temps 0. Lorsqu’on peut définir cee géodésique jusqu’au
temps 1, on note exp𝑥(𝑣) la valeur prise au temps 𝑡 = 1. On a donc 𝜙𝑣(𝑡) = exp𝑥(𝑡𝑣).
On note 𝐹𝑥 l’ensemble des points de𝑀 que l’on peut joindre à 𝑥 par une géodésique.
C’est un ouvert de𝑀.

Un segment affine dans une variété affinement plate𝑀 est donné par une applica-
tion 𝜎 ∶ 𝐼 ⟶ 𝑀 d’un intervalle ouvert 𝐼 ⊂ ℝ dans𝑀 qui, lorsqu’il est composé avec
n’importe quel système de coordonnées local de l’atlas affine de𝑀 donne une carte
de 𝐼 à un certain ℝ𝑛 qui est localement la restriction d’une application affine.

À noter qu’un segment affine est uniquement déterminé par son image par une
paramétrisation affine, c’est-à-dire si 𝜎 ∶ 𝐼 ⟶ 𝑀 et 𝜏 ∶ 𝐽 ⟶ 𝑀 sont deux segments
affines avec 𝜎(𝐼) = 𝜏(𝐽) alors il existe un automorphisme affine 𝑔 ∈ Aff(ℝ𝑛) de ℝ𝑛 tel
que 𝜏 = 𝜎 ∘ 𝑔.

Une ligne affine dans𝑀 est un segment affine défini sur toute la droite ℝ.

Complétude Une variété affinement plate𝑀 est dite complète si chaque segment
affine dans𝑀 est la restriction d’une ligne affine de𝑀.

Si 𝑀 est une variété affinement plate, son revêtement universel 𝑀 est aussi une
variété affinement plate d’une manière naturelle ; et𝑀 est complète si et seulement
si 𝑀 est complète.

Chaque variété affinement plate complète et simplement connexe est une variété
affine isomorphe à ℝ𝑛, si dim𝑀 = 𝑛. Il s’ensuit que le groupe de transformations du
revêtement universel est Aut(𝑀) ≃ 𝜋(𝑀) est un sous-groupe proprement discontinu
de Aff(ℝ𝑛). L’action de Γ sur ℝ𝑛 a la propriété qu’aucun élément 𝑔 ≠ 𝑒 n’a de point
fixe. Cee propriété équivaut à Γ sans torsion. La raison en est que chaque groupe
fini de transformations affines a un point fixe, par exemple le centre de gravité d’une
orbite. Inversement, si Γ est un sous-groupe sans torsion proprement discontinu de
Aff(ℝ𝑛) alors 𝑀 = ℝ𝑛/Γ est une variété affinement plate complète dont le groupe
fondamental s’identifie à Γ.



C

2 Groupes fondamentaux
de variétés affinement
plates

2.1 Construction d’actions affines

Cee partie contient les résultats principaux concernant le groupe fondamental
d’une variété affinement plate complète donnée. (Voir [8]).

Un groupe 𝐺 est dit virtuellement polycyclique, s’il possède un sous groupe d’in-
dice fini Γ possédant une suite fini :

Γ = Γ ⊃ Γ ⊃ … ⊃ Γ𝑘 = {0}.

où chaque Γ𝑖 est un sous-groupe normal de Γ𝑖− et chaque quotient Γ𝑖−/Γ𝑖 est cyclique.

Remarque. ie à remplacer Γ par son cœur

cœur𝐺(Γ) = 
𝑔∈𝐺

𝑔Γ𝑔−,

qui est un sous-groupe normal ; et d’indice fini (comme Γ), on peut toujours ajouter dans
la définition d’un groupe polycyclique, que le sous-groupe Γ est normal.

Nous rappelons qu’une action d’un groupe discret 𝐺 sur un espace localement
compact 𝑋 est dite proprement discontinue si pour tout compact 𝐾 de 𝑋 , l’ensemble

𝐺𝐾 = 𝑔 ∈ 𝐺, 𝑔𝐾 ∩ 𝐾 ≠ ∅

est fini1.
Le théorème suivant nous permera de construire des actions effectives et propre-

ment discontinues de certains espaces euclidiens.

Théorème 3. Tout groupe virtuellement polycyclique admet une action effective et pro-
prement discontinue par transformations affines de ℝ𝑛 (pour certain 𝑛 ≥ 1).
1. En particulier, les groupes d’isotropie sont finis
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Démonstration. Soit Γ ⊂ Γ un sous-groupe polycyclique d’indice fini. Le groupe Γ
peut être plongé dans GL(𝑚,ℤ) (voir [8]). On peut donc voir Γ comme sous-groupe
discret du groupe de Lie complexe GL(𝑚,ℂ).

La fermeture de Zariski de Γ est à la fois une sous-variété algébrique et un sous-
groupe de Lie complexe résoluble de GL(𝑚,ℂ). La composante irréductible du neutre
𝑆 est un sous-groupe d’indice fini (voir Annexe). L’intersection Δ = 𝑆 ∩ Γ est donc
d’indice fini dans Γ. En effet, Comme 𝑆 est un sous-groupe normal de Γ alors, le
deuxième théorème d’isomorphisme donne :

Γ/ (𝑆 ∩ Γ) ≃ 𝑆Γ/𝑆 ↪ Γ/𝑆.

Comme 𝑆 est un sous-groupe algébrique connexe et résoluble deGL(𝑚,ℂ), il est conju-
gué au groupe de Borel 𝐵 constitué de matrices triangulaires supérieures, (c’est un
Théorème de Borel pour les groupes algébriques résolubles). ie à appliquer un
automorphisme intérieur (conjugaison), on peut supposer Δ ⊂ 𝐵.

Comme
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑎 × × × ×
⋱ × × ×

⋱ × ×

0 ⋱ ×
𝑎𝑚𝑚

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 × × × ×
⋱ × × ×

⋱ × ×

0 ⋱ ×
1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑎 0 ⋯ ⋯ 0
⋱ 0 ⋯ 0

⋱ ⋯ 0

0 ⋱ 0
𝑎𝑚𝑚

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

alors 𝐵 = 𝑈𝐷 où 𝑈 est le sous-groupe des matrices unipotentes (i.e. triangulaires su-
périeures avec que des 1 sur la diagonale) et𝐷 est le sous-groupe abélien des matrices
diagonales. À noter que𝑈 est un espace affine complexe de dimension

𝑚(𝑚−)
 . Comme

𝑈 est un sous-groupe normal, on a la suite exacte :

1⟶ 𝑈 ⟶ 𝐵
𝑝
⟶𝐷⟶ 1.

Le morphisme surjectif 𝑝 permet de définir une action de 𝐵 sur 𝑈 par :

𝑏 ⋅ 𝑢 ∶= 𝑏𝑢𝑝(𝑏)−.

C’est une action (non nécessairement effective ou proprement discontinue), par des
transformations affines (Φ𝑏(𝑢) = 𝑏𝑢𝑝(𝑏)− est la restriction d’une application linéaire
au sous-espace affine𝑈). Par restriction, Δ opère aussi sur𝑈 par des transformations
affines.

Comme Γ est polycyclique, il est résoluble de type fini (et de même pour ces sous-
groupes). En particulier, Δ est de type fini. On déduit que le quotient Δ/ (Δ ∩ 𝑈) est
de type fini et abélien (on peut le plonger dans le groupe, abélien𝐷 ≃ 𝐵/𝑈). On a alors

Δ/ (Δ ∩ 𝑈) = Λ ⊕ ... ⊕ Λ𝑝
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où chaqueΛ𝑖 est cyclique2. Tout groupe cycliqueΛ𝑖 agit effectivement et proprement
discontinument sur ℂ, par des transformations affines. En effet, si Λ est cyclique fini,
i.e Λ = ℤ𝑘 = {𝑧 ∈ ℂ, 𝑧𝑘 = 1}, alors Λ opère sur ℂ par rotation : 𝑧𝑘 ⋅ 𝑧 ∶= 𝑧𝑘𝑧. Si Λ est
cyclique infini, i.e. Λ = ℤ, alors Λ opère sur ℂ par translation : 𝑛 ⋅ 𝑧 ∶= 𝑧 + 𝑛.

Donc Δ/ (Δ ∩ 𝑈) opère effectivement et proprement discontinument sur ℂ𝑝 par
des transformations affines, (chaque facteur agit sur ℂ, par rotation ou translation,
suivant le facteur cyclique est fini ou infini).

L’action diagonale de Δ sur 𝑈 × ℂ𝑝 définie par :

𝑏 ⋅ (𝑢, 𝑧, ..., 𝑧𝑝) ∶= 𝑏𝑢𝑝(𝑏)−, [𝑏] ⋅ (𝑧, ..., 𝑧𝑝) ,

où [𝑏] est la classe à gauche de Δ/ (Δ ∩ 𝑈), est effective et proprement discontinue.
En effet, si pour tout (𝑢, 𝑧, ..., 𝑧𝑝) ∈ 𝑈 × ℂ𝑝, 𝑏 ⋅ (𝑢, 𝑧, ..., 𝑧𝑝) = (𝑢, 𝑧, ..., 𝑧𝑝), alors
[𝑏] = 0, i.e. 𝑏 ∈ Δ∩𝑈 . Par suite, 𝑏𝑢𝑝(𝑏)− = 𝑢 donne 𝑝(𝑏) = 𝑢−𝑏𝑢 ∈ 𝑈 et donc 𝑏 = Id.
Soit 𝐾 un compact de 𝑈 × ℂ𝑝 et soit 𝐾 sa projection sur ℂ𝑝. On a

𝑏 ∈ 𝐺𝐾 ⟺∃(𝑢, 𝑧, ..., 𝑧𝑝), (𝑣, 𝑤, ..., 𝑤𝑝) ∈ 𝐾, (𝑣, 𝑤, ..., 𝑤𝑝) = 𝑏 ⋅ (𝑢, 𝑧, ..., 𝑧𝑝)
⟹ (𝑧, ..., 𝑧𝑝), (𝑤, ..., 𝑤𝑝) ∈ 𝐾, (𝑤, ..., 𝑤𝑝) = 𝑏 ⋅ (𝑧, ..., 𝑧𝑝)
⟹ 𝑏 ∈ 𝐺𝐾 .

mais 𝐺𝐾 est fini, donc 𝐺𝐾 est fini.
Nous allons prolonger l’action du sous-groupe Δ en une action de Γ qui possède

les mêmes propriétés. Δ est d’indice fini 𝑞 dans Γ. Plus précisément :

[Γ ∶ Δ] = [Γ ∶ Γ] × [Γ ∶ Δ].

Et, d’après ce qui précède, Δ opère effectivement et proprement discontinument par
des transformations affines de ℝ𝑘 (𝑘 = 𝑚(𝑚 − 1) + 2𝑝). Soit

Hom(Γ,ℝ) = 𝑓 ∶ Γ → ℝ𝑘, 𝑓(𝛿𝛾) = 𝛿𝑓(𝛾), ∀𝛿 ∈ Δ, ∀𝛾 ∈ Γ

i.e. les fonctions 𝑓 ∶ Γ → ℝ𝑘 Δ-équivariantes.
Si 𝛾, ..., 𝛾𝑞 sont les représentants des classes à droite de Γ/Δ, alors Γ = Δ𝛾∪...∪Δ𝛾𝑞.
Tout 𝑓 ∈ Hom(Γ,ℝ) est uniquement déterminée par ses valeurs 𝑓(𝛾), ..., 𝑓(𝛾𝑞) ∈ ℝ𝑘,
qui peuvent être choisies arbitrairement, ce qui établi une bijection :

Hom(Γ,ℝ) → ℝ𝑘𝑞

𝑓 ↦ 𝑓(𝛾), ..., 𝑓(𝛾𝑞)

On définit une action de Γ sur Hom(Γ,ℝ) par l’application affine :

𝜑 ⋅ 𝑓 (𝛾) ∶= 𝑓(𝛾𝜑)

2. Ceci est vrai pour tout groupe abélien de type fini.
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Il est immédiat que 𝜑 ⋅ 𝑓 est Δ-équivariante.
Comme l’action de Δ sur ℝ𝑘 est effective et proprement discontinue, l’action in-

duite de Γ sur Hom(Γ,ℝ) ≃ ℝ𝑘𝑞 l’est aussi.

Le théorème précédent va nous permere d’énoncer et de démontrer le théorème
central suivant.

Théorème 4. Tout groupe virtuellement polycyclique et sans torsion est le groupe fon-
damental d’une certaine variété affinement plate complète.

Démonstration. Si un groupe de Lie 𝐺 opère proprement et librement sur une variété
𝑀 alors le quotient𝑀/𝐺 possède une unique structure de variété pour laquelle𝑀→
𝑀/𝐺 est une fibration de fibre type 𝐺. Si 𝐺 est discret et𝑀 est simplement connexe
alors𝑀 → 𝑀/𝐺 est un revêtement (universel) et le groupe fondamental du quotient
s’identifie à 𝐺 (i.e. 𝜋 (𝑀/𝐺) ≃ 𝐺). (Voir [3]).

Si Γ est un groupe virtuellement polycyclique, alors Γ opère proprement disconti-
nument par des transformations affines sur un certain ℝ𝑘 (d’après le théorème pré-
cédent). Comme Γ est sans torsion, tout ses sous-groupes finis sont triviaux. En par-
ticulier, le stabilisateur de chaque point qui est fini (car l’action est proprement dis-
continue), est donc trivial et l’action est donc libre. Par suite,𝑀 = ℝ𝑘/Γ est la variété
cherchée (𝜋(𝑀) ≃ Γ).

2.2 Sous-groupes discrets de groupes de Lie

Nous nous intéressons dans cee partie aux sous-groupes discrets des groupes de
Lie3. Plus précisément, nous allons prouver un certain nombre de lemmes pour carac-
tériser les groupes de Lie dont tout sous-groupe discret est virtuellement polycyclique.

Le premier lemme est une conséquence de l’alternative de Tits (voir [6]).

Lemme 2.1. Soit 𝐺 un groupe de Lie à nombre fini de composantes connexes et soit
Γ un sous-groupe discret. Alors, Γ est soit virtuellement polycyclique, soit il contient un
sous-groupe libre non cyclique.

Démonstration. Remarquons d’abord que c’est bien une alternative, i.e. Γ ne peut pas
ầ la fois, posséder un sous-groupe libre à deux générateurs et être virtuellement poly-
cyclique.

Si Γ admet une représentation fidèle Γ ↪ GL(𝑛,ℝ) pour un certain 𝑛, alors l’alter-
native de Tits affirme que Γ est soit virtuellement résoluble, soit il contient un sous-
groupe libre à deux générateurs.

3. Sophus Lie (1842-1899), mathématicien norvégien. On lui doit la création de la notion d’algèbre de
Lie, ainsi que des groupes de Lie.
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La même dichotomie subsiste si Γ peut être plongé dans un groupe de Lie 𝐺 à
nombre fini de composantes connexes. En effet, par le Théorème d’Ado, l’algèbre de
Lie de 𝐺 admet une représentation linéaire fidèle de dimension finie. Il existe donc un
groupe de Lie 𝐺′ localement isomorphe à 𝐺 avec 𝐺′ ↪ GL(𝑛,ℝ) (pour un certain 𝑛).
Soit 𝐺 la composante connexe du neutre de 𝐺 et soit 𝐺 son revêtement universel.
On a deux morphismes de groupes de Lie surjectifs, à noyaux discrets :

𝐺

𝐺 𝐺′
𝑝

𝑝′

Pour tout sous-groupe Γ de 𝐺 on associe un sous-groupe Γ ′ de 𝐺′ par :

Γ ′ = 𝑝′ 𝑝−(Γ ∩ 𝐺) .

On vérifie alors que Γ est virtuellement polycyclique (respectivement, contenant un
sous-groupe libre à deux générateurs) si, et seulement si, Γ ′ est virtuellement polycy-
clique (respectivement, contenant un sous-groupe libre à deux générateurs).

Un Théorème de Mostow affirme qu’un sous groupe discret résoluble d’un groupe
de Lie connexe est forcément polycyclique. Ce qui permet de conclure que pour les
sous-groupes discrets, virtuellement résoluble implique virtuellement polycyclique.

Groupes moyennables. Avant d’énoncer le deuxième lemme, nous aurons besoin
de la notion de moyennabilité des groupes.

Soit 𝐺 un groupe topologique et soit 𝐵 l’espace de ses fonctions continues et bor-
nées

𝐵 = 𝑓 ∶ 𝐺 → ℝ, continue ∃𝑀 > 0, ∀𝑔 ∈ 𝐺, |𝑓(𝑔)| ≤ 𝑀 .
Le groupe 𝐺 agit à gauche sur 𝐵 par :

(𝑔 ⋅ 𝑓)(𝑥) = 𝑓(𝑔−𝑥).

Le groupe 𝐺 est dit moyennable (ou amenable) si 𝐵 possède une moyenne invariante
par translation à gauche. i.e. une fonctionnelle linéaire, à valeur réelle : 𝑓 ↦ 𝑚(𝑓)
telles que :

• Pour tout 𝑔 ∈ 𝐺, 𝑚(𝑔 ⋅ 𝑓) = 𝑚(𝑓).

• inf 𝑓 ≤ 𝑚(𝑓) ≤ sup 𝑓.
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Exemples.

1. Tout groupe fini est moyennable.

2. Tout groupe abélien est moyennable.

3. Toute extension d’un groupe moyennable est moyennable.

4. Tout sous-groupe discret d’un groupe moyennable est moyennable.

5. SL(2,ℝ) n’est pas moyennable.

6. Tout groupe libre non cyclique, n’est pas moyennable.



C

3 Annexe

3.1 Éléments de la théorie des groupes

Un groupe 𝐺 est dit polycyclique s’il existe une suite décroissante finie (𝐻𝑘)𝑘=,..,𝑛
de sous-groupes de 𝐺 telle que :

{1} = 𝐻𝑛 ⊆ 𝐻𝑛− ⊆ ⋯ ⊆ 𝐻 ⊆ 𝐻 = 𝐺,

les quotients𝐻𝑘/𝐻𝑘+ étant cycliques (pour 𝑘 = 0,… , 𝑛−1) si 𝑛 est strictement positif.
Il résulte directement de la définition que la polycyclicité est stable par extension. Plus
précisément, si un groupe 𝐺 possède un sous-groupe 𝐻 ◁ 𝐺 tel que 𝐻 et 𝐺/𝐻 soient
polycycliques, alors 𝐺 est polycyclique.

Exemples.

1. Tout groupe cyclique est polycyclique.

2. Tout groupe fini résoluble est polycyclique.

3. Tout groupe nilpotent de type fini est polycyclique.

Proposition 4.

1. Tout sous-groupe d’un groupe polycyclique est polycyclique.

2. Tout quotient d’un groupe polycyclique est polycyclique.

3. Un produit direct fini de groupes polycycliques est polycyclique.

Démonstration. Voir [9].

Proposition 5. Pour un groupe 𝐺, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. 𝐺 est polycyclique.
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2. 𝐺 est résoluble et vérifie la condition maximale1.

Démonstration. 1 ⇒ 2
Soient :

{1} = 𝐻𝑛 ⊆ 𝐻𝑛− ⊆ ⋯ ⊆ 𝐻 ⊆ 𝐻 = 𝐺
des sous-groupes de 𝐺 tels que 𝐻𝑘/𝐻𝑘+ soit cyclique pour 𝑘 = 0, 1, … , 𝑛 − 1. En parti-
culier, les quotients 𝐻𝑘/𝐻𝑘+ sont résolubles et ils vérifient la condition maximale.
Mais la résolubilité et la condition maximale sont des propriétés stables par extension,
donc 𝐺 est résoluble et vérifie la condition maximale.

2 ⇒ 1

Le groupe 𝐺 étant résoluble, il possède une série

{1} = 𝐻𝑛 ⊆ 𝐻𝑛− ⊆ ⋯ ⊆ 𝐻 ⊆ 𝐻 = 𝐺

telle que 𝐻𝑘/𝐻𝑘+ soit abélien pour 𝑘 = 0, 1, … , 𝑛 − 1. De plus, 𝐺 vérifiant la condi-
tion maximale,𝐻𝑘/𝐻𝑘+ est de type fini. Or, suivant un résultat bien connu, un groupe
abélien de type fini est isomorphe à un produit direct d’un nombre fini de groupes
cycliques. Supposons que pour un entier 𝑘 donné (𝑘 = 0, 1, … , 𝑛 − 1),𝐻𝑘/𝐻𝑘+ soit iso-
morphe au produit direct𝐴×⋯×𝐴𝑖𝑘 , où chaque𝐴𝑖 est cyclique. La série à quotients
cycliques

{1} ⊆ 𝐴 ⊆ 𝐴 × 𝐴 ⊆ ⋯ ⊆ 𝐴 ×⋯×𝐴𝑖𝑘 ≃ 𝐻𝑘/𝐻𝑘+,
montre que 𝐻𝑘/𝐻𝑘+ est polycyclique. La polycyclicité étant stable par extension, 𝐺
est polycyclique.

3.1.1 Groupes virtuellement polycycliques
Définition 3.1. Soit𝐺 un groupe, on dit que𝐺 est virtuellement polycyclique si, il existe
un sous groupe 𝐻 de 𝐺 telle que 𝐺/𝐻 fini et 𝐻 est polycyclique.

Exemples.

1. tout groupe polycyclique est virtuellement polycyclique.

2. Le produit direct d’un groupe polycyclique apr un groupe fini est virtuellement
polycyclique

1. Tout sous-groupe de 𝐺 est de type fini.
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3.2 Groupes algébriques

Les groupes algébriques sont des objets munis d’une structure de variété algé-
brique et d’une structure de groupe compatible. Définissons donc d’abord les varié-
tés algébriques affines (on considère uniquement des groupes algébriques linéaires,
donc il suffit de présenter les variétés affines). Dans la suite, 𝕂 désignera un corps
algébriquement clos. Soient 𝑛 ∈ ℕ∗ et 𝐴 l’algèbre 𝕂[𝑋,⋯ ,𝑋𝑛]. Si 𝐼 est un idéal de
𝐴, on note 𝜈(𝐼) le sous-ensemble de 𝕂𝑛 qui est le lieu des zéros des polynômes de 𝐼 ,
c’est-à-dire :

𝜈(𝐼) ∶= {𝑥 = (𝑥,⋯ , 𝑥𝑛) ∈ 𝕂𝑛, ∀𝑃 ∈ 𝐼, 𝑃(𝑥) = 0}.
On montre que ces sous-parties de 𝕂𝑛 vérifient les axiomes des parties fermées d’un
espace topologique. On peut donc définir une topologie sur 𝕂𝑛, appelée topologie de
Zariski, telle que les fermés sont les sous-ensembles de la forme 𝜈(𝐼), où 𝐼 est un idéal
de 𝐴 = 𝕂[𝑋,⋯ ,𝑋𝑛].

Définition 3.2 (Variété algébrique affine). Une variété algébrique affine sur 𝕂 est un
sous-ensemble fermé (pour la topologie de Zariski) d’un certain 𝕂𝑛, 𝑛 ∈ ℕ, muni de la
topologie induite.

Géométriquement, une variété affine est donc un sous-ensemble de𝕂𝑛 défini par
des équations polynômiales (les polynômes de 𝐼).

À une variété affine 𝑋 de la forme 𝜈(𝐼), où 𝐼 est un idéal de 𝕂[𝑋,⋯ ,𝑋𝑛], on
associe son algèbre des fonctions 𝕂[𝑋] ∶= 𝕂[𝑋,⋯ ,𝑋𝑛]/𝐼 . On peut remarquer que,
comme l’algèbre des polynômes sur un corps est noethérienne, tout idéal 𝐼 est en-
gendré par un nombre fini de générateurs. Cela veut donc dire concrètement qu’un
nombre fini d’équations définit une variété affine.

Définissons maintenant les morphismes entre variétés.

Définition 3.3. Si 𝑋 et 𝑌 sont respectivement des sous-variétés de 𝕂𝑛 et 𝕂𝑚, un mor-
phisme de variétés 𝜑 ∶ 𝑋 → 𝑌 est une application polynômiale 𝜑 ∶ 𝕂𝑛 → 𝕂𝑚 telle que
𝜑(𝑋) ⊂ 𝑌 .

On peut maintenant définir ce qu’est un groupe algébrique linéaire.

Définition 3.4. Un groupe algébrique linéaire est une variété algébrique affine munie
d’une structure de groupe telle que :

• la multiplication 𝐺 × 𝐺 → 𝐺 est un morphisme de variétés,

• l’inverse 𝐺 → 𝐺 est un morphisme de variétés.

Les groupes dematrices classiques sont des groupes algébriques linéaires : le groupe
orthogonal 𝑂(𝑛), le groupe spécial orthogonal 𝑆𝑂(𝑛), le groupe spécial 𝑆𝑙(𝑛), les ma-
trices diagonales 𝐷𝑛 , les matrices triangulaires 𝑇𝑛…
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Proposition 6. Soit 𝐺 un groupe algébrique linéaire. Alors il existe un isomorphisme 𝜑
entre 𝐺 et un sous-groupe fermé d’un certain 𝐺𝐿(𝑛,𝕂).

Donc finalement les groupes algébriques linéaires ne sont autres que des groupes
de matrices définis par un certain nombre fini d’équations algébriques.



Conclusion

Plusieurs conjectures de longue date, liées aux structures affines, sont encore ou-
vertes. Nous avons revu le travail de Milnor et les idées qui y sont derrière en vu
d’étudier ces conjectures avec de possibles résultats nouveaux.

Conjecture de Markus. Une variété affinement plate compacte est complète si, et
seulement si, elle a possède une forme volume parallèle.

Conjecture d’Auslander. Tout groupe cristallographique est virtuellement résoluble.

Conjecture de Chern. Toute variété fermée (compacte et sans bord) et affinement
plate est de caractéristique d’Euler nulle.
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Résumé

Nous nous intéressons aux variétés affinement plates complètes et à leurs groupes
fondamentaux. Milnor dans [8], a montré que tout groupe virtuellement polycyclique
sans torsion est le groupe fondamental d’une certaine variété affinement plate com-
plète et a conjecturé que se sont les seuls groupes fondamentaux possibles. elques
années plus tard, Margulis (voir [7]) a donné un exemple, en dimension 3, d’une va-
riété lorentzienne plate dont le groupe fondamental est libre (non abélien), donnant
ainsi un contre-exemple à la conjecture de Milnor.

Mots clefs : structures affinement plates, groupes polycycliques, groupe fondamen-
tal.

Abstract

We are interested in complete affinely flat manifolds and in their fundamental groups.
Milnor in [8], showed that any virtually polycyclic and torsion-free group is the fun-
damental group of some complete affinely flat manifold and has conjectured that are
the only possible fundamental groups. A few years later, Margulis (see [7]) gave an
example, in dimension 3, of a flat Lorentzian manifold whose fundamental group is
free (non-abelian), thus giving a counter-example to the Milnor conjecture.

Keywords : affinely flat structures, polycyclic groups, fundamental group.
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