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Notations et définitions

ä Rn : Espace euclidien de dimension n.

ä Ω : Est un ouvert de Rn.

ä pp : Presque partout.

ä ‖ . ‖: La norme euclidienne.

ä LP :Espaces de lebesgue

ä Wm,p :Espace de Sobolev d’ordre m.

ä L∞ : l’espace des fonctions essentiellement bornées .

ä L2 :est un espaces de Hilbert .

ä Hm : Espace de Hilbert séparable.

ä C∞c (Ω) : les éléments de Cc(Ω) à support compact dans Ω.

ä Dα =
∂|α|f

∂xα1
1 ....∂x

αN
N

: Dérivée partielle par rapport au multi-indice α.

ä 〈., .〉 :le produit scalaire .
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Introduction générale

Dans le domaine de l’ingénierie il existe plusieurs models de poutres, par exemple la

poutre d’euler bernoulli, Timoshenko...etc qui sont en faîte des poutres linéaires. Mainte-

nant avec l’existence de la pression axiale, on obtient ce quand appelle la poutre de von

Kármán qui ont des poutres non linéaires. L’un des premiers travaux est celui de lagnese

qui est un couplage de deux équations hyperboliques donné par : [6, 9]
ρAηtt(x, t) +

∂2

∂x2
(EI ηxx(x, t))−

∂

∂x
(P (x, t)ηx(x, t)) = 0,

ρAµtt(x, t)
∂

∂x
P (x, t) = 0 (x, t) ∈ (0, L)× (0,+∞),

(0.0.1)

Ce système est complété par des conditions aux limites et des conditions initiales, La

pression axiale est donnée comme suit :

P (x, t) := EI

(
µx(x, t) +

1

2
η2
x(x, t)

)
, t ≥ 0, x ∈ (0, L),

Avec les coefficients :

• µ(x, t) le déplacement longitudinal d’un point générique.

• η(x, t) représente le déplacement transversal d’un point générique.

• EI la rigidité de la poutre ou la rigidité à la flexion.

• ρA le poids par unité de longueur.

• E le module de Young
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• A la surface en section transversale de la poutre .

• L est la longueur de la poutre.

Dans ce travail, on considère le système de von Kármán suivant :

utt −D1

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
x

+ γθtx = 0

wtt +K1wt −D1

(
ux +

1

2
(wx)

2wx

)
x

+D2wxxxx = 0

θtt − lθxx +K2θt + γutx = 0, (x, t) ∈ (0, l)× (0,+∞).

(0.0.2)

avec les conditions initiales :
u(., 0) = u0, ut(., 0) = u1,

w(., 0) = w0, wt(., 0) = w1,

θ(., 0) = θ0, θt(., 0) = θ1

(0.0.3)

et les conditions aux limites de Dirichlet pour u, Neumann-Dirichlet pour w et Neumann

pour θ : 
u(0, .) = u(L, .) = w(0, .) = w(L, .) = 0, t > 0.

wx(0, .) = wx(L, .) = 0, t > 0.

θx(0, .) = θx(L, .) = 0, t > 0.

(0.0.4)

Cette mémoire comporte trois chapitres :

Dans le premier chapitre nous rappelons les définitions de quelques espaces fonctionnels

et les définitions et les notations de quelques inégalités intégrales qui nous seront très utiles

pour la suite de notre travail.

Dans le deuxiéme chapitre, nous étudions le problème d’une poutre d’Euler-Bernoulli

avec deux dissipations de frictions.

Dans le troisième chapitre, nous démontrons la stabilité exponentielle de la poutre de

von Kármán avec dissipation thermale et de friction.

vi



Chapitre 1
Quelques notions préliminaires

1.1 Introduction

Dans ce chapitre nous rappelons quelques définitions des espaces fonctionnels concer-

nant les espaces de Sobolev Wm,p(Ω) et les espaces de lebesgue LP (Ω) et certains résultats

sur les inégalités dans ce même espace. Aussi, nous donnons brièvement, les définitions et

les notations de quelques inégalités intégrales qui nous seront très utiles pour la suite de

notre travail. Dans ce qui suit, on désignera par Ω un ouvert borné de Rn.

1.2 Quelques espaces fonctionnels

Nous présentons quelques définitions importantes, les espaces de lebesgue LP (Ω) et les

espaces de Sobolev Wm,p(Ω). Dans toute la suite Ω désigne un ouvert de Rn muni de la

mesure de lebesgue dx.

1.2.1 Espaces de lebesgue LP (Ω)

Définition 1.2.1 Soit p ∈ [1; 1]. On définit l’espace Lp :

Lp =

{
f : Ω −→ R, f mesurable et

∫
Ω

|f(x)|p dx <∞
}
. (1.2.1)

1



CHAPITRE 1. QUELQUES NOTIONS PRÉLIMINAIRES

Pour f ∈ Lp(Ω) on note

‖ f ‖p=
(∫

Ω

|f(x)|p dx
) 1

p

Définition 1.2.2 On dit qu’une fonction f : Ω −→ R est essentiellement bornée s’il

existe un réel C ≥ 0 tel que |f(x)| ≤ C pp sur Ω.

On note :

sup
x∈Ω

ess |f(x)| = inf({C ≥ 0, |f(x)| ≤ C pp sur Ω}) (1.2.2)

Définition 1.2.3 On appelle espace L∞ l’espace des fonctions essentiellement bornées

sur Ω :

L∞ = {f : Ω −→ R, f mesurable et ∃C ≥ 0, |f(x)| ≤ Cpp sur Ω} (1.2.3)

Pour f ∈ L∞(Ω). On noté :

‖ f ‖∞= sup
x∈Ω

ess |f(x)| . (1.2.4)

Remarque 1.2.1 On appelle l’espace L2(Ω) est un espaces de Hilbert pour p=2 .

En effet la norme ‖ . ‖ émane du produit scalaire :

〈f, g〉 =

∫
Ω

f(x)g(x)dx (1.2.5)

et ainsi on a

‖ f ‖L2(Ω)=

(∫
Ω

|f(x)|2 dx
) 1

2

(1.2.6)

Théorème 1.2.2 Pour tous 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞ on a

Lq(Ω) ⊂ Lp(Ω) (1.2.7)

1.2.2 Easpes de sobolev Wm,p(Ω)

Définition 1.2.4 Soit m ∈ N ,1 ≤ p < ∞ et Ω un ouvert de Rn. On appelle espace de

Sobolev d’ordre m et on le note Wm,p(Ω) l’espace :

Wm,p(Ω) =
{
f ∈ Lp(Ω) : Dαf ∈ Lp(Ω),∀α = (α1, α2, ...., αN) ∈ NN .0 ≤ |α| ≤ m

}
.

(1.2.8)

où Dα =
∂|α|f

∂xα1
1 ....∂x

αN
N

est la dérévée partielle de f d’ordre α au sens de distribution .
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CHAPITRE 1. QUELQUES NOTIONS PRÉLIMINAIRES

Théorème 1.2.3 l’espace Wm,p(Ω) est muni de la norme :

• ‖ f ‖Wm,p(Ω)=
(∑

0≤|α|≤m ‖ Dαf ‖pLp(Ω)

) 1
p si 1 ≤ p ≤ ∞ est un espace de Banach.

• ‖ f ‖Wm,p(Ω)=
(
max0≤|α|≤m ‖ Dαf ‖L∞(Ω)

)
si p =∞

• ‖ f ‖Wm,2(Ω)=
(∑

0≤|α|≤m ‖ Dαf ‖2
L2(Ω)

) 1
2 pour p = 2 est un espace de Hilbert

(Séparable) que l’on noté Hm.

Théorème 1.2.4 Soit Ω un ouvert de Rnet soit m ∈ N. L’espace Hm(Ω)muni du produit

scalaire (1.2.9) est un espace de Hilbert séparable.

On introduit sur Hm(Ω) le produit scalaire :

〈u, v〉m =
∑
|α|

∫
Ω

Dαu ∗Dαvdx. (1.2.9)

et la norme associée à ce produit scalarie :

‖ u ‖Hm(Ω)=

∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu|2 dx

 1
2

=

∑
|α|≤m

∫
Ω

‖ Dαu ‖2
2 dx

 1
2

(1.2.10)

Dans le cas m = 1, en utilisant la densité de C∞c (Ω) dans H1(Ω), on définit l’espace

de Sobolev :

H1
0(Ω) =

{
f ∈ H1(Ω) tel que f = 0 sur ∂Ω

}
(1.2.11)

1.3 Rappel de quelques inegalités

On dit que p, q ∈ [1, 1] sont des exposants conjugués si
1

p
+

1

q
= 1. Dans toute la suite,

on désigne par q l’exposant conjugué de p.

1.3.1 Inégalité de Young

Lemme 1.3.1 Soient a, b ≥ 0 et p, q ∈ ]1,∞[. Alors

ab ≤ ap

p
+
bq

q
(1.3.1)

3



CHAPITRE 1. QUELQUES NOTIONS PRÉLIMINAIRES

En particulier pour p = q = 2 on a :

ab ≤ ε1a
2 +

1

ε14
b2∀ε > 0 (1.3.2)

Preuve. Si a = 0 ou b = 0 c’est facile, donc on peut supposer que ab > 0 la fonction

expossentielle exp est convexe. On a donc :

∀x, y ∈ R,∀t ∈ [0, 1] exp(tx+ (1− t)y) ≤ t exp(x) + (1− t) exp(y) (1.3.3)

En particulier :

ab = exp(ln(ab))

= exp(
ln ap

p
+

ln bq

q
)

≤ 1

p
exp(ln ap) +

1

q
exp(ln bq)

≤ ap

p
+
bq

q

1.3.2 Inégalité de Hölder

Lemme 1.3.2 Soient p, q ∈ [1,∞], f ∈ Lp(Ω)et g ∈ Lq(Ω). Alors f.g ∈ L1(Ω) et

‖ f.g ‖L1(Ω)≤‖ f ‖Lp(Ω)‖ g ‖Lq(Ω) (1.3.4)

Preuve. L’inégalité de Young (1.3.1) donne :

|f(x)g(x)| ≤ |f(x)|p

p
+
|g(x)|q

q
∀x ∈ Ω (1.3.5)

En intégrant∫
Ω

|f(x)| |g(x)| dx ≤ 1

p

∫
Ω

|f(x)|p dx+
1

q

∫
Ω

|g(x)|q dx ≤ ∞ (1.3.6)

donc f.g ∈ L1(Ω).

Pour montrer (1.3.4) on distingue 3 cas :

4



CHAPITRE 1. QUELQUES NOTIONS PRÉLIMINAIRES

cas 1 : Si p = 1 et q =∞

‖ f.g ‖L1(Ω) =

∫
Ω

|f | |g| dx

≤
∫

Ω

|f | ‖ g ‖∞

=‖ g ‖∞
∫

Ω

|f | dx

=‖ f ‖L1(Ω)‖ g ‖L∞(Ω)

cas 2 : Si p =∞ est similaire .

cas 3 : p , q ∈ [1,∞] :

(i) Si ‖ f ‖p= 0 ou ‖ g ‖q= 0 alors f = 0 pp sur Ω ou g = 0 pp sur Ω, on en déduit

f.g = 0 pp sur Ω donc ‖ f.g ‖1= 0 et (1.3.4)est varaie .

(ii) Si‖ f ‖p= 1 et ‖ g ‖q= 1, avec (1.3.6) on a :

‖ f.g ‖L1(Ω)=

∫
Ω

|f(x)| g(x) || dx ≤ 1

p
+

1

q
=‖ f ‖p‖ g ‖q

(iii) On suppose ‖ f ‖p> 0 et ‖ g ‖q> 0 , f1 =
f

‖ f ‖p
et g1 =

g

‖ g ‖q
de sort que ‖ f ‖p

et ‖ g ‖q le cas(ii), donne

‖ f.g ‖1 =‖ f ‖p‖ g ‖
f

‖ f ‖p
.

g

‖ g ‖q
‖1

≤‖ f ‖p‖ g ‖q .1

≤‖ f ‖p‖ g ‖q .

Remarque 1.3.1 Lorsque p = 2, q = 2 on a l’inégalité de Cauchy-Schwarz ( cas parti-

culier de l’inégalité de Hölder) :∫
Ω

|f(x).g(x)| dx ≤
(∫

Ω

|f(x)|2 dx
) 1

2
(∫

Ω

|g(x)|2 dx
) 1

2

. (1.3.7)

5



CHAPITRE 1. QUELQUES NOTIONS PRÉLIMINAIRES

1.3.3 Inégalité de Poincaré

Lemme 1.3.3 Soit Ω ∈ Rn un ouvert borné, Il existe une constante C > 0 vérifiant :

∀f ∈ H1
0(Ω) :‖ f ‖H1(Ω)≤ C ‖ ∇f ‖L2(Ω) (1.3.8)

où ∇f =

(
∂f

∂x1

,
∂f

∂x2

, ...,
∂f

∂xn

)
Notons qu’à partir de cette inégalité, on montre que ‖ ∇f ‖L2(Ω) définit une norme sur

H1
0(Ω) équivalente à la norme de H1(Ω), et par conséquent H1

0(Ω) est un espace de Hilbert

par rapport au produit scalaire :

〈f, g〉H1
0(Ω) =

∫
Ω

∇f(x)∇g(x)dx (1.3.9)

où le 〈, 〉 signifie le produit scalaire dans Rn.

Aussi, on donne l’inégalité de Poincaré habituelle dans L2(Ω) à partir du lemme sui-

vant.

Lemme 1.3.4 Soit f ∈ H1
0(Ω). Alors il existe une constante C positive vérifiant :

‖ f ‖L2(Ω)≤ C ‖ ∇f ‖L2(Ω) (1.3.10)

Preuve. On a Ω ∈ [a, b],

pour x ∈ [a, b], on a :

f(x) =

∫ x

a

f ′(y)dy.

alors

f 2(x) =

(∫ x

a

f ′(y)dy

)2

≤
∫ x

a

(f ′(y))2dy

∫ x

a

dy

En intégrant les deux côtés de l’équation, on trouve :∫ b

a

f 2(x) ≤
∫ b

a

[∫ x

a

(f ′(y))2dy × (x− a)

]
dx ≤‖ f ′ ‖2

L2(a,b) ×
∫ b

a

(x− b)dx

6



CHAPITRE 1. QUELQUES NOTIONS PRÉLIMINAIRES

donc

‖ f ‖2
L2(a,b)≤

(b− a)2

2
‖ f ′ ‖2

L2(a,b)

‖ f ‖L2(a,b)≤
(b− a)√

2
‖ f ′ ‖L2(a,b)

D’où

‖ f ‖L2(Ω)≤ C ‖ ∇f ‖L2(Ω)

1.4 Inégalitié Intégrales

On rappelle ici quelques inégalités intégrales connues et largement utilisées dans la

stabilisation des systèmes d’évolution dissipatifs et aussi non dissipatifs. En effet, plusieurs

résultats concernant l’estimation de l’énergie de certains problèmes dissipatifs sont basés

sur les lemmes suivants.

Lemme 1.4.1 [12]

Soient E : R+ −→ R+ une fonction continue décroissante et, φ : R+ −→ R+ une

fonction strictement croissante de classe C1(R+) telle que :φ(0) = 0

et limt→+∞ φ(0) = +∞ Supposons que : ∃p ≥ 0 et d > 0 tels que :∫ +∞

s

φ′(t)Ep+1dt ≤ 1

d
Ep(0)E(s) ∀s > 0 (1.4.1)

alors 
E(t) ≤ E(0)e1−dφ(t) ∀t > 0si p = 0

E(t) ≤ E(0)

(
1 + p

1 + pdφ(t)

) 1
p

∀t > 0si p > 0

(1.4.2)

Dans le cas particulier où φ(t) = t nous déduisons les inégalités suivantes :

• E(t) ≤ E(0)e1−dt ∀t > 0si p = 0

• E(t) ≤ E(0)

(
1 + p

1 + pdt

) 1
p

∀t > 0si p > 0

7



CHAPITRE 1. QUELQUES NOTIONS PRÉLIMINAIRES

Lemme 1.4.2 [12]

Soit E : R+ −→ R+ une fonction continue (décroissante) vérifiant :∫ +∞

s

φ(E(t))dt ≤ 1

d
E(s) ∀s > 0 (1.4.3)

où d est un réel strictement positif et φ : R+ −→ R+ est une fonction convexe et stricte-

ment croissante vérifiant φ(0) = 0. Alors il existe trois réels strictement positifs t0, c0 et

c1 tels que :

E(t) ≤ φ−1

(
ψ−1(c0t)

c1t

)
∀t > t0 (1.4.4)

où ψ : R+ −→ R+ est définie par :

ψ(s) =

∫ 1

s

1

φ(t)dt
, ∀s > 0 (1.4.5)

8



Chapitre 2
Stabilité d’une poutre d’Euler-Bernoulli avec

deux dissipations de frictions

2.1 introduction

Dans ce chapitre, nous introduisons le modèle mathématique du comportement dyna-

mique d’une poutre non linéaire dite poutre d’Euler-Bernoulli gouverné par le système

suivant : ρ1utt + c1ut − k [P (x, t)]x = 0 x ∈ Ω, t ≥ 0

ρ2wtt + c1wt − k [P (x, t)wx]x + σwxxxx = 0 x ∈ Ω, t ≥ 0

(2.1.1)

avec

P (x, t) =

[
ux +

1

2
(wx)

2

]
, x ∈ Ω, t ≥ 0

avec des conditions aux limites de Dirichlet pour u et Dirichlet-Neumann pour w :
u(0, .) = u(L, .) = 0

w(0, .) = w(L, .) = 0

wx(0, .) = wx(L, .) = 0, t > 0.

(2.1.2)

9



CHAPITRE 2. STABILITÉ D’UNE POUTRE D’EULER-BERNOULLI AVEC DEUX
DISSIPATIONS DE FRICTIONS

et des conditions initiales pour u et w :u(., 0) = u0, ut(., 0) = u1, x ∈ Ω.

w(., 0) = w0, wt(., 0) = w1, x ∈ Ω

(2.1.3)

Où t désignant la variable positive du temps positive et Ω = (0, L) , u(x, t) le dé-

placement longitudinal et w(x, t) le déplacement transversal et P(x,t) la tension axiale

appliquée sur la poutre, K le module de Young, σ le moment d’inertie de la poutre, ρ1 et

ρ2 sont deux constantes positives.

Le but de ce travail est d’obtenir une estimation de l’énergie pour la poutre non linéaire

en utilisant la méthode des multiplicateurs.

2.2 Calcul d’énergie

Théorème 2.2.1 [1] Soit ((u0, u1), (w0, w1)) ∈ V où

V = (H1
0(0, L)× L2(0, L))× (H2

0(0, L)× L2(0, L))

avec

H2
0(0, L) =

{
v ∈ H2(0, L) : v(0) = v(L) = vx(0) = vx(L) = 0

}
.

Alors le système ((2.1.1)− (2.1.3)) admet une unique solution globale au sens faible

(variationnelle) avec

(u, ut, w, wt) ∈ C([0,∞);V ).

L’énergie associée au système ((2.1.1)− (2.1.3)) est définie par :

E(t) =
1

2

∫
Ω

{ρ1u
2
t + ρ2w

2
t + σw2

xx + k

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2

}dx = E(t, u, w) (2.2.1)

Preuve. On multiplie la première équation par ut et la deuxième par wt respectivement

du système ((2.1.1)− (2.1.3)), on intégre sur l’intervalle Ω = [0, L], on trouve :
∫

Ω
ρ1uttutdx+

∫
Ω
c1u

2
tdx−

∫
Ω
k

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
x

utdx = 0∫
Ω
ρ2wttwtdx+

∫
Ω
c1w

2
t dx−

∫
Ω
k

[(
ux +

1

2
(wx)

2

)
wx

]
x

wtdx+
∫

Ω
σwxxxxwtdx = 0

10
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on a ∫ L

0

ρ1uttut = ρ1

∫ L

0

1

2

d

dt
u2
tdx =

1

2

d

dt

{∫ L

0

ρ1ut
2dx

}
(2.2.2)∫ L

0

ρ2wttwt = ρ2

∫ L

0

1

2

d

dt
w2
t dx =

1

2

d

dt

{∫ L

0

ρ2wt
2dx

}
(2.2.3)

d’aprés l’utilisation d’une l’integration par partie sur l’intervalle Ω = [0, L], on a :

−
∫ L

0

k

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
x

utdx =

∫ L

0

k

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
utxdx (2.2.4)

−
∫ L

0

k

[(
ux +

1

2
(wx)

2

)
wx

]
x

wtdx =

∫ L

0

k

[(
ux +

1

2
(wx)

2

)
wx

]
wtxdx (2.2.5)∫ L

0

σwxxxxwtdx = −
∫ L

0

σwxxxwtxdx =

∫ L

0

σwxxwtxxdx (2.2.6)

d’aprés (2.2.4) nous avons :∫ L

0

kuxutx = k

∫ L

0

1

2

d

dt
u2
xdx =

1

2

d

dt

{∫ L

0

ku2
xdx

}
(2.2.7)

∫ L

0

k
1

2
(wx)

2utxdx = k

∫ L

0

1

2

d

dt
(wx)

2uxdx =
1

2

d

dt

{∫ L

0

k(wx)
2uxdx

}
(2.2.8)

d’aprés (2.2.5) nous avons :∫ L

0

kuxwxwtx = k

∫ L

0

1

2

d

dt
ux(wx)

2dx =
1

2

d

dt

{∫ L

0

kux(wx)
2dx

}
(2.2.9)

∫ L

0

k
1

2
(wx)

2wxwtxdx = k

∫ L

0

1

2

d

dt
(wx)

3wtxdx =
1

8

d

dt

{∫ L

0

k(wx)
4dx

}
(2.2.10)

d’aprés (2.2.6) nous avons :∫ L

0

σwxxwtxx = σ

∫ L

0

1

2

d

dt
w2
xxdx =

1

2

d

dt

{∫ L

0

σw2
xxdx

}
(2.2.11)

La somme des équations (2.2.2), (2.2.3), (2.2.7), (2.2.8), (2.2.9), (2.2.10) et (2.2.11)

avec c1

∫ L
0
u2
tdx et c1

∫ L
0
w2
t dx, on obtient :

d

dt

[
1

2

∫ L

0

ρ1ut
2 + ρ2wt

2 + σw2
xx + ku2

x +
1

4
(wx)

4 + kux(wx)
2dx

]
+c1

∫ L

0

u2
tdx+c1

∫ L

0

w2
t dx = 0

donne

d

dt

[
1

2

∫ L

0

ρ1ut
2 + ρ2wt

2 + σw2
xx + k

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2

dx

]
= −c1

∫ L

0

u2
tdx− c1

∫ L

0

w2
t dx

11
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d’où

E(t) =
1

2

∫ L

0

ρ1ut
2 + ρ2wt

2 + σw2
xx + k

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2

dx

Par ailleurs, la dérivée de l’énergie sera donnée par :

d

dt
E(t) ≤ −c1

∫ L

0

u2
tdx− c1

∫ L

0

w2
t dx (2.2.12)

Remarque 2.2.2 D’aprés (2.2.12), il est clair que l’énergie fonctionnelle diminue, c’est-

à-dire que le système est dissipatif. Nous devons donc construire une nouvelle fonctionnelle

équivalente à la fonctionnelle E, appelée fonctionnelle de Lyapunov, notée F : il existe deux

constantes positives m, M telles que :

mE(t) ≤ F(t) ≤ME(t) ∀t ≥ 0.

et on a l’inégalité suivante

F′(t) ≤ −CE(t) ∀t ≥ t0

avec C > 0 et t0 un instant fixe.

2.3 Résultats principaux

Lemme 2.3.1 Soit (u,w) la solution du système ((2.1.1)− (2.1.3)). Alors, la fonction-

nelle I1 définie par :

I1(t) =

∫
Ω

(ρ1utu+
ρ2

2
wtw +

c1

2
u2 +

c1

4
w2)dx t > 0 (2.3.1)

la dérivée de cette fonction nous fournira les deux termes négatifs :

−
∫

Ω

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2

dx

et

−
∫

Ω

w2
xxdx

satisfait, l’estimation

d

dt
I1(t) ≤ −k

∫
Ω

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2

dx− σ

2

∫
Ω

w2
xxdx+

∫
Ω

(ρ1u
2
t +

ρ2

2
w2
t )dx (2.3.2)
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Preuve. On multiplie la première équation par u et la deuxième équation par
w

2
du

système ((2.1.1)− (2.1.3)) et on intégre sur Ω = [0, L], nous obtenons :∫
Ω

[
ρ1uttdx+ c1utdx− k

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
x

]
udx = 0 (2.3.3)

∫
Ω

ρ1uttudx+

∫
Ω

c1utudx−
∫

Ω

k

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
x

udx = 0

on a ∫
Ω

ρ1uttudx =
d

dt

∫
Ω

ρ1utudx−
∫

Ω

ρ1u
2
tdx (2.3.4)∫

Ω

c1utu = c1

∫
Ω

1

2

d

dt
u2dx =

d

dt

∫
Ω

c1

2
u2dx (2.3.5)

d’aprés l’utilisation d’une l’integration par partie sur l’intervalle Ω = [0, L], on trouve :

−
∫

Ω

k

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
x

udx =

∫
Ω

k

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
uxdx (2.3.6)

Insérant (2.3.4), (2.3.5) et (2.3.6) dans (2.3.3), on obtient :

d

dt

∫
Ω

ρ1utudx−
∫

Ω

ρ1u
2
tdx+

d

dt

∫
Ω

c1

2
u2dx+

∫
Ω

k

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
uxdx (2.3.7)

de plus∫
Ω

[
ρ2wttdx+ c1wtdx− k

[(
ux +

1

2
(wx)

2

)
wx

]
x

dx+ σwxxxx

]
w

2
dx = 0 (2.3.8)

∫
Ω

ρ2wtt
w

2
dx+

∫
Ω

c1wt
w

2
dx−

∫
Ω

k

[(
ux +

1

2
(wx)

2

)
wx

]
x

w

2
dx+

∫
Ω

σwxxxx
w

2
dx = 0

on a ∫
Ω

ρ2wtt
w

2
dx =

d

dt

∫
Ω

ρ2wt
w

2
dx− 1

2

∫
Ω

ρ2w
2
t dx (2.3.9)∫

Ω

c1wt
w

2
= c1

∫
Ω

1

4

d

dt
w2dx =

d

dt

∫
Ω

c1

4
w2dx (2.3.10)

d’aprés l’utilisation d’une l’integration par partie sur l’intervalle Ω = [0, L], on trouve :

−
∫

Ω

k

[(
ux +

1

2
(wx)

2

)
wx

]
x

w

2
dx =

∫
Ω

k

[(
ux +

1

2
(wx)

2

)
wx

]
wx
2
dx (2.3.11)

∫
Ω

σwxxxx
w

2
dx = −

∫
Ω

σwxxx
wx
2
dx =

∫
Ω

σwxx
wxx
2

=
σ

2

∫
Ω

w2
xxdx (2.3.12)
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Insérant (2.3.9), (2.3.10), (2.3.11) et (2.3.12) dans (2.3.8), on obtient :

d

dt

∫
Ω

ρ2wt
w

2
dx−1

2

∫
Ω

ρ2w
2
t dx+

d

dt

∫
Ω

c1

4
w2dx+

∫
Ω

k

[(
ux +

1

2
(wx)

2

)
wx

]
wx
2
dx+

σ

2

∫
Ω

w2
xxdx

(2.3.13)

La somme des équations (2.3.7) et (2.3.13), nous donne :

d

dt

∫
Ω

(ρ1utu+
c1

2
u2 + ρ2wt

w

2
+
c1

4
w2)dx

=

∫
Ω

ρ1u
2
tdx−

∫
Ω

k

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
uxdx+

1

2

∫
Ω

ρ2w
2
t dx

−
∫

Ω

k

[(
ux +

1

2
(wx)

2

)
wx

]
wx
2
dx− σ

2

∫
Ω

w2
xxdx =

d

dt
I1(t)

d’où
d

dt
I1(t) =

∫
Ω

ρ1u
2
tdx−

∫
Ω

k

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
uxdx+

1

2

∫
Ω

ρ2w
2
t dx

−
∫

Ω

k

[(
ux +

1

2
(wx)

2

)
wx

]
wx
2
dx− σ

2

∫
Ω

w2
xxdx

= −k
∫

Ω

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2

dx− σ

2

∫
Ω

w2
xxdx+

∫
Ω

(ρ1u
2
t +

ρ2

2
w2
t )dx

On obtient l’estimation

d

dt
I1(t) ≤ −k

∫
Ω

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2

dx− σ

2

∫
Ω

w2
xxdx+

∫
Ω

(ρ1u
2
t +

ρ2

2
w2
t )dx (2.3.14)

D’où le résultat.

Théorème 2.3.1 Soit ((u0, u1), (w0, w1)) ∈ V, il existe deux constantes positives α et β

telles que l’énergie de la solution de système ((2.1.1)− (2.1.3)) satisfait :

E(t) ≤ αE(0) exp−βt ∀t > 0

Preuve. On définit la fonction de Lyapunov suivante :

F(t) = NE + I1 ∀N > 0 (2.3.15)

La dérivée de F(t) donne :

d

dt
F(t) =

d

dt
(NE(t) + I1(t))

≤ N
d

dt
E(t) +

d

dt
I1(t)

(2.3.16)
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on a

d

dt
I1(t) ≤ −k

∫
Ω

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2

dx− σ

2

∫
Ω

w2
xxdx+

∫
Ω

(ρ1u
2
t +

ρ2

2
w2
t )dx (2.3.17)

et

N
d

dt
E(t) ≤ −c1N

∫
Ω

u2
tdx− c1N

∫
Ω

w2
t dx (2.3.18)

Insérant (2.3.17) et (2.3.18) dans (2.3.16), on obtient :

d

dt
F(t) ≤ −

[
Nc1 −

ρ2

2

] ∫
Ω

w2
t dx− [Nc1 − ρ1]

∫
Ω

u2
t − k

∫
Ω

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2

dx− σ

2

∫
Ω

w2
xxdx

≤ −
[
Nc1 −

ρ2

2
+Nc1 − ρ1 + k +

σ

2

] ∫
Ω

(
w2
t + u2

t +

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2

+ w2
xx

)
dx

≤ −η
∫

Ω

(
w2
t + u2

t + w2
xx +

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2
)
dx

≤ −CE(t)

(2.3.19)

Pour certaines positives constantes η et C : Aussi, nous pouvons choisir N encore assez

grand tel que :

mE(t) ≤ F(t) ≤ME(t) (2.3.20)

avec m et M deux constantes positives. En combinant les relations (2.3.19) et (2.3.20),

nous obtenons :

F′(t) ≤ −CE(t)

mE(t) ≤ F(t)

F′(t) ≤ −CE(t) ≤ 1

m
F(t)

F′(t) ≤ −C
m

F(t)

F′(t) ≤ −βF(t)

(2.3.21)
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où β =
C

m
. On utilisant une intégration simple, nous obtenons :

F′(t)

F(t)
≤ −β∫

Ω

F′(t)

F(t)
dx ≤

∫
Ω

−βdx

ln |F(t)| ≤ −βt+ C

expln|F(t)| ≤ exp−βt+C

F(t) ≤ exp−βt λ

avec λ = expC , on utilisant les conditions initiales :

F(0) ≤ exp0 λ

F(0) ≤ λ

D’aprés l’equivalence entre F (t) et E(t), nous obtenons :

E(t) ≤ E(0) exp−βt (2.3.22)

D’où le résultat.
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Chapitre 3
Stabilité exponentielle de la poutre de von

Kármán avec dissipation thermale et de

friction

3.1 introduction

Dans ce chapitre, nous introduisons le modèle von Kármán en dissipation thermale et

de frictionnelle gouverné par le système suivant :

utt −D1

[
ux +

1

2
(wx)

2

]
x

+ γθtx = 0

wtt +K1wt −D1

[(
ux +

1

2
(wx)

2

)
wx

]
x

+D2wxxxx = 0

θtt − lθxx +K2θt + γutx = 0, (x, t) ∈ (0, l)× (0,+∞).

(3.1.1)

avec les conditions aux limites de Dirichlet pour u, Neumann-Dirichlet pour w et Neumann

pour θ : 
u(0, .) = u(L, .) = w(0, .) = w(L, .) = 0, t > 0.

wx(0, .) = wx(L, .) = 0, t > 0.

θx(0, .) = θx(L, .) = 0, t > 0.

(3.1.2)
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et les conditions initiales : 
u(., 0) = u0, ut(., 0) = u1,

w(., 0) = w0, wt(., 0) = w1,

θ(., 0) = θ0, θt(., 0) = θ1

(3.1.3)

Où t désignant la variable du temps et Ω = [0, L] , K1 , K2,D1, D2 ,l et γ sont

constantes positives.

3.2 Calcul d’énergie

Théorème 3.2.1 [8] Soit ((u0, u1), (w0, w1), (θ0, θ1)) ∈ V où

V = (H1
0(0, L)× L2(0, L))× (H2

0(0, L)× L2(0, L))× (H1(0, L)× L2(0, L))

Alors, la solution globale unique est satisfaite

(u, ut, w, wt, θ, θt) ∈ C([0,∞[;V ).

L’énergie associée au système ((3.1.1)− (3.1.3)) est définie par :

E(t) =
1

2

∫
Ω

{u2
t +w2

t + θ2
t +D2w

2
xx + lθ2

x +D1

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2

}dx = E(t, u, w, θ) (3.2.1)

Preuve. On multiplie la première équation par ut du système ((3.1.1)− (3.1.3)), on in-

tégre sur l’intervalle Ω = [0, L], on trouve :∫
Ω

[
utt −D1

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
x

+ γθtx

]
utdx =∫

Ω

uttutdx−
∫

Ω

D1

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
x

utdx+

∫
Ω

γθtxutdx

(3.2.2)

où ∫ L

0

uttut =

∫ L

0

1

2

d

dt
u2
tdx =

1

2

d

dt

{∫ L

0

ut
2dx

}
(3.2.3)

d’aprés l’utilisation d’une l’integration par partie sur l’intervalle Ω = [0, L], on a :

−
∫ L

0

D1

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
x

utdx =

∫ L

0

D1

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
utxdx (3.2.4)
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De plus (3.2.4) devient :∫ L

0

D1uxutx = D1

∫ L

0

1

2

d

dt
u2
xdx =

1

2

d

dt

{∫ L

0

D1u
2
xdx

}
(3.2.5)

et ∫ L

0

D1
1

2
(wx)

2utxdx = D1

∫ L

0

1

2

d

dt
(wx)

2uxdx =
1

2

d

dt

{∫ L

0

D1(wx)
2uxdx

}
(3.2.6)

Insérant (3.2.3), (3.2.5) et (3.2.6) dans (3.2.2), on obtient :

1

2

d

dt

∫ L

0

ut
2dx+

1

2

d

dt

∫ L

0

D1u
2
xdx+

1

2

d

dt

∫ L

0

D1(wx)
2uxdx+

∫
Ω

γθtxutdx (3.2.7)

On multiplie la deuxième équation par wt du système ((3.1.1)− (3.1.3)), on intégre

sur l’intervalle Ω = [0, L], on trouve :∫
Ω

[
wtt +K1wt −D1

[(
ux +

1

2
(wx)

2

)
wx

]
x

+D2wxxxx

]
wtdx =∫

Ω

wttwtdx+

∫
Ω

K1w
2
t dx−

∫
Ω

D1

[(
ux +

1

2
(wx)

2

)
wx

]
x

wtdx+

∫
Ω

D2wxxxxwtdx

(3.2.8)

où ∫ L

0

wttwt =

∫ L

0

1

2

d

dt
w2
t dx =

1

2

d

dt

{∫ L

0

wt
2dx

}
(3.2.9)

d’aprés l’utilisation de l’integration par partie sur l’intervalle Ω = [0, L], on a :

−
∫ L

0

D1

[(
ux +

1

2
(wx)

2

)
wx

]
x

wtdx =

∫ L

0

D1

[(
ux +

1

2
(wx)

2

)
wx

]
wtxdx (3.2.10)

∫ L

0

D2wxxxxwtdx = −
∫ L

0

D2wxxxwtxdx =

∫ L

0

D2wxxwtxxdx (3.2.11)

De plus (3.2.10) devient :∫ L

0

D1uxwxwtx = D1

∫ L

0

1

2

d

dt
ux(wx)

2dx =
1

2

d

dt

{∫ L

0

D1ux(wx)
2dx

}
(3.2.12)

∫ L

0

D1
1

2
(wx)

2wxwtxdx = D1

∫ L

0

1

2

d

dt
(wx)

3wtxdx =
1

8

d

dt

{∫ L

0

D1(wx)
4dx

}
(3.2.13)

et (3.2.11) devient :∫ L

0

D2wxxwtxx = D2

∫ L

0

1

2

d

dt
w2
xxdx =

1

2

d

dt

{∫ L

0

D2w
2
xxdx

}
(3.2.14)
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Insérant (3.2.9), (3.2.12), (3.2.13) et (3.2.14) dans (3.2.8), on obtient :

1

2

d

dt

∫ L

0

wt
2dx+

∫
Ω

K1w
2
t dx+

1

2

d

dt

∫ L

0

D1ux(wx)
2dx+

1

8

d

dt

∫ L

0

D1(wx)
4dx+

1

2

d

dt

∫ L

0

D2w
2
xxdx

(3.2.15)

On multiplie la troisième équation par θt du système ((3.1.1)− (3.1.3)), on intégre sur

l’intervalle Ω = [0, L], on trouve :∫
Ω

[θtt − lθxx +K2θt + γutx] θtdx =∫
Ω

θttθtdx−
∫

Ω

lθxxθtdx+

∫
Ω

K2θ
2
t dx+

∫
Ω

γutxθtdx

(3.2.16)

où ∫ L

0

θttθt =

∫ L

0

1

2

d

dt
θ2
t dx =

1

2

d

dt

{∫ L

0

θt
2dx

}
(3.2.17)

d’aprés l’utilisation de l’integration par partie sur l’intervalle Ω = [0, L], on a :

−
∫

Ω

lθxxθtdx =

∫
Ω

lθxθtxdx (3.2.18)

De plus (3.2.18) devient :∫ L

0

lθxθtx = l

∫ L

0

1

2

d

dt
θ2
xdx =

1

2

d

dt

{∫ L

0

lθx
2dx

}
(3.2.19)

Insérant (3.2.17) et (3.2.19) dans (3.2.16), on obtient :

1

2

d

dt

∫
Ω

θt
2dx+

1

2

d

dt

∫
Ω

lθx
2dx+

∫
Ω

K2θ
2
t dx+

∫
Ω

γutxθtdx (3.2.20)

La somme des équations (3.2.7), (3.2.15) et (3.2.20), nous donne :

d

dt

[
1

2

∫
Ω

ut
2 + wt

2 + θt
2 +D2w

2
xx +D1

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2

+ lθx
2dx

]
+

∫
Ω

K1w
2
t +

∫
Ω

K2θ
2
t dx = 0

sachant que :
∫

Ω
γθtxutdx+

∫
Ω
γutxθtdx = 0 d’où

E(t) =
1

2

∫
Ω

{u2
t + w2

t + θ2
t +D2w

2
xx + lθ2

x +D1

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2

}dx

La dérivée de l’énergie sera donnée par :

d

dt
E(t) = −K1

∫
Ω

w2
t −K2

∫
Ω

θ2
t dx (3.2.21)

Remarque 3.2.2 D’après l’équation (3.2.21), il est clair que le système est dissipatif, car
d

dt
E(t) < 0 .
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3.3 Décroissance exponentielle du système

Lemme 3.3.1 Soit (u,w, θ) la solution du système ((3.1.1)− (3.1.3)). Alors, la fonction-

nelle I1 définie par :

I1(t) =

∫
Ω

(utu+
1

2
wtw +

K1

4
w2)dx t ≥ 0 (3.3.1)

la dérivée de cette fonction nous fournira les deux termes négatifs :

−
∫

Ω

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2

dx

et

−
∫

Ω

w2
xxdx

satisfait, pour ε1 > 0 l’estimation

d

dt
I1(t) ≤ −D1

∫
Ω

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2

dx− D2

2

∫
Ω

w2
xxdx+∫

Ω

(u2
t +

1

2
w2
t )dx+ ε1

∫
Ω

u2
xdx+

γ2

4ε1

∫
Ω

θ2
t dx. ∀t ≥ 0

(3.3.2)

Preuve. On multiplie la première équation par u et la deuxième équation par
w

2
du

système ((3.1.1)− (3.1.3)) et on intégre sur Ω = [0, L], nous obtenons :∫
Ω

[
utt −D1

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
x

+ γθtx

]
udx =∫

Ω

uttudx−
∫

Ω

D1

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
x

udx+

∫
Ω

γθtxudx

(3.3.3)

où ∫
Ω

uttudx =
d

dt

∫
Ω

utudx−
∫

Ω

u2
tdx (3.3.4)

d’aprés l’utilisation d’une l’integration par partie sur l’intervalle Ω = [0, L], on a :

−
∫

Ω

D1

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
x

udx =

∫
Ω

D1

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
uxdx (3.3.5)

∫
Ω

γθtxudx = −
∫

Ω

γθtuxdx (3.3.6)
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Insérant (3.3.4), (3.3.5) et (3.3.6) dans (3.3.3), on obtient

d

dt

∫
Ω

utudx−
∫

Ω

u2
tdx+

∫
Ω

D1

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
uxdx− γ

∫
Ω

θtuxdx (3.3.7)

de plus∫
Ω

[
wtt +K1wt −D1

[(
ux +

1

2
(wx)

2

)
wx

]
x

+D2wxxxx

]
w

2
dx =∫

Ω

wtt
w

2
dx+

∫
Ω

K1wt
w

2
dx−

∫
Ω

D1

[(
ux +

1

2
(wx)

2

)
wx

]
x

w

2
dx+

∫
Ω

D2wxxxx
w

2
dx

(3.3.8)

tel que : ∫
Ω

wtt
w

2
dx =

d

dt

∫
Ω

wt
w

2
dx− 1

2

∫
Ω

w2
t dx (3.3.9)∫

Ω

K1wt
w

2
= K1

∫
Ω

1

4

d

dt
w2dx =

d

dt

∫
Ω

K1

4
w2dx (3.3.10)

d’aprés l’utilisation d’une l’integration par partie sur l’intervalle Ω = [0, L], on a :

−
∫

Ω

D1

[(
ux +

1

2
(wx)

2

)
wx

]
x

w

2
dx =

∫
Ω

D1

[(
ux +

1

2
(wx)

2

)
wx

]
wx
2
dx (3.3.11)

∫
Ω

D2wxxxx
w

2
dx = −

∫
Ω

D2wxxx
wx
2
dx = +

∫
Ω

D2wxx
wxx
2
dx =

D2

2

∫
Ω

w2
xxdx (3.3.12)

Insérant (3.3.9), (3.3.10), (3.3.11) et (3.3.12) dans (3.3.8), on obtient

1

2

d

dt

∫
Ω

wtwdx−
1

2

∫
Ω

w2
t dx+

d

dt

∫
Ω

K1

4
w2dx+

∫
Ω

D1

[(
ux +

1

2
(wx)

2

)
wx

]
wx
2
dx+

D2

2

∫
Ω

w2
xxdx

(3.3.13)

En sommant (3.3.7) et (3.3.13), on obtient :

d

dt

∫
Ω

(utu+
1

2
wtw +

K1

4
w2)dx =

=

∫
Ω

u2
tdx+

1

2

∫
Ω

w2
t dx−

∫
Ω

D1

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
wx
2
dx

−
∫

Ω

D1

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
ux + γ

∫
Ω

θtuxdx+
D2

2

∫
Ω

w2
xxdx

=

∫
Ω

u2
tdx+

1

2

∫
Ω

w2
t dx−

∫
Ω

D1

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2

+
D2

2

∫
Ω

w2
xxdx+ γ

∫
Ω

θtux
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d’où

d

dt
I1(t) =

∫
Ω

u2
tdx+

1

2

∫
Ω

w2
t dx−

∫
Ω

D1

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2

+

D2

2

∫
Ω

w2
xxdx+ γ

∫
Ω

θtuxdx

(3.3.14)

On utilise l’inégalité de Young pour ε1 > 0 :

γ

∫
Ω

θtuxdx ≤ ε1

∫
Ω

u2
xdx+

γ2

4ε1

∫
Ω

θ2
t dx

On obtient l’estimation :

d

dt
I1(t) ≤ −D1

∫
Ω

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2

dx− D2

2

∫
Ω

w2
xxdx+∫

Ω

(u2
t +

1

2
w2
t )dx+ ε1

∫
Ω

u2
xdx+

γ2

4ε1

∫
Ω

θ2
t dx. ∀t ≥ 0

(3.3.15)

D’où le résultat.

Lemme 3.3.2 Soit (u,w, θ) la solution du système ((3.1.1)− (3.1.3)). Alors, la fonction-

nelle I2 définie par :

I2(t) =

∫
Ω

(∫ x

0

θt(t, y)dy

)
utdx+ l

∫
Ω

θxudx t > 0 (3.3.16)

satisfait, pour ε2 > 0 l’estimation

d

dt
I2(t) ≤ −γ

2

∫
Ω

u2
tdx+ ε2

∫
Ω

u2
xdx+ C1(ε2)

∫
Ω

θ2
t dx+

ε2D
2
1

∫
Ω

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2

dx+ ε2

[
D1u

2
x(L) + θ2

t (L)
] (3.3.17)

où

C1(ε2) =
1

4ε2

+ γ +
l2

4ε2

+
D1

4ε2

+
γ2

4ε2

+
K2

1

2γ
L2.

Preuve. On a

d

dt
I2(t) =

d

dt

(∫
Ω

(∫ x

0

θt(t, y)dy

)
utdx+ l

∫
Ω

θxudx

)
alors

d

dt
I2(t) =

∫
Ω

∫ x

0

θttutdydx+

∫
Ω

∫ x

0

θtuttdydx+ l

∫
Ω

θtxudx+ l

∫
Ω

θxutdx (3.3.18)
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d’après le système ((3.1.1)− (3.1.3)), on a :

θtt = lθxx −K2θt − γutx (3.3.19)

et

utt = D1

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
x

− γθtx (3.3.20)

Insérant (3.3.19) et (3.3.20) dans (3.3.18), on obtient

d

dt
I2(t) =

∫
Ω

∫ x

0

[lθxx −K2θt − γutx]utdydx+

∫
Ω

∫ x

0

θt(t, y)dy

[
D1

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
x

− γθtx
]
dx

+ l

∫
Ω

θtxudx+ l

∫
Ω

θxutdx

(3.3.21)

on a ∫ x

0

θxx(t, y)dy = [θx(t, y)]x0 = θx(t, x)− θx(t, 0) = θx(t, x)

donc ∫
Ω

∫ x

0

lθxxutdydx = l

∫
Ω

θxutdx (3.3.22)

de même, nous avons :∫ x

0

utx(t, y)dy = [ut(t, y)]x0 = ut(t, x)− ux(t, 0) = ux(t, x)

donc

−
∫

Ω

∫ x

0

γutxutdydx = −
∫

Ω

γututdx = −γ
∫

Ω

u2
tdx (3.3.23)

d’aprés l’utilisation d’une l’integration par partie sur l’intervalle Ω = [0, L], on a :∫
Ω

∫ x

0

θt(t, y)dyD1

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
x

dx =

= −
∫

Ω

∫ x

0

θtx(t, y)dyD1

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
dx+

[∫ x

0

θtdyD1

(
ux +

1

2
(wx)

2

)]x=L

x=0

= −
∫

Ω

θtD1

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
dx+

[∫ L

0

θtdxD1

(
ux(L) +

1

2
(wx)

2(L)

)]
= −

∫
Ω

θtD1

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
dx+

∫ L

0

θtdx [D1ux(L)]

(3.3.24)
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de plus

−γ
∫

Ω

∫ x

0

θt(t, y)dyθtxdx = γ

∫
Ω

∫ x

0

θtxdyθtdx−
[∫ x

0

θtdyγθt

]x=L

x=0

= γ

∫
Ω

θ2
t dx−

∫ L

0

θtdx+ [γθt(L)]

(3.3.25)

et

l

∫
Ω

θtxudx = −l
∫

Ω

θtuxdx (3.3.26)

Insérant (3.3.22), (3.3.23), (3.3.24), (3.3.25) et (3.3.26) dans (3.3.21), on obtient :

d

dt
I2(t) =l

∫
Ω

θxutdx−
∫

Ω

∫ x

0

K2θt(t, y)dyutdx− γ
∫

Ω

u2
tdx−

∫
Ω

θtD1

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
dx+∫ L

0

θtdx [D1ux(L)] + γ

∫
Ω

θ2
t dx−

∫ L

0

θtdx [γθt(L)]− l

∫
Ω

θtuxdx+ l

∫
Ω

θxutdx

(3.3.27)

donc
d

dt
I2(t) =−

∫
Ω

∫ x

0

K2θt(t, y)dyutdx− γ
∫

Ω

u2
tdx−

∫
Ω

θtD1

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
dx+∫ L

0

θtdx [D1ux(L)− γθt(L)] + γ

∫
Ω

θ2
t dx− l

∫
Ω

θtuxdx

(3.3.28)

On utilise l’inégalité de Young pour ε2 > 0, on obtient

−
∫

Ω

∫ x

0

K2θt(t, y)dyutdx

≤ K2
2

2γ

∫
Ω

∫ x

0

θ2
t (t, y)dydx+

γ

2

∫
Ω

u2
tdx

≤ K2
2L

2

2γ

∫
Ω

θ2
t dx+

γ

2

∫
Ω

u2
tdx

(3.3.29)

ensuite ∫
Ω

θtD1

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
dx

≤
∫

Ω

ε2D
2
1

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2

+
1

4ε2

∫
Ω

θ2
t dx

(3.3.30)

de plus ∫ L

0

θtdx [D1ux(L)− γθt(L)]

≤ ε2

[
D1ux(L)2 − θt(L)2

]
+ (

D1

4ε2

+
γ2

4ε2

)

∫
Ω

θ2
t dx

(3.3.31)
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et

l

∫
Ω

θtuxdx ≤ ε2

∫
Ω

u2
xdx+

l2

4ε2

∫
Ω

θ2
t dx (3.3.32)

On obtient l’estimation :

d

dt
I2(t) ≤

(γ
2
− γ
)∫

Ω

u2
tdx+ ε2

∫
Ω

u2
xdx+

(
1

4ε2

+ γ +
l2

4ε2

+
D1

4ε2

+
γ2

4ε2

+
K2

1

2γ
L2

)∫
Ω

θ2
t dx

+ ε2D
2
1

∫
Ω

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
dx+ ε2

[
D1u

2
x(L) + θ2

t (L)
]

≤ −γ
2

∫
Ω

u2
tdx+ ε2

∫
Ω

u2
xdx+ C1(ε2)

∫
Ω

θ2
t dx

+ ε2D
2
1

∫
Ω

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2

dx+ ε2

[
D1u

2
x(L) + θ2

t (L)
]

(3.3.33)

D’où le résultat.

Lemme 3.3.3 Soit (u,w, θ) la solution du système ((3.1.1)− (3.1.3)). Alors, on a définie

q ∈ C1(Ω) :

q(x) = 2− 4

L
x x ∈ Ω

La fonctionnelle I3 définie par :

I3(t) =

∫
Ω

θtqθxdx+

∫
Ω

wtqwxdx

+

∫
Ω

utquxdx+ γ

∫
Ω

θxquxdx t > 0

(3.3.34)

satisfait l’estimation

d

dt
I3(t) ≤−

[
θ2
t (L) + θ2

t (0)
]
−D1

[
u2
x(L) + u2

x(0)
]

+
2D1

L

∫
Ω

u2
xdx+(

6D2

2L
+K1Cp

)∫
Ω

w2
xxdx+

(
2l

L
+K2

)∫
Ω

θ2
xdx+

(
2

L
+K2

)∫
Ω

θ2
t dx+

2

L

∫
Ω

u2
tdx+

8D1

L

∫
Ω

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2

dx+

(
K1 +

2

L

)∫
Ω

w2
t dx

(3.3.35)

Où Cp est la constante de Poincaré.

26



CHAPITRE 3. STABILITÉ EXPONENTIELLE DE LA POUTRE DE VON
KÁRMÁN AVEC DISSIPATION THERMALE ET DE FRICTION

Preuve. On a

d

dt
I3(t) =

d

dt

(∫
Ω

θtqθxdx+

∫
Ω

wtqwxdx+

∫
Ω

utquxdx+ γ

∫
Ω

θxquxdx

)
alors

d

dt
I3(t) =

d

dt

∫
Ω

θtqθxdx+
d

dt

∫
Ω

wtqwxdx

+
d

dt

∫
Ω

utquxdx+ γ
d

dt

∫
Ω

θxquxdx

(3.3.36)

La dérivation du Premier terme de l’équation (3.3.36), donne :

d

dt

∫
Ω

θtqθxdx =

∫
Ω

θttqθxdx+

∫
Ω

θtqθtxdx (3.3.37)

d’après le système ((3.1.1)− (3.1.3)), on a :

θtt = lθxx −K2θt − γutx

donc

d

dt

∫
Ω

θtqθxdx =

∫
Ω

(lθxx −K2θt − γutx) qθxdx+

∫
Ω

θtqθtxdx

= l

∫
Ω

θxxqθxdx−K2

∫
Ω

θtqθxdx− γ
∫

Ω

utxqθxdx+

∫
Ω

θtqθtxdx

(3.3.38)

d’aprés l’utilisation d’une l’integration par partie sur l’intervalle Ω = [0, L], on a :

l

∫
Ω

θxxqθxdx = l

∫
Ω

(θ2
x)xqdx = − l

2

∫
Ω

θ2
xqxdx+

l

2
[qθ2

x]
x=L
x=0 (3.3.39)

∫
Ω

θtqθtxdx =

∫
Ω

(θ2
t )xqdx = −1

2

∫
Ω

θ2
t qxdx+

1

2
[qθ2

t ]
x=L
x=0 (3.3.40)

Insérant (3.3.39) et (3.3.40) dans (3.3.38), on obtient :

d

dt

∫
Ω

θtqθxdx =− l

2

∫
Ω

θ2
xqxdx−K2

∫
Ω

θtqθxdx− γ
∫

Ω

utxqθxdx

− 1

2

∫
Ω

θ2
t qxdx+

1

2
[qθ2

t ]
x=L
x=0

(3.3.41)

D’aprés q′(x) = − 4

L
nous avons :

− l

2

∫
Ω

θ2
xqxdx =

2l

L

∫
Ω

θ2
xdx (3.3.42)
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− 1

2

∫
Ω

θ2
t qxdx+

1

2
[qθt]

x=L
x=0 =

2

L

∫
Ω

θ2
t dx+ [θ2

t (L)− θ2
t (0)] (3.3.43)

On utilise l’inégalité de Young pour |q(x)| ≤ 2 pour tout x ∈ [0, L], on obtient :

K2

∫
Ω

θtqθxdx ≤ K2

∫
Ω

θ2
t dx+K2

∫
Ω

θ2
xdx (3.3.44)

Insérant (3.3.42), (3.3.43) et (3.3.44) dans (3.3.41), on obtient :

d

dt

∫
Ω

θtqθxdx ≤
2l

L

∫
Ω

θ2
xdx+

2

L

∫
Ω

θ2
t dx+ [θ2

t (L)− θ2
t (0)]+

K2

∫
Ω

θ2
t dx+K2

∫
Ω

θ2
xdx− γ

∫
Ω

utxqθxdx

(3.3.45)

La dérivation du deuxième terme d’équation (3.3.36), donne :

d

dt

∫
Ω

wtqwxdx =

∫
Ω

wttqwxdx+

∫
Ω

wtqwtxdx (3.3.46)

d’après le système ((3.1.1)− (3.1.3)), on a :

wtt = −K1wt +D1

[(
ux +

1

2
(wx)

2

)
wx

]
x

−D2wxxxx

donc

d

dt

∫
Ω

wtqwxdx =

∫
Ω

(−K1wt +D1

[(
ux +

1

2
(wx)

2

)
wx

]
x

−D2wxxxx)qwxdx+

∫
Ω

wtqwtxdx

= −K1

∫
Ω

wtqwxdx+D1

∫
Ω

[(
ux +

1

2
(wx)

2

)
wx

]
x

qwxdx

−D2

∫
Ω

wxxxxqwxdx+

∫
Ω

wtqwtxdx

(3.3.47)

d’aprés l’utilisation d’une l’integration par partie sur l’intervalle Ω = [0, L], on a :

D1

∫
Ω

[(
ux +

1

2
(wx)

2

)
wx

]
x

qwxdx = −D1

∫
Ω

[(
ux +

1

2
(wx)

2

)
wx

]
(qwx)x dx (3.3.48)

−D2

∫
Ω

wxxxxqwxdx = D2

∫
Ω

wxxx(qwx)xdx (3.3.49)

∫
Ω

wtqwtxdx = −1

2

∫
Ω

(w2
t )xqdx = −1

2

∫
Ω

w2
t qxdx+

1

2
[qw2

t ]
x=L
x=0 (3.3.50)
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et comme : (qwx)x = qxwx + qwxx

D1

∫
Ω

[(
ux +

1

2
(wx)

2

)
wx

]
x

qwxdx = −D1

∫
Ω

[(
ux +

1

2
(wx)

2

)
wx

]
(qxwx + qwxx)dx

(3.3.51)

et

−D2

∫
Ω

wxxxxqwxdx = D2

∫
Ω

wxxx(qxwx + qwxx)dx (3.3.52)

Insérant (3.3.50), (3.3.51) et (3.3.52) dans (3.3.47), on obtient :

d

dt

∫
Ω

wtqwxdx =−K1

∫
Ω

wtqwxdx−D1

∫
Ω

[(
ux +

1

2
(wx)

2

)
wx

]
(qxwx + qwxx)dx

+D2

∫
Ω

wxxx(qxwx + qwxx)dx−
1

2

∫
Ω

w2
t qxdx+

1

2
[qw2

t ]
x=L
x=0

(3.3.53)

D’aprés q′(x) = − 4

L
nous avons :

−D1

∫
Ω

[(
ux +

1

2
(wx)

2

)
wx

]
(qxwx)dx =

4D1

L

∫
Ω

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
w2
xdx (3.3.54)

et

+D2

∫
Ω

wxxx(qxwx) = −4D2

L

∫
Ω

wxxxwxdx (3.3.55)

−1

2

∫
Ω

w2
t qxdx+

1

2
[qwt]

x=L
x=0 =

2

L

∫
Ω

w2
t dx− [w2

t (L) + w2
t (0)] (3.3.56)

on obtient :
d

dt

∫
Ω

wtqwxdx =−K1

∫
Ω

wtqwxdx−D1

∫
Ω

(
(ux +

1

2
(wx)

2)wx

)
qwxxdx

+
4D1

L

∫
Ω

(ux +
1

2
(wx)

2)w2
xdx+D2

∫
Ω

wxxxqwxxdx

− 4D2

L

∫
Ω

wxxxwxdx+
2

L

∫
Ω

w2
t dx− [w2

t (L) + w2
t (0)]

(3.3.57)

d’aprés l’utilisation d’une l’integration par partie sur l’intervalle Ω = [0, L], on a :

−D1

∫
Ω

(
1

2
(wx)

2)wxqwxxdx =
D1

4

∫
Ω

((wx)
2)wxq(w

2
x)xdx

=
D1

8

∫
Ω

(wx)
4qxdx

= −D1

2L

∫
Ω

(wx)
4dx

(3.3.58)
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de plus

D2

∫
Ω

wxxxqwxxdx =
D2

2

∫
Ω

(w2
xx)xqdx =− D2

2

∫
Ω

w2
xxqxdx+

D2

2
[qw2

xx]
x=L
x=0

=
2D2

L

∫
Ω

w2
xxdx−D2[w2

xx(L) + w2
xx(0)]

(3.3.59)

et

− 4D2

L

∫
Ω

wxxxwxdx =
4D2

L

∫
Ω

w2
xxdx (3.3.60)

Insérant (3.3.58), (3.3.59) et (3.3.60) dans (3.3.57), on obtient : :

d

dt

∫
Ω

wtqwxdx =−K1

∫
Ω

wtqwxdx−D1

∫
Ω

uxwxqwxxdx−
D1

2L

∫
Ω

(wx)
4dx

+
4D1

L

∫
Ω

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
w2
xdx+

6D2

L

∫
Ω

w2
xxdx

−D2[w2
xx(L) + w2

xx(0)] +
2

L

∫
Ω

w2
t dx− [w2

t (L) + w2
t (0)]

(3.3.61)

On utilise l’inégalité de Young pour |q(x)| ≤ 2 pour tout x ∈ [0, L], on obtient :

K1

∫
Ω

wtqwxdx ≤ K1

∫
Ω

w2
t dx+K1

∫
Ω

w2
xdx (3.3.62)

l’inégalité de Poincaré, donne :

K1

∫
Ω

w2
xdx ≤ K1Cp

∫
Ω

w2
xxdx (3.3.63)

et

4D1

L

∫
Ω

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
w2
xdx

≤ 16D1

2L

∫
Ω

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2

+
D1

2L

∫
Ω

w4
xdx

≤ 8D1

L

∫
Ω

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2

+
D1

2L

∫
Ω

w4
xdx

(3.3.64)

D’où finalement :

d

dt

∫
Ω

wtqwxdx ≤K1

∫
Ω

w2
t dx+

(
6D2

L
+K1Cp

)∫
Ω

w2
xxdx−D1

∫
Ω

uxwxqwxxdx

+
8D1

L

∫
Ω

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2

−D2[w2
xx(L) + w2

xx(0)]

+
2

L

∫
Ω

w2
t dx− [w2

t (L) + w2
t (0)]

(3.3.65)
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La dérivation du la troisième terme d’équation (3.3.36), donne :

d

dt

∫
Ω

utquxdx =

∫
Ω

uttquxdx+

∫
Ω

utqutxdx (3.3.66)

d’après le système ((3.1.1)− (3.1.3)), on a :

utt = D1

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
x

− γθtx

donc

d

dt

∫
Ω

utquxdx =

∫
Ω

(
D1

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
x

− γθtx
)
quxdx+

∫
Ω

utqutxdx

= D1

∫
Ω

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
x

quxdx− γ
∫

Ω

θtxqwxdx+

∫
Ω

utqutxdx

(3.3.67)

d’aprés l’utilisation d’une l’integration par partie sur l’intervalle Ω = [0, L], on a :

D1

∫
Ω

(ux)xquxdx = D1

∫
Ω

uxxqux =
D1

2

∫
Ω

(u2
x)xqdx

=− D1

2

∫
Ω

u2
xqxdx+

D1

2
[qu2

x]
x=L
x=0

(3.3.68)

et ∫
Ω

utqutxdx = −1

2

∫
Ω

(u2
t )xqdx = −1

2

∫
Ω

u2
t qxdx (3.3.69)

Insérant (3.3.51), (3.3.52) et (3.3.50) dans (3.3.47), on obtient : :

d

dt

∫
Ω

utquxdx =− D1

2

∫
Ω

u2
xqxdx+

D1

2
[qu2

x]
x=L
x=0 +D1

∫
Ω

(wx)wxxquxdx

− γ
∫

Ω

θtxquxdx−
1

2

∫
Ω

u2
t qxdx

(3.3.70)

D’aprés q′(x) = − 4

L
nous avons :

− D1

2

∫
Ω

u2
xqxdx+

D1

2
[qu2

x]
x=L
x=0 =

2D1

L

∫
Ω

u2
xdx−D1[u2

x(L) + u2
x(0)] (3.3.71)

et

− 1

2

∫
Ω

u2
t qxdx =

2

L

∫
Ω

u2
tdx (3.3.72)
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D’où finalement :

d

dt

∫
Ω

utquxdx =
2D1

L

∫
Ω

u2
xdx−D1[u2

x(L) + u2
x:(0)] +D1

∫
Ω

wxwxxquxdx

− γ
∫

Ω

θtxquxdx+
2

L

∫
Ω

u2
tdx

(3.3.73)

La dérivation du quatrième terme d’équation (3.3.36) on a :

γ
d

dt

∫
Ω

θxquxdx = γ

∫
Ω

θtxquxdx+ γ

∫
Ω

θtqutxdx (3.3.74)

Insérant (3.3.45), (3.3.65), (3.3.73) et (3.3.74) dans (3.3.36), on obtient :

d

dt
I3(t) ≤− [θ2

t (L) + θ2
t (0)]−D1[u2

t (L) + u2
t (0)] +

(
2l

L
+K2

)∫
Ω

θ2
xdx

+

(
2

L
+K2

)∫
Ω

θ2
t dx+

(
2

L
+K1

)∫
Ω

w2
t dx

+

(
6D2

L
+K1Cp

)∫
Ω

w2
xxdx+

8D1

L

∫
Ω

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2

+
2D1

L

∫
Ω

u2
xdx+

2

L

∫
Ω

u2
tdx

(3.3.75)

D’où le résultat.

Lemme 3.3.4 Soit (u,w, θ) la solution du système ((3.1.1)− (3.1.3)). Alors, la fonction-

nelle I4 définie par :

I4(t) =

∫
Ω

θtθdx+

∫
Ω

K2

2
θ2dx+

∫
Ω

γuxθdx t > 0 (3.3.76)

satisfait, pour ε2 > 0 l’estimation

d

dt
I4(t) ≤− l

∫
Ω

θ2
xdx+ ε2

∫
Ω

u2
xdx+

(
γ2

4ε2

+ 1

)∫
Ω

θ2
t dx ∀t > 0. (3.3.77)

Preuve. On multiplie la troisième équation du système ((3.1.1)− (3.1.3)) par θ et on

integre sur Ω = [0.L], nous obtenons :∫
Ω

[θtt − lθxx +K2θt + γutx] θdx∫
Ω

θttθdx− l

∫
Ω

θxxθdx+K2

∫
Ω

θtθdx+ γ

∫
Ω

utxθdx

(3.3.78)
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on a ∫
Ω

θttθdx =
d

dt

∫
Ω

θtθdx−
∫

Ω

θ2
t dx (3.3.79)

K2

∫
Ω

θtθdx = K2

∫
Ω

1

2

d

dt
θ2dx =

d

dt

∫
Ω

K2

2
θ2dx (3.3.80)

γ

∫
Ω

utxθdx = γ
d

dt

∫
Ω

utθdx− γ
∫

Ω

uxθtdx (3.3.81)

d’aprés l’utilisation d’une l’integration par partie sur l’intervalle Ω = [0, L], on a :

− l

∫
Ω

θxxθdx = l

∫
Ω

θxθxdx = l

∫
Ω

θ2
xdx (3.3.82)

La somme des equation (3.3.79), (3.3.80), (3.3.82) et (3.3.81), nous donne :

d

dt

∫
Ω

(
θtθ +

K2

2
θ2 + γutθ

)
dx

=

∫
Ω

θ2
t dx+ γ

∫
Ω

uxθtdx− l

∫
Ω

θ2
xdx =

d

dt
I4(t)

(3.3.83)

On utilise l’inégalité de Young pour ε2 > 0, on obtient :

γ

∫
Ω

uxθtdx ≤ ε2

∫
Ω

u2
xdx+

γ2

4ε2

∫
Ω

θ2
t dx (3.3.84)

On obtient l’estimation :

d

dt
I4(t) ≤− l

∫
Ω

θ2
xdx+

(
γ2

4ε2

+ 1

)∫
Ω

θ2
t dx

+ ε2

∫
Ω

u2
xdx

(3.3.85)

D’où le résultat.

Théorème 3.3.1 Soit ((u0, u1), (w0, w1), (θ0, θ1)) ∈ V,il existe deux constantes positives

C et d telles que l’énergie de la solution de système ((3.1.1)− (3.1.3)) satisfait :

E(t) ≤ CE(0) exp−dt ∀t > 0

Preuve. On définit la fonction de Lyapunov suivante :

F(t) = NE +
γ

4
I1 + I2 + ε2I3 + I4 ∀t ≥ 0 (3.3.86)
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La dérivée de F(t) donne :

d

dt
F(t) =

d

dt
(NE(t) + I1(t) + I2 + ε2I3 + I4)

≤ N
d

dt
E(t) +

d

dt
I1(t) +

d

dt
I2 + ε2

d

dt
I3 +

d

dt
I4

(3.3.87)

Nous avons la relation suivante :∫
Ω

u2
xdx =

∫
Ω

(
ux +

1

2
(wx)

2 − 1

2
(wx)

2

)2

dx

≤ 2

∫
Ω

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2

dx+
1

2

∫
Ω

w4
xdx

≤ 2

∫
Ω

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2

dx+
L

4

∫
Ω

w2
xxdx

d’aprés l’equation de l’érgrie on a :

N
d

dt
E(t) ≤ −NK1

∫
Ω

w2
t −NK2

∫
Ω

θ2
t dx (3.3.88)

ensuite

γ

4

d

dt
I1(t) ≤

(
ε1γ

2
− γD1

4

)∫
Ω

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2

dx

(
γLε1

16
− γD2

8

)
D2

2

∫
Ω

w2
xxdx

+
γ

4

∫
Ω

u2
tdx+

γ

8

∫
Ω

w2
t dx+

γ3

16ε1

∫
Ω

θ2
t dx. ∀t ≥ 0

(3.3.89)

de plus

d

dt
I2(t) ≤ −γ

2

∫
Ω

u2
tdx+ C1(ε2)

∫
Ω

θ2
t dx+

(
ε2D

2
1 + 2ε2

) ∫
Ω

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2

dx

+
ε2L

4

∫
Ω

w2
xxdx+ ε2

[
D1u

2
x(L) + θ2

t (L)
] (3.3.90)

aussi

ε2
d

dt
I3(t) ≤− ε2

[
θ2
t (L) + θ2

t (0)
]
−D1ε2

[
u2
x(L) + u2

x(0)
]

+ ε2

(
6D2

2L
+K1Cp +

D1L

2

)∫
Ω

w2
xxdx

+ ε2

(
2l

L
+K2

)∫
Ω

θ2
xdx+ ε2

(
2

L
+K2

)∫
Ω

θ2
t dx+ ε2

2

L

∫
Ω

u2
tdx

+ ε2
12D1

L

∫
Ω

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2

dx+ ε2

(
K1 +

2

L

)∫
Ω

w2
t dx

(3.3.91)
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et

d

dt
I4(t) ≤− l

∫
Ω

θ2
xdx+

(
γ2

4ε2

+ 1

)∫
Ω

θ2
t dx

+ 2ε2

∫
Ω

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2

dx+ ε2
L

4

∫
Ω

w2
xxdx

(3.3.92)

Insérant (3.3.88), (3.3.89), (3.3.90), (3.3.91) et (3.3.92) dans (3.3.87), on obtient :

d

dt
F (t) ≤−

[
γ

4
− 2ε2

L

] ∫
Ω

u2
tdx−

[
K1N −

γ

8
− ε2

(
K1 +

2

L

)]∫
Ω

w2
t dx

−
[
K2N −

γ3

16ε1

− C1(ε2)− ε2

(
2

L
+K2

)
−
(
γ2

4ε2

+ 1

)]∫
Ω

θ2
t dx

−
[
γD2

8
− ε1

γL

16
− ε2

L

2
− ε2

(
6D2

2L
+K1Cp +

D1L

2

)]∫
Ω

w2
xxdx

−
[
γD1

4
− ε1

γ

2
− ε2

(
D2

1 +
12D1

L
+ 4

)]∫
Ω

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2

dx

−
[
l − ε2

(
2l

L
+K2

)]∫
Ω

θ2
xdx

(3.3.93)

Maintenant, nous devons choisir nos coefficients d’une manière appropriée.

Nous choisissons ε2 , ε1 assez petit, nous obtenons :

l − ε2

(
2l

L
+K2

)
= 0 =⇒ ε2 ≤

(
2l

L
+K2

)−1

l

γ

4
− 2ε2

L
= 0 =⇒ ε2 ≤

γL

8

γD1

4
− ε2

(
D2

1 +
12D1

L
+ 4

)
= 0 =⇒ ε2 ≤

γ

4
D1

(
D2

1 +
12D1

L
+ 4

)−1

γD2

8
− ε2

(
6D2

2L
+K1Cp +

L

2
+
D1L

2

)
= 0 =⇒ ε2 ≤

γD2

8

(
6D2

2L
+K1Cp +

L

2
+
D1L

2

)−1

donc

ε2 ≤ min

{(
2l

L
+K2

)−1

l ,
γL

8
,
γ

4
D1

(
D2

1 +
12D1

L
+ 4

)−1

,
γD2

8

(
6D2

2L
+K1Cp +

L

2
+
D1L

2

)−1
}

d’autre part

γ

4
D1 − ε1

γ

2
= 0 =⇒ ε1 ≤

D1

2
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γ

8
D2 − ε1

γL

16
= 0 =⇒ ε1 ≤

2D2

L

donc

ε1 ≤ min

{
D1

2
,
2D2

L

}
Nous choisissons N assez grand pour que :

K1N −
γ

8
− ε2

(
K1 +

2

L

)
= 0 =⇒ N > K−1

1

(
γ

8
+ ε2

(
K1 +

2

L

))

K2N −
γ3

16ε1

− C1(ε2)− ε2

(
2

L
+K2

)
−
(
γ2

4ε2

+ 1

)
= 0 =⇒

N > K−1
2

(
γ3

16ε1

+ C1(ε2) + ε2

(
2

L
+K2

)
+

(
γ2

4ε2

+ 1

))
donc

N > max

{
K−1

1

(
γ

8
+ ε2

(
K1 +

2

L

))
, K−1

2

(
γ3

16ε1

+ C1(ε2) + ε2

(
2

L
+K2

)
+

(
γ2

4ε2

+ 1

))}
Par conséquent, (3.3.93) prend la forme :

d

dt
F(t) ≤ −η

∫
Ω

{u2
t + w2

t + θ2
t + θ2

x + w2
xx +

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2

}dx

≤ −CE(t)

(3.3.94)

Pour certaines positives constantes η et C : Aussi, nous pouvons choisir N encore assez

grand tel que :

β2E(t) ≤ F(t) ≤ β1E(t) (3.3.95)

avec β2 et β1 deux constantes positives. En combinant les relations (3.3.94) avec le membre

de droite de (3.3.95), nous obtenons :

F′(t) ≤ −CE(t)

β2E(t) ≤ F(t)

F′(t) ≤ −CE(t) ≤ C

β2

F(t)

F′(t) ≤ −C
β2

F(t)

F′(t) ≤ −dF(t)
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avec d constante positive. On utilisant une intégration simple, nous obtenons :

F′(t)

F(t)
≤ −d∫

Ω

F′(t)

F(t)
dx ≤

∫
Ω

−ddx

ln |F(t)| ≤ −dt+ C

expln|F(t)| ≤ exp−dt+C

F(t) ≤ exp−dt λ

avec λ = expC , on utilisant les condition initiales :

F(0) ≤ exp(0) λ

F(0) ≤ λ

D’aprés l’equivalence entrè F (t) et E(t), nous obtenons :

E(t) ≤ E(0) exp−dt (3.3.96)

D’où le résultat.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons examiné la stabilité exponentielle du système de Von

Kármán avec dissipation thermale et de friction, avec des conditions aux limites et des

conditions initiales.

Le système de Von Kármán est présenté sous la forme suivante :

utt −D1

[
ux +

1

2
(wx)

2

]
x

+ γθtx = 0

wtt +K1wt −D1

[(
ux +

1

2
(wx)

2

)
wx

]
x

+D2wxxxx = 0

θtt − lθxx +K2θt + γutx = 0, (x, t) ∈ (0, l)× (0,+∞).

(3.3.97)

avec les conditions aux limites de Dirichlet pour u, Neumann-Dirichlet pour w et Neumann

pour θ : 
u(0, .) = u(L, .) = w(0, .) = w(L, .) = 0, t > 0.

wx(0, .) = wx(L, .) = 0, t > 0.

θx(0, .) = θx(L, .) = 0, t > 0.

(3.3.98)

et les conditions initiales : 
u(., 0) = u0, ut(., 0) = u1,

w(., 0) = w0, wt(., 0) = w1,

θ(., 0) = θ0, θt(., 0) = θ1

(3.3.99)
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CONCLUSION

Où t désignant la variable du temps et Ω = [0, L] , K1 , K2,D1, D2 ,l et γ sont

constantes positives.

Lors de l’étude du système de Von Kármán, nous avons démontré la décroissance expo-

nentielle du systèmem, en utilisant la méthode du multiplicateur basée sur la construction

d’une fonctionnelle de Lyapunov.
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 ملخص

 

 ام طريقة المضاعفهذا العمل، ندرس استقرار عارضة فون كارمان ، باستخد     

 بناء وظيفة لايبينوف، تعتمد هذه الطريقة على دراسة الاستقرارالتي تعتمد على                

 .الأسي لنظام فون كرمان 

 .نظام فون كرمان، وظيفة لايبينوف: الكلمات المفتاحية  

 

 
 

Résumé 

 
Dans ce travail, nous étudions la stabilité de la poutre de von Kármán, 

en utilisant la méthode du multiplicateur basée sur la construction ďune 

fonctionnelle de Lyapunov. Cette méthode est basée sur ľétude de la 

stabilité exponentielle du système de von Kármán .  

Mots-clés : Système de von Kármán, fonctionnelle de Lyapunov. 

 
 
 
 
 
 

Abstract 

 
In this work, we study the stability of the von Kármán beam, using the 

multiplier method based on the construction of a Lyapunov functional, 

This method is based on the study of the exponential stability of the von 

Kármán system. 
 

Key words: von Kármán system, Lyapunov functional.  
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