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Introduction générale

Le calcul fractionnaire généralise la dérivée et l’intégrale d’une fonction à l’ordre non-entier.
Plusieurs définitions ont été introduites par Grunwald-Letnikov, Caputo, Riemann-Liouville
et d’autres. Pour plus de détails, les auteurs intéressés ont conseillé de consulter par exemple
[14, 27, 31]. Dans ce travail, nous avons concentrés sur la fonction Mittag-Leffler, l’un des plus
importants fonctions spéciales utilisées en calcul fractionnaire. Son importance est réalisée lors
des quinze dernières années en raison de son implication directe dans les problèmes de la phy-
sique, biologie, ingénierie et sciences appliquées. Diverses propriétés des fonctions de Mittag-
Leffler sont décrites dans [4, 11, 18, 21].

En 1920, Tamarkin a présenté une solution d’équation intégrale de type Abel-Volterra :

φ(x)− λ

Γ(α)

∫ x

0

φ(t)

(x− t)1−αdt, 0 < x < 1,

en termes de la fonction Mittag-Leffler.

Récemment, le calcul fractionnaire a été introduit dans l’analyse de la stabilité des systèmes
non linéaire, (voir par exemple [29, 30] ) et de nombreux problèmes ont été étudiés à ce sujet.
Voir [12, 24, 23, 33], où certains résultats fondamentaux ont été obtenus. La stabilité des sys-
tèmes non linéaires a fait l’objet d’une attention accrue en raison de son importance rôle dans
les domaines de la science et de l’ingénierie. Un grand nombre de monographies et d’articles
sont consacrés aux systèmes non linéaires fractionnaires [10, 25, 28, 32].

Dans ce travail, on considère le système différentiel fractionnaire suivant

C
t0
Dα
t x(t) = f(t, x), t ≥ t0, (1)

où 0 < α < 1 et f ∈ C(R+ × Rn,Rn).
Nous supposerons que pour toute donnée initiale (t0, x0) ∈ R+ × Rn, le système (1) avec la
condition initiale x(t0) = x0 admet une solution x(t; t0, x0) ∈ Cα([t0,+∞),Rn).
Le but de ce travail est d’étudier quelques types de stabilité du système (1). pour ce fait nous
supposerons à la suite que l’origine x = 0 soit un point d’équilibre pour le système d’ordre
fractionnaire (1) c’est-à-dire que f(t, 0) ≡ 0.
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Chapitre 1

Préliminaires

Le but de ce chapitre est de présenter quelques définitions et notations, et propriétés pour
les fonctions Gamma, Bêta et Mittag-Leffler que nous utiliserons à la suite de ce travail.

1.1 Méthodes opérationnelles

1.1.1 La fonction Gamma

En mathématiques, la fonction Gamma. C’est une fonction complexe qui prolonge la fonc-
tion factorielle à l’ensemble des nombres complexes.

Définition 1.1.1 Pour tout nombre complexe z , la fonction Gamma d’Euler Γ(z) est définit par l’inté-
gral suivant.

Γ(z) =

∫ +∞

0

tz−1e−tdt, Re(z) > 0. (1.1)

Quelques Propriétés importantes de la fonction Gamma

1) une propriété importante de la fonction Γ(z) d’après (1.1) est la relation suivante :

Γ(z + 1) = zΓ(z). (1.2)

Qu’on peut la démontrer par intégration par parties

Γ(z + 1) =

∫ +∞

0

tze−tdt = [−tze−t]t=+∞
t=0 + z

∫ +∞

0

tz−1e−tdt = zΓ(z).

2) La fonction Gamma généralise la factorielle car :

Γ(n+ 1) = n! (n ∈ N0) (1.3)

3) On définit le prolongement de Γ(z) pour z nombre réel négatif comme suit :
Supposons z ∈] − 1; 0[ alors z + 1 est bien défini par la formule (1.2), mais non pas par
(1.1). Alors il convient de définir Γ(z) par la relation suivante :

Γ(z) =
Γ(z + 1)

z
(1.4)
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En suivant la même procédure pour tous nombre réel z ∈]−(n+1);−n[(n ∈ N0) on aura :

Γ(z) =
Γ(z + n+ 1)

z(z + 1)....(z + n)
, [1 > z + n+ 1 > 0] (1.5)

Pour z = 0 : Γ(z) est infinie, il en sera de même pour tous les valeurs entieres négatives
de z c’est -à- dire Γ(−1); Γ(−2); ..........; Γ(−n) sont infinies. On a :

Γ(1) = 1,Γ(0+) = +∞
Γ(z) est une fonction monotone et strictement décroissante pour 1 ≥ z > 0.

Nous montrons maintenant que Γ(1
2
) =
√
π.

De la définition (1.1) nous avons :

Γ

(
1

2

)
=

∫ +∞

0

t−
1
2 e−tdt

Si nous posons t = y2,
Alors dt = 2ydy, et nous obtenons maintenant

Γ

(
1

2

)
= 2

∫ +∞

0

e−y
2

dy. (1.6)

De la même, on peut écrire :

Γ

(
1

2

)
= 2

∫ +∞

0

e−x
2

dx. (1.7)

Nous multiplions les formulation (1.6) et (1.7) on trouve :

Γ

[(
1

2

)]2

= 4

∫ +∞

0

∫ +∞

0

e−(x2+y2)dxdy. (1.8)

L’équation (1.8) represente intégrale double qui peut être évaluée en coordonnées polaires pour
obtenir :

Γ

[(
1

2

)]2

= 4

∫ π
2

0

∫ +∞

0

e−r
2

drdθ = π (1.9)

Ainsi, Γ(1
2
) =
√
π L’équation fractionnelle (1.2) entraine pour les entiers relatifs positifs n ([20])

Γ

(
n+

1

2

)
=

1.3.5...(2n− 1)

2n
√
π

Γ

(
n+

1

3

)
=

1.4.7...(3n− 2)

3n
Γ

(
1

3

)
,

Γ

(
n+

1

4

)
=

1.59...(4n− 3)

4n
Γ

(
1

4

)
,

Et poor les valeurs négatives,

Γ

(
− n+

1

2

)
=

(−1)n2n

1.3.5...(2n− 1)

√
π
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Autres définitions de la fonction Gamma

Γ(x+ 1) = lim
k→∞

1.2.3...k

(x+ 1)(x+ 2)...(x+ k)
kx

1

Γ(x)
= xeyx

∞∏
m=1

{(
1 +

x

m

)
e−

x
m

}
Il s’agit d’une représentation produit infinie pour la fonction Gamma, où y est la constante
d’Euler.

Dérivées de la fonction Gamma

Γ′(1) =

∫ ∞
0

e−x lnxdx = −y

Γ′(x)

Γ(x)
= −y +

(
1

1
− 1

x

)
+

(
1

2
− 1

x+ 1

)
+ ...+

(
1

n
− 1

x+ n− 1

)
+ ...

FIGURE 1.1 – Courbe représentative de la fonction Gamma

1.1.2 La fonction Bêta

la fonction Bêta (qui est un type d’intégrale , au même titre que la fonction Gamma) est une
fonction définie par :

B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt, x, y ∈ R+ (1.10)
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Proposition 1.1.1 la fonction Bêta et la fonction Gamma sont liées par la relation suivante ( [14]) :

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
, x, y ∈ R+ (1.11)

preuve 1.1.1

Γ(x)Γ(y) =

∫ +∞

0

∫ +∞

0

tx−1
1 ty−2

2 e−t1e−t2dt1dt2

=

∫ +∞

0

tx−1
1

(∫ +∞

0

e|t1+t2|dt2

)
En effectuant le changement de variables

t′2 = t2 + t1

On trouve

Γ(x)Γ(y) =

∫ +∞

0

tx−1
1 dt1

∫ +∞

t1

(t′2 − t1)y−1e−t
′
2dt′2

=

∫ +∞

0

e−t
′
2dt′2

∫ t1

0

(t′2 − t1)y−1tx−1dt1

Si on pose t′1 = t1
t′2

, on arrive à

=

∫ +∞

0

e−t
′
2dt′2

(∫ 1

0

(t′1t
′
2)t1(t′2 − t′1t′2)y−1t′2dt

′
1

)
=

∫ +∞

0

e−t
′
2dt′2

(
(t′2)x+y−1B(x, y)

)
=

∫ +∞

0

e−t
′
2(t′2)x+y−1dt′2B(x, y)

= Γ(x+ y)B(x, y).

Ce qui donne le résultat désiré.

Propriétés de la fonction Béta

1) B(x,y)=B(y,x) pour tous x, y telsque Re(x)>0, Re(y) > 0.

2) B(x,y)=
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)

Exemple 1.1.1 Calculons B(1
2
, 1

2
)

B

(
1

2
,
1

2

)
=

Γ(1
2
)Γ(1

2
)

Γ(1)
= π
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1.1.3 La fonction Mittag-Leffler

La fonction exponentielle ez, joue un rôle trés importante dans la théorie des équations dif-
férentielles d’ordre entier. La généralisation de la fonction exponentielle à un seul paramétre a
été introduite par G.M. Mittag-Leffler ([16, 15]).

Et désingée par la fonction suivante([8, 9])

Définition 1.1.2 la fonction Mittag-leffler à un seul parametre, est définie par :

Eα(z) =
+∞∑
k=0

zk

Γ(α(k + 1))
Re(α) > 0, z ∈ C (1.12)

FIGURE 1.2 – La fonction Mittag-Leffler à un seul parametre

La fonction de Mittag-Leffler à deux paramétres joue également un rôle trés important dans
la théorie du calcul fractionnaire. Cette fonction à deux paramétres a été introduite par ARGA-
WAL ([22]) et elle est définie par un développement en série entière.

Définition 1.1.3 [3] la fonction Mittag-Leffler à deux parametres, est définie par :

Eα,β(z) =
+∞∑
k=0

zk

Γ(kα + β)
, (z, β ∈ C Re(α) > 0). (1.13)

De la définition (1.13), résulte :

Eα,β(z) =
1

Γ(β)
+ zEα,α + β(z).
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En effet, par définition on a :

Eα,β(z) =
+∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)

=
+∞∑
k=−1

zk+1

Γ(α(k + 1) + β)

=
+∞∑
k=−1

zzk

Γ(αk + (α + β))

=
1

Γ(β)
+ z

+∞∑
k=0

zk

Γ(αk + (α + β))

=
1

Γ(β)
+ zEα,α + β(z).

Par exemple ,

E1,1(z) =
+∞∑
k=0

zk

Γ(k + 1)
=

+∞∑
k=0

zk

k!
= ez

Eα,1(z) = Eα(z)

par analogie avec (1.11) pour A ∈ Cn∗n on introduit une matrice dans la fonction de Mittag-
Leffler est définie par :

Eα,β =
+∞∑
k=0

Ak

Γ(kα + β)
(z, β ∈ C Re(α) > 0). (1.14)

Quelques relations avec les fonctions classiques
D’après (1.13) on obtient les relation suivantes :

E 1
2
,2(z) =

sinh(z)√
z

E 1
2
,1(z) = cosh(z)

E1,2(z) =
ez − 1

z

E 1
2
(z) = ez

2

(1 + erf(z)) = ez
2

(1 +
2√
π

∫ z

0

e−t
2

dt).

Théorème 1.1.1 La fonction de Mittag-Leffler possède les proprietés suivantes :

1) Pour |z| < 1 la fonction de Mittag-Leffler généralisée satisfait :∫ ∞
0

e−ttβ−1Eα,β(ztα)dt =
1

z − 1

7



2) La transformée de laplace de cette fonction est donnée par :

L
[
zαk+β−1E

(k)
α,β(+azα)

]
(s) =

k!sα−β

(sα−a)k+1
, Re(s) >|a|

1
a

où E(k)
α,β(y) = dk

dyk
Eα,β(y).

3) Intégration de la fonction de M-L :∫ z

0

Eα,β(λtα)tβ−1dt = zβEα,β+1(λzα).

4) La dérivée d’ordre n ∈ N de la fonction de M-L est donnée par :

dn

dzn
(zβ−1Eα,β(λzα)) = zβ−n−1Eα,β−n(zα)

preuve 1.1.2 Voir [1]

FIGURE 1.3 – La fonction Mittag-Leffler à deux parametres

1.1.4 La fonction Miller-Ross

En 1993, Miller et Ross ont introduit une fonction comme base de la solution du problème
de la valeur initial d’ordre fractionnaire définie comme l’intégrale avec l’intégrale de la fonction
exponentielle, c’est-à-dire :

Ei(v, a) =
d−v

dt−v
eat = tv

∞∑
k=0

(at)k

Γ(v + k + 1)

8



1.1.5 Fonction d’Agarwal

La fonction de Mittag-Leffler est généralisée par Agarwal en 1953. Cette fonction est parti-
culièrement intéressante pour la théorie du système d’ordre fractionnaire en raison de sa trans-
formation de Laplace donnée par Agarwal.
La fonction est définie comme suit :

Eα,β(t) =
∞∑
m=0

t(m+β−1
α

)

Γ(α−m+ β)

L{Eα,β(t)α} =
Sα−β

Sα − 1

1.1.6 Fonction d’Erdelyi

Erdelyi 1954 a étudié la généralisation de la fonction de Mittag-Leffler en tant que :

Eα,β(t) =
∞∑
m=0

tm

Γ(α.m+ β)
, α, β > 0,

où les puissances de t sont des entiers.

1.1.7 La fonction d’Erreur

La fonction d’Erreur est définie par l’intégrale suivante :

Erf(x) =
2√
π

∫ x

0

e−t
2

dt, x ∈ R

la fonction d’Erreur complémentaire notée Erfc est définie comme suit :

Erf(x) = 1− Erf(x)

Par exemple :
Erf(0) = 0

Et
Erf(∞) = 1

1.2 Définitions et notations

Dans cette section, nous introduisons quelques définitions et notations nécessaires qu’on va
utiliser au chapitre 3.
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1.2.1 Définition de quelques types de stabilité

Le point x = 0 de système (3.1) est :

Stable : par a rapport à y, si pour chaque ε > 0 et t0 ∈ R+, il existe δ := δ(ε, t0) tel que pour
x0 ∈ Rn, l’inégalité ‖x0‖ < δ implique ‖y(t; t0, x0)‖ < ε pour t ≥ t0.

Uniformément stable : par a rapport à y, si il est stable et δ ne dépend que de ε.

Uniformément attractive :par a rapport à y, s’il existe β > 0 tel que pour tout ε > 0 il existe
T := T (ε) > 0 tel que pour tout t0 ∈ R+, x0 ∈ Rn avec ‖x0‖ < β l’inégalité ‖y(t; t0, x0)‖ < ε vaut
pour t ≥ t0 + T .

Uniformément assymptotiquement stable : par a rapport à y, si il est uniformément stable
par a rapport à y, et uniformément attractive par a rapport à y.

Globalement uniformément assymptotiquement stable : par a rapport à y, si il est unifor-
mément stable par a rapport à y, et globalement uniformément attractive par a rapport à y.

Définition 1.2.1 Le système d’ordre fractionnaire non linéare (3.1) est dit conditionel asymptotique-
ment stable, si pour ξ > 0 tel que pour tous ‖µ‖ ≤ ξ, il existe une fonction ψ de classe k∞ satisfaisant
pour chaque condition initiale ‖x(t0)‖, la solution x(t) satisfait :

‖x(t)‖ ≤ ψ(‖x(t0‖), t− t0)

.

1.2.2 Définition des fonction de classe K et K∞
Définition 1.2.2 On dit qu’une fonction continue ϕ : R+ → R+ est de classe K si elle est strictement
croissante et ϕ(0) = 0. Si en plus ϕ(t)

t7−→+∞−−−−→ +∞, on dit que ϕ appartient à la classe K∞.

Remarque 1.2.1 Si ϕ1, ϕ2 : R+ → R+ sont deux fonctions de classe K (respectivement de classe K∞),
alors les fonctions ϕ−1

1 , ϕ−1
2 , ϕ1 ◦ ϕ2 et ϕ2 ◦ ϕ1 sont aussi de classe K (resp. de classe K∞).
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Chapitre 2

Dérivées et intégrales fractionnaires

Dans ce chapitre, nous présentons quelques approches de dérivation et intégration fraction-
naires.

2.1 Approche de Grünwald-Letnikov

L’idée de cette approche est basée sur la remarque qu’on peut exprimer la dérivée d’ordre
entier p (si p est positif) et l’intégrale répétée (−p) fois (si p est négatif) d’une fonction f par le
formule générale suivant :

aD
p
t = lim

h→0
h−p

n∑
k=0

(−1)k
(
p

k

)
f(t− kh)

avec (
p

k

)
=
p(p− 1)...(p− k + 1)

k!

qui représente la dérivée d’ordre entier p si 0 < p < n et l’intégrale répétée (−p) fois si
−n < p < 0 avec nh = t− a.

La généralisation de cette formule pour p non entier (avec 0 ≤ n− 1 < p < n ) et

(−1)k
(
p

k

)
=
−p(1− p)(2− p)...(k − p− 1)

k!
=

Γ(k − p)
Γ(k + 1)Γ(−p)

nous donne :
G
aD

p
t f(t) = lim

h→0
h−p

n∑
k=0

Γ(k − p)
Γ(k + 1)Γ(−p)

f(t− kh) (2.1)

et
G
aD

−p
t f(t) = lim

h→0
hp

n∑
k=0

Γ(k + p)

Γ(k + 1)Γ(p)
f(t− kh) =

1

Γ(p)

∫ t

a

(t− τ)p−1f(τ)dτ (2.2)

Si f est de classe Cn alors en utilisant l’intégration par parties on obtient :

G
aD

−p
t f(t) =

n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k+p

Γ(k + p+ 1)
+

1

Γ(n+ p)

∫ 1

a

(t− τ)n+p−1f (n)(τ)dτ (2.3)

11



et aussi :
G
aD

p
t f(t) =

n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k−p

Γ(k − p+ 1)
+

1

Γ(n− p)

∫ 1

a

(t− τ)n−p−1f (n)(τ)dτ (2.4)

Exemple 2.1.1 1) La dérivée d’une fonction constante au sens de Grünwald-Letnikov
En générale la dérivée d’une constante au sens de Grünwald-Letnikov n’est pas nulle ni constante.
Si f(t) = c et p non entier on a : f (k)(t) = 0 pour k = 1, 2, ..., n

G
aD

p
t f(t) =

C

Γ(1− p)
(t− a)−p +

n−1∑
k=1

f (k)(a)(t− a)k−p

Γ(k − p+ 1)︸ ︷︷ ︸
⇓0

+
1

Γ(n− p)

∫ 1

a

(t− τ)n−p−1f (n)(τ)dτ︸ ︷︷ ︸
⇓0

=
C

Γ(1− p)
(t− a)−p

2) La dérivée de f(t) = (t− a)α au sens de Grünwald-Latnikov
Soit p non entier et 0 ≤ n − 1 < p < n avec α > n − 1, alors on a :f (k)(a) = 0 pour tout
k = 0, 1, ..., n− 1 et

f (n)(τ) =
Γ(α + 1)

Γ(α− n+ 1)
(τ − a)α−n

donc

aD
p
t (t− a)α =

Γ(α + 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)

∫ t

a

(t− τ)n−p−1(τ − a)α−ndτ

En effectuant le changement de variables τ = a+ s(t− a) on aura :

aD
p
t (t− a)α =

Γ(α + 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)

∫ t

a

(t− τ)n−p−1(τ − a)α−ndτ

=
Γ(α + 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)
(t− a)α−p

∫ 1

0

(1− s)n−p−1sα−nds

=
Γ(α + 1)β(n− p, α− n+ 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)
(t− a)α−p

=
Γ(α + 1)Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)Γ(α− p+ 1)
(t− a)α−p

=
Γ(α + 1)

Γ(α− p+ 1)
(t− a)α−p.

2.2 Intégrales et dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville

Dans cette section on présente les définitions et quelques propriétés des dérivées et des
intégrales de Riemann-Liouville.
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2.2.1 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouvile

Soit Ω = (a; b], un intervalle fini sur l’axe réel R, et f une fonction intégrable sur Ω. L’inté-
grale fractionnaire ([2], [13]) de Riemann-Liouville Iαa+f d’ordre réel α > 0 est définie par :

(Iαa+f)(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1f(s)ds, (t > a, α > 0). (2.5)

Où Γ(α) désigne la fonction Gamma définie dans (1.1). La formule (2.5) s’appelle intégrale
fractionnaire d’ordre α à gauche.

Quand α = n ∈ N, la définition (2.5) coincide avec la n-iéme intégrale de R-L de la forme :

(Iαa+f)(t) =

∫ t

a

ds1

∫ s1

a

ds2....

∫ sn−1

a

f(sn)dsn

=
1

(n− 1)!

∫ t

a

(t− s)n−1f(s)ds, (n ∈ N) (2.6)

2.2.2 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville Dα
a+f d’ordre réel α > 0, (Voir [2], [13]) est

définie par :

(Dα
a+f)(t) : =

(
d

dt

)n(
In−αa+ f

)
(t) (2.7)

=
1

Γ(n− α)

(
d

dt

)n ∫ t

a

(t− s)n−α−1f(s)ds, (t > a;n = [α] + 1)

où [α] désigne la partie entiére du nombre réel α.

En particulier, quand α = n ∈ N, nous obtenons :

(D0
a+f)(t) = f(t), (Dn

a+f)(t) = f(n)(t), (2.8)

où f (n)(t) désigne la dérivée usuelle d’ordre n de f(t).

Si 0 < α < 1, alors

(Dα
a+f)(t) =

1

Γ(1− α)

d

dt

∫ t

a

(t− s)−αf(s)ds, (t > a). (2.9)

Quelques propriétés
Les dérivées fractionnaires au sens de R-L ont les propriétés suivantes(Voir [2], [13]) :

1. Si f(t) est continue pour t > a, alors l’intégration fractionnaire d’ordre réel arbitraire
définie par (2.5), possède la propriété importante suivante :

Iαa+(Iβa+f(t)) = Iα+β
a+ f(t), (α > 0, β > 0), (2.10)

Évidemment, on peut interchanger α et β, nous obtenons :

Iβa+(Iαa+f(t)) = Iα+β
a+ f(t), (α > 0, β > 0), (2.11)
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Nous pouvons que la régle (2.11) est semblable à la propriété bien connue sur les déri-
vées d’ordre entier

dn

dtn

(
dmf(t)

dtm

)
=

dm

dtm

(
dnf(t)

dtn

)
=

dn+m

dtn+m
(2.12)

2. La propriété qui peut être la plus importante de la dérivée fractionnaire au sens de R-L
pour α > 0, et t > a est que :

Dα
a+I

α
a+f(t) = f(t)

qui signifie que l’opérateur de différentiation fractionnaire au sens de R-L est un inverse
gauche de l’opérateur d’intégration fractionnaire au sens de R-L du même ordre.

3. Si α > β > 0, et f(t) ∈ Lp(a, b), (1 ≤ p ≤ ∞), la relation

Dβ
a+I

α
a+f(t) = Iα−βa+ f(t), (2.13)

est satisfaire presque partout sur l’intervalle [a, b], où

Lp [a, b] = {f : [a, b]→ R; f est mesurable dans [a, b]}

En particulier, quand β = K ∈ N, et α > k, alors

DK
a+I

α
a+f(t) = Iα−Ka+ f(t), (2.14)

4. Soient α ≥ 0,m ∈ N et D = d
dt

.
Si les deux dérivées fractionnaires Dα

a+f(t), Dm
a+f(t) existes, nous avons :

Dm
a+D

α
a+f(t) = Dα+m

a+ f(t), (2.15)

5. Si la dérivée fractionnaire d’ordre α, (n − 1 ≤ α < n), d’une fonction f(t) est intégrable,
alors

Iαa+D
α
a+f(t) = f(t)−

n∑
j=1

[
Dα−j
a+ f(t)

]
t=a

(t− a)α−j

Γ(α− j + 1)
(2.16)

En général, nous voyons que les dérivées fractionnaires et les intégrales fractionnaires
au sens de R-L de même ordre ne commutent pas entre elles.

6. Nous avons aussi les formules de compositions suivantes(Voir [2], [13]) ;
Soient, m− 1 ≤ α < m, et n− 1 ≤ β < n,

Dα
a+D

β
a+f(t) = Dα+β

a+ f(t)−
n∑
j=1

[
Dβ−j
a+ f(t)

]
t=a

(t− a)−α−j

Γ(1− α− j)
(2.17)

et

Dβ
a+D

α
a+f(t) = Dα+β

a+ f(t)−
m∑
j=1

[Dα−j
a+ f(t)]t=a

(t− a)−β−j

Γ(1− β − j)
(2.18)

D’après les deux relations (2.17) et (2.18), nous pouvons que les dérivées fractionnaires
au sens de R-L ne commutent pas.
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Intégrale fractionnaire de la fonction f(t) = (t− a)β

On va calculer(Voir [6]) l’intégrale fractionnaire Iαa+f(t) au sens de Riemann-Liouville de la
fonction puissance f(t) = (t− a)β , où β est un nombre réel.
Utilisons la formule (2.5)

Iαa+(t− a)β =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1(s− a)βds, (2.19)

et supposons queβ > −1 pour la convergence de l’intégrale, En appliquant dans (2.19) le chan-
gement de variable s = a + ξ(t − a) et en utilisant la définition de la fonction Bêta (1.9) nous
obtenons :

Iαa+(t− a)β =
1

Γ(α)
(t− a)α+β

∫ 1

0

(1− ξ)α−1ξβdξ, (2.20)

où ξ = 0 quand s = a, ξ = 1 quand s = t et ξ = s−a
t−a .

Alors
Iαa+(t− a)β =

1

Γ(α)
B(β + 1, α)(t− a)α+β

L’utilisation de la formule (1.11) donne le résultat :

Iαa+(t− a)β =
Γ(β + 1)

Γ(β + α + 1)
(t− a)β+α, (α > 0, β > −1), (2.21)

Dérivée fractionnaire de la fonction f(t) = (t− a)β

Calculons maintenant (Voir [5])la dérivée fractionnaire Dβ
a+ , (β ∈ R).

A ce propos, supposons que 0 ≤ n− 1 ≤ α < n, et rappelons que la définition de la dérivée
fractionnaire au sens de R-L est :

Dα
a+f(t) =

dn

dtn
(In−αa+ f(t)), (n− 1 ≤ α < n), (2.22)

Avant d’appliquer la formule (2.22), nous avons besoin d’imposer β > n pour convergence de
l’intégrale (2.5), Nous avons alors :

Dα
a+(t− a)β =

dn

dtn
(In−αa+ (t− a)β), (2.23)

L’utilisation de la formule (2.21) et (2.23) donne :

Dα
a+(t− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(β + n− α + 1)

dn

dtn
(t− a)β+n−α (2.24)

En tenant compte de

dn(x− a)β+n−α

dtn
= (β + n− α)(β + n− α + 1)...(β − α + 1)(t− a)β−α

=
Γ(β + n− α + 1)

Γ(β − α + 1)
(t− a)β−α, (2.25)

Nous substituons le résultat (2.25), dans la formule (2.24) nous obtenons :

Dα
a+(t− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
(t− a)β−α (2.26)
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Alors, nous pouvons conclure que la dérivée fractionnaire au sens de R-l de la fonction

f(t) = (t− a)β est :

Dα
a+(t− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
(t− a)β−α (2.27)

avec 0 ≤ n− 1 ≤ α < n, β > n.

2.2.3 Dérivée fractionnaire d’une constante

En particulier(Voir [13]), si on prend la relation (2.27) on posant β = 0 avec α ≥ 0, nous
pouvons conclure que la dérivée fractionnaire d’une constante au sens de R-L est différente de
zéro, c’est-à-dire :

Dα
a+(1) =

(t− a)−α

Γ(1− α)
= 0, (0 < α < 1) (2.28)

Définition 2.2.1 (Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville à gouche)

∀t > a, R
aD

−α
t f(t) =

1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1f(s)ds

Définition 2.2.2 (Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville à gouche )

∀t > a, R
aD

−α
t f(t) =

1

Γ(n− α)

(
d

dt

)n ∫ t

a

(t− s)n−α−1f(s)ds

Les deux définitions précédentes utilisent le passéde f , c’est-à-dire les valeurs de f(s) pour
a < s < t.

Nous pouvons définir des opérateurs similaires, qui utilisent le futur de f , c’est-à-dire les
valeurs de f(s) pour t < s < b.

On définit ensuite les deux opérateurs suivants :

Définition 2.2.3 (Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville à droite)

∀t < b, R
t D

−β
b f(t) =

1

Γ(β)

∫ b

t

(t− s)β−1f(s)ds

Définition 2.2.4 (Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville à droite)

∀t < b, R
t D

β
b f(t) =

1

Γ(n− β)

(
− d

dt

)n ∫ b

t

(t− s)n−β−1f(s)ds.

Notons bien que f est une fonction tell que R
aD

α
t f(t) et Rt D

β
b f(t) sont définies.
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FIGURE 2.1 – Les dérivée à droite et à gauche de f(x)

2.3 Dérivée fractionnaire de Caputo

Dans la modélisation mathématique l’utilisation des dérivées fractionnaires au sens de Riemann-
Liouville méne à des conditions initiales contenant les valeurs limites des dérivées fraction-
naires en la borne inférieure t = a. Une certaine solution de ce problème a été proposée par

M.Caputo. Soit p ≥ 0 (avec n−1 ≤ p < n et n ∈ N∗) f est une fonction telle que
dn

dtn
f ∈ L1[a, b].

La dérivée fractionnaire d’ordre p de f au sens de Caputo est définie par :

c
aD

p
t f(t) =

1

Γ(n− p)

∫ t

a

(t− τ)n−p−1f (n)(τ)dτ

= In−p(
dn

dtn
f(t))

Définition 2.3.1 [2] La dérivée fractionnaire de Caputo cDα
a+f(t) d’ordre α ≥ 0 sur [a, b], est définie

par l’intermédiare du dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville par :

cDα
a+f(t) = Dα

a+

[
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k

]
(2.29)

où
n = [α] + 1 pour α /∈ N, n = α pour α ∈ N. (2.30)

En particulier, quand 0 < α < 1, la relation (2.29)non prend la forme suivante :
cDα

a+f(t) = Dα
a+ [f(t)− f(a)] (2.31)

Théorème 2.3.1 [2] Soit α ≥ 0, et n donné par la relation (2.30), si f(t) ∈ ACn[a, b], la dérivée
fractionnaire de Caputo existe presque partout sur [a, b].

(a) Si α /∈ N,cDα
a+ est donné par :

cDα
a+f(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− s)n−α−1f (n)(s)ds = (In−αa+ Dn
a+f)(t). (2.32)

tell que :
D = d

dt
et n = [α] + 1, ACn[a, b] = {f : [a, b]→ C et Dn−1f(t) ∈ AC[a, b]}

En particulier quand 0 < α < 1 et f(t) ∈ AC[a, b], nous obtenons :

cDα
a+f(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− s)−αf ′(s)ds = (I1−α
a+ D1

a+f)(t). (2.33)
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(b) Si α = n ∈ N, on obtient :
cDα

a+f(t) = f (n)(t), (2.34)

En particulier

cD0
a+f(t) = f(t)

preuve 2.3.1 (Voir[2])

Quelques propriétées(Voir[2],[13],[17])
Les dérivées fractionnaires au sens de Caputo représent ent les propriétés suivante.

1) Si α /∈ N et f(t) est la fonction où les dérivées fractionnaires cDα
a+f(t)(α) ≥ 0, et Dα

a+f(t)
existent, nous relions les deux relation (2.27) et (2.29), nous obtenons :

cDα
a+f(t) = Dα

a+f(t)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)

Γ(k − α + 1)
(t− a)k−α, (n = [α] + 1) (2.35)

En particulier quand 0 < α < 1, nous obtenons :

cDα
a+f(t) = Dα

a+f(t)− f(a)

Γ(1− α)
(t− a)−α (2.36)

2) Si α /∈ N, et f(a) = f ′(a) = .... = f(n− 1)(a), (n = [α] + 1), alors la dérivée fractionnaire
de Caputo coincide avec la dérivée fractionnaire de R-L, comme suit :

cDα
a+f(t) = Dα

a+f(t), (2.37)

3) Si α ∈ N, et la dérivée usuelle f (n)(t) existe, alors la dérivée fractionnaire cDα
a+f(t) de

Caputo d’ordre n coincide avec f (n)(t) comme suit :

cDn
a+f(t) = f (n)(t). (2.38)

4) La relation entre l’ntégrale fractionnaire de R-L et la dérivée fractionnaire de Caputo.
Soit α > 0, et n donné par (2.30), si f(t) ∈ ACn[a, b] oú f(t) ∈ Cn[a, b] alors :

Iαa+
cDα

a+f(t) = f(t)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k. (2.39)

En particulier si 0 < α < 1, et f(t) ∈ C[a, b], nous obtenons la relation suivante :

Iαa+
cDα

a+f(t) = f(t)− f(a)

.

Dérivée fractionnaire de la fonction f(t) = (t− a)β

On va calculer la dérivée fractionnaire cDα
a+f(t), au sens de Caputo de la fonction

f(t) = (t− a)β, (β ∈ R).
A ce propos, on suppose que 0 ≤ n − 1 ≤ α < n, et rappelons que la définition de dérivée

fractionnaire au sens de Caputo est :

cDα
a+f(t) = In−αa+ Dn

a+f(t), (n− 1 ≤ α < n) (2.40)
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On suppose que β > n pour la convergence de l’intégrale (2.5) et appliquer la formule (2.40).
Nous avons alors :

cDα
a+(t− a)β = In−αa+ Dn

a+(t− a)β. (2.41)

En tenant compte de

Dα
a+(t− a)β =

dn(t− a)β

dtn

= β(β − 1)......(β − n+ 1)(t− a)β−n

=
Γ(β + 1)

Γ(β − n+ 1)
(t− a)β−n (2.42)

Alors nous substituons le résultat (2.42) à la formule (2.40) , et d’après la relation(2.21) nous
obtenons :

cDα
a+(t− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(β − n+ 1)
(t− a)β−n

Nous pouvons alors conclure que la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction
f(t) = (t− a)β est :

cDα
a+(t− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(β − n+ 1)
(t− a)β−n (2.43)

avec n donné par (2.30), et β > n.

2.3.1 Dérivée fractionnaire d’une constante

L’utilisation de la formule (2.29) ou (2.32) pour calculer la dérivée fractionnaire de la constante
k, (k ∈ R) exprime que cette dérivée égale à zéro, c’est-à-dire[2] :

cDα
a+(k) = 0, (k ∈ R), α > 0).

2.4 Relation entre l’approche de Riemann-Liouville et celle de
Caputo

Le théorème suivante établit le lien entre la dérivée fractionnaire au sens de Caputo et celle
au sens de Riemann-Liouville.

Théorème 2.4.1 [1][26] Soient α ≥ 0, n = [α] + 1. Si f possède (n− 1) dérivée en a et si Dα
a f existe,

alors :

(cDα
a )(x) = Dα

a

[
f(x)−

n−1∑
k=0

fk(a)

k!
(x− a)k

]
Prèsque partout sur [a, b].

Remarque 2.4.1 Le résultat du théorème (2.4.1) signifie que la dérivation au sens de Caputo d’une
fonction f est une dérivation fractionnaire du reste dans le développement de Taylor de f .
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2.5 Comparaison entre la dérivée fractionnaire au sens de Ca-
puto et celle de Rieman-Liouville

1* L’avantage principale de l’approche de Caputo est que les conditions initiales des équa-
tion différentielles fractionnaires avec dérivées de Caputo acceptent la même forme comme
pour les équations différentielles d’ordre entier, c’est-à-dire, contient les valeurs limites
des dérivées d’ordre entier des fonctions inconnues en borne inférieur x = a.

2* Une autre différence entre la définition de Rieman celle de Caputo est que la dérivée
d’une constante est nulle par Caputo, par contre par Rieman-Liouville elle est

C
Γ(1−p)(t− a)−p.

3* Graphiquement, on peut dire que le chemin suivi pour arriver à la dérivée fraction-
naire au sens de Caputo est également l’inverse quand on suit l’autre sens (Riemann-
Liouville), c’est-à-dire pour trouver la dérivée fractionnaire d’ordre α où m− 1 ≤ α ≤ m
par l’approche de Riemann-Liouville, on commence d’abord par l’intégration fraction-
naire d’ordre (m− α) pour la fonction f(x) et puis on dérive le résultat obtenu à l’ordre
entier m, mais pour trouver la dérivée fractionnaire d’ordre α où m − 1 ≤ α ≤ m par
l’approche de Caputo commence par la dérivée d’ordre entier m de la fonction f(x) et
puis on intègre d’ordre fractionnaire (m− α).

FIGURE 2.2 – Comparaison entre la dérivée fractionnaire de Caputo et Rieman-Liouville

2.6 Transformation de Laplace

2.6.1 Données de base sur la transformation Laplace

Rappelons-nous quelques résultas fondamentaux de la transformée de Laplace .
La fonction F (s) de la variable complexe est définie par :

F (s) = L{f(t); s} =

∫ +∞

0

e−stf(t)dt, (2.44)

est appelée la transformée de Laplace de la fonction f(t), qui s’appelle l’original.
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Pour l’existance de l’intégrale (2.44), la fonction f(t) doit être d’ordre exponentiel, ce qui
signifie qu’il existe des constantes positives M et T telles que :

e−αt|f(t)|≤M t > T.

En d’autre termes la fonction f(t) ne doit pas croite plus vite qu’une certaine fonction expo-
nentielle lorsque t→∞.

Nous noterons les transformation laplace par des lettres majuscules et les originaux par des
lettres minuscules.

La transformée de Laplace inverse est donnée par :

f(t) = L−1 {F (s); t} =

∫ c+i∞

c−i∞
e−stf(t)dt, c = Re(s) > c0, (2.45)

où c0 réside dans le demi-plan droit de la convergence absolue de l’intégrale(2.44) de Laplace.
La Laplace transformer de la convolution

f(t) ∗ g(t) =

∫ t

0

f(t− τ)gτdτ =

∫ t

0

f(τ)g(t− τ)dτ (2.46)

des deux fonctions f(t) et g(t), qui sont égales à zéro pour t < 0, est égal au produit de la
transformation laplace de celles-ci :

L{f(t) ∗ g(t); s} = F (s)G(s) (2.47)

En supposant que F (s) et G(s) existe.
Nous utiliserons la propriété (2.47) pour évaluer la transformée en laplace de l’intégrale

fractionnaire de Rieman-Liouville.

Exemple 2.6.1 1* L(1)(s) = 1
s

2* L(cos t)(s) = 1
s2+1

(pour la démonstration, on utilisons l’intégration par partie )

3* L(t)(s) = 1
s2

(on applique intégration par partie : )∫ +∞

0

te−stdt = 0 +
1

s

∫ +∞

0

e−stdt =
1

s2

4* L(tk)(s) = k!
sk+1 (par récurrence)

5* L(exp(−at))(s) = 1
s+a

Proposition 2.6.1 [1] La transformée de laplace de la dérivée d’ordre n ∈ N∗ de la fonction f est donnée
par :

L(f (n))(s) = snLf(s)−
(n−1)∑
k=0

sn−k−1f (k)(0+)

= snLf(s)−
(n−1)∑
k=0

skf (n−k−1)(0+)
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2.7 Propriétés des dérivées fractionnaires

Portons maintenant notre attention sur les propriétés d’intégration et de différenciation
d’ordre fractionnaire, qui sont le plus souvent utilisées dans les applications [13].

1. Linearité la différentiation fractionnaire d’ordre entier est une opération linéaire :

Dα(λf(t) + µg(t)) = λDαf(t) + µDαg(t)

2. La régle de Leibniz
Si f(t) et ϕ(t) sont des fonctions les dérivées continues dans [a, T ], alors on peut ecrire la
régle de Libniz pour différentiation fractionnaire à la forme :

Dα(ϕ(t)f(t)) =
∞∑
k=0

(
n

k

)
ϕk(t)Dα−kf(t)
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Chapitre 3

Résultats de stabilité

3.1 Introduction

On considére le système suivante pour des équation différentielles fractionnaires avec déri-
vée fractionnaire de Caputo .

C
t0
Dα
t X(t) = f(t,X(t)), t ≥ t0 (3.1)

où 0 < α < 1 et f ∈ C(R+ × Rn,Rn) Nous supposerons que pour toute donné initiale
(t0, x0) ∈ R+ × Rn, le système (3.1) avec la condition initiale x(t0) = x0 admet une solution
x(t; t0, x0) ∈ Cα ([t0,+∞]).

Le put de ce travail est d’étudier la stabilité de système (3.1), pour ce fait nous supposerons
dans la suite que l’origine x = 0 soit un poit d’équilibre du système d’ordre fractionnaire (3.1)
c’est-à-dire que f(t, 0) ≡ 0.

Lemme 3.1.1 Soit x(t) ∈ R une fonction continue et dérivable. Alors pour tous instant t > t0

1

2
C
t0
Dα
t x

2(t) ≤ x(t)Ct0D
α
t x(t), ∀α ∈]0, 1[ (3.2)

preuve 3.1.1 Pour démontrer le lemme précédente, il suffit démontrer que :

1

2
C
t0
Dα
t x

2(t)− x(t)Ct0D
α
t x(t) ≤ 0, ∀α ∈]0, 1[ (3.3)

Par la définition on a :
C
t0
Dα
t x(t) =

1

Γ(1− α)

∫ t

t0

x′(τ)

(t− τ)α
dτ (3.4)

Alors on peut écrire :
1

2
C
t0
Dα
t X

2(t) =
1

Γ(1− α)

∫ t

t0

x′(τ)x(τ)

(t− τ)α
dτ (3.5)

Donc l’expression (3.3) s’écrit sous la forme
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1

Γ(1− α)

∫ t

t0

x(τ)x′(τ)

(t− τ)α
dτ − 1

Γ(1− α)
x(t)

∫ t

t0

x′(τ)

(t− τ)α
dτ

=
1

Γ(1− α)

∫ t

t0

x(τ)x′(τ)− x(t)x′(τ)

(t− τ)α
dτ

=
1

Γ(1− α)

∫ t

t0

x′(τ)(x(τ)− x(t))

(t− τ)α
dτ ≥ 0 (3.6)

En utilisant ensuite le changement de variables.

y(τ) = x(τ)− x(t)

Ce qui donne

y′(τ) =
dy

dτ
=
dx(τ)

dτ

Et par suite l’expresion (3.6) peut s’écrit sous la forme.

1

Γ(1− α)

∫ t

t0

y(τ)y′(τ)

(t− τ)α
≥ 0 (3.7)

En utilisant l’intégration par parties ensuite, on posont.

dx = y(τ)y′(τ)dτ, x =
1

2
y2

v =
1

Γ(1− α)
(t− τ)−α, dv =

α

Γ(1− α)
(t− τ)−α−1dτ

l’expression (3.7) s’écrit :∫ t

t0

vdx =

[
1

Γ(1− α)
(t− τ)−α

1

2
y2

]t
t0

−
∫ t

t0

1

2
y2 α

Γ(1− α)
(t− τ)−α−1dτ

=

[
y2

2Γ(1− α)(t− τ)−α

]t
t0

−
∫ t

t0

1

2
y2 α

Γ(1− α)(t− τ)α+1
dτ

=
y2(τ)

2Γ(1− α)(t− τ)α
− y2

0(τ)

2τ(1− α)(t− t0)α
− α

2Γ(1− α)

∫ t

t0

y2(τ)

(t− τ)α+1
dτ

≥ 0. (3.8)
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l’expression (3.8) représente une indétermination au point τ = t, donc on calcule la limite quand
τ → t, on a

lim
τ→t

y2(τ)

2Γ(1− α)(t− τ)α
=

1

2τ(1− α)
lim
τ→t

[x(τ)− x(t)]2

(t− τ)α

Etant donné que la fonction est derivable, alors on utilisé la régle de l’opitale(car elle en résulte 0
0
) peut

s’applifier.
Alors

lim
τ→t

y2(τ)

2Γ(1− α)(t− τ)α
=

1

2Γ(1− α)
lim
τ→t

2[(x(τ)− x(t))x′(τ)]

α(t− τ)α−1

=
1

2Γ(1− α)
lim
τ→t

2[(x(τ)− x(t)]x′(τ)(t− τ)1−α

α
= 0

donc l’expression (3.8) se réduit a :

y2
0(τ)

2τ(1− α)(t− t0)α
+

α

2Γ(1− α)

∫ t

t0

y2(τ)

(t− τ)α+1
dτ ≤ 0. (3.9)

l’expression (3.9) est bien vérifiée et ceci termine la preuve.

Lemme 3.1.2 [19] Si x(t) ∈ Rn, le lemme (3.1.1) reste toujours applicable et on a pour tout α ∈]0, 1[
et t ≥ t0

1

2
C
t0
Dα
t x

t(t).x(t) ≤ xt(t).Ct0D
α
t x(t) (3.10)

preuve 3.1.2 La preuve est simplement obtenu, en décomposant l’expression (3.10) en une somme des
produits scalaires et en utilisant le lemme (3.1.1) .

Remarque 3.1.1 le cas où α = 1 correspond à la régle de produit pour les dérivés d’ordre entier, qui

stipule que
1

2

dx2(t)

dt
= x(t)

dx(t)

dt

Lemme 3.1.3 Soit le problème est donnée aux limite
C
t0
Dα
t Y (t)− λY (t) = h(t), t ≥ t0

Y (t0) = Y0

où 0 < α < 1
la solution de ce problème est donnée par

Y (t) = Y0Eα,1(λ(t− t0)α) +

∫ t

t0

(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α)h(s)ds, (3.11)

où Eα,β est la fonction Mittag-Leffer à deux paramètres.
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3.2 Stabilité de solutions

Théorème 3.2.1 Supposons qu’il existe une fonction de Lyapunov V∈ (R+ × Rn,R+) qui admet une
dérivée de Caputo d’ordre α pour tous t ≥ t0 telle que V (t, 0) ≡ 0 et une fonction α1 de classe K
vérifiant :

α1(‖x‖) ≤ V (t, x(t)), ∀t ≥ 0, ∀x ∈ Rn (3.12)
C
t0
Dα
t V (t, x(t; t0, x0)) ≤ 0, ∀t ≥ t0,∀t0 ≥ 0 (3.13)

Alors le point x = 0 est Stable .
Si, de plus pour certaine fonction α2 ∈ K

V (t, x) ≤ α2(‖x‖), ∀t ≥ 0, ∀x ∈ Rn, (3.14)

alors x = 0 est uniformément Stable .

preuve 3.2.1 Pour l’expresion (3.13), il existe une fonction h(t) non négative, telle que

C
t0
Dα
t V (t, x(t; t0, x0)) = −h(t), ∀t ≥ t0 (3.15)

Remarque 3.2.1 Pour démonstration de ce théorème on utilise le lemme (3.1.3) .

D’aprés l’expresion (3.11) , t≥ t0
Si

λ = 0

On trouve
C
t0
Dα
t V (t) = h(t), t ≥ t0

Alors,
IαCt0D

α
t V (t) = h(t)

telle que

V (t) = C0 − Iαh(t) = C0 −
1

Γ(α)

∫ t

t0

(t− s)α−1h(s)ds

V (t0, x0) = C0

Donc for t ≥ t0 on a,

V (t, x(t; t0, x0)) = V (t0, x0)− 1

Γ(α)

∫ t

t0

(t− s)α−1h(s)ds ≤ V (t0, x0), ∀t ≥ t0 (3.16)

Parce que :

h(s) ≥ 0.

Et ∫ t

t0

(t− s)α−1ds ≥ 0 =⇒ − 1

Γ(α)

∫ t

t0

(t− s)α−1h(s)ds ≤ 0

nous utilisons l’expresion (3.12) et (3.16) on trouve :

α1(‖x‖) ≤ V (t0, x0) =⇒ α1(‖y(t; t0, x0)‖) ≤ V (t0, x0), ∀t ≥ t0. (3.17)
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Soit ε > 0.

Puisque V (t0, x0) = 0

Et V est une fonction continue, alors il exists δ := δ(ε, t0) tellque :

(‖x0‖) < δ =⇒ V (t0, x0) < α1(ε), α1 ∈ K (3.18)

Par conséquent , par (3.17) et (3.18) on trouve :

(‖x0‖) < δ =⇒ (‖y(t; t0, x0)‖) < ε, ∀t ≥ t0 (3.19)

Alors le point x = 0 est stable.
Si de plus pour certiane fonction α2 ∈ K , en x = 0 est uniformément stable.

Pour ε > 0,

Il existe
δ := δ(ε) > 0

telle que
α2(δ) < α1(ε)

On a x0 ∈ Rn, telle que
(‖x0‖) < δ;

On utilise l’expresion (3.14) et (3.17) ,
On trouve.

α1(‖y(t; t0, x0)‖) ≤ V (t0, x0) ≤ α2 < α2(δ) < α1(ε), t ≥ t0

Puisque α1 ∈ K,
Alors

‖y(t; t0, x0)‖) < ε, t ≥ t0.

Par concéquent, x=0 est uniformément stable.

Exemple 3.2.1 On connsidére le système fractionnaire suivant :
C
t0
Dα
t x1 = −x1 + sin(x3)x1

C
t0
Dα
t x2 = −x2 + e−t cos(x1)x2

C
t0
Dα
t x3 = x3

(3.20)

où 0 < α < 1 et x(t) = (x1(t), x2(t), x3(t)) ∈ R3

Considérons la fonction de lyapunov-tike :

V (t, x) =
x2

1 + x2
2

2
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Par le lemme (3.1.3) nous avons :

C
t0
Dα
t V (t, x(t; t0, x0)) ≤ x1(t; t0, x0)Ct0D

α
t x1(t; t0, x0) + x2(t; t0, x0)Ct0D

α
t x2(t; t0, x0)

+ x3(t; t0, x0)Ct0D
α
t x3(t; t0, x0)

≤ x1(t; t0, x0)(−x1(t; t0, x0) + sin(x3(t; t0, x0)))x1(t; t0, x0)

+ x2(t; t0, x0)(−x2(t; t0, x0) + e−t cos(x1(t; t0, x0)))x2(t; t0, x0)

≤ −x2
1(t; t0, x0) + sin(x3(t; t0, x0))x2

1(t; t0, x0)

− x2
2(t; t0, x0) + e−t cos(x1(t; t0, x0)))x2

2(t; t0, x0)

≤ −x2
1(t; t0, x0)(1− sin(x3(t; t0, x0)))

− x2
2(t; t0, x0)(1− et cos(x1(t; t0, x0)))

≤ 0

Alors l’hypothése du théorème (3.2.1) est vérifiée
Par conséquent, x=0 est uniformément stable par rapport à (x1, x2).

Théorème 3.2.2 Supposons qu’il existe une fonction de lyapunov V∈ (R+ × Rn,R+) qui admet une
dérivée de Caputo d’ordre α pour tous t ≥ t0 et deux fonction α1, α2 ∈ K qui vérifient :

α1(‖x‖) ≤ V (t, x) ≤ α2(‖x‖), ∀t ≥ 0,∀x ∈ Rn (3.21)

C
t0
Dα
t V (t, x(t; t0, x0)) ≤ −cα2(‖x‖), ∀t ≥ t0,∀t0 ≥ 0 (3.22)

Alors x = 0 est uniformément assymtotiquement stable.

αi de plus, α1, α2 ∈ K∞,

Alors x = 0 est globalement uniformément assymtotiquement, stable.

preuve 3.2.2 Du thérème (3.2.1), nous avons que le point x=0 est uniformément stable par raport á y.

Soit r un nombre positif tel que α2(‖x0‖) < r

Il découle de l’expresion (3.21) et (3.22) que.

C
t0
Dα
t V (t, x(t; t0, x0)) ≤ −cV (t, x(t; t0, x0)) (3.23)

Alors,

il existe une fonction non négative h(t)

C
t0
Dα
t V (t, x(t; t0, x0)) ≤ −cV (t, x(t; t0, x0))− h(t) (3.24)

D’après l’équation (3.11) on a

V (t, x(t; t0, x0)) ≤ V (t0, x0)Eα(−c(t− t0)α)− 1

Γ(α)

∫ t

t0

(t− s)α−1Eα,α(−c(t− s)α)h(s)ds
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Puisque Eα,α(−c(t− s)α) et h(s) sont des fonctions non négatives,

on trouve

V (t, x(t; t0, x0)) ≤ V (t0, x0)Eα(−c(t− t0)α), ∀t ≥ t0 (3.25)

Par concéquent d’après (3.21), pour t ≥ t0

α1(‖y(t; t0;x0)‖) ≤ V (t, x(t; t0, x0)) ≤ V (t0, x0)Eα(−c(t− t0)α)

≤ α2((‖x0‖))Eα(−c(t− t0)α)

≤ rEα(−c(t− t0)α). (3.26)

D’après l’expresion (3.26) on a :

(‖y(t; t0;x0)‖) ≤ (α−1
1 (rEα(−c(t− t0)α))), t ≤ t0. (3.27)

Soit ε > 0, on a
lim

s→+∞
Eα(−csα) = 0 tellque s = t− t0 (3.28)

Alors, il existe T := T (ε) tel que

Eα(−c(t− t0)α)) <
α1(ε)

r
, ∀t− t0 > T (3.29)

De (3.27) et (3.29), il s’ensuit que

(‖y(t; t0;x0)‖) ≤ ε, ∀t ≥ t0 + T (3.30)

x = 0 est uniformément asymptotiquement stable par rapport à y.

De plus α1, α2 ∈ K∞,

Alors de l’expression (3.26)

(‖y(t; t0;x0)‖) ≤ (α−1
1 (α2(‖x0‖))Eα(−c(t− t0)α)), t ≥ t0, (3.31)

pour ε > 0, B > 0 et x0 ∈ Rn,

tellque
‖x0‖ ≤ B

De l’expression (3.31) on trouve

(‖y(t; t0;x0)‖) ≤ (α−1
1 (α2(B)Eα(−c(t− t0)α)), t ≥ t0, (3.32)

il s’ensuite pour (3.29), qu’il existe T := T (ε, B) tell que

Eα(−c(t− t0)α) ≤ α1(ε)

α2(B)
, t− t0 ≥ T (3.33)

Pour (3.32) et (3.33), il s’ensuite que

‖y(t; t0;x0)‖ ≤ ε, t ≥ t0 + T

x = 0 est globallement uniformément assymptotiquement stable par rapport à y.
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Exemple 3.2.2 On concidère le système suivant :
C
t0
Dα
t x1 = −4x1 + (1 + e−t)x1

C
t0
Dα
t x2 = −4x2 + 2 cos(x1)x2

C
t0
Dα
t x3 = −2x3

et la fonction de Lyapunov

V (t, x(t)) =
x2

1 + x2
2 + x2

3

2
,

et
(‖x(t)‖) = (x2

1 + x2
2 + x2

3)
1
2 .

On a :

C
t0
Dα
t V (t, x(t; t0, x0)) ≤ x1(t; t0, x0)Ct0D

α
t x1(t; t0, x0) + x2(t; t0, x0)Ct0D

α
t x2(t; t0, x0)

+ x3(t; t0, x0)Ct0D
α
t x3(t; t0, x0)

≤ x1(t; t0, x0)(−4x1 + (1 + e−t))x1(t; t0, x0)

+ x2(t; t0, x0)(−4x2 + 2 cos(x1))x2(t; t0, x0) + x3(t; t0, x0)(−2)x3(t; t0, x0)

≤ −4x2
1(t; t0, x0) + (1 + e−t)x2

1(t; t0, x0)− 4x2
2(t; t0, x0)

+ 2 cos(x1(t; t0, x0))x2
2(t; t0, x0)− 2x2

3(t; t0, x0)

≤ −2[x2
1(t; t0, x0) + x2

2(t; t0, x0) + x2
3(t; t0, x0)

= −2(‖x(t)‖)2.

Alors x = 0 uniformément asymptotiquement stable.

Théorème 3.2.3 Supposons qu’il existe une fonction V∈ (R+ × Rn,R+) qui a une dérivée de Caputo
d’ordre α pour tout t ≥ t0 et deux fonctions α1, α2 de classe K∞ satisfaisant :

α1(‖x‖) ≤ V (t, x(t)) ≤ α2(‖x‖), ∀t ≥ t0,∀x ∈ Rn (3.34)

C
t0
Dα
t V (t, x(t)) ≤ −(k − α1(‖µ‖))V (t, x(t)), α1(‖µ‖) < k. (3.35)

Alors le point d’équilibre x = 0 du système (1.1) d’ordre fractionnaire non linéaire est conditionnel
asymptotiquement stable.

preuve 3.2.3 En tenant compte de la condition (3.35) et de l’hypothése,‖µ‖ ≤ ξ, nous constatons que :

C
t0
Dα
t V (t, x(t)) ≤ −(k − α1(ξ))V (t, x(t)),

puisque k − α1(ξ) > 0,

Alors il existe une fonction continue non négative h(t) telle que :

C
t0
Dα
t V (t, x(t)) = −cV (t, x(t))− h(t).

Où c = k − α1(ξ)
De (3.1.3), il s’ensuit que pour t ≥ t0 :
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V (t, x(t)) = V (t0, x0)Eα(−c(t− t0)α) +

∫ t

t0

(t− s)α−1Eα,α(−c(t− s)α)h(s)ds.

Puisque Eα,α(−c(t− s)α) et h(t) sont des fonctions positives, il résulte que pour t ≥ t0 :

V (t, x(t)) ≤ V (t0, x0)Eα(−c(t− t0)α) (3.36)

Par conséquent, l’inégalité (3.36) et la condition (3.34) conduisent à :

α1(‖x‖) ≤ V (t0, x0)Eα(−c(t− t0)α)

≤ α2(‖x0‖)Eα(−c(t− t0)α),

Cela signifiie que :
‖x(t)‖ ≤ (α−1

1 α2(‖x0‖)Eα(−c(t− t0)α)). (3.37)
Maintenant, nous posont :

ψ(‖x0‖, t− t0) = (α−1
1 α2(‖x0‖)Eα(−c(t− t0)α)).

Alors (3.37) donne :

‖x(t)‖ ≤ ψ(‖x0‖, t− t0).

Ainsi, le point d’equilibre x = 0 du systéme d’ordre fractionnaire non linéaire est conditionnel asymp-
totiquement stable.

Exemple 3.2.3 On considérons le système fractionnaire suivant :

C
t0
Dα
t x1 = −4x1 + e−t cos(x2)x1

C
t0
Dα
t x2 = −4x2 + sin(x3)

1−t2 x2

C
t0
Dα
t x3 = −4x3 + sin(x2)x3

(3.38)

et la fonction de Lyapunov

V (t, x(t)) =
x2

1 + x2
2 + x2

3

4
,

Avec ‖µ‖ ≤ ξ.
En utilisant le lemme(3.1.1), nous avons :

C
t0
Dα
t V (t, x(t; t0, x0)) ≤ 1

2

[
x1(t; t0, x0)Ct0D

α
t x1(t; t0, x0) + x2(t; t0, x0)Ct0D

α
t x2(t; t0, x0)

+ x3(t; t0, x0)Ct0D
α
t x3(t; t0, x0)

]
≤

[
− 4x2

1(t; t0, x0) + e−t cos(x2(t; t0, x0))x2
1(t; t0, x0)

− 4x2
2(t; t0, x0) +

sin(x3(t; t0, x0))

1− t2
x2

2 − 4x2
3(t; t0, x0)

+ sin(x2(t; t0, x0))x2
3

]
− 3

2

[
x2

1(t; t0, x0) + x2
2(t; t0, x0) + x2

3(t; t0, x0)

]
= −6V (t, x(t; t0, x0))
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Ensuite, il suffit de choisir

α(‖µ‖) < k ≤ α1(‖µ‖) + 6.

Maintenant, toutes les hypothèses du théorème (3.2.3) sont satisfaites, donc x = 0 est conditionnel
asymptotiquement stable.
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Conclusion

Le but de ce mémoire est l’étude de quelques types de stabilité de solutions d’équations
différentielles non linéaires d’ordre fractionnaire 0 < α < 1 où les dérivées sont prises au sens
de Caputo.

Quelques exemples illustratifs sont présentés pour plus de compréhensions.

Plusieurs d’autres types de stabilité peuvent être établis on utilisant les fonctions de Lyapu-
nov et on procédant de manières analogues.
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 ملخص

الهدف الرئيسي من هذا العمل هو دراسة بعض أنماط  الاستقرار لجمل 

معادلات تفاضلية غير خطية ذات رتب كسرية باستعمال دالة ليابونوف 

(lyaponov) 

استقرار الحل ،مشتق كسري من كابيتو،وظيفة :الكلمات المفتاحية

 ليابونوف.

 

Abstract 

The main objective of this work is to study some of 

the stability patterns of nonlinear differential 

equations of fractional grade using the lyaponov 

function. 

Keywords: Stability of the solution,Fractional 

derivative of Capito , Function of lyaponov. 

  

Résumé 

L’objectif principal de ce travail est d’étudier certaines 

structures de stabilité d’équations différentielles non 

linéaires de grades fractionnaires à l’aide de la fonction de 

Lyaponov.  

Mots clés: Stabilité de la solution, Dérivée fractionnaire de 

Capito, Fonction de Lyaponov.     
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