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Introduction 1

Introduction

L�analyse des séries temporelles, ou séries chronologiques, se réfère à la branche
de statistique où les observations sont régulièrement espacées dans le temps. Leur
domaine d�application est très vaste et s�étend de l�astronomie à l�économie et
�nance en passant par la biologie, psychologie, géophysique ou la théorie du si-
gnal...etc.

L�étude d�un processus aléatoire à partir d�une série chronologique peut avoir
généralement les objectifs suivants :

�Comprendre le passé : expliquer les variations observées.

�Prédire les valeurs futures (proches).

�Etudier le lien avec d�autres séries.

Notre travaille est structuré de la façon suivante : Nous introduisons dans le
premier chapitre la théorie des séries chronologiques (les composantes, Coe¢ cients
saisonniers, bruit blanc, stationnarité, Opérateurs, autocorrélations simple et par-
tielle...ect), et dans le deuxième chapitre, nous présentons di¢ érentes classes de
modèles : AR,MA, ARMA et ARIMA; nous donnons leurs propriétés(dé�nition
,la stationnairité, les fonctions d�autocorrélation simples et partielles,...), et la mé-
thodologie de Box-Jenkins. Cette méthode suggère une procédure à quatre étapes(
identi�cation, validation, estimation et prévision).
Le troisième chapitre présente l�estimation et la prévision de la série chrono-

logique le nombre des étudiants succès en baccalauréat 1985-2018.



Chapitre 1

Introduction à la théorie des
séries chronologiques

L�analyse des séries temporelles, ou séries chronologiques, se réfère à la branche
de statistique où les observations sont régulièrement espacées dans le temps. Leur
domaine d�application est très vaste et s�étend de l�astronomie à l�économie et
�nance en passant par la biologie, psychologie, géophysique ou la théorie du si-
gnal...etc. Elles ont donc suscité un très vif intérêt, ce qui a eu par conséquence le
développement de nombreux modèles : AR, MA, ARMA, ARCH et GARCH...etc.

1.1 Série Chronologique

Dé�nition 1.1.1 Une série statistique est désignée comme étant chronologique
quand les données qui la constituent sont les valeurs d�une variable enregistrée
en fonction de la date pendant une certaine période suite d�observations indicées
par le temps,Yt, t = 1; : : : ; T . En général, dates d�observation régulières t : heure,
jour, mois, année...etc.[2] , [4] , [9], [13].

1.2 Les composantes d�une série chronologique

Dans un premier temps, l�examen graphique de la série étudiée permet de
dégager, un certain nombre de composantes fondamentales de l�évolution de la
grandeur étudiée.
Il faut alors analyser ces composantes, en les dissociant les unes des autres,

c�est-à-dire en considérant une série comme résultant de la combinaison de di¤é-
rentes composantes

1. La tendance ou « trend » notée ft : censée décrire le mouvement

2
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de long terme, de fond ou encore structurel du phénomène. Ce mouvement est
traditionnellement représenté par des formes analytiques simples.

2. La composante cyclique notée Ct : qui regroupe des variations à période
moins précise autour de la tendance. Ces phases durent généralement plusieurs
années, mais n�ont pas de durée �xe. Sans informations spéci�ques, il est généra-
lement très di¢ cile de dissocier la tendance du cycle. Dans la plupart des travaux
sur les séries temporelles la tendance regroupe aussi la composante cyclique.

3. La composante saisonnière ou variations saisonnières St : sont des
variations qui se reproduisent périodiquement à des moments bien déterminés et
qui sont liées au rythme imposé par les variations météorologiques des saisons
(production agricole, consommation de gaz,...etc), ou encore par des activités
économiques et sociales (fêtes, vacances, solde, le ramadhan,...etc).

4. La composante résiduelle notée "t : elle rassemble tout ce que les autres
composantes n�ont pu expliquer du phénomène observé. Elle contient donc de
nombreuses �uctuations, en particuliers accidentelles, dont le caractère est excep-
tionnel et imprévisible, (catastrophes naturelles, grèves, guerres,...etc). Comme
par hypothèse ce type d�événement est censé être corrigé, le résidu présente en
général une allure aléatoire plus ou moins stable autour de sa moyenne.

1.3 Schémas de décomposition d�une série chro-
nologique

La technique de décomposition d�une série chronologique, repose sur un modèle
qui l�autorise. Ce modèle porte le nom de schéma de décomposition. Il en existe
essentiellement deux grands types :[9]

1.3.1 Schéma additif

Dans un modèle additif, on utilise les 4 composantes : tendance, variations
saisonnières, composante cyclique et composante résiduelle sont indépendantes
les unes des autres. On considère que la série Xt s�écrit comme la somme de ces 4
composantes :

Xt = ft + Ct + St + "t:

Exemple 1.3.1 Schéma additif
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Fig. 1.1 �schéma additi¤

1.3.2 Schéma multiplicatif

Dans un modèle multiplicatif on utilise aussi les 4 composantes : tendance,
variations saisonnières, composante cyclique et composante résiduelle sont indé-
pendantes les unes des autres. On considère que la série Xt s�écrit comme la
produit de ces 4 composantes :

Xt = ft � Ct � St � "t:

Exemple 1.3.2 Schéma multiplicatif :

Fig. 1.2 �schéma multiplicatif
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1.3.3 Schéma mixte :

Dans un modèle mixte on utilise les deux schéma muliplicatif et additif avec les
4 composantes : tendance, variations saisonnières, composante cyclique et compo-
sante résiduelle sont indépendantes les unes des autres considère que la série Xt

s�écrit comme la produit et la somme de ces 4 composantes :

Xt = (ft + ct):st + "t

Xt = ft + (ct:st) + "t

:

:

:

1.4 Procédure de choix d�un schéma de décom-
position

On cite ici deux procédure.[2]

1.4.1 La méthode de la bande

La procédure de la bande consiste à partir de l�examen visuel du graphique
de l�évolution de la série brute à relier, par une ligne brisée, toutes les valeurs
"hautes" et toutes les valeurs "basses" de la chronique. Si les deux lignes sont
parallèles, la décomposition de la chronique peut se faire selon un schéma additif,
dans le cas contraire le schéma multiplicatif semble plus adapté.

1.4.2 Le test de Buys-Ballot

Nous calculons, pour chacune des années, la moyenne et l�écart type, puis nous
estimons par MCO les paramètres �1 et �2 de l�équation si �i = �1Yi + �2 + "i.
Dans le cas, ou le paramètre �1 n�est pas signi�cativement di¤érent de 0 (test
de Student) alors nous acceptons l�hypothèse d�un schéma additif ; dans le cas
contraire, nous retenons un schéma multiplicatif.

1.5 Coe¢ cients saisonniers

On sait que l�in�uence des variations saisonnières doit être neutre sur l�année
et que ces variations (St) se répètent théoriquement à l�identique de période en
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période. Dans toute série chronologique observée sur un cas réel, les variations
saisonnières ne sont jamais identiques. Donc, pour satisfaire aux exigences du
modèle théorique, et pour pouvoir étudier la série réelle, il faut estimer, à la place
des (St) observées, des variations périodiques identiques chaque année (mois par
mois, ou trimestre par trimestre) qu�on appelle coe¢ cients saisonniers. On les
note Sj, j = 1 �a 12 pour des données mensuelles. j = 1 �a 4 pour des données
trimestrielles.

1.5.1 Méthode de calcul des coe¢ cients saisonniers

La série Yt est observée sur n année par période p. p = 12mois (j = 1; 2; : : : ; 12)
ou 4 trimestres (j = 1; 2; 3 ou 4). Les variations saisonnières St sont égales, par
hypothèse du modèle additif à :

St = Yt � ft;

nous obtenons donc n � j valeurs de St, que nous pouvons écrire Sij. On
retiendra 12 valeurs de Sj (mois) ou 4 valeurs de Sj (trimestres) comme coe¢ cients
saisonniers, en calculant, mois par mois, ou trimestre par trimestre, la moyenne
arithmétique des St, sur l�ensemble des n années, on obtient :

Sj =
1

n

nX
j=1

Sij:

La somme sur l�année de ces coe¢ cients saisonniers Sj devrait en toute logique
être égale à 0. En fait, bien souvent, les approximations des calculs conduisent à
un résultat légèrement di¤érent. Dès lors, dans le cas où la somme des Sj est
di¤érente de 0, on calcule un coe¢ cient correcteur � qui est la moyenne des Sj
sur l�année

Sj =
1

12

12X
j=1

Sj:

Et l�on retient en dé�nitive, comme coe¢ cient saisonnier corrigé la valeur :

S�j = Sj � �:

Le principe théorique selon lequel la moyenne (ou la somme) des coe¢ cients
saisonniers est égale à zéro est respectée par les S�j (coe¢ cients saisonniers corri-
gés).
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1.6 Série désaisonnalisée

Nous appelons série désaisonnalisée ou série corrigée des variations saisonnières
notée série CVS, la série chronologique Yt à laquelle on a enlevé les variations
saisonnières.

Dans le cas du modèle additif : La série désaisonnalisée est :

Y �
t = Yt � St:

Dans le cas du modèle multiplicatif : La série désaisonnalisée est :

Y �
t =

Yt
St
:

La particularité de la série CVS est que les données de Y �
t Sont directement

comparables : on a enlevé l�e¤et des saisons et donc le caractère propre de chaque
mois on peut par exemple comparer les données d�un mois de janvier et celle d�un
mois de juillet.

1.7 Bruit blanc

Dé�nition 1.7.1 En disigne par bruit blanc noté B:B(0; �2"), une suite de va-
riable aléatoire centré et de variance �2" , et non autocorrélles.[2], [9]

i) E j "2t j<1
ii) E("t) = 0
iii) var("t) = �2"
iv) cov("t; "s) = 0; t 6= s

1.7.1 Notions de bruit blanc

Il existe deux façon de dé�nir le bruit blanc :

Dé�nition 1.7.2 On appelera bruit blanc faible toute suite ("t ; t 2 Z) telle que
E("t) = 0 et V ("t) = �2 pour tout t 2 Z et tel que :

(h) = cov("t; "t�h) = 0 pour h 6= 0:

Dé�nition 1.7.3 On appelera bruit blanc fort toute suite ("t ; t 2 Z) telle que
("t) soit i:i:d.

Remarque 1.7.1 On notera par la suite ("t) s BB(0;�2) pour bruit blanc faible.
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1.8 Stationnarité

Une propriété importante des séries chronologiques est la stationnarité. La
dé�nition suivante présente le type de stationnarité le plus utilisé

Dé�nition 1.8.1 Une suite {Xt : t � 0g de variables aléatoires est dite station-
naire du second ordre si elle véri�e les propriétés suivantes :

1. E[Xt] = � ne depend pas de t

2. E[X2
t ] <1

3. x(h) ne depend pas de t

Exemple 1.8.1 La série

Xt = �1 + 2t+ "t ("t � N(0; �2"));

n�est pas stationnaire car E[Xt] dépend de t.

1.9 Opérateurs dé�nis sur une série chronolo-
gique

1.9.1 Opérateur de retard

Dé�nition 1.9.1 L�opérateur de retard L se dé�nit de la manière suivante :[9]

L(Xt) = Xt�1:

Remarque 1.9.1 Ln(Xt) = Xt�n pour tout n 2 N.

1.9.2 Opérateur de di¤érence d�ordre d

On dé�nit l�opérateur �d de di¤érence d�ordre d comme l�opérateur linéaire
tel que :

�dXt = (1� L)dXt:

On peut aussi prendre l�opérateur d�ordre un et l�appliquer plusieurs fois :

�2(Xt) = �(�(Xt)) = �(Xt�Xt�1) = (1�L)(Xt�Xt�1) = Xt� 2Xt�1+Xt�2:

Ces opérateurs peuvent être utilisés a�n de transformer un processus de moyenne
non nulle en un processus de moyenne nulle. Dans la prochaine section, on les uti-
lise pour mieux représenter les modèles.
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L�opérateur �2permet d�élimer les tandence quadratique :

Xt = a+ bt+ ct2 + "t, alors

�2Xt = (1� L)2Xt

= (1� 2L+ L2)Xt

= Xt � 2Xt�1 +Xt�2

= (a+ bt+ ct2 + "t)� 2[a+ b(t� 1) + c(t� 1)2 + "t�1] + [a+ b(t� 2) + c(t� 2)2 + "t�2]

= 2c+ "t � 2"t�1 + "t�2

donc �2Xt est stationnaire, alors �2éléminer les tendence quadratique.

1.10 Désaisonalisation par moyenne mobile

une moyenne mobile est un outil intéressant pour enlever une comosante sai-
sonnière, on utilise des moyenne mobile d�ordre egale à la péride. par exemple
d�ordre 7 pour des donnés journaliéses, d�ordre 12 pour des donnés mensuelles.

Dé�nition 1.10.1 L�opérateur moyenne mobile � est dé�nie par :

� =

k2X
j=�k1

�jL
�j:

Dé�nition 1.10.2 La série �(Xt) = Yt =
Pk2

j=�k1 �jL
�jXt est une moyenne

mobile d�ordre k = k1 + k2 + 1:

Dé�nition 1.10.3 On dit que � est moyenne mobile centrée si k1 = k2:

1.11 Théorème de représentation de Wold

Si (Xt)t2Z est un processus centré et stationnaire au second ordre, alors on a
la décomposition :[2]

Xt =
+1X
j=0

 j"t�j + Vt; t 2 Z:

Où :

1.  0 = 1 et
P+1

j=0  
2
j < +1:
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2. ("t)t2Z est le bruit blanc de (Xt)t2Z:

3. (Vt)t2Z est un processus déterministe.

4. cov("t; Vs) = 0, 8s; t 2 Z:
Ce résultat informatif est peu utile en pratique car les coe¢ cients  j sont

inconnus, nous verrons que certaines modélisations font intervenir une in�nité de
terme.

En�n, le processus Xt peut être réécrit en utilisant l�opérateur de retard L, on
aura dans le cas réel (Vt = 0) :

Xt = "t +  1"t�1 +  2"t�2 + : : :

Xt = "t +  1L"t +  2L
2"t + : : :

Xt = (1 +  1L+  2L
2 + : : :)"t

alors
Xt =  (L)"t:

1.12 Autocorrélations simple et partielle

Les principales caractéristiques temporelles d�un processus sont données par
l�autocorrélation (simple) et l�autocorrélation partielle.

1.12.1 La fonction d�autocovariance et d�autocorrélation

La fonction d�autocovariance f(h)gh2Z mesure la covariance entre une va-
riable et cette même variable à des dates di¤érentes, pour un délai h :

(h) = cov(Yt; Yt�h) = E[(Yt � E(Yt))(Yt�h � E(Yt�h)];

ainsi
(0) = var(Yt) = E[(Yt � E(Yt))

2] = �2Y :

Elle fournit une information sur la variabilité de la série et sur les liaisons
temporelles qui existent entre les diverses composantes de la série Yt.

La fonction d�autocovariance d�un processus stationnaire est une fonction paire :

(�h) = (h) , 8h:

La fonction d�autocorrélation est dé�nie par :

�(h) =
(h)

(0)
; h 2 Z;
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avec �(0) = 1 et j �(h) j< 1 (doncj (h) j� (0)):

On appelle coe¢ cient d�autocorrélation d�ordre 1 (resp d�ordre k) le coe¢ cient
de corrélation linéaire �(1) (resp. �(k)) calculé entre la série et cette série décalée
d�une période (resp k périodes).

On dé�nit la matrice de corrélation (de dimension m) de la maniére suivante :

R(m) =

0BBBBB@
1 �(1) �(2) : : : �(m� 1)
�(1) 1 : : : : : : �(m� 2)
...

. . . : : :
...

...
. . .

...
�(m� 1) : : : : : : : : : 1

1CCCCCA
Puisque la fonction �(h), h 2 Z est de type positif, on a la propriété suivante :

det(R(m)) � 0, 8m 2 N�:

Ainsi, on a les contraintes suivantes :

1. det(R(1)) � 0:
2. det(R(2)) � 0 () �(1)2 � 1:
3. det(R(3)) � 0 () [1� �(2)][1 + �(2)� 2�(1)2] � 0.

L�équivalent empirique de la fonction d�autocorrélation, noté �̂(h), est obtenu
à partir de l�estimateur suivant pour l�autocovariance ̂(h) à l�ordre h :

̂(h) =
1

t� h� 1

TX
t=h+1

(Yt � �Y )(Yt�h � �Y );

oú

�Y =
1

T

TX
t=1

Yt:

1.12.2 La fonction d�autocorrélation partielle

Elle mesure la liaison (linéaire) entre Yt et Yt�h une fois retirés les liens tran-
sitant par le variables intermédiaires Yt�1, :::, Yt�h+1.

Le coe¢ cient d�autocorrélation partielle d�ordre h, noté r(h), est le coe¢ cient
de corrélation entre :

Yt � E(Yt=Yt�1; :::; Yt�h+1);
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et

Yt�h � E(Yt�h=Yt�1; :::; Yt�h+1):

On a donc :
r(h) = cov(Yt; Yt�h=Yt�1; :::; Yt�h+1):

C�est donc le coe¢ cient de Yt�h dans la régression de Yt sur Yt�1; :::; Yt�h+1,
Yt�h.

Le coe¢ cient d�autocorrélation partielle d�ordre h d�un processus stationnaire
est se calcule de la maniére suivante :

r(h) =
j R(h)� j
j R(h) j ;

avec

R(h) =

0BBBBBBB@

1 �h�1
�1

. . .
...

...

�h�1 1

1CCCCCCCA

et R(h)� la matrice R(h) dans laquelle on a remplacé la colonne h par

0BBBBBB@
�1

�h

1CCCCCCA :

Ainsi,

r(1) = �(1); r(2) =
�(2)� �(1)2

1� �(1)2
; : : :

De maniére empirique, les autocorrélations partielles s�estiment à partir les
autocorrélations simples.



Chapitre 2

Modèles des séries temperelles :
AR, MA, ARMA et ARIMA

La théorie des séries temporelles est une combinaison de deux concepts, pro-
babiliste et statistique, le probabiliste dont on étudie les caractéristiques des va-
riables aléatoires Xt. Le problème statistique est de donner les caractéristiques
des distributions de la série temporelle Xt, pour les observations X1, X2, ..., Xn.
Le modèle statistique résultant sert à la compréhension du système stochastique
d�une part et la prédiction du future.[2], [12], [13], [15].

2.1 Processus auto-régressif (AR)

Dé�nition 2.1.1 On appelle processus autorégressif d�ordre p, usuellement noté
AR(p), un processus stationnaire, Xt; t 2 Z véri�ant une relation du type [2]

Xt +

pX
i=1

�iXt�i = "t;8t 2 Z;

avec �i 2 R et "t un bruit blanc de variance �2:

Cette relation s�écrit également :

�(L)Xt = "t;

où
�(L) = 1 + �1L+ :::+ �pL

p:

13
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2.1.1 La stationnairité

Pour qu�un modéle AR(p) soit stationnaire il faut que tous les racines du
polynôme �(z) ont module> 1 8j; j zj j> 1;
où

�(z) = 1 + �1z + �2z
2 + � � �+ �pz

p:

2.1.2 L�inversibilité

Le modéle AR(p) est toujours inversibilité par sa dé�nition

�(L)Xt = "t:

2.1.3 Fonction d�autocorrélation d�un AR(p)

Soit un processus stationnaire AR(p) dé�ni par :

�(L)Xt = Xt +

pX
j=1

�iXt�i = "t;

dont les racines sont de modules> 1.
Alors la fonction d�autocorrélation :

�(h) +

pX
j=1

�j�(h� j) = 0; h = 1; 2; :::

est donc dé�nie comme la solution d�une suite récurrente d�ordre p, donc ra-
cines non-nulles de l�équation :

�p +

pX
j=1

�j�
p�j;

soit :

1 +

pX
j=1

�j�
�j = 0;

c�est à dire que 1
�
est racine de � donc j� j < 1. On sait donc que �(h) est

une combinaison de di¤érentes composantes : exponentielles décroissantes pour
les racines réelles, sinusoïdes amorties pour les racines complexes, exponentielles
décroissantes et termes polynomiaux pour les racines multiples. Par conséquent,
�(h) tend exponentiellement vers 0 avec h. Remarquons également qu�on a la
relation matricielle (équation de Yule-Walker) :
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0BBBBBB@
1 � (1) ::: � (p� 1)

� (1) 1 ::: � (p� 2)
:
:
:

::: :::
:
:
:

� (p� 1) ::: ::: 1

1CCCCCCA

0BBBBBB@
�1
:
:
:
:
�p

1CCCCCCA =

0BBBBBB@
� (1)
:
:
:
:

� (p)

1CCCCCCA
Ce qui donne un algorithme d�estimation des coe¢ cients d�un processus AR(p)

en remplaçant �(h) par leur autocorrélation empirique. Remarquons également
que la variance de ce processus vaut :

 (0) = �
pX
j=1

�j (j) + �2 =
�2

1 +
Pp

j=1 �j� (j)
:

2.1.4 Fonction d�autocorrélation partielle d�un AR(p)

Soit un processus stationnaire AR(p) dé�ni par :

�(L)Xt = Xt +

pX
i=1

�iXt�i = "t;

dont les racines sont à l�extérieur du disque unité.

On a que l�autocorrélation partielle r(h) = 0 si h � p+ 1 car la projection de
Xt sur M(Xt�1; :::; Xt�h) est

Pp
j=1 �jXt�j et le coe¢ cient associé à Xt�h est nul.

Cette propriété est très utile en pratique lorsque l�on cherche à identi�er l�ordre
d�un processus AR. On peut ainsi calculer les autocorrélation partielles empiriques
et regarder quand celles-ci sont négligeables (non-signi�cativement di¤érentes de
0).

Exemple 2.1.1
Xt = 0:06Xt�1 + "t s AR(1)

Xt = �0:2Xt�1 + 0:01Xt�2 + "t s AR(2)
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2.2 Processus moyennes mobiles (MA)

On appelle processus moyene mobile d�ordre q, usuellement noté MA(q) (mo-
ving average), un processus (Xt)t2Z dé�ni par :[2]

Xt = "t + �1"t�1 + ::::+ �q"t�q; 8t 2 Z;
où les �i sont des réels et "test un bruit blanc de variance �2:

De même que pour les processus autorégressifs cette relation s�écrit :

Xt = (1 + �1L+ :::::::::+ �qL
q) "t = �(L)"t:

2.2.1 La stationnarité

Contrairement au modéle AR(p), les modéle MA(q) est toujours station-
naire.

2.2.2 L�inversibilité

Le modéle MA(q) est inversibile si les racines du polynôme �(z) sont de
module> 1 8j; j zj j> 1:

2.2.3 Fonction d�autocorrélation d�un MA(q)

La fonction d�autocovariance est :

(h) = E(XtXt�h):

Alors

(h) = E[("t + �1"t�1 + :::+ �q"t�q)("t�h + �1"t�h�1 + :::+ �q"t�h�q)];

et donc

 (h) =

8>>>><>>>>:
�2"
�
1 + �21 + �22 + :::+ �2q

�
h = 0;

�2" (��h + �1�h+1 + ::::+ �q�q�h) 1 � h � q;

0 h > q:

La fonction d�autocorrélation est :
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� (h) =

8>>>>><>>>>>:

1 h = 0;

��h+�1�h+1+::::+�q�h�q
1+�21+�

2
2+:::+�

2
q

1 � h � q;

0 h > q:

Ce résultat est important en pratique car�(h) s�annule pour h � q et �(q) =
�q=(1 + �

2
1 + :::+ �

2
q) est non nul si �q est non nul i.e que Xt est un MA(q). Pour

déterminer l�ordre d�un MA(q) en pratique, on calcule donc ses autocorrélations
empiriques et on regarde quand celles-ci sont négligeables. L�autocorrélation pour
les MA(q) est donc l�analogue de l�autocorrélation partielle pour les AR(p).

2.2.4 Fonction d�autocorrélation partielle d�un MA(q)

La fonction d�autocorrélation partielle peut se calculer par l�algorithme de
durbin-watson mais son expression est compliquée. D�autre part, contrairement
aux processus AR(p), r(h) ne s�annule pas à partir d�une certaine valeur de h.

Exemple 2.2.1

Xt = 0:02"t�2 + 0:04"t�1 + "t sMA(2)

Xt = 0:01"t�1 + "t sMA(1)

2.3 Processus autorégressifs moyennes mobiles
(ARMA)

Les processus ARMA(p; q) généralise les modèles autorégressifs et moyennes
mobiles. Ces modèles sont très utiles en pratique pour modéliser des séries réelles.[2][15]

Un processus stationnaire Xt admet une représentation ARMA(p; q) minimale
s�il satisfait :

Xt +

pX
i=1

�iXt�i = "t +

qX
j=1

�j"t�j; 8t 2 Z;

soit, avec les notations précédentes

� (L)Xt = �(L) "t; 8t 2 Z;

avec les conditions suivantes :
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1. �p 6= 0 et �q 6= 0:
2. � et � n�ont pas de racines communes et leurs racines sont de modules> 1:

3. "t est un BB de variance �2:

2.3.1 La stationnairé

Pour que le modéle ARMA(p; q) soit stationnaire il faut que toutes les racines
de �(z) ont module> 1.

2.3.2 L�inversibilité

Le modéleARMA(p; q) est inversible si toutes les racines de�(z) ont module>
1.

Propriété 2.3.1 si Xt est un processus stationnaire de représentation ARMA(p,q)
minimale :

� (L)Xt = �(L) "t;8t 2 Z:

Propriété 2.3.2 alors

1. Xt admet la repésentation MA(1)

Xt =
�(L)

� (L)
"t =

+1X
j=0

hj"t�j; h0 = 1:

2. Xt admet la repésentation AR(1)

� (L)

� (L)
Xt =

+1X
j=0

�jXt�j = "t; �0 = 1:

2.3.3 Autocovariance d�un ARMA(p,q)

Si Xt est un processus stationnaire de représentation ARMA(p; q) minimale :

�(L)Xt = �(L)"; 8t 2 Z;
sa fonction d�autocovariance véri�e :
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 (h) =

pX
j=1

�j (h� j)�
qX
i=1

�iX" (h� i) + X" (h) ; h � 0;

avec 8>>>><>>>>:
X" (h) = 0 h > 0;

X" (0) = �2" ;

X" (h) 6= 0 h < 0:
X" (h) n�est pas paire.

Si h � q + 1; X" (h) = 0; alors8>><>>:
 (h) =

pP
j=1

�j (h� j) ;

� (h) =
pP
j=1

�j� (h� j) :

Ce qui est un système d�équation de type Yule-Walker.

2.4 Processus Autorégressif moyenne mobile in-
tégré ARIMA(p; d; q)

Lorsque l�on a une série Xt non stationnaire, il convient de la modéliser à
l�aide d�un modèle ARIMA(p; d; q) où d désigne l�ordre de di¤érenciation (ou
d�intégration).[5], [15].

Dé�nition 2.4.1 Xt est un processus autorégressif moyenne mobile intégré sta-
tionnaire noté ARIMA(p; d; q) s�il admet la représentation

� (L) Md Xt = �(L) "t:

oú 8<:
� (L) = 1� �1L� �2L

2 � � � � � � � � �pL
p; �p 6= 0

� (L) = 1� �1L� �2L
2 � � � � � � � � �qL

q; �q 6= 0
La série Xt est une série non stationnaire alors que la série Yt =Md Xt est

une série stationnaire. L�estimation des paramètres du processus ARIMA(p; d; q)
pour la série Xt non stationnaire revient à estimer les coe¢ cients du processus
ARMA(p; q) pour la série Yt stationnaire.
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2.5 Identi�cation, estimation, validation, prévi-
sion

2.5.1 Identi�cation du processus ARMA

La méthode d�identi�cation d�un processus ARMA (choix entre AR, MA et
ARMA, et choix de p et q) de Box et Jenkins est basée sur la comparaison de
caractéristiques théoriques des processus ARMA à leurs équivalents empiriques
(c�est-à-dire calculées sur la série observée). Les caractéristiques utilisées sont les
autocorrélations simple et partielle, étudiées dans la partie précédente.

On peut aussi utiliser des critéres de choix de modéle, couramment appelé
critéres d�information. Les plus couramment utilisés sont le critére de Akaïke :

AIC = �2 logL+ 2(p+ q);

et le critére de Schwarz :

BIC = �2 logL+ (p+ q) log T;

où logL est la log-vraisemblance du modéle ARMA(p; q) estimé et T est le
nombre d�observations.

On choisit alors le modéle et p, q qui minimisent ces critéres.

2.5.2 Estimation

Etant donné le processus Yt, t 2 Z admettant une représentationARMA(p; q) :

Yt �
pX
i=1

�iYt�i = "t �
qX
i=1

�i"t�i "t � BB(0; �2);

le probléme est déstimer les paramétres �i (i = 1; :::; p), �i (j = 1; :::; q) et �2

à partir d�observations Y1; :::; YT .

Maximum de vraisemblance

Si le processus "t est gaussien N(0; �2), alors " � N(0; �2I) et Y � N(0; �2
).
Ainsi, la vraisemblance (densité du vecteur Y = (Y1; :::; YT )

0
est donnée par :

L(Y1; :::; YT ; �; �; �
2) =

1

(2��2)
T
2

1

(det(
))
1
2

exp(� 1

2�2
Y

0

�1Y ):
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La log-vraisemblance est alors donnée par :

lnL(Y1; :::; YT ; �; �; �
2) = �T

2
ln(2�)� T

2
ln(�2)� 1

2
ln(det(
))� 1

2�2
Y

0

�1Y:

Le probléme est que cette log-vraisemblance est di¢ cile à calculer et donc à
maximiser à cause de (det(
)) et de 
�1 (matrice T � T ). De plus, il faut se
donner des valeurs préliminaires pour les paramétres, puisque la maximisation de
la log-vraisemblance utilise des algorithmes de maximisation itératifs.

Estimation de Yule-Walker

Dans le cas d�un AR(p), on utilise les équations de Yule-Walker :0BBBBBBB@

(1)

...

...
(2)

1CCCCCCCA
=

0BBBBBBB@

(0) (1) � � � (p� 1)
(1)

. . .
...

...

(p� 1) � � � (0)

1CCCCCCCA

�10BBBBBBB@

�1
...

...

�p

1CCCCCCCA
Pour déterminer �̂i, i = 1; :::; p en fonction de ̂(i) estimés. On utilise la formule

�2 = (0)�
Pp

i=1 �i(i) pour déterminer une estimation de �
2.

Cette méthode est appelée estimation de Yule-Walker.

Estimation par l�algorithme de Durbin-Levinson

Dans le cas général d�un ARMA(p; q), on utilise la représentation MA(1).
Prenons l�exemple d�un ARMA(1; 1) :

(1� �L)Yt = (1� �L)"t j � j< 1; j � j< 1:
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Alors la forme MA(1) est donnée par :

Yt = (1� �L)�1(1� �L)"t

=

1X
i=0

�iLi(1� �L)"t

=

1X
i=0

�i"t�i � �

1X
i=0

�i"t�1�i

=

1X
i=0

�i"t�i � �

1X
i=1

�i�1"t�i

=

1X
i=0

hi"t�i

Par identi�cation, on obtient :

h0 = 1

h1 = �� �

h2 = �2 � ��

:

:

:

hj = �j � ��j�1

Ainsi, � = h2
h1
; � = �� h1.

Les hj sont estimés à partir d�un algorithme récursif appelé algorithme de
Durbin-Levinson. A partir de ces estimations, on peut alors obtenir des estima-
tions de � et de �.

Ceci se généralise au cas de p et q quelconques.

Moindres carrés conditionnels

Cette estimation (estimation par défaut sous le logiciel SAS) est conditionnelle
à l�hypothése que les erreurs non observées passées sont égales à 0. L�estimation
repose sur la forme AR(1) :

Yt =

1X
i=1

�iYt�i + "t;
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où les �i dépendent des paramétres � et �.
Cette estimation consiste à minimiser la somme des carrés suivante :

TX
t=1

"2t =
TX
t=1

 
Yt �

1X
i=1

�iYt�i

!2
,

où les valeurs passées de YT inconnues sont posées à 0 et les valeurs de � sont
calculées à chaque étape à partir des estimations de � et de �:

2.5.3 Validation

Il s�agit de véri�er notamment que les résidus du modéle ARMA estimé, ré-
sidus notés "̂t, véri�ent les propriétés requises pour que l�estimation soit valide, à
savoir qu�ils suivent un processus BB, non autocorrélé et de même variance, et
qu�ils suivent une loi normale.

Si ces hypothéses ne sont pas rejetées, on peut alors mener des tests sur les
paramétres.

Tests sur les résidus

1. Regarder le graphique des résidus estimés pour voir s�il apparaît des points
aberrants, une tendance, une rupture, de l�autocorrélation, etc. Ceci n�est
évidemment qu�indicatif.

2. Regarder les autocorrélations simples et partielles. Elles doivent être signi-
�cativement nulles si les résidus sont un bruit blanc.

Test de normalité

Il s�agit de tester que les résidus estimés "̂t suivent une loi normale, c�est-à-dire
ne présentent pas d�asymétrie (Skewness) ni d�applatissement (kurtosis).

Le coe¢ cient de Skewness est donné par :

�
1
2
1 =

�3

�
3
2
2

;

et le coe¢ cient de kurtosis est donné par :

�2 =
�4
�22
;

oú

�k =
1

T

TX
t=1

("̂t � b")k;
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est le moment centré d�ordre k de la variable "̂t:

Si la distribution est normale et le nombre d�observations grand, alors :

�
1
2
1 s N

 
0;

r
6

T
)

!
, �2 s N

 
3;

r
24

T

!
:

On construit alors les statistiques :

V1 =
�
1
2
1q
6
T
)
, V2 =

�2 � 3q
24
T

;

qui suive chacune une N(0; 1).

Le test de Jarque Bera permet de tester simultanément l�absence d�asymétrie
et l�absence d�applatissement. La statistique de test est donnée par :

JB =
T

6
�1 +

T

24
(�2 � 3)2:

Cette statistique suit, sous l�hypothése nulle de normalité, une loi du {22 :

Tests sur les paramétres

On véri�e tout d�abord que les racines des polynômes AR et MA ne sont pas
égales à 1. Si les hypothéses testées sur les résidus ne sont pas rejetées, on teste
la signi�cativité des retards du modéle ARMA par des tests de Student.

2.5.4 Choix d�un modéle parmi plusieurs

Si, à la suite de ces étapes, il reste plusieurs modéles valides, on peut choisir
parmi ces modéles, soit celui qui donne les meilleurs critéres d�ajustement, soit
celui qui donne les meilleurs performances en prévision.

Concernant les critéres d�ajustement, on retient le modéle qui minimisent les
critéres d�information AIC et BIC.

Concernant les performances en prévision des modéles, on utilise couramment
les critéres suivants (que l�on cherche bien entendu à minimiser) :

RMSE(h) =

vuut 1

T �K + 1

TX
t=K

(Yt � Ŷt(h))2;
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et

MAE(h) =
1

T �K + 1

TX
t=K

j Yt � Ŷt(h) j;

où K est le nombre d�observations minimales pour mener une estimation du
modéle.

2.5.5 Prévision

Il s�agit de calculer les prévisions optimales du modéle ARMA estimé, à savoir
Ŷt(k) la prévision de YT+k sachant l�ensemble d�information disponible en t, noté

It = fY1; Y2; :::; Yt; Z�1g;

oú Z�1 = fY�1 ; :::; Y�p; "�1 ; :::; "�qg:

Ŷt(k) = E(YT+k=It):



Chapitre 3

Application

Le tableau suivant présente le nombre des étudiants succès en baccalauréat
(Algérie depuis 1985 jusqu�à 2018):

Année 1985 1986 1987 1988 1989 1990 1991
N des étudients 31268 39654 39991 35315 50659 52522 65079
Année 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998
N des étudients 72191 41117 54053 60136 82585 97249 85780
Année 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005
N des étudients 91373 119298 154944 130803 129197 202615 149806
Année 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012
N des étudients 220511 270541 306302 134719 240162 240954 230989
Année 2013 2014 2015 2016 2017 2018
N des étudients 257190 257195 140363 267014 340338 103567

Tab. 3.1 �Le nombre des étudiants succès en baccalauréat (Algérie depuis 1985
jusqu�à 2018).
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3.1 Etude de la stationnarité

Le graphe de la série résultat montre que la série est non stationnaire :

Fig. 3.1 �Graphe de la série résultat.
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3.1.1 Analyse des Corrélogrammes de la séries résultat

Fig. 3.2 �Corrélogrammes de la série résultat.

On remarque que les coe¢ cients d�autocorrélation simples décroissent lente-
ment, de manière linéaire, ce qui appuie notre a¢ rmation sur la non stationnarité
de la série.

On utilise aussi le test de racine unitaire (test ADF) pour con¢ rmer la non
stationnarité de notre série.
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Modèle sans tendance et avec constante

La série a une racine unitaire car la p � value > 0:05, la constante est non
signi�cative (la probabilité critique a¤ectées à la constante est supérieurs à 0:05).
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Modèle avec tendance et avec constante

La série n�a pas de racine unitaire (p�value < 0:05), la tendance et la constante
sont signi�cative (la probabilit�e critique < 0:05).
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Modèle sans tendance et sans constante

La série a une racine unitaire (p� value > 0:05).

D�aprés ce qu�on a vu précédemment, la série résultat est non stationnaire.
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3.2 Stationnarisation de la serie résultat

Il faut appliquer le �ltre de di¤érence pour stationnariser la série résultat :

dr�esultat = d(r�esultat)

3.2.1 Graphe de la série drésultat

Fig. 3.3 �Graphe de la série drésultat.

On peut conclure que la série drésultat est stationnaire mais on doit con¢ rmé
par un test ADF.
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Modèle sans tendance et avec constante
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Modèle avec tendance et avec constante
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Modèle sans tendance et sans constante

D�aprés le test ADF, la tendance, la constante et la racine unitaire sont non
signi�cative, ce qui a¢ rme que la série obtenue est une série stationnaire.
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3.3 Modélisation ARMApar la méthode de BOX-
JENKINS

La série drésultat est stationnaire. On va lui chercher un modèle de type
ARMA(p,q).

3.3.1 Identi�cation des ordres p et q du modèle ARMA

Pour connaître les ordres du modèle ARMA(p,q), nous allons nous servir
de corrélogrammes de la série stationnaire drésultat. En e¤et, le corrélogramme
simple permet d�identi�er un modèle MA(q), alors que le corrélogramme partiel
permet d�identi�er un modèle AR(p):

corrélogramme de la série stationnaire

Fig. 3.4 �Corrélogramme de série drésultat.
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Il ressort de ces corrélogrammes que la première autocorrélation (simple et
partielle ), la deuxième autocorrélation (partielle ) et la huitième autocorrélation
(simple) de la série drésultat est signi�catif di¤érente de zéro. Nous trouvons
les modèles pour les estimations : AR(2), MA(1), AR(1), MA(8), ARMA(1; 1),
ARMA(1; 8), ARMA(2; 1), ARMA(2; 8):

3.3.2 Estimation de modèles ARMA

Aprés l�estimation des di¤érents modèles, l�analyse de la signi�cativité des co-
e¢ cients nous conduisons à conserver les trois modèles ci aprés. Seuls les modèles
dont les résidus sont de bruit blancs seront validés.
AR(1) :

dr�esultatt = �0:503028dr�esultatt�1 + "t:



Chapitre 1. Application 38

AR(2) :
dr�esultatt = �0:484605dr�esultatt�2 + "t:
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MA(1) :
dr�esultatt = 0:646653"t�1 + "t:



Chapitre 1. Application 40

MA(8) :
dr�esultatt = 0:819366"t�8 + "t:
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ARMA(1,1) :

dr�esultatt = �0:242254 dr�esultatt�1 + 0:568007"t�1 + "t:
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ARMA(1,8) :

dr�esultatt = �0:428658 dr�esultatt�1 + 0:819092"t�8 + "t:
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ARMA(2,1) :

dr�esultatt = �0:405737 dr�esultatt�2 + 0:522227"t�1 + "t:
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ARMA(2,8) :

dr�esultatt = �0:160341 dr�esultatt�2 + 0:820144"t�8 + "t:

Et pour pouvoir choisir un bon modèle parmi ceux présente, on construit un
tableau de comparaison de leurs critères d�information et nous retenons le modèle
qui minimise ces critères.
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Tableau de comparaison

modéle AKIKE SCHWARZ
AR(1) 25.02 25.06
AR(2) 25.07 25.12
MA(1) 24.793 24.838
MA(8) 24.794 24.8396
AR(1) MA(1) 24.859 24.95
AR(1) MA(8) 24.74 24.8395
AR(2) MA(1) 24.853 24.94
AR(2) MA(8) 24.90 25.00

Tab. 3.2 �Tableau de comparaison des critères d�information.

D�après le tableau nous pouvons retenir le modèle ARIMA(1,1,8) parce que
c�est le modèle qui minimise les critères d�information deAKAIKE et SCHWARZ
par rapport aux autres modèles. Alors notre modèle est :

dr�esultatt = �0:428658 dr�esultatt�1 + 0:819092"t�8 + "t:

3.3.3 Validation du modèle

Test de normalité pour les résidus du modèle ARIMA(1,1,8)

On veut tester la normalité des résidus du modèle ARIMA(1; 1; 8) :
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Series: Residuals
Sample 1987 2018
Observations 32

Mean  5399.319
Median  10284.64
Maximum  107209.4
Minimum -148840.6
Std. Dev.  54356.24
Skewness -0.828536
Kurtosis  4.212747

Jarque-Bera  5.622191
Probability  0.060139

Fig. 3.5 �Normalité des résidus du modèle ARIMA(1,1,8)

La statistique BJ < {21��(2) (5.622191<5.991) avec � = 0:05 ; alors on accepte
l�hypothèse de normalité des résidus au seuil � du modèle ARIMA(1; 1; 8).

Test de Student des paramètres (signi¢ cativité statistique)

Ce test consiste à véri�er que les paramètres du modèle qui ont été estimés
sont statistiquement di¤érents de 0. Les hypothèses du test sont :8<:

H0 : � = 0 le co¢ cient est non signi�catif

H1 : � 6= 0 le co¢ cient est signi�catif

et8<:
H0 : �1 = 0 le co¢ cient est non signi�catif

H1 : �1 6= 0 le co¢ cient est signi�catif

Test 1 : au risque de 5%, le paramètre du modèle est statistiquement di¤érent
de Zéro car j t� stat j= 2:442531 > 2.

Test 2 : au risque de 5%, le paramètre du modèle est statistiquement di¤érent
de Zéro car j t� stat j= 16:60432 > 2.

Donc notre modèle ARIMA(1; 1; 8) valide, il est le bon modèle pour modéliser
notre série "nombre des étudiants succès en baccalauréat (Algérie depuis 1985
jusqu�à 2018)":
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3.4 prévision

D�apré le programme Eviews, les prévisions de six années sont dans le tableau
suivant :

annés résultat
2019 212820
2020 230935
2021 221915
2022 192309
2023 214495
2024 214913

Tab. 3.3 �Prévision du nombre des étudiants succès en baccalauréat
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Conclusion

Dans notre étude de l�approche ARIMA, les données actuelles ont été bien
ajustées, ainsi que les prévisions du comportement futur. L�approche d�ARIMA a
permis de concevoir une série utilisant la méthode BOX & JANKINS.

Dans le but de cet étude de modéliser la série résultats du baccalauréat
en Algérie (1985-2018) (estimation et prévision). Les résultats de l�analyse de
notre série montrent que le modèle approprié pour cette série est ARIMA(1,1,8).
Finallement, nous obtenons les prévisions du nombre des étudiants pour six an-
nées.
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Résumé 

Dans ce mémoire,nous étudions les modèles de Box & jenkins, c’est-à-dire ARIMA (en 

fonction du degré d’autorégression, du degré d’intégration et des moyennes mobiles) en 

étudiant et en estimant la série chronologique .le nombre des étudiants succès en 

baccalauréat (Algérie depuis 1985-2018). et en prédisant le comportement futur de notre 

série. 

Mots clés: Série chronologique, estimation , ARIMA , méthode de Box & Jenkins. 

 

Abstract 

The objective of the memory  is to study the models of Box & jenkins, ie ARIMA (depending 

on the degree of self-regression, degree of integration, and the moving averages) by studying 

and estimating the time series the number of students success in baccalaureate (Algeria  

since 1985-2018).and predicting the future behavior of  our time series. 

Keywords: Time series, estimate, ARIMA , method of Box & Jenkins. 

 

 ملخص

)يعتمد على درجة الانحدار الذاتي ودرجة  ARIMAإلى دراسة نماذج بوكس جنكيز, أي نماذج  تهدف المذكرة 

السلسلة الزمنية عدد الناجحين في التكامل ودرجةالمتوسطات المتحركة ( وذلك من خلال دراسة و تقدير

الزمنية. والتنبؤ بالسلوك المستقبلي للسلسلة (1985-2018السنوات )خلال  البكالوريا  

.,منهجية بوكس وجنكيز ARIMA, ية, تقدير: السلاسل الزمنالكلمات المفتاحية   

 


