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 داءــالإه

هم دوما لنا علم و العلماء إلى من رفعوا أكفإلى من علمونا الحب و الوفاء إلى من حببوا لأنفسنا ال 

 بالدعاء إلى من يدعون لنا جهرا و في الخفاء إلى 

 ثمرة جهدهم " والدينا الكريمين ". اليرو نتظروا هذا اليوم إمن 

 لنا يد العون والمساعدة  امدو أد عائلتينا الذين شجعونا و ل افرالى كإ

 خاصة " نصرات وفطيمة ".

 عزاء .لى كل زملائنا واصدقائنا الأإ

 لى كل من تتلمذنا على ايديهم طيلة مشوارنا الدراسي .إ

 .من نسيهم القلم لىإ و

 .نهدي  هذا العمل
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 جهدا في اسداء النصح والتوجي  في سبيل اتمام . لولم يأ

 ستاذة قسم الفيزياء أ إلىيفوتنا ان نتقدم بخالص شكرنا  كما لا

 .ظفي كلية الرياضيات وعلوم المادةمو  وكل عمال و

 ن يجعل ذلك في أل الله أنس

 نا او خر دعآميزان حسناتهم و 

 .ن الحمد لله رب العالمينأ
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 مقدمــــــة :
ن إ. في هذا السياق ف[1] وذلك لأسباب مفاهيمية وتقنية،فرضية وجود الطول الأصغري في الفيزياء قديمة إن       

الدراسات الحديثة في نظرية الأوتار و نظرية الجاذبية الكمية تقترح تصحيحات بسيطة على علاقة عدم اليقين لـ 

 . الأصغريالموافق لهذا الطول  min(𝑥∆)أدنى غير معدوم  للموضعوالتي تشير إلى وجود حد  [2،34،5]"هايزنبرغ" 

ل غير واضح في الفضاء الزمكاني للأبعاد من رتبة طول "بلانك"، يمكن رؤية هذا الحد الأدنى من عدم اليقين كمجا    

𝑙𝑝 = 10−35𝑚 [6]. 

هو  اإحدى النتائج الأساسية له في الواقع أن الطابع النقطي للجسيمات هو مسلمة أساسية في ميكانيك الكم ،      

ارتياب صغير. وهذا يترجم من   يمكن حساب موضع الجسيم مع ،تموقع الجسيمات في الطاقات الكبيرة بشكل كاف

عدم اليقين المعممة تقود إلى  فعلاقة،  . في الحقيقة هذا التعبير مثالي[2]" المعتادة غلهايزنبر خلال علاقة عدم اليقين لـ "

يرة وهذا ما دفع الفيزيائيين في السنوات الأخ ،عدوم والتي ستكون أقرب إلى الواقع المادي المغير  عدم اليقيندني من أحد 

دراجه في معالجة المسائل الفيزيائية في ميكانيك الكم من خلال إو محاولة الأصغري إلى الاهتمام بفكرة الطول 

 تصحيحات للعلاقات التبديلية . 

 [.35،2] وآخرون kempf" المعدل الجديد تم دراسته من طرف  غلهايزنبر الشكل العام لجبر "    

 عض الظواهر الفيزيائية ، ونقارن النتائج المتحصل عليها بالنتائج التجريبية .نحاول تطبيق هذا الجبر المعدل على ب
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 (GUPمبدأ عدم اليقين المعمم ) 1.1 

خاصة النظريات المعتمدة على مبدأ ؛ [ توجد العديد من النظريات التي تقدم مفهوم الطول الأصغري7,8] في المراجع    

 [7أو مع علاقات التشتت المعدلّة] ( 𝐷𝑆𝑅)بية خاصة مشوهة ( ،مع نسGUP) المعمم عدم اليقين

 .في ميكانيك الكم   𝑙m لإظهار كيفية دمج مفهوم الطول الأصغري )الحد الأدنى(

ن يتجاوز قيمة قصوى ألايجب   k⃗ شعاع  الموجة  إنف ، 𝑝الجسيم  كمية حركة   في هذا السياق نفترض أنه عند زيادة  

1من رتبة
𝑙𝑚

= 𝑝)مرتبطة بعلاقة خطية  [ .وكنتيجة لذلك نحصل على انحرافات29]⁄ ħ�⃗� ) تقتربعندما 𝑝  من

ħالسلم  
𝑙𝑚

⁄ ). ) 

2𝜋)  حقيقة أن الجسيمات لا يمكن أن تمتلك أطوال موجية صغيرةوهذا ما يفسر فيزيائيا   
𝑘⁄ وأن أبعاد المسافات  ،(

 [.9]الصغيرة  لم يعد من الممكن تحديدها 

 نفترض وجود علاقة،بعين الاعتبار هذه المسلمة  آخذين أن نفكر في بعد واحد نيمك الأمرلتبسيط   

   𝑝 = 𝑓(𝑘)بين𝑘 و 𝑝 والدالة العكسية يجب أن تقارب القيمة من كون فردية  بفعل التماثل الدالة يجب أن ت هذه

1رتبة 
𝑙𝑚

 يؤول إلى مالا نهاية. 𝑝عندما ⁄

 .[11,10,8,7محدد بشكل معطى في المراجع ]𝑓(𝑘) ض أيضا أنكما نفتر   

 [11,10,8,7]لمراجع   يمكن إيجادها مثل العلاقة المعطاة في ا 𝑓هناك أشكال عديدة للدالة 

 Hossenflder اختار 𝑓 [7]الشكل  من : 

𝑝 =
ħ

𝑙𝑚
𝑡𝑎𝑛ℎ−1(𝑙𝑚𝑘) 

 من الشكل :  𝑓 ن نختارأيمكن 
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𝑝 =
ħ

𝑙𝑚
tan(𝑙𝑚𝑘)                                                       (1.1) 

 النشر: باستخدام

 tan 𝑦 = 𝑦 +
𝑦3

3
…, 

, 𝑙𝑚حتى الرتبة الثانية لـ  𝑝 : يمكن ان نكتب العبارة على النحو التالي 

𝑝 = ħ(𝑘 +
𝑙𝑚
2

3
𝑘3 + ⋯).                                        (2.1) 

,�̂�]يحققان المبدل �̂�   وX̂ بافتراض أن  �̂�] = 𝑖𝛿𝑖𝑗:وباستخدام العلاقة العامة، 

[X̂, A(k̂)] = 𝑖
∂A

𝜕k
 ,                                         

 :ل" المعدّ غلهايزنبر  "نحصل على علاقة تعريف جبر

[X̂, P̂(k)] = 𝑖
∂P̂

𝜕k
.                                                        (3.1) 

 

 تعطي: (3.1) و (2.1)تين العلاقتركيب 

𝑖
𝜕�̂�

𝜕𝑘
= 𝑖ħ(1 + 𝑙𝑚

2 �̂�2 + ⋯).                                         

 لدينا:الآن 

𝑙𝑚
2 �̂�2 ≈

𝑙𝑚
2 �̂�2

ħ2
+ 𝑂(𝑙𝑚

4 ).                                         

 إذا  نجد :

[X̂, P̂(k)] =  𝑖ħ (1 + (
𝑙𝑚
ħ

)
2

�̂�2 + ⋯).                  

 المتعلق بالطول الأصغري كالتالي :  𝛽ن نعرف المعامل أيمكننا 

𝑙𝑚 = ħ√𝛽.              من اجل          𝛽 = (
𝑙𝑚
ħ

)
2 
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 بالتعويض نحصل على علاقة التبديل التالية :

[X̂, P̂] = 𝑖ħ(1 + 𝛽�̂�2 + ⋯    ).                                  (4.1) 
 [:12من خلال الصيغة  ]  عدم اليقينلتبديل مرتبطة مباشرة بعلاقة علاقة ا في ميكانيك الكم

(∆𝐴)(∆B) ≥
1

2
|〈[�̂�, �̂�]〉|.                                   

 يعطي :

(∆𝑋)(∆P) ≥
1

2
|〈
𝜕�̂�

𝜕𝑘
〉|.                                              (5.1) 

 من الرتبة الأولى نحصل على عدم اليقين المعدلة من الشكل التالي: 𝛽عند أخذ المعامل 

(∆𝑋)(∆P) =
ħ

2
(1 + 𝛽〈�̂�2〉).                                   

2(p∆) )الانحراف المعياري ( حسب تعريف الانحراف التربيعي المتوسط = 〈�̂�2〉 − 〈�̂�〉2 

 نا أن نكتب:ل يمكن

(∆𝑋)(∆P) ≥
ħ

2
{1 + 𝛽(∆𝑝)2 + 𝛾}.                      (6.1) 

𝛾    حيث = 𝛽〈�̂�〉2 

 Kempfلموضع ؛ وقد درست بدقة من قبل ( إلى أدنى حد من الشك غير المعدوم ل6.1تشير علاقة الشك  )    

 [.13، 3،  2]واخرين

 [ ،لتقديم صياغة جبر  ميكانيك الكم المعدل.2في الباب التالي سنركز في دراستنا أساسا  على المرجع ]  

 :المعممة علاقة عدم اليقين تمثيل النظري و نتائجال   2.1

 (:6.1المعدّلة ) عدم اليقينباعتبار علاقة       

(∆𝑋)(∆P) ≥
ħ

2
{1 + 𝛽(∆𝑃)2 + 𝛾}.                      (7.1) 

𝑙𝑚مرتبط بالطول الأصغري  من خلال العلاقة  𝛽المعامل  هي معاملات موجبة  𝛾و  𝛽حيث = ħ√𝛽    ، 
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   𝛾يعتمد على القيمة الوسطية لكمية الحركة من خلال الصيغة𝛾 = 𝛽〈𝑃〉2 

𝛽 ) ,في ميكانيك الكم العادي = 𝛾 = 0 )   ∆𝑋  يمكن أن يكون صغيرا إذا كانت∆𝑃   يعني  كبيرة بما يكفي، مما

هذا ليس هو نفس  أنه يمكننا حلها في أبعاد المسافات الصغيرة  باستخدام جسيمات تملك طاقة  كبيرة بالشكل الكافي .

أجل القيم الكبيرة  لمتراجحة ، حتى منفي الطرف الأيمن في ا  𝛽(∆𝑃)2( بسبب وجود الحد  7.1الحال في العلاقة )

 والتي سنعرفها لاحقًا.  غير المعدومة  𝑚𝑖𝑛(𝑋∆)أكبر دائما  من الحد الأدنى للقيمة 𝑋∆ و  𝑃∆لـ

 
 المعممة بإدراج   " الحد الأدنى للطول " عدم اليقين منحنى علاقة   1.1

(∆𝑿)𝒎𝒊𝒏 > 𝟎                            

عدم  علاقة  𝑃∆ نلاحظ أنه من أجل القيم  الصغيرة من (1.1الممثلة في الشكل ) عدم اليقينل منحى  علاقة من خلا  

 كبيرة. 𝑃∆المعممة وعلاقة عدم اليقين العادية متطابقان تقريبا و تصبح بشكل ملحوظ مختلفة عندما تكون  اليقين 

عدوم على الموضع وعلى  الم اليقين غيراليقين بحد أدنى من عدم  أن يكون لدينا علاقة عدم أنه يمكنتجدر الإشارة إلى    

𝑚𝑖𝑛(𝑥∆)) كمية الحركة ≠ 𝑚𝑖𝑛(𝑝∆))و  (0 ≠ 0) 

 [.16، 15، 14 ،2]هذه العلاقة لها الشكل 
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 تعطى علاقة الارتياب المعممة  العامة بالعبارة التالية :

(∆𝑋)(∆𝑃) ≥
ħ

2
{1 + 𝛼(∆𝑋)2 + 𝛽(∆𝑃)2 + 𝛾},            (8.1)   

γ = α〈�̂�〉2 + 𝛽〈�̂�〉2.                      
α ةالحال دراستنا فقط على تقتصر   = تمثل هذه الحالة  ضع فقطننا نعتبر وجود حد الأدنى على المو أوهذا يعني  0

غير النقطية  لة الطبيعةميكانيك الكم لأن هذا الطول الأصغري ، يقدم علاقة فيزيائية في حا خاصا في اهتماما

للجسيمات المركبة مثل  كن أن تعطي وصفا أفضلوالتي يما المبدأ من هذ إذن النظرية تنطلق .[2] للجسيمات

 [.5النووية ]في الكمونات النيوكليونات 

 :الهرميتية والحالات الذاتية لمؤثر الموضع  1.2.1

 اللذان يؤثران على الدوال الموجية في فضاء الإحداثيات�̂� و �̂�يتم تمثيل المؤثرين كم العادي في ميكانيك ال          

 أو كمية الحركة .   

(𝜓(𝑥) = ⟨𝑥|𝜓⟩     أو           𝜓(𝑝) = ⟨𝑝|𝜓⟩)                

|𝑝⟩و |𝑥⟩  حالات ذاتية لـ  هي�̂�و �̂� 

نظيم ، وبالتالي لا تنتمي إلى فضاء "هيلبرت". ومع لأنها ليست قابلة للتليست حالات فيزيائية  〈𝑝| و 〈𝑥| بالمعى  الدقيق 

ه ؤ اعطا ن الارتياب يمكنإكن تقريبها بدقة كبيرة وكنتيجة فمرافقان هرميتيان  وحالتهما الذاتية يم �̂� و�̂�المؤثران  ذلك

 : [2]بالكتابة التالية 

lim
𝑛→∞

(∆𝑋)|𝜓𝑛⟩ = 0,               

lim
𝑛→∞

(∆𝑃)|𝜓𝑛⟩ = 0,               

 تمثل الحالات الفيزيائية. ⟨𝜓𝑛|حيث أن 
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 رتياب على النحو التالي :الادنى يمكن كتابة الطول الأ بإدخال

 (∆𝑋)|𝜓⟩ = ⟨𝜓|(�̂� − ⟨𝜓|�̂�|𝜓⟩)
2
|𝜓⟩ ≥ (∆𝑋)𝑚𝑖𝑛 , ∀|𝜓⟩.  (9.1)    

 .امعدوم له يجب أن تملك ارتيابا لأن الحالة الذاتية  �̂�ة للمؤثرالذاتي وجود الحالاتوهذا يعني عدم    

في فضاء هيلبرت من غير الممكن  الحصول على تمثيل   " إذغلهايزنبر جبر " في تمثيل  ⟨𝑥|نه لا يوجد حالات ذاتية  لـ أبما  

والتي  𝑚𝑖𝑛(𝑋∆) لحالاتن اأ( 3.3.1في الفقرة ) فإننا سوف نرىومع ذلك  ⟨𝑥|𝜓⟩من خلال الدوال الموجية 

يتوافق مع  مناسب وهذا باختيار تمثيل لتحديد "شبه تمثيل للمواضع" ، يمكن بعد ذلك استخدامها تعتبر حالات فيزيائية 

 ( .4.1)عبارة المبدل المعمم المعطى في العلاقة 

 التمثيل في فضاء كمية الحركة :  2.2.1

,̂ Xعن المؤثرين  جالنات غلهايزنبر باعتبار جبر           P̂ : واللذان يحققان علاقة التبديل التالية 

[X̂, P̂] = 𝑖ħ(1 + 𝛽�̂�2) , 𝛽 > 0.                                       (10.1) 

 اليقين:تقابله علاقة عدم والذي   

(∆𝑋)(∆P) ≥
ħ

2
{1 + 𝛽(∆𝑃)2 + 𝛾},                               (11.1) 

  𝛾 = 𝛽〈�̂�〉2.                                                                         (12.1)          
,−𝑃∆]( محققة في مجال  11.1المتراجحة )( 𝑋∆بالنسبة لقيمة ثابتة ) ∆𝑃+] : 

 ∆𝑃± =
∆𝑋

ℏ𝛽
± √(

∆𝑋

ℏ𝛽
)
2

−
𝛾 + 1

𝛽
                                   (13.1) 

−𝑃∆ هي جذر مضاعف    𝑋∆أصغر قيمة = ∆𝑃+ : أي 

 (
(∆𝑋)0
ℏ𝛽

)

2

−
𝛾 + 1

𝛽
= 0,                                 



  نظرية الطول الأصغري                                                                       الفصل الأول

 

 

7 

(∆𝑋)0 = ℏ√𝛽(𝛾 + 1)1 2⁄  .                                         (14.1) 
 

𝛾 يتوافق مع𝑚𝑖𝑛(𝑋∆)الحد الأدنى للقيمة = 〈�̂�〉  و 0 = 0 

(∆𝑋)𝑚𝑖𝑛 = ℏ√𝛽 .                                                          (15.1) 

           
𝜓(𝑃) على الدوال   �̂�و  �̂� يؤثر في فضاء كمية الحركة = ⟨𝑃|𝜓⟩ كدوال  المؤثرات يمكن اعتبارها هذه 

,�̂�] :العلاقة التبديلية يحققان لذانال�̂�   و �̂�  كدوال للمؤثرات القديمة   �̂�] = 𝑖ħ. 

,�̂�تمثيل لـ  يجادإبعد ذلك يمكننا  �̂� [:1كثر بساطة تكتب ]العلاقة الأ (10.1ق علاقة التبديل المعدّلة )يحق الذي 

 �̂� = (1 + 𝛽�̂�2)�̂�  , �̂�  = �̂� .                                 (16.1) 

 حيث لدينا:

 �̂�𝜓(𝑝) = 𝑝𝜓(𝑝), 

 �̂�𝜓(𝑝) = 𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑝
𝜓(𝑝). 

 على الشكل : �̂�و �̂�ذن يمكننا كتابة إ

�̂� = 𝑖ℏ(1 + 𝛽𝑝2)
𝜕

𝜕𝑝
      , �̂� = 𝑝.                       (17.1) 

 (.10.1من السهل التأكد من هذه العلاقة التي تحقق العلاقة التبديلية )

 يكتب من الشكل الآتي :عمومية كثر الأالتمثيل 

�̂� = 𝑖ℏ(1 + 𝛽𝑝2)
𝜕

𝜕𝑝
+  �̃�𝑓(𝑝)      , �̂� = 𝑝.           

 . 𝑝كيفية لـ   هي دالة𝑓(𝑝) ثابت وو ه�̃� حيث 
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تية للمؤثرات مرافق هرميتي دون تغيير القيم الذا �̂�تجعل لكي ̃ 𝛾  قيمة في حقيقة أنه يمكن اختيارأهمية هذا التمثيل  تكمن

 [.17،  16الفيزيائية ]

 :الجداء السلمي وعلاقة الانغلاق . أ

, �̂�  ( هو الحفاظ على تناظر المؤثرين 17.1أهم شرط يجب أن يستوفيه التمثيل )        �̂�الذاتية   ايث تكون  قيمهمبح

في الواقع شرط التناظر مكتوب  �̂�  ثركما هو الحال بالنسبة للمؤ   إذا تناظره واضح ليس �̂� طالما لم يتم تغيير ،حقيقية

[2]: 

(⟨𝜓|�̂�)|𝜑⟩ = ⟨𝜓|(�̂�|𝜑⟩) .                                                (18.1)       

 من السهل أن نرى أن هذا الشرط غير محقق بالنسبة لجداء سلمي عادي :

 ⟨𝜓|𝜑⟩ = ∫ 𝑑𝑝𝜓∗(𝑝)𝜑(𝑝) .                                   
+∞

−∞

 

 :  من الضروري تعديل الجداء السلمي  بالطريقة التالية متناظرا X̂ليكن المؤثر  

⟨𝜓|𝜑⟩ = ∫
𝑑𝑝

1 + 𝛽𝑝2
𝜓∗(𝑝)𝜑(𝑝).                                (19.1)

+∞

−∞

       

1)المعامل + 𝛽�̂�2) مهم للقضاء على المعامل المتعلق بالمؤثرX̂   و في الحقيقة: 

⟨𝜓|(�̂�|𝜑⟩) = ∫
𝑑𝑝

1 + 𝛽𝑝2
𝜓∗(𝑝) [𝑖ħ(1 + 𝛽𝑝2)

𝜕

𝜕𝑝
𝜑(𝑝)]

+∞

−∞

          

     = 𝑖ħ∫ 𝑑𝑝𝜓∗(𝑝)
𝜕

𝜕𝑝
𝜑(𝑝) .

+∞

−∞

 

 :معدومتين عند المالانهاية نجد 𝜓(𝑝) و 𝜑(𝑝)بالتكامل بالتجزئة و باعتبار

 ⟨𝜓|(�̂�|𝜑⟩) = −𝑖 ħ∫ 𝑑𝑝 (
𝜕

𝜕𝑝
𝜓∗(𝑝))𝜑(𝑝)

+∞

−∞

 .                                

 من ناحية أخرى لدينا :
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(⟨𝜓|�̂�)|𝜑⟩ = ∫
𝑑𝑝

1 + 𝛽𝑝2
[𝑖ħ(1 + 𝛽𝑝2)

𝜕

𝜕𝑝
 𝜓(𝑝)]

∗

𝜑(𝑝)         
+∞

−∞

 

                   = −𝑖ħ∫ 𝑑𝑝 (
𝜕

𝜕𝑝
𝜓∗(𝑝))  𝜑(𝑝).

+∞

−∞

 

 (.19.1متناظرة بالنسبة لجداء سلمي  ) X̂ل على أن هذا يد

 هذا: حجديدة يصب انغلاقيعني علاقة  تعديل الجداء السلمي

∫
𝑑𝑝

1 + 𝛽𝑝2
|𝑝〉〈𝑝|

+∞

−∞

= 1.                                              (20.1) 

 لمؤثر كمية الحركة نحصل على:ذاتيين لجداء السلمي لشعاعين ا إدخال هذه العلاقة الأخيرة في من خلال

⟨𝑝"|𝑝′⟩ = ∫
𝑑𝑝

1 + 𝛽𝑝2
⟨𝑝"|𝑝⟩⟨𝑝|𝑝′⟩.                          

+∞

−∞

 

 :نه نستنتج علاقة التعامد التاليةوم

⟨𝑝|𝑝′⟩ = (1 + 𝛽𝑝2) 𝛿(𝑝 − 𝑝′).                                   (21.1) 

 الذاتية لمؤثر الموضع :الدوال  . ب

 :تكتب   X̂ لمؤثر الموضع ضاء كمية الحركة القيم الذاتية في ف

𝑖ħ(1 + 𝛽𝑝2)
𝜕

𝜕𝑝
𝜓𝑥(𝑝) = 𝑥𝜓𝑥(𝑝),                           (22.1) 

𝜓(𝑥) ثحي = ⟨𝑝|𝑥⟩ ،|𝑥〉   أشعة ذاتية للمؤثر�̂� الدوال𝜓𝑥(𝑝) منظمة " لمؤثر  ستعتبر إذا "كدوال ذاتية

 ضع .المو 

 ( بواسطة الصيغة التالية:22.1لمعادلة )ا حل

 𝜓𝑥(p) = 𝑐 𝑒𝑥𝑝 (−𝑖
𝑥

ħ√𝛽
tan−1 √𝛽𝑝) 
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C ، نحصل على:( 19.1حسابه باستخدام العلاقة ) يتم هو ثابت التنظيم 

𝑐𝑐∗ ∫
𝑑𝑝

1 + 𝛽𝑝2
=

𝑐𝑐∗𝜋

√𝛽

+∞

−∞

= 1,  

 𝑐 = √√𝛽

𝜋
 

 
 المنظمة لمؤثر الموضع لها الشكل: الذاتية إذا الدوال

 𝜓𝑥(𝑝) = √√𝛽

𝜋
𝑒𝑥𝑝 (−𝑖

𝑥

ħ√𝛽
𝑡𝑎𝑛−1 √𝛽𝑝).           (23.1) 

 لشكل التالي : ا لديها   〈𝑥|للأشعة  علاقة الانغلاقيمكننا أن نكتب  ( 23.1( و )21.1تخدام العلاقات )باس

 1

2ħ√𝛽
∫ 𝑑𝑥

+∞

−∞
|𝑥〉〈𝑥| = 1.                                              (24.1)      

 : 〈′𝑥|و 〈𝑥|بين الحالتين التنظيميتين الآن بحساب الجداء السلمي 

⟨𝑥′|𝑥⟩ = ∫
𝑑𝑝

1 + 𝛽𝑝2
𝜓𝑥

∗(𝑝)𝜓𝑥(𝑝)                      
+∞

−∞

 

            =
√𝛽

𝜋
∫

𝑑𝑝

1 + 𝛽𝑝2
𝑒𝑥𝑝 [−𝑖

(𝑥 − 𝑥′)

ħ√𝛽
tan−1 √𝛽𝑝]

+∞

−∞

 

 =
2ħ√𝛽

𝜋(𝑥 − 𝑥′)
sin (

(𝑥 − 𝑥′)

2ħ√𝛽
𝜋) .                        (25.1) 
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 (.2.1في الشكل )السابقة يعطى المنحى  الذي يمثل هذه العلاقة  

 

𝒙عدلالة ⟨′𝒙|𝒙⟩نتظمةمنحنى الجداء السلمي  للحالات  الم  2.1 − 𝒙′  في وحدة (∆𝒙)𝒎𝒊𝒏 = ħ√𝜷 

  لدينا:في الواقع 

ليس  كذلك   �̂�هذا لأن ، نظمة لمؤثر الموضع ليست بشكل عام متعامدة( تظهر بوضوح أن الحالات الم25.1العلاقة )

 ومع ذلك فإن: مرافقا ذاتيا

 𝑥 − 𝑥′

2ħ√β
𝜋 = 𝑛𝜋 ,       𝑛 = ±1,±2…                            

𝑥  أو  − 𝑥′ = 2𝑛ħ√𝛽.                        

 في هذه الحالة لدينا:

⟨( 𝑥 + 2n)ħ√β |( 𝑥 + 2n′)ħ√β⟩ = δ𝑛,𝑛′ .                    (26.1)  

𝑥)|}ةالأشعة الذاتي + 2𝑛)ħ√𝛽〉
𝑛

= ±1,2… ن أيمكن  X̂ و متعامدة والمؤثرتشكل مجموعة مركبة      {

الشبكات في فضاء  يمكن تفسير هذه النتيجة من خلال حقيقة أننا نتعامل مع فيزياء و في هذه القاعدة قطريا يكون 

  ( les kets  ) :   أشرنا فإنكما سبق أن  ومع ذلك هذه ليست هي الحالة لأنه ،[2الإحداثيات ]

 |(𝑥 + 2𝑛)ħ√𝛽 〉 .ليست فيزيائية 

 

𝒙 − 𝒙′  

 

⟨𝒙|𝒙′⟩ 
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⟨𝑥|
𝑝2

2𝑚
|𝑥⟩ =

√𝛽

2𝜋𝑚
∫ 𝑑𝑝

𝑝2

1 + 𝛽𝑝2

+∞

−∞

                         

                       =
1

2𝜋𝑚
[

𝑝

√𝛽
−

1

𝛽
𝑡𝑎𝑛−1(√𝛽𝑝)]

−∞

+∞

= ∞  

موجودة خارج  〈𝑥|(𝑥∆)التي يوجد بها عدم اليقين على الموضع   〈𝜓|حيث كل الحالات  للغاية، النتيجة مهمةهذه 

0 المجال المحصور بين ≤ (∆𝑥)|𝑥⟩ ≤ (∆𝑥)𝑚𝑖𝑛 [ 2لا يمكن أن تملك طاقة محدودة.] 

لا يمكن أن قين معدوم للموضع التي يوجد بها عدم الي 〈𝑥|المنظمة ميكانيك الكم العادي الحالات  سوذلك على عك

 دم اليقين إلى الصفر بسبب وجود حد للموقع .من سلسلة الحالات الفيزيائية حيث تقدر درجة عقترب ت

 . تموقع  الأعظمية"لهذا من المفيد تقديم ما يسمى بـ "حالات  

 :تمثيل تقريبي للتصنيف   3.2.1

 حالات التموقع الاعظمي :  . أ

𝜓𝑥 |هي حالات  𝑥المرتبطة بالموضع  حالات التموقع الاعظمي         
𝑙𝑚〉  

 :ين التاليين التي تحقق الشرط

 ⟨ 𝜓𝑥
𝑙𝑚|X̂| 𝜓𝑥

𝑙𝑚⟩ = 𝑥,                                                  (27.1) 

 (∆𝑋)| 𝜓𝑥
𝑙𝑚〉 = (∆X)min 

〈�̂�〉هذه القيمة تعتمد على  0(𝑋∆) يمثل أصغر قيمة لعدم اليقين الأصغري  min(𝑋∆)نذكر أن  = 0 

 على اساس أن معيار شعاع الحالة موجب. مبنيةانيك الكم أن علاقة عدم اليقين يمكن أن تكون نعلم في ميك

 ‖(�̂� − 〈�̂�〉 +
〈[�̂�,�̂�]〉

2(∆𝑃)2
(�̂� − 〈�̂�〉)) |𝜓〉‖ ≥ 0,        (28.1)  

,�̂�]〉بما ان  �̂�]〉   [12]تخيلي نتحصل : 
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⟨𝜓|(�̂� − 〈�̂�〉)
2
− (

|〈[�̂�, �̂�]〉|

2(∆𝑃)2
)

2

(�̂� − 〈�̂�〉)
2
|𝜓⟩ ≥ 0, 

  :الذي يحقق علاقة عدم اليقين

 ∆𝑋. ∆𝑃 ≥
1

2
|〈[�̂�, �̂�]〉|.                                               (29.1)  

.𝑋∆تتحقق المعادلة    〈𝜓|من الواضح أنه من أجل الحالة  ∆𝑃 ≥
1

2
|〈[�̂�, �̂�]〉| 

 :ويجب أن يتحقق الشرط

 (�̂� − 〈�̂�〉 +
〈[�̂�, �̂�]〉

2(∆𝑃)2
(�̂� − 〈�̂�〉)) |𝜓〉 = 0,          (30.1) 

( في فضاء كمية الحركة هذه المعادلة الأخيرة تأخذ 1.1الموضحة في الشكل ) منطقة الحالاتموجودة في نهاية  ⟨𝜓| الحالة

 :الصيغة التالية 

(𝑖ħ(1 + 𝛽𝑝2)
𝜕

𝜕𝑝
− 〈�̂�〉 + 𝑖ħ

1 + 𝛽(∆𝑃)2 + 𝛽〈�̂�〉2

2(∆𝑃)2
(�̂� − 〈�̂�〉))𝜓(𝑝) = 0 . 

 :حل هذه المعادلة يكتب من الشكل 

𝜓(𝑝) = 𝑁
𝑒𝑥𝑝 [(

〈�̂�〉

𝑖ħ√𝛽
−

(1+𝛽(∆𝑃)2+𝛽〈�̂�〉2)〈�̂�〉

2(∆𝑃)2√𝛽
) 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛√𝛽𝑝]

(1 + 𝛽𝑝2)
1+𝛽(∆𝑃)2+𝛽〈�̂�〉2

4𝛽(∆𝑃)2

.       (31.1)  

〈�̂�〉  تعتمد على  حالات التموقع العظمى = 𝑋∆أو0 = (∆𝑋)𝑚𝑖𝑛 = ħ√𝛽  التي تحقق∆𝑃 =
1

√𝛽
 

 :العظمى لحالات التموقع ( نحصل على وصف 31.1إذا نعوض في المعادلة )

𝜓𝑥
𝑙𝑚(𝑝) = 𝑁(1 + 𝛽𝑝2)−

1

2𝑒𝑥𝑝 (−𝑖
𝑥

ħ√𝛽
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(√𝛽𝑝)).         (32.1)  
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 :(19.1يحسب باستعمال الصيغة ) Nثابت التنظيم 

𝑁 = √2√𝛽

𝜋
.                                                                                          (33.1)  

حالات التموقع  تمثل التي( الإحداثيات)  الحركة كمية فضاء في( δللأمواج المستوية )الدوال هي تعمم ( 32.1الحالات )

 في ميكانيك الكم العادي. العظمى

𝜓𝑥|الآن الحالات 
𝑙𝑚〉في الحقيقة قيم الوسطية للطاقة ليست منتهية هي حالات فيزيائية وال: 

⟨𝜓𝑥
𝑙𝑚|

�̂�2

2𝑚
|𝜓𝑥

𝑙𝑚⟩ =
2√𝛽

𝜋
∫

𝑑𝑝

(1 + 𝛽𝑝2)

𝑝2

2𝑚
=

1

2𝑚𝛽
 .             (34.1)

+∞

−∞

    

( و العلاقة 19.1)ا باستخدام تعريف الجداء السلمي المعدل وكذليست عموما متعامدة التموقع العظمى ان حالات     

 :( لدينا 32.1)

 
′𝝍𝒙⟩منحنى الجداء السلمي  لحالات التوطين الأعظمي  3.1 

𝒍𝒎|𝝍𝒙
𝒍𝒎⟩  عدلالة 𝒙 − 𝒙′ في وحدة 

 (∆𝒙)𝐦𝐢𝐧 = ħ√𝜷  

⟨𝜓𝑥′
𝑙𝑚|𝜓𝑥

𝑙𝑚⟩ =
2√𝛽

𝜋
∫

𝑑𝑝

(1 + 𝛽𝑝2)
𝑒𝑥𝑝 [−𝑖

(𝑥 − 𝑥′)𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(√𝛽𝑝)

ħ√𝛽
]     

+∞

−∞

 

𝒙 − 𝒙 

⟨𝝍𝒙′
𝒍𝒎|𝝍𝒙

𝒍𝒎⟩ 
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=
1

𝜋
[
𝑥 − 𝑥′

2ħ√𝛽
− (

𝑥 − 𝑥′

2ħ√𝛽
)

3

]

−1

𝑠𝑖𝑛 (
𝑥 − 𝑥′

2ħ√𝛽
𝜋).            (35.1)     

 (.3.1السلمي  المعطى في الشكل ) الجداء المنحى  يمثل

 :  تمثيل تقريبي للتصنيف   . ب

الحالات  ,{〈𝑥|}محدد للموضع كان كنتيجة لوجود أساس مركبيقين الدنى من عدم أكما ذكر سابقا . تقديم حد         

𝜓𝑥|التموقع العظمى حالات  استعمال.لكن يمكن  X̂الذاتية لمؤثر الموضع 
𝑙𝑚〉 حالات عشوائية  تاجلإن|𝜑〉 

𝜑(𝑥)الإسقاطات   = ⟨𝜓𝑥
𝑙𝑚|𝜑⟩  " للتصنيف تقريبيتمثيل  ستعتبر كدوال موجية في إعادة تقديم ما يسمى بـ  "

|𝜑(𝑥)|2   ستفسر كسعة احتمال من أجل الجسيم المتموضع بعدم اليقين(∆𝑥)min  جوار النقطة𝑥 . 

 نكتب:( يمكن أن 32.1( و) 20.1إذا باستعمال العلاقتين ) 

𝜑(𝑥) = ⟨𝜓𝑥
𝑙𝑚|𝜑⟩ = √2√𝛽

𝜋
∫

𝑑𝑝𝜑(𝑝)

(1+𝛽𝑝2)3 2⁄ 𝑒𝑥𝑝 [𝑖
𝑥 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(√𝛽𝑝)

ħ√𝛽
] . (36.1)

+∞

−∞
  

 .يفالتمثيل التقريبي للتصنالمعمم التي تسمح بمرور تمثيل كمية الحركة في " فوري  "هذه العلاقة تمثل تحويل

𝜑𝑝0الدوال الموجية 
(𝑥)(𝛿(𝑝 − 𝑝0)) في فضاء كمية الحركة  . الحالات الذاتية للمؤثر�̂�  يمكن حسابها من خلال

 :العلاقة الأخيرة 

𝜑𝑝0
(𝑥) =

√2√𝛽

𝜋

(1 + 𝛽𝑝0
2)3 2⁄

𝑒𝑥𝑝 [𝑖
𝑥 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(√𝛽𝑝0)

ħ√𝛽
],         (37.1)       

𝑝0 :حيث  = √2𝑚𝐸 ذه "الموجة المستوية المعممة"علاقة التشتت المعدلة التي تعود له: 

 :حيث

𝑘 =
2𝜋

𝜆
=

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(√𝛽𝑝0)

ħ√𝛽
 .                                            (38.1)       
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𝜆(𝐸) =
2𝜋ħ√𝛽

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(√2𝑚𝛽𝐸)
 .                                                (39.1)      

 ( التي طرحت كمسلمة لتقديم الطول الأصغري  .1.1( تتزامن تماما مع العلاقة )38.1العلاقة )

 :( في 36.1بضرب طرفي )المعاكس يمكن تقديمه كالآتي  "وريف"تحويل 

𝑒𝑥𝑝 [−𝑖
𝑥 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(√𝛽𝑝′)

ħ√𝛽
] ,                                                  

 :نحصل على 𝑥وبالتكامل بالنسبة للمتغير 

    ∫ 𝑑𝑥𝜑(𝑥)𝑒𝑥𝑝 [−𝑖
𝑥 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(√𝛽𝑝′)

ħ√𝛽
]

+∞

−∞

 

= √2√𝛽

𝜋
∫

𝑑𝑝𝜑(𝑝)

(1 + 𝛽𝑝2)3 2⁄

+∞

−∞

∫ 𝑑𝑥 
+∞

−∞

𝑒𝑥𝑝 [𝑖𝑥
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(√𝛽𝑝) − 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(√𝛽𝑝′)

ħ√𝛽
] 

= √2√𝛽

𝜋
∫

𝑑𝑝𝜑(𝑝)

(1 + 𝛽𝑝2)3 2⁄
2𝜋𝛿 [

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(√𝛽𝑝) − 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(√𝛽𝑝′)

ħ√𝛽
] .

+∞

−∞

 

 :ةباستخدام العلاق

𝛿[𝑓(𝑥)] = ∑
𝛿(𝑥 − 𝑥𝑖)

𝑓′(𝑥𝑖)
 ,                                                       

𝑖

 

𝑥i     ـ لهو جذر, 𝑓(𝑥)  يضا على النتيجة  التالية أنحصل: 

𝜑(𝑝) =  
1

ħ√8𝜋√𝛽

∫ 𝑑𝑥 (1 + 𝛽𝑝2)
1

2𝜑(𝑥) 𝑒𝑥𝑝 [−𝑖
𝑥 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(√𝛽𝑝)

ħ√𝛽
]

+∞

−∞
. (40.1)  

 في ميكانيك الكم العادي. 〈𝑥|كتلك الحالات ق  علاقة الانغلا لا تحقق  التموقع الاعظميبالنسبة لنا الحالات في   
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 :( نجد العلاقة المعدلة التالية 40.1( و )32.1في الحقيقة نستخدم العلاقتين )

   ∫ 𝑑𝑥  |𝜓𝑥
𝑙𝑚〉〈𝜓𝑥

𝑙𝑚| = 4ħ √𝛽 (1 + 𝛽𝑝2)−1 .                                    (41.1)
+∞

−∞
  

 :في ذلك الفضاء التصنيفي في حال تمثيل مؤثر كمية الحركة  ( يتبين40.1من خلال )

  �̂� 𝜑(𝑥) =
1

√𝛽
𝑡𝑎𝑛 (−𝑖ℏ√𝛽

𝜕

𝜕𝑥
)𝜑(𝑥) .                                                  (42.1)  

 :( 40.1( و )17.1لتين )يمكن أن يظهر باستعمال المعاد  𝜓(𝑥)عند التأثير بمؤثر الموضع على الدوال 

  �̂� 𝜓(𝑥) = [𝑥 + ħ√𝛽 𝑡𝑎𝑛 (−𝑖ħ√𝛽
𝜕

𝜕𝑥
)] 𝜓(𝑥)                                    (43.1)  

  التعميم في عدة أععاد :   1.1

ت اللازمة دون سنقدم الأدوا المبدأ هو نفسه في حالة بعد واحد د الصياغة المدروسة في عدة أبعادسنمد الجزء في هذا      

 توسع.

 :  ععد  Nعلاقة عدم اليقين المعممة في  1.1.1

 : ]2[ افظ على التناظر الدوراني وتكتبنح( 10.1تعميم طبيعي لعلاقة التبديل )ال    

 [�̂�𝑖 , �̂�𝑗] = 𝑖ħ𝛿𝑖𝑗(1 + 𝛽�̂�2) ,                                                 (44.1) 

 �̂�2 = ∑�̂�𝑖
2

𝑁

𝑖=1

 . 

  :وبافتراض أن 

 [�̂�𝑖 , �̂�𝑗] = 0,                                                                            (45.1)  

 :علاقة جاكوبي تعطى 

 [�̂�𝑖 , �̂�𝑗] =
2𝛽𝑖ħ

1+𝛽�̂�2 (�̂�𝑖�̂�𝑗 − �̂�𝑗�̂�𝑖)                                          (46.1)  

 غير التبديلي . غلهايزنبر مما يؤدي إلى جبر 
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 ن نكتب علاقة عدم اليقين على النحو التالي :أيمكن (44.1) انطلاقا من العلاقة 

 (∆𝑋𝑖)(∆𝑃𝑗) ≥
ħ

2
𝛿𝑖𝑗 (1 + 𝛽 ∑[(∆𝑃𝑘)

2 + 〈𝑝𝑘〉
2]

𝑁

𝑘=1

)  , (47.1) 

N  هو بعد الفضاء 

 ن :أيمكن أن نبين بسهولة 

(∆𝑋𝑖)𝑚𝑖𝑛 = ħ√𝑁𝛽 ,            ∀𝑖  .                                        (48.1)    

  :( بالصيغة 1.44في فضاء كمية الحركة التمثيل بسيط ويحقق العلاقة )

�̂�𝑖 = 𝑖ħ(1 + 𝛽𝑝2)
𝜕

𝜕𝑝𝑖
 ,                 �̂�𝑖 = 𝑝𝑖   .                         (49.1)  

 : [2]نه يكتب من الشكل إبالنسبة للجداء السلّمي ف

⟨𝜓|𝜑⟩ = ∫
𝑑𝑁𝑝

1 + 𝛽𝑝2
𝜓∗(𝑝)𝜑(𝑝).                                       (50.1)

+∞

−∞

       

 :علاقة التبديل الأكثر تعميما تكتب 

[X̂i, P̂j] = 𝑖ħ[𝛿𝑖𝑗(1 + 𝛽�̂�2) + 𝛽′�̂�𝑖�̂�𝑗]      , (𝛽, 𝛽′) > 0.       (51.1)  

 :بافتراض 

[�̂�𝑖 , �̂�𝑗] = 0,                                                                                  (52.1)  

 :ير التبديلي" المعرف كالتالي إذا علاقة جاكوبي تحقق جبر " غ

[�̂�𝑖 , �̂�𝑗] = 𝑖ħ
(2𝛽−𝛽′)+𝛽(2𝛽+𝛽′)�̂�2

1+𝛽�̂�2 (�̂�𝑖�̂�𝑗 − �̂�𝑗�̂�𝑖) .                 (53.1)  

  :(51.1)يمكن أن نبين بسهولة علاقة عدم اليقين وانطلاقا من التبديل   jلايتعلق ب 𝑃∆ بافتراض أن 

(∆𝑋𝑖)(∆𝑃𝑗) ≥
ħ

2
𝛿𝑖𝑗 [1 + (𝑁𝛽 + 𝛽′)(∆𝑃𝑗)

2
+ 𝛾] ,              (54.1)  
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𝛾 = 𝛽 ∑〈𝑃𝑘〉
2 + 𝛽′ 〈𝑃𝑖〉

2

𝑁

𝑘=1

 .                                                        

(∆𝑋𝑖)𝑚𝑖𝑛 = ħ√(𝑁𝛽 + 𝛽′) ,       ∀ 𝑖                                         (55.1)  

�̂�𝑖توجد عدة تمثيلات لـ  في فضاء كمية الحركة : �̂�𝑗  و 

�̂�𝑖 = �̂�𝑖 + 𝛽 
�̂�2�̂�𝑖 + �̂�𝑖�̂�

2

2
+ 𝛽′

�̂�𝑖�̂�𝑗�̂�𝑗 + �̂�𝑗�̂�𝑖�̂�𝑗

2
, �̂�𝑖 = 𝑝𝑖 , (56.1)        

�̂�𝑖 = 𝑖ħ
𝜕

𝜕𝑝𝑖
  ,                  �̂�𝑖 = 𝑝𝑖  .                                                    

 :نكتب  [6]( استخدم للمرة الأولى في المرجع 56.1الشكل الصريح ل )

�̂�𝑖 = 𝑖ħ [(1 + 𝛽𝑝2)
𝜕

𝜕𝑝𝑖
+ 𝛽′𝑝𝑖𝑝𝑗

𝜕

𝜕𝑝𝑗
+ (𝛽 +

𝑁 + 1

2
𝛽′) 𝑝𝑖] ,              

  �̂�𝑖 = 𝑝𝑖  .                                                                                        (57.1)  
 . �̃�بتقديم معامل العشوائية [23.38]المرجعين  في( أعطي 56.1شكل آخر مشابه في )

�̂�𝑖 = 𝑖ħ [(1 + 𝛽𝑝2)
𝜕

𝜕𝑝𝑖
+ 𝛽′𝑝𝑖𝑝𝑗

𝜕

𝜕𝑝𝑗
+ �̃�𝑝𝑖] ,   �̂�𝑖 = 𝑝𝑖  ,     (58.1)  

 :حيث

�̂�𝑖 = (1 + 𝛽�̂�2)�̂�𝑖 + 𝛽′�̂�𝑖�̂�𝑗�̂�𝑗 + �̃��̂�𝑖    ,   �̂�𝑖 = 𝑝𝑖    ,               (59.1)  
 :النحو التالي  ىعلجداء السلّمي المعدل يمكن كتابته يؤثر على العلاقات التبديلية  بالنسبة لل لا �̃�المعامل الموجب 

⟨𝜓|𝜑⟩ = ∫
𝑑𝑁𝑝

[1 + (𝛽 + 𝛽′)𝑝2]1−𝛼
𝜓∗(𝑝)𝜑(𝑝),                   (60.1)

+∞

−∞

        

𝛼 =
�̃� − 𝛽′ (

𝑁−1

2
)

𝛽 + 𝛽′
 .                                                                               
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α( يرجع إلى 57.1نذكر أن التمثيل )     = �̃� اذن القيمة ،  [22]المبرهن في  1 = ون الخيار الأقرب ستك (0)

 لتبسيط الحساب.

 تمثيل تقريبي للموضع : ال 2.1.1

خصوصا عندما يتعلق  الكمون  ، تكون بسيطة  ( نادرا ما58.1مال التمثيل )باستع ينجر حلول معادلة شرود    

�̂�1متناسب عكسا مع الجذر التربيعي للمؤثرات  ،بيرة كما في كمون "كولوم"بمؤثرات الموضع بطريقة ك
2 + X̂2

2 +

X̂3
أين تم إيجاد عدة عبارات للمؤثرين إلى التمثيل التقريبي للموضع . [6]لهذا السبب لجأ العديد من المؤلفين  . 2

 �̂�j و  X̂i المؤلف اعتبر الحالة  [19]المرجع  ( .في51.1قة التبديل المعدّلة  )تحقق علا𝛽
′
= 2𝛽   فيها المبدلات

 في هذه الحالة  :  𝛽خذ التقريب الأول لـ أ( مع 53.1بين مؤثرات الموضع )

�̂�𝑖 = �̂�𝑖  ,           �̂�𝑖 = �̂�𝑖(1 + 𝛽�̂�2) ,                                   (61.1)  
 :مع 

�̂�𝑖 = 𝑥𝑖  ,        �̂�𝑖 =
ħ

𝑖

𝜕

𝜕𝑥𝑖
  .                                                          

 هذا التمثيل  سهل جدا وذلك باستخدام نظرية الاضطرابات.   

𝛽( للحالة  61.1معمم ) تمثيل [22] المرجع  في
′
= 2𝛽  المعطاة ولها الشكل التالي: 

�̂�𝑖 = �̂�𝑖 +
2𝛽−𝛽′

4
(�̂�2�̂�𝑖 + �̂�𝑖�̂�

2) , �̂�𝑖 = �̂�𝑖 (1 +
𝛽′

2
�̂�2).    (62.1)  

 . 𝛽هذا التمثيل صالح فقط في الرتبة الأولى لـ      

 :واعتبار التمثيل التالي  δنستطيع تقديم معامل ل أعم بشك

�̂�𝑖 = �̂�𝑖 + (𝛽 − 𝛿)
�̂�2�̂�𝑖 + �̂�𝑖�̂�

2

2
+ (𝛽′ − 2𝛿)

�̂�𝑖�̂�𝑗�̂�𝑗 + �̂�𝑗�̂�𝑖�̂�𝑗

2
            

�̂�𝑖 = �̂�𝑖(1 + 𝛿�̂�2) .                                                            (63.1) 
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 .′𝛽 و𝛽  ـهذه العائلة من التمثيل صالحة من الدرجة الأولى ل

 :تمثيل مجموعة الدوران 3.1.1

 بالنسبة لمؤثرات الدوران يمكن تعميمها من الشكل التالي :     

�̂�𝑖𝑗 =
�̂�𝑖�̂�𝑗 − �̂�𝑗�̂�𝑖

1 + 𝛽�̂�2
.                                                               (64.1)      

 :هذه المؤثرات تحقق العلاقات التبديلية التالية 

[�̂�𝑖 , �̂�𝑗𝑘] = 𝑖ħ(𝛿𝑖𝑘�̂�𝑗 − 𝛿𝑖𝑗�̂�𝑘),                                                             

[𝑃𝑖 , �̂�𝑗𝑘] = 𝑖ħ(𝛿𝑖𝑘�̂�𝑗 − 𝛿𝑖𝑗�̂�𝑘)  ,                                           (65.1)     

[�̂�𝑖𝑗 , �̂�𝑘𝑙] = 𝑖ħ(𝛿𝑖𝑘�̂�𝑗𝑙 + 𝛿𝑗𝑙�̂�𝑖𝑘 − 𝛿𝑖𝑙�̂�𝑗𝑘 − 𝛿𝑗𝑘�̂�𝑖𝑙)  .                        

 :عزم الزاوي المعمم يكتب من الشكلبعاد مؤثر الأ 3في 

�̂�𝑖 =
1

1 + 𝛽�̂�2
휀𝑖𝑗𝑘�̂�𝑗�̂�𝑘  .                                                       (66.1)     

 يمكننا أن نبرهن أن هذه المؤثرات تحقق نفس الجبر العادي )ميكانيك الكم العادي(.

[�̂�𝑖  , �̂�𝑗] = 𝑖ħ휀𝑖𝑗𝑘�̂�𝑘 ,                                                                               

[�̂�𝑖  , �̂�𝑗] = 𝑖ħ휀𝑖𝑗𝑘�̂�𝑘  ,                                                               (67.1)    

[�̂�𝑖  , �̂�𝑗] = 𝑖ħ휀𝑖𝑗𝑘�̂�𝑘  .                                                                                
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ي ـــــزاز التوافقـــــهلل بةــــــالنسـعة شرودينجر ــــمعادلعلى (𝑮𝑼𝑷)تطبيق  اني: ــــل الثـــالفص
 ينـــوذرة الهيدروج

 مقدمة  : 1.2

ثم  ،  لهايزنبرغعدم اليقين المعمم   أطار مبدإطيف الطاقة لهزاز توافقي في  في هذا الفصل نقترح حساب تصحيح      

ت وهذا ما يتوافق لالمتوالدة لمستويات الطاقة قد زان الحالات أطيف ذرة الهيدروجين ونبرهن على  على المبدأنطبق هذا 

 مع النتائج التجريبية  .

 المعدل بالعبارة التالية : لهايزنبرغلية لجبر تعطى العلاقات التبدي

[�̂�𝑖 , �̂�𝑗] = 𝑖(𝛿𝑖𝑗 + 𝛽𝛿𝑖𝑗�̂�
2 + 𝛽′�̂�𝑖�̂�𝑗).                                    

[�̂�𝑖 , �̂�𝑗] = 0.                                                                               (1.2)  

�̂�2 = ∑ �̂�𝑖�̂�𝑖
3
𝑖=1  حيث𝛽, 𝛽′ > 𝛽وهي كقيم صغيرة من الدرجة الأولى في هذه الحالة ناخذ    0

′
= 2𝛽 

�̂�𝑖]غير متغيرة �̂�𝑖التي تترك العلاقات التبديلية بين المؤثرات  , �̂�𝑗] = 0 

�̂�𝑖 ثثيل المؤثران نجد تمألحساب طيف الكمون المعطى يجب  والاشتقاق الجزئي مع  xالتي تتعلق بمتغير الموضع  �̂�𝑖و  

 .(1.2) احترام متغيرات الموضع التي تحقق العلاقة  

  رشرودينجمعادلة 

[
�̂�2

2𝑚
+ 𝑉 (�̂� )]𝜓(�̅�) = 𝐸𝜓(𝑥 ).                                              (2.2)        

 𝛽حتى الدرجة الأولى لـ  (1.2)ن نتحقق أن التمثيل الموالي يحقق العلاقة أكن يم

�̂�𝑖𝜓(𝑥 ) = 𝑥𝑖𝜓(𝑥 ), �̂�𝑖  𝜓(𝑥 ) = 𝑝𝑖 (1 + β�̂�2)𝜓(𝑥 )            (3.2)  

 𝑝𝑖 =
1

𝑖

𝜕

𝜕𝑥𝑖

 ⇒ �̂�2 = �̂�2 + 2𝛽 �̂�4.                                                             
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 : التالي الشكل تأخذ شرودينجر معادلةفإن  (2.2)بالتعويض في 

�̂�2 = �̂�2 + 2𝛽 �̂�4                                                                   

[
�̂�2

2𝑚
+

𝛽

𝑚
�̂�4 + 𝑉 (�̂� )] 𝜓(�̅�) = 𝐸𝜓(𝑥 ).                              (4.2)         

 𝛽 ن المعامل ع افتراض أن هذا التصحيح صغير) لأم �̂�4مع المعتادة مع معامل إضافي يتناسب  رشرودينجهذه معادلة 

 صغير ( .

الطاقة من الدرجة نحسب التأثيرات على طيف الطاقة ، هذا التغير في ولى من الدرجة الأ الاضطراباتباستعمال نظرية 

 يقود إلى  𝛽الأولى للمعامل المتغير 

𝐸𝑘 = 𝐸𝑘
0
+ ∆𝐸𝑘                                                                          (5.2)  

 هي القيمة الذاتية للمصفوفة . 𝐸𝑘∆ترمز إلى عدد كمي مميز للمستوى الطاقوي و  kحيث 

𝛽

𝑚
⟨𝜓

𝑘

0
(𝑥 )|�̂�4|𝜓

𝑘′

0
(𝑥 )⟩ ≡

𝛽

𝑚
⟨𝑘|�̂�4|𝑘 ′⟩                                 (6.2)  

𝜓حيث
𝑘

0
(𝑥 )     مع  (4.2)حل للمعادلة𝛽 = 0 

الكمون المركزي ن عناصر مصفوفة  إى الدوال الموجية غير المضطربة فعل (4.2)من المعادلة  �⃗� 2 تأثيرننا نعلم أن أبما 

 يمكن أن تكتب بالشكل التالي :

4𝑚𝛽 ((𝐸𝑛,𝑙
0

)
2

δ
𝑛𝑛′ − (𝐸𝑛,𝑙

0
+ 𝐸

𝑛′,𝑙

0
) ⟨𝑛𝑙𝑚|𝑉(𝑟)|𝑛′𝑙𝑚⟩     

+ ⟨𝑛𝑙𝑚|𝑉(𝑟)2|𝑛′𝑙𝑚⟩) δ
𝑙𝑙′

δ
𝑚𝑚′                                          (7.2) 

 . mوالعدد الكمي  𝑙الات المدروسة هنا لا توجد حالات توالد لمستويات للعزم الزاوي في الح    
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 .قطرية وتصحيح الطيف يمكن أن يكتب  (6.2) ذن المصفوفة إ

∆𝐸𝑛,𝑙 = 4𝑚𝛽 ((𝐸𝑛,𝑙
0

)
2

− 2𝐸𝑛,𝑙
0 ⟨𝑛𝑙𝑚|𝑉(𝑟)|𝑛𝑙𝑚⟩ + ⟨nlm|V(r)2|nlm⟩) (8.2)  

قيمة الأساسية لطيف الكمون اد تصحيح للهزاز التوافقي وطيف الهيدروجين وذلك بحساب الهذه العبارة ستسمح بإيج

 فقط .

 الهزاز التوافقي : 2.2

 معروفة وتعطى بالعبارة التالية :(2.2)   رشرودينجن حلول معادلة إفي حالة الهزاز التوافقي ف

𝜓
𝑛𝑙𝑚

0
(𝑟 ) = λ

3 2⁄
√

2𝑛!

𝛤(𝑛+𝑙+3
2
)
(𝜆𝑟)

𝑙
𝑒−(𝜆𝑟)2 2⁄ 𝐿𝑛

𝑙+1 2⁄ ((𝜆𝑟)2)𝑌𝑙𝑚(𝜃, 𝜑).  (9.2)  

𝐿𝑛 :ثحي
∝(𝑥) ثيرات حدود كLaguerre[24 و ]𝑉(𝑟) = 𝑚𝑚𝑟2  وλ = √𝑚𝑚 

⟨𝑛𝑙𝑚|𝑉(𝑟)|𝑛𝑙𝑚⟩ = ∫𝜓
∗
(𝑟 )𝜓(𝑟 )𝑉(𝑟) 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑑𝜃𝑑𝜑𝑟2𝑑𝑟 

= [λ
3 2⁄

√
2𝑛!

𝛤(𝑛 + 𝑙 + 3

2
)
(𝜆𝑟)

𝑙
𝑒−(𝜆𝑟)2 2⁄ 𝐿𝑛

𝑙+1 2⁄ ((𝜆𝑟)2)]

2

𝑚𝑚𝑟2𝑌𝑙𝑚
∗ (𝜃, 𝜑)    

𝑌𝑙𝑚(𝜃, 𝜑) sin 𝜃 𝑑𝜃𝑑𝜑𝑟2𝑑𝑟                                                              (10.2) 

        ∫ 𝑌𝑙𝑚
∗  (𝜃, 𝜑)𝑌𝑙𝑚(𝜃, 𝜑) 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑑𝜃𝑑𝜑    = 2π لدينا :                                          

⟨𝑛𝑙𝑚|𝑉(𝑟)|𝑛𝑙𝑚⟩

= λ
5+2𝑙

(
2𝑛!

𝛤(𝑛 + 𝑙 + 3

2
)
) 𝑟2(𝑙+2)𝑒−(𝜆𝑟)

2

[𝐿𝑛
𝑙+1 2⁄ ((𝜆𝑟)2)]

2
𝑑𝑟 ,       (11.2)   

𝑑𝑟تغير باستعمال تغيير الم =
𝑥−1 2⁄ 𝑑𝑥

2𝜆
; 𝑟2(𝑙+2) =

𝑥𝑙+2

λ
2(𝑙+2)

⇐ 𝑥 = (𝜆𝑟)2 
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 بالتعويض نجد :

⟨𝑛𝑙𝑚|𝑉(𝑟)|𝑛𝑙𝑚⟩ = 𝐴 ∫ 𝑥𝑙+3 2⁄

∞

0

𝑒−𝑥[𝐿𝑛
𝑙+1 2⁄ (𝑥)]

2
𝑑𝑥.                   (12.2) 

𝐴 = 𝜋 (
2𝑛!

Г (𝑛 + 𝑙 +
3

2
)
). 

𝑙   نضع + 3
2⁄ = α + 1 ⇐ 𝑙 +

1
2

⁄ = α  

 ( من الشكل التالي :12.2نكتب المعادلة )

⟨𝑛𝑙𝑚|𝑉(𝑟)|𝑛𝑙𝑚⟩ = 𝐴 ∫ 𝑥α+1∞

0
𝑒−𝑥[𝐿𝑛

α(𝑥)]2𝑑𝑥,                              (13.2)  

 Laguerre[24]باستخدام خواص كثيرات حدود 

• 𝐿𝑛
α−1(𝑥) = 𝐿𝑛

α(𝑥) − 𝐿𝑛−1
α (𝑥) 

• 𝐿𝑛
α(𝑥) = 𝐿𝑛

α+1(𝑥) − 𝐿𝑛−1
α+1(𝑥) 

 ( من الشكل التالي :13.2تصبح المعادلة )

⟨𝑛𝑙𝑚|𝑉(𝑟)|𝑛𝑙𝑚⟩ = 𝐴 ∫ 𝑥α+1∞

0
𝑒−𝑥𝐿𝑛

α (𝑥)[𝐿𝑛
α+1(𝑥) − 𝐿𝑛−1

α+1 (𝑥)]𝑑𝑥 , (14.2)  

  [25]وباستخدام التكامل الآتي 

∫ 𝑑𝑥
∞

0
𝑒−𝑥𝐿𝑘

𝛼(𝑥)𝐿𝑛
𝛽(𝑥) =

Г(𝑛−𝑘+𝛽−𝛼)Г(𝑘+𝛼+1)

Г(𝑛−𝑘+1)Г(𝛽−𝛼)Г(𝑘+1)
.                                 (15.2)  

:وبعض الخصائص الرياضية   

• 𝛤(𝑛+1)

𝛤(𝑛)
=

𝑛!

(𝑛−1)!
= 𝑛 

• 𝛤(𝑛)

𝛤(𝑛−1)
= 𝑛 − 1 
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 من الشكل : (14.2)نكتب المعادلة 

⟨𝑛𝑙𝑚|𝑉(𝑟)|𝑛𝑙𝑚⟩ = 𝐴 [
𝛤(𝑛+α+2)

𝛤(𝑛+1)
+

𝛤(𝑛+α+1)

2𝛤(𝑛)
].                              (16.2)  

 ⟨𝑛𝑙𝑚|𝑉(𝑟)2|n𝑙𝑚⟩نحسب 

⟨𝑛𝑙𝑚|𝑉(𝑟)2|n𝑙𝑚⟩ = ∫𝜓
∗
(𝑟 )𝑉(𝑟)2𝜓(𝑟 )𝑑𝑟 sin 𝜃𝑑𝜃𝑑𝜑𝑟2𝑑𝑟    

= ∫ [λ
3 2⁄

√
2𝑛!

𝛤(𝑛 + 𝑙 + 3

2
)
(𝜆𝑟)

𝑙
𝑒−(𝜆𝑟)2 2⁄ 𝐿𝑛

𝑙+1 2⁄ ((𝜆𝑟)2)]

2

(𝑚𝑚)2𝑟4 

𝑌𝑙𝑚
∗ (𝜃, 𝜑)𝑌𝑙𝑚(𝜃, 𝜑) sin 𝜃 𝑑𝜃𝑑𝜑𝑟2𝑑𝑟,                                      (17.2)         

⟨𝑛𝑙𝑚|𝑉(𝑟)|𝑛𝑙𝑚⟩

= λ
7+2𝑙

(
2𝑛!

𝛤(𝑛 + 𝑙 + 3

2
)
) 𝑟2(𝑙+3)𝑒−(𝜆𝑟)

2

[𝐿𝑛
𝑙+1 2⁄ ((𝜆𝑟)2)]

2
𝑑𝑟 ,       (18.2)   

𝑟2(𝑙+3) بتغير متغير  =
𝑥𝑙+3

λ
2(𝑙+3)

⇐ 𝑥 = (𝜆𝑟)2   ( من الشكل الآتي :18.2صبح المعادلة )ت 

⟨𝑛𝑙𝑚|𝑉(𝑟)2|n𝑙𝑚⟩

=    π (
2𝑛!

𝛤(𝑛 + 𝑙 + 3

2
)
)∫𝑥𝑙+5

2𝑒−𝑥[𝐿𝑛
𝑙+1 2⁄ (𝑥)]

2
𝑑𝑥,                            (19.2)      

 𝑙 + 5
2⁄ = α + 2 ⇐ 𝑙 +

1
2

⁄ = α   نضع

 من الشكل التالي : (19.2نكتب المعادلة  )

⟨𝑛𝑙𝑚|𝑉(𝑟)2|n𝑙𝑚⟩ = 𝐵 ∫ 𝑥α+2𝑒−𝑥[𝐿𝑛
α(𝑥)]2𝑑𝑥.                          (20.2)        

∞

0
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        𝐵 = 𝜋 (
2𝑛!

𝛤(𝑛+𝑙+3
2
)
)      حيث                                                                                 . 

 Laguerre[24]دود الحكثير باستخدام خواص   

• 𝐿𝑛
𝛼+1 = 𝑥−1[(𝑛 + 𝛼 + 1)𝐿𝑛

𝛼 − (𝑛 + 1)𝐿𝑛+1
𝛼 ] 

• 𝐿𝑛
𝛼 = 𝑥−1[(𝑛 + 𝛼)𝐿𝑛

𝛼−1 − (𝑛 + 1)𝐿𝑛+1
𝛼−1 ] 

⟨𝑛𝑙𝑚|𝑉(𝑟)2|𝑛𝑙𝑚⟩  =         

𝐵 ∫ 𝑥𝛼+1𝑒−𝑥𝐿𝑛
𝛼 [(𝑛 + 𝛼)𝐿𝑛

𝛼−1 − (𝑛 + 1)𝐿𝑛+1
𝛼−1 ]𝑑𝑥,                              (21.2)

∞

0

 

⟨𝑛𝑙𝑚|𝑉(𝑟)2|n𝑙𝑚⟩ = 

𝐵 ∫ 𝑥𝛼+1𝑒−𝑥[𝐿𝑛
𝛼+1(𝑥) − 𝐿𝑛−1

𝛼+1(𝑥)] [(𝑛 + 𝛼)𝐿𝑛
𝛼−1 − (𝑛 + 1)𝐿𝑛+1

𝛼−1]𝑑𝑥  

∞

0

 

⟨𝑛𝑙𝑚|𝑉(𝑟)2|𝑛𝑙𝑚⟩ = 𝐵(𝑛 + 𝛼)∫ 𝑥𝛼+1𝑒−𝑥𝐿𝑛
𝛼−1(𝑥)

∞

0

𝐿𝑛
𝛼+1(𝑥)𝑑𝑥 

−𝐵(𝑛 + 𝛼)∫ 𝑥𝛼+1𝑒−𝑥𝐿𝑛−1
𝛼+1 (𝑥)

∞

0

𝐿𝑛
𝛼−1(𝑥)𝑑𝑥                       

− 𝐵(𝑛 + 1)∫ 𝑥𝛼+1𝑒−𝑥𝐿𝑛+1
𝛼−1 (𝑥)

∞

0

𝐿𝑛
𝛼+1(𝑥)𝑑𝑥   

+  𝐵(𝑛 + 1)∫ 𝑥𝛼+1𝑒−𝑥𝐿𝑛−1
𝛼+1 (𝑥)

∞

0

𝐿𝑛+1
𝛼+1 (𝑥)𝑑𝑥 
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 نحصل على :ونفس الخصائص الرياضة المذكورة سابقا  ( 15.2نستخدم تكامل )

⟨𝑛𝑙𝑚|𝑉(𝑟)2|𝑛𝑙𝑚⟩ = 

𝐵 {(𝑛 + 𝛼) [
2Г(𝑛 + 𝛼 + 1)

Г(𝑛)
+
Г(𝑛 + 𝛼 + 2)

Г(𝑛 + 1)
]

+ (𝑛 + 1) [
2Г(𝑛 + 𝛼 + 2)

Г(𝑛 + 2)
+
Г(𝑛 + 𝛼 + 1)

Г(𝑛)
]}.                      (22.2) 

 المعدّل  غلهايزنبر ( نحصل على تعبير طيف الهزاز التوافقي لجبر 8.2)( في 22.2( و )16.2تعويض )ب

𝐸𝑛,𝑙 = ω (2𝑛 + 𝑙 +
3

2
)

+ (∆𝑥0)
2
1

5
𝑚𝑚2 (6𝑛2 + 9𝑛 + 6𝑛𝑙 + 𝑙2 + 4𝑙

+
15

4
).                                                                                           (23.2) 

𝑥0∆حيث  = √ 5𝛽  [.24تصحيحات المحسوبة في ]لهذه الصيغة تعطي بدقة ا 

  :ذرة الهيدروجين 3.2

 والمنظمة تكتب على الشكل : المضطربة ل الموجية غيران الدو إة الهيدروجين ففي حالة ذر 

𝜓
𝑛𝑙𝑚

0
(𝑟 ) = (2γ

𝑛
)
3 2⁄  

√
(𝑛 − 𝑙 − 1)!

2𝑛(𝑛 + 𝑙)!
(2γ

𝑛
𝑟)

𝑙
𝑒−𝛾𝑛𝑟𝐿𝑛−𝑙−1

2𝑙+1
(2γ

𝑛
𝑟)𝑌𝑙𝑚(𝜃, 𝜑)                (24.2) 

γحيث  
𝑛

= 𝑚𝛼    و𝛼 و الدقيقة البنية ثابتn العدد الكمي الرئيسي و 𝑙 و  0محصور بينn-1 

𝑉(𝑟)حيث   ⟨𝑛𝑙𝑚|𝑉(𝑟)|𝑛𝑙𝑚⟩نحسب = −
𝛼

𝑟
 : 
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⟨𝑛𝑙𝑚|𝑉(𝑟)|𝑛𝑙𝑚⟩ = ∫𝜓
∗
(𝑟)𝑉(𝑟)𝜓(𝑟)𝑑𝑟 nin 𝜃𝑑𝜃𝑑𝜑𝑟2𝑑𝑟 

= ∫[(2𝛾𝑛)
3 2⁄ √

(𝑛 − 𝑙 − 1)!

2𝑛(𝑛 + 1)!
(2𝛾𝑛𝑟)

𝑙𝑒−𝛾𝑛𝑟𝐿𝑛−𝑙−1
2𝑙+1 (2𝛾𝑛𝑟)]

2

𝑌𝑙𝑚
∗ (𝜃, 𝜑) 

𝑌𝑙𝑚(𝜃, 𝜑) nin 𝜃𝑑𝜃𝑑𝜑
−𝛼

𝑟
𝑟2𝑑𝑟,                                                        

⟨𝑛𝑙𝑚|𝑉(𝑟)|𝑛𝑙𝑚⟩

=
−2𝜋α(2𝛾𝑛)

2𝑙+3

(2𝛾𝑛)
2𝑙+2

(
(𝑛 − 𝑙 − 1)!

2𝑛(𝑛 + 𝑙)!
) ∫ 𝑟2𝑙+1𝑒−2𝛾𝑛𝑟 [𝐿𝑛−𝑙−1

2𝑙+1
(2𝛾

𝑛
𝑟)]

2

𝑑𝑟.

∞

0

(25.2)   

𝑟2𝑙+1بتغيير متغير = (
𝑥

2𝛾𝑛
)
2𝑙+1

⇐ 𝑥 = 2𝛾𝑛𝑟   ، 𝑑𝑟 =
𝑑𝑥

2𝛾𝑛
  

 :نحصل على (25.2المعادلة )بالتعويض في 

⟨𝑛𝑙𝑚|𝑉(𝑟)|𝑛𝑙𝑚⟩ 

=
−2𝜋α(2𝛾𝑛)

2𝑙+3

(2𝛾𝑛)
2𝑙+2

(
(𝑛 − 𝑙 − 1)!

2𝑛(𝑛 + 𝑙)!
)∫ 𝑥2𝑙+1𝑒−𝑥[𝐿𝑛

2𝑙+1(𝑥)]2𝑑𝑥

∞

0

, (26.2)      

𝛼نضع   = 2𝑙 + 1  : 

⟨𝑛𝑙𝑚|𝑉(𝑟)|𝑛𝑙𝑚⟩ = 𝐶 ∫ 𝑥𝛼𝑒−𝑥[𝐿𝑛
𝛼 (𝑥)]2𝑑𝑥

∞

0

                                  (27.2)  

 𝐶 =
−2𝜋α(2𝛾𝑛)2𝑙+3

(2𝛾𝑛)
2𝑙+2

(
(𝑛 − 𝑙 − 1)!

2𝑛(𝑛 + 𝑙)!
).                                                  

 ( من الشكل التالي: 27.2( تصبح المعادلة )15.2باستخدام تكامل )

⟨𝑛𝑙𝑚|𝑉(𝑟)|𝑛𝑙𝑚⟩ = 𝐶
(𝑛 + 𝛼)𝛤(𝑛 + 𝛼)

𝛤(𝑛 + 1)
 .                                            (28.2) 
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𝑉(𝑟)2حيث   ⟨𝑛𝑙𝑚|𝑉(𝑟)2|𝑛𝑙𝑚⟩نحسب = −
𝛼2

𝑟2 

⟨𝑛𝑙𝑚|𝑉(𝑟)2|n𝑙𝑚⟩ = ∫𝜓
∗
(𝑟 )𝜓(𝑟 )𝑉(𝑟)2 nin 𝜃𝑑𝜃𝑑𝜑𝑟2𝑑𝑟

= ∫[(2𝛾𝑛)
2√

(𝑛 − 𝑙 − 1)!

2𝑛(𝑛 + 1)!
(2𝛾𝑛𝑟)

𝑙𝑒−𝛾𝑛𝑟𝐿𝑛−𝑙−1
2𝑙+1 (2𝛾𝑛𝑟)]

2

𝑌𝑙𝑚
∗ (𝜃, 𝜑)   

𝑌𝑙𝑚(𝜃, 𝜑) nin 𝜃𝑑𝜃𝑑𝜑
−𝛼2

𝑟2
𝑟2𝑑𝑟.                                         (29.2)         

⟨𝑛𝑙𝑚|𝑉(𝑟)2|n𝑙𝑚⟩

= −2𝜋𝛼2(2𝛾𝑛)
2𝑙+3

(
(𝑛 − 𝑙 − 1)!

2𝑛(𝑛 + 𝑙)!
) ∫ 𝑟2𝑙𝑒−2𝛾𝑛𝑟 [𝐿𝑛−𝑙−1

2𝑙+1 (2𝛾𝑛𝑟)]
2

𝑑𝑟

∞

0

 

 :نحصل على( 29.2المعادلة )بالتعويض في 

⟨𝑛𝑙𝑚|𝑉(𝑟)2|n𝑙𝑚⟩ = 

−2𝜋𝛼2(2𝛾𝑛)
2𝑙+3

(2𝛾𝑛)
2𝑙+2

(
(𝑛 − 𝑙 − 1)!

2𝑛(𝑛 + 𝑙)!
)∫ 𝑥2𝑙𝑒−𝑥[𝐿𝑛−𝑙−1

2𝑙+1 (𝑥)]
2
𝑑𝑥,

∞

0

(30.2) 

2𝑙نضع         = 𝛼 − 1 ⇐  𝛼 = 2𝑙 + 𝑚  و 1 = 𝑛 − 𝑙 − 1 

⟨𝑛𝑙𝑚|𝑉(𝑟)2|n𝑙𝑚⟩ = 𝐷 ∫ 𝑥𝛼−1𝑒−𝑥[𝐿𝑚
𝛼 (𝑥)]2𝑑𝑥                            (31.2)

∞

0

 

𝐷 =
−2𝜋𝛼2(2𝛾𝑛)2𝑙+3

(2𝛾𝑛)
2𝑙+2

(
(𝑛 − 𝑙 − 1)!

2𝑛(𝑛 + 𝑙)!
)  

 Laguerreدود الحباستخدام كثيرات 
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• 𝐿𝑛
𝛼 (𝑥) =

𝛤(𝑛+𝛼+1)

𝑛!𝛤(𝛼+1)
𝐹(−𝑛;𝛼 + 1; 𝑥) 

 بالتعويض نجد:

⟨𝑛𝑙𝑚|𝑉(𝑟)2|𝑛𝑙𝑚⟩ = 𝐷 ∫ 𝑥𝛼−1𝑒−𝑥 [
𝛤(𝑚 + 𝛼 + 1)

𝑚! 𝛤(∝ +1)
 𝐹(−𝑚;𝛼+; 𝑥)]

2

𝑑𝑥          

∞

0

 

= 𝐷 [
𝛤(𝑚 + 𝛼 + 1)

𝑚! 𝛤(𝛼 + 1)
]

2

∫ 𝑥∝−1𝑒−𝑥[ 𝐹(−𝑚;𝛼+; 𝑥)]2𝑑𝑥                    (32.2)          

∞

0

 

 وباستخدام التكامل التالي:

∫ 𝑑𝑥𝑒−𝑥𝑥𝛼−1

∞

0

[𝐹(−𝑛; 𝛾; 𝑥)]2    =  
𝑛! 𝛤(𝛼)

𝛾(𝛾 + 1)… (𝛾 + 𝑛 − 1)
   

{1 +
𝑛(𝛾 − 𝛼 − 1)(𝛾 − 𝛼)

1
2
𝛾

+
𝑛(𝑛 − 1)(𝛾 − 𝛼 − 2)(𝛾 − 𝛼 − 1)(𝛾 − 𝛼)(𝛾 − 𝛼 + 1)

1
2
2

2
γ(γ + 1)

…  

+
𝑛(𝑛 − 1)…1(𝛾 − 𝛼 − 𝑛)… (𝛾 − 𝛼 + 𝑛 − 1)

1
2
2

2
… γ(𝛾 + 1)… (γ + 𝑛 − 1)

} (33.2) 

 ( من الشكل التالي: 32.2تصبح المعادلة )

⟨𝑛𝑙𝑚|𝑉(𝑟)2|n𝑙𝑚⟩  = 𝐵 [
𝛤(𝑚 + 𝛼 + 1)

𝑚! 𝛤(𝛼 + 1)
]

2
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× [
𝑚! 𝛤(𝛼)

(𝛼 + 1)(𝛼 + 2)… (𝛼 + 1 + 𝑚 − 1)
{1

+
𝑚(𝛼 + 1 − 𝛼 − 1)(𝛼 + 1 − 𝛼)

12(𝛼 + 1)
+ 0 + ⋯}]                 (34.2)   

 

 ( من الشكل :34.2) الحد الأول معدوم معناه باقي الحدود معدومة نكتب المعادلة

⟨𝑛𝑙𝑚|𝑉(𝑟)2|n𝑙𝑚⟩

=    𝐷 [
𝛤(𝑚 + 𝛼 + 1)

𝑚! 𝛤(𝛼 + 1)
]

2

[
𝑚! 𝛤(𝛼)

(𝛼 + 1)(𝛼 + 2)… (𝛼 + 𝑚)
],                    (35.2)    

 بعد التبسط تكتب

⟨𝑛𝑙𝑚|𝑉(𝑟)2|n𝑙𝑚⟩ = 𝐷 [
𝑚! 𝛤(𝑚 + 𝛼 + 1)

𝑚!𝛼
].                                      (36.2) 

𝐷 = −2𝜋𝛼2(2𝛾𝑛)2𝑙+2 (
(𝑛 − 𝑙 − 1)!

2𝑛(𝑛 + 𝑙)!
)                                                              

 ولى الأ ( في عبارة الطاقة نحصل على طيف الهيدروجين من الدرجة36.2( و )28.2)لة نعوض معاد 

𝐸𝑛𝑙 = −
𝑚𝛼2

2𝑛2
+ (∆𝑥0)

2 𝑚3𝛼4

5

(4𝑛 − 3(𝑙 + 1

2
))

𝑛4(𝑙 + 1

2
)

.                     (37.2) 

 فإنلى معادلة شرودنجر بالنسبة للهزاز التوافقي وذرة الهيدروجين م اليقين العادي عدنه عند تطبيق مبدأ عأالإشارة  رتجد

 .بعكس النتائج التجريبية  " فقط ، أي أن هناك توالد في مستويات الطاقة nالطاقة تتعلق بالعدد الكمي الرئسي "

𝑛فمثلا في حالة ذرة الهيدروجين لو نأخذ  = 𝑛)لأن   1و 0يأخذ القيمتين  𝑙فإن  2 − 1 < 𝑙 < 0) 

 لطاقة تحسب كالتالي :اذا ا
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𝑛 = 2 → {
𝑙 = 1  →   𝐸 =   

−13.6

22

𝑙 = 0  →   𝐸 =   
−13.6

22

 

𝑙الحالتين  = 𝑙و  0 =  أي أن هناك توالد في مستويات الطاقة . لهما نفس الطاقة  ، 0

 

 

 :خلاصة الفصل

  الهيدروجينك بالنسبة لطيف ذرة توافقي وكذلالهزاز لبحساب تصحيحات في الطاقة بالنسبة ل قمنالفصل افي هذا    
يات الطاقة وبالتالي يعطي حالات التوالد لمستو  رفع  لىإمما يؤدي  𝑙ن  هذه  التصحيحات تتعلق بالرقم الكمي أوبينا 
 . لى القيم التجريبيةإقرب أنتائج 
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𝑽(𝒓)ون ــــود الكمــــي وجــــة شرودينجر فـــل معادلـــــل الثالث : حـــالفص =
−𝛼

𝒓𝟐
 

 : مقدمة 1.3

𝑉(𝑟)في هذا الفصل نحاول تطبيق مبدأ عدم اليقين المعمم على معادلة شرودينجر للكمون      =
−𝛼

𝑟2
ونحاول إيجاد  

 الحلول باستخدام تمثيلات مختلفة لنظرية الطول الأصغري .

 : قبل تطبيق مبدأ عدم اليقين نحاول إيجاد الحلول في ميكانيك الكم العادي

𝜶−الكمون  2.3 𝐫𝟐⁄  اععاد  في ميكانيك الكم العادي 3في : 

 : رشرودينجمعادلة  1.2.3
−ريد دراسة جسيم في وجود الكمونن

𝛼

𝑟2  حيث𝛼 بالشكل: رشرودينجكتب معادلة ثابت موجب ت 

(
𝑝 2

2𝜇
−

𝛼

𝑟 2
) |𝜓〉 = 𝐸|𝜓〉.                                                              (1.3) 

 نحصل على : 2𝜇𝑟 2ذه المعادلة فيهنضرب طرفي [20.26]كما نفعل في ذرة الهيدروجين 

(𝑟 2𝑝 2 − 2𝜇𝛼)|𝜓〉 = 2𝜇𝐸𝑟 2|𝜓〉 .                                             (2.3) 

 [:17دالة الموجة تكتب ] في فضاء كمية الحركة 

𝜓(𝑝 ) = 𝑌𝑙𝑚(𝜃, 𝜑).                                                                                

 كالتالي :   𝜓(𝑝)يؤثران على  الدوال الموجية  𝑝 2 و𝑟 2المؤثران  

𝑟 2𝜓(𝑝) = −ħ2 (
𝜕2

𝜕𝑝2
+

2

𝑝

𝜕

𝜕𝑝
−

𝑙(𝑙 + 1)

𝑝2
)𝜓(𝑝) , 𝑝 2𝜓(𝑝) = 𝑝2𝜓(𝑝).  

 



𝑉(𝑟)حل معادلة شرودينجر في وجود الكمون        الفصل الثالث                           =
−𝛼

𝒓𝟐 
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 الشكل التالي: ،في فضاء كمية الحركة رشرودينج(  تأخذ معادلة 2.3)إذن بالتعويض في 

ħ2 [
𝜕2

𝜕𝑝2
(𝑝2𝜓) +

2

𝑝

𝜕

𝜕𝑝
(𝑝2𝜓) −

𝑙(𝑙 + 1)

𝑝2
(𝑝2𝜓)] − 2𝜇𝛼𝜓         

+(2𝜇𝐸ħ2)
𝜕2𝜓

𝜕𝑝2
+

2

𝑝
(2𝜇𝐸ħ2)

𝜕𝜓

𝜕𝑝
− (2𝜇𝐸ħ2)

𝑙(𝑙 + 1)

𝑝2
𝜓 = 0,     

 بالاشتقاق نجد:

ħ2 [2𝜓 + 4𝑝
𝑑𝜓

𝑑𝑝
+ 𝑝2

𝜕2𝜓

𝜕𝑝2
+

2

𝑝
(2𝑝𝜓 + 𝑝2

𝜕𝜓

𝜕𝑝
) − 𝑙(𝑙 + 1)𝜓 + 2𝜇𝛼 ħ2⁄ 𝜓

− (2𝜇𝐸)
𝜕2𝜓

𝜕𝑝2
−

2

𝑝
(2𝜇𝐸)

𝜕𝜓

𝜕𝑝
+ (2𝜇𝐸)

𝑙(𝑙 + 1)

𝑝2
𝜓] = 0 , 

 :علىبالتبسيط نحصل 

  ħ2 [(𝑝2 − 2𝜇𝐸)
𝜕2𝜓

𝜕𝑝2
+

2

𝑝
(3𝑝2 − 2𝜇𝐸)

𝑑𝜓

𝑑𝑝

+ (6 + 2𝜇𝛼 ħ2 − 𝑙(𝑙 + 1)(1 − 2𝜇𝐸 𝑝2⁄ )⁄ )𝜓] = 0 , 

ħ2(𝑝2−نقسم على  − 2𝜇𝐸) : نحصل على 

𝑑2𝜓

𝑑𝑝2
+

2

𝑝
(
3𝑝2 + 𝑘2

𝑝2 + 𝑘2
)

𝑑𝜓

𝑑𝑝
+ (

6 + 𝑘 − 𝑙(𝑙 + 1)(1 + 𝑘2 𝑝2⁄ )

𝑝2 + 𝑘2
)𝜓

= 0 ,                                                                                         (3.3) 

 حيث:                            

       𝑘2 = −2𝜇𝐸,        𝑘 = 2𝜇𝛼 ħ2⁄   . 

 : الدالة الموجية 2.2.3

 التحويل: نعتبر         

        𝜓(𝑝) = 𝑝𝑙𝜑(𝑝) ,                                 



𝑉(𝑟)حل معادلة شرودينجر في وجود الكمون        الفصل الثالث                           =
−𝛼

𝒓𝟐 
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 الدالة الجديدة تحقق المعادلة التفاضلية التالية:

𝑑2 (𝑝𝑙𝜑(𝑝))

𝑑𝑝2
+

2

𝑝
(
3𝑝2 + 𝑘2

𝑝2 + 𝑘2
)

𝑑 (𝑝𝑙𝜑(𝑝))

𝑑𝑝
                

+  (
6 + 𝑘 − 𝑙(𝑙 + 1)(1 + 𝑘2 𝑝2⁄ )

𝑝2 + 𝑘2
) (𝑝𝑙𝜑(𝑝)) = 0 , 

 بالاشتقاق نجد:

(𝑝𝑙)
𝑑2𝜑

𝑑𝑝2
+ (2𝑙𝑝𝑙−1)

𝑑𝜑

𝑑𝑝
+ (𝑙(𝑙 − 1)𝑝𝑙−2)𝜑               

+
2

𝑝
(
3𝑝2 + 𝑘2

𝑝2 + 𝑘2
)((𝑙𝑝𝑙−1)𝜑 + (𝑝𝑙)

𝑑𝜑

𝑑𝑝
)

+ (
6 + 𝑘 − 𝑙(𝑙 + 1)(1 + 𝑘2 𝑝2⁄ )

𝑝2 + 𝑘2
) (𝑝𝑙𝜑) = 0,    

 نحصل على : 𝑝𝑙نقسم على

𝑑2𝜑

𝑑𝑝
+

2

𝑝
(𝑙 +

3𝑝2 + 𝑘2

𝑝2 + 𝑘2
)

𝑑𝜑

𝑑𝑝
                                       

+ [(𝑙 (𝑙 − 1) 𝑝2⁄ ) +
2𝑙

𝑝2
(
3𝑝2 + 𝑘2

𝑝2 + 𝑘2
) +

6 + 𝑘 − 𝑙(𝑙 + 1)(1 + 𝑘2 𝑝2⁄ )

𝑝2 + 𝑘2
]  𝜑

= 0,           

 بالتبسيط نجد:

  
𝑑2𝜑

𝑑𝑝2
+

2

𝑝
(
𝑙(𝑝2 + 𝑘2) + 3𝑝2 + 𝑘2

𝑝2 + 𝑘2
)

𝑑𝜑

𝑑𝑝
                 

+ [(𝑝2 + 𝑘2)(𝑙(𝑙 − 1) 𝑝2⁄ ) +
2𝑙

𝑝2
(3𝑝2 + 𝑘2) + 6 + 𝑘

− 𝑙(𝑙 + 1)(1 + 𝑘2 𝑝2⁄ )]𝜑 = 0, 
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⇒
𝑑2𝜑

𝑑𝑝2
+

2

𝑝
(
(𝑙 + 3)𝑝2 + (𝑙 + 1)𝑘2

𝑝2 + 𝑘2
)
𝑑𝜑

𝑑𝑝
                

+(
4𝑙 + 6 + 𝑘

𝑝2 + 𝑘2
)𝜑 = 0  .                                               (4.3)            

  ضعن

                                       𝑦 = −
𝑝2

𝑘2 

 :لدينا إذا

 
𝑑

𝑑𝑝
=

𝑑𝑦

𝑑𝑝

𝑑

𝑑𝑦
=

−2𝑝

𝑘2

𝑑

𝑑𝑦
  .                                  

𝑑2

𝑑𝑝2
=

4𝑝2

𝑘4

𝑑2

𝑑𝑦2
−

2

𝑘2

𝑑

𝑑𝑦
.                              

𝑑بتعويض المشتقات

𝑑𝑝
و 𝑑2

𝑑𝑝2  على نحصل(4.3)في المعادلة : 

(𝑝2 + 𝑘2) (
4𝑝2

𝑘4

𝑑2𝜑

𝑑𝑦2
−

2

𝑘2

𝑑𝜑

𝑑𝑦
)                        

  +
2

𝑝
((𝑙 + 3)𝑝2 + (𝑙 + 1)𝑘2) (

−2𝑝

𝑘2

𝑑𝜑

𝑑𝑦
) + (4𝑙 + 6 + 𝑘)𝜑 = 0 , 

 بالتبسيط نجد:

(
4𝑝4

𝑘4
+

4𝑝2

𝑘2
)

𝑑2𝜑

𝑑𝑦2
+ [−6 −

4𝑙𝑝2

𝑘2
−

14𝑝2

𝑘2
− 4𝑙]

𝑑𝜑

𝑑𝑦
+ (4𝑙 + 6 + 𝑘)𝜑

= 0 ,                                                                                    (5.3) 

𝑦 بتعويض  = −
𝑝2

𝑘2 نحصل على:(5.3)في 

(4𝑦2 − 4𝑦)
𝑑2𝜑

𝑑𝑦2
+ [−6 + 4𝑙𝑦 + 14𝑦 − 4𝑙]

𝑑𝜑

𝑑𝑦
+ (4𝑙 + 6 + 𝑘)𝜑 = 0 , 
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 نحصل على : (4−)نقسم على 

𝑦(1 − 𝑦)
𝑑2𝜑

𝑑𝑦2
+ [

3

2
+ 𝑙 − (

7

2
+ 𝑙) 𝑦]

𝑑𝜑

𝑑𝑦
− (𝑙 +

3

2
+

𝑘

4
)𝜑 = 0 . (6.3) 

 hypergéométrique [ "27:] الدوال فوق الهندسية " هذه المعادلة لها شكل معادلة

𝑦(1 − 𝑦)
𝑑2𝜑

𝑑𝑦2
+ [𝑐 − (𝑎 + 𝑏 + 1)𝑦]

𝑑𝜑

𝑑𝑦
− 𝑎𝑏𝜑 = 0 ,                        

 :b , c  𝑎,ب المعاملات  ايمكننا حس بالمطابقة

𝑎𝑏 = 𝑙 +
3

2
+

𝑘

4
  , 𝑎 + 𝑏 + 1 =

7

2
+ 𝑙             

⇒  𝑎 = 𝑙 +
5

2
− 𝑏     ,   𝑐 =

3

2
+ 𝑙                     

⇒  𝑙 +
3

2
+

𝑘

4
= b (𝑙 +

5

2
− 𝑏)                          

= 𝑏2 − (𝑙 +
5

2
) 𝑏 + 𝑙 +

3

2
+

𝑘

4
= 0                

∆= (𝑙 +
5

2
)
2

− 4(𝑙 +
3

2
+

𝑘

4
)                           

∆= 𝑙(𝑙 + 1) +
1

4
− 𝑘 = (𝑖𝑣)2                          

⇒  𝑏 =
(𝑙 +

5

2
) − 𝑖𝑣

2
=

𝑙

2
+

5

4
−

𝑖

2
𝑣                

𝑎 = 𝑙 +
5

2
− 𝑏                                                     

  ⇒   𝑎 =  𝑙 +
5

2
− (

𝑙

2
+

5

4
−

𝑖

2
𝑣)                            
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𝑎 =
5

4
+

𝑙

2
+

𝑖

2
𝜈 , 𝑏 =

5

4
+

𝑙

2
−

𝑖

2
𝜈   , 𝑐 =

3

2
+ 𝑙                    (7.3)          

𝜈  حيث: = √𝑘 − 1 4 − 𝑙(𝑙 + 𝑘       مع  ⁄(1 =
2𝜇𝛼

ħ2 

− من أجل كمون في فضاء كمية الحركة (1.3)رشرودينجحل معادلة 

𝑟2 [ 27يكتب: ] 

𝜓(𝑝) = 𝐴𝑝𝑙𝐹 (𝑎, 𝑏, 𝑐; −
𝑝2

𝑘2
).                                                 (8.3)          

 الدوال الموجية: تعامد 3.2.3
 .𝐸2 و  𝐸1المقابلتين لقيمتين مختلفتين من الطاقة 𝜓2(𝑝)و  𝜓1(𝑝)باعتبار الدالتين الموجيتين   

               𝜓1(𝑝) = 𝐴1𝐹 (𝑎, 𝑏, 𝑐; −
𝑝2

𝑘1
2) ,   

               𝜓2(𝑝) = 𝐴2𝐹 (𝑎, 𝑏, 𝑐; −
𝑝2

𝑘2
2) .                             

 الجداء السلّمي لـ  𝜓1(𝑝) و𝜓2(𝑝) يكتب   :

⟨𝜓1|𝜓2⟩ = 𝐴1𝐴2
∗ ∫ 𝑝2𝑑𝑝𝐹 (𝑎, 𝑏, 𝑐; −

𝑝2

𝑘1
2)𝐹 (𝑎, 𝑏, 𝑐; −

𝑝2

𝑘2
2).   

∞

0

 

𝑑𝑝  نحصل على : = 𝑑𝑥 2√𝑥⁄   ⇐ 𝑥 = 𝑝2 بإجراء تغيير المتغير 

⟨𝜓1|𝜓2⟩ =
1

2
𝐴1𝐴2

∗ ∫ 𝑥1 2⁄ 𝑑𝑥 𝐹 (𝑎, 𝑏, 𝑐; −
𝑥

𝑘1
2)𝐹 (𝑎, 𝑏, 𝑐; −

𝑥

𝑘2
2)

∞

0

.         

   :[28] هذا التكامل تعطى بالعبارة التاليةقيمة 

∫ 𝑥𝑐−1𝑑𝑥𝐹(𝑎, 𝑏, 𝑐; −𝜎𝑥)𝐹(𝑎′, 𝑏′, 𝑐; −𝑚𝑥)
∞

0

                                                    

= 𝜎−𝑎𝑤𝑎−𝑐
Г2(𝑐)Г(𝑎 + 𝑎′ − 𝑐)Г(𝑎 + 𝑏′ − 𝑐)Г(𝑎′ + 𝑏 − 𝑐)Г(𝑏 + 𝑏′ − 𝑐)

Г(𝑎)Г(𝑏)Г(𝑎′)Г(𝑏′)Г(𝑎 + 𝑎′ + 𝑏 + 𝑏′ − 2𝑐)
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 𝐹 (𝑎 + 𝑎′ − 𝑐, 𝑎 + 𝑏 − 𝑐, 𝑎 + 𝑎′ + 𝑏 + 𝑏′ − 2𝑐; 1 −
𝑚

𝜎
), 

 بالمطابقة نجد :

   𝑐 = 3 2⁄          , 𝜎 = 1 𝑘1
2⁄    , 𝑚 = 1 𝑘2

2⁄  

  يما يلبالتالي نحصل على 

 ⟨𝜓1|𝜓2⟩ = 𝛺 (
𝑘1

𝑘2
)
𝑖𝜈

𝐹 (1 + 𝑖𝜈, 1,2; 1 −
𝑘1

2

𝑘2
2) , 

 : حيث

𝛺 =
1

2
𝐴1𝐴2

∗𝑘1
5 2⁄

𝑘2
1 2⁄ Г2(3 2⁄ )Г2(1)Г(1 + 𝑖𝜈)Г(1 − 𝑖𝜈)

Г(2)Г2 (
5

4
+ 𝑖

𝜈

2
) Г2 (

5

4
− 𝑖

𝜈

2
)

 

 : [27]نستعمل مرة أخرى التعريفات 

𝐹(𝑎, 𝑏, 𝑐; 𝑧) =
1

𝑏 − 1 − (𝑐 − 𝑎 − 1)𝑧
[(𝑏 − 𝑐)𝐹(𝑎, 𝑏 − 1, 𝑐; 𝑧)

+ (𝑐 − 1)(1 − 𝑧)𝐹(𝑎, 𝑏, 𝑐 − 1; 𝑧)] , 

⇒ 𝐹 (1 + 𝑖𝜈, 1,2; 1 −
𝑘1

2

𝑘2
2)

=
1

𝑖𝜈 (1 −
𝑘1

2

𝑘2
2)

[−𝐹 (1 + 𝑖𝜈, 0,2; 1 −
𝑘1

2

𝑘2
2)

+
𝑘1

2

𝑘2
2 𝐹 (1 + 𝑖𝜈, 1,1; 1 −

𝑘1
2

𝑘2
2)] 

 لدينا :

𝐹(𝑎, 𝑏, 𝑏; 𝑧) = (1 − 𝑧)−𝑎 ⇒ 𝐹 (1 + 𝑖𝜈, 1,1; 1 −
𝑘1

2

𝑘2
2)  ,   𝐹(0, 𝑏, 𝑐; 𝑧)

=  𝐹(𝑎, 0, 𝑐; 𝑧) = 1 ⇒  𝐹(1 + 𝑖𝜈, 1,2; 1 −
𝑘1

2

𝑘2
2) = 1,  
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 إذن:

 𝐹 (1 + 𝑖𝜈, 1,2; 1 −
𝑘1

2

𝑘2
2) =

1

𝑖𝜈 (1 −
𝑘1

2

𝑘2
2)

[−1 +
𝑘1

2

𝑘2
2 (

𝑘1
2

𝑘2
2)

−1−𝑖𝜈

] 

 ⇒  ⟨𝜓1|𝜓2⟩ =
𝛺 (

𝑘1

𝑘2
)
𝑖𝜈

𝑖𝜈 (1 −
𝑘1

2

𝑘2
2)

[−1 + (
𝑘1

𝑘2
)
−2𝑖𝜈

]                                       

=
𝛺

𝑖𝜈 (
𝑘1

2

𝑘2
2 − 1)

[(
𝑘1

𝑘2
)
𝑖𝜈

− (
𝑘1

𝑘2
)
−𝑖𝜈

]       

𝛽نضع    =
𝑘1

𝑘2
                        

 ⟨𝜓1|𝜓2⟩ =
𝛺

𝑖𝜈 (
𝑘1

2

𝑘2
2 − 1)

[𝛽𝑖𝜈 − 𝛽−𝑖𝜈]    =
2𝛺

𝜈 (
𝑘1

2

𝑘2
2 − 1)

[𝑒𝑖𝜈𝑙𝑛𝛽 − 𝑒−𝑖𝜈𝑙𝑛𝛽]

2𝑖
  

 أخيراً نحصل على الجداء السلّمي :

⟨𝜓1|𝜓2⟩ =
2𝛺

𝜈 (
𝑘1

2

𝑘2
2 − 1)

𝑠𝑖𝑛 [𝜈  𝑙𝑛 (
𝑘1

𝑘2
)]  .                                   (9.3)      

𝜈  𝑙𝑛     متعامدان اذا تحقق الشرط التالي : 𝜓2و 𝜓1الحلان اذن  (
𝑘1

𝑘2
) = 𝑛𝜋 ,    

𝑛حيث  = 0 ± 1,…   . 

𝑉(𝑟)الكمون     3.3
−𝛼

𝑟2    : مع طول أصغري 

𝑉(𝑟)   سنحاول في هذا القسم دراسة الكمون  =
−𝛼

𝑟2[ في ثلاثة أبعاد مع مبد29بالتفصيل ، ] أ  عدم اليقين 

 المعمم
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  رشرودينجمعادلة  1.3.3

 لدينا علاقات التبديل المعممة التالية :     

[�̂�𝑖 , �̂�𝑗] = 𝑖ħ[(1 + 𝛽�̂�2)𝛿𝑖𝑗 + 𝛽′�̂�𝑖�̂�𝑗] , (𝛽, 𝛽′) > 0 ,           (10.3) 

[�̂�𝑖 , �̂�𝑗] = 0 ,                                                                                 (11.3) 

[�̂�𝑖 , �̂�𝑗] = 𝑖ħ
2𝛽 − 𝛽′ + 𝛽(2𝛽 + 𝛽′)�̂�2

1 + 𝛽�̂�2
(�̂�𝑖�̂�𝑗 − �̂�𝑗�̂�𝑖) .      (12.3) 

 لنعتبر التمثيل التالي :        

�̂�𝑖 = 𝑖ħ((1 + 𝛽�̂�2)
𝜕

𝜕𝑝𝑖
+ 𝛽′�̂�𝑖�̂�𝑗

𝜕

𝜕𝑝𝑗
+ 𝛾𝑝𝑖) , �̂�𝑖 = 𝑝𝑖  .  (13.3) 

 في فضاء كمية الحركة تكتب : رشرودينجمعادلة  في هذا الجبر المعدل

(
𝑝2

2𝜇
−

𝛼

𝑅2
)𝜓(𝑝) = 𝐸𝜓(𝑝) .                                                       (14.3) 

 نجصل على :  𝑅2المعادلة في المؤثر  بضرب طرفي هذه

(𝑅2
𝑝2

2𝜇
− 𝛼)𝜓(𝑝) = 𝐸𝑅2𝜓(𝑝).                                            (15.3)       

 يعطى في الاحداثيات الكروية يعطى على الشكل : R̂2حيث المؤثر

𝑅2 = (𝑖ħ)2 {[1 + (𝛽 + 𝛽′)𝑝2]2
𝑑2

𝑑𝑝2
                   

+ [1 + (𝛽 + 𝛽′)𝑝2] (2(2𝛽 + 𝛽′)𝑝 +
2

𝑝
)

𝑑

𝑑𝑝
} .          (16.3) 
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 التالي: شكل( ال14.3تأخذ المعادلة )باستخدام هذه الصيغة 

ħ2 {[1 + (𝛽 + 𝛽′)𝑝2]2
𝑑2

𝑑𝑝2
(𝑝2𝜓(𝑝))                              

+ [1 + (𝛽 + 𝛽′)𝑝2] [2(2𝛽 + 𝛽′)𝑝 +
2

𝑝
]

𝑑

𝑑𝑝
(𝑝2𝜓(𝑝))

+
2𝜇𝛼

ħ2
𝜓(𝑝) − 2𝜇𝐸[1 + (𝛽 + 𝛽′)𝑝2]2

𝑑2𝜓(𝑝)

𝑑𝑝2

− 2𝜇𝐸[1 + (𝛽 + 𝛽′)𝑝2] [2(2𝛽 + 𝛽′)𝑝 +
2

𝑝
]
𝑑𝜓(𝑝)

𝑑𝑝
} = 0 , 

 بالاشتقاق نحصل على:

    [1 + (𝛽 + 𝛽′)𝑝2]2 [2𝜓(𝑝) + 4𝑝
𝑑𝜓(𝑝)

𝑑𝑝
+ 𝑝2

𝑑2𝜓(𝑝)

𝑑𝑝2
]           

+ [1 + (𝛽 + 𝛽′)𝑝2] [2(2𝛽 + 𝛽′)𝑝 +
2

𝑝
] [2𝑝𝜓(𝑝) + 𝑝2

𝑑𝜓(𝑝)

𝑑𝑝
]

+
2𝜇𝛼

ħ2
𝜓(𝑝) − 2𝜇𝐸 [1 + (𝛽 + 𝛽′)𝑝2]2

𝑑2𝜓(𝑝)

𝑑𝑝2

− 2𝜇𝐸[1 + (𝛽 + 𝛽′)𝑝2] [2(2𝛽 + 𝛽′)𝑝 +
2

𝑝
]
𝑑𝜓(𝑝)

𝑑𝑝
= 0 , 

[1 + (𝛽 + 𝛽′)𝑝2]2
𝑑2𝜓(𝑝)

𝑑𝑝2
                                                

− 2𝜇𝐸[1 + (𝛽 + 𝛽′)𝑝2] [2(2𝛽 + 𝛽′)𝑝 +
2

𝑝
]
𝑑𝜓(𝑝)

𝑑𝑝
= 0 , 
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 بالتبسيط نجد:

[1 + (𝛽 + 𝛽′)𝑝2]2(𝑝2 − 2𝜇𝐸)
𝑑2𝜓(𝑝)

𝑑𝑝2
                            

+ [1 + (𝛽 + 𝛽′)𝑝2] [4𝑝[1 + (𝛽 + 𝛽′)𝑝2]

+ (𝑝2 − 2𝜇𝐸) [2(2𝛽 + 𝛽′)𝑝 +
2

𝑝
]]

𝑑𝜓(𝑝)

𝑑𝑝

+ {
2𝜇𝛼

ħ2
+ (1 + (𝛽 + 𝛽′)𝑝2)

× [2[1 + (𝛽 + 𝛽′)𝑝2] + 2𝑝 (2(2𝛽 + 𝛽′)𝑝 +
2

𝑝
)]}𝜓(𝑝) = 0 , 

⇒ [1 + (𝛽 + 𝛽′)𝑝2]2(𝑝2 − 2𝜇𝐸)
𝑑2𝜓(𝑝)

𝑑𝑝2
                 

+ [1 + (𝛽 + 𝛽′)𝑝2]
2

𝑝
{2𝑝2[1 + (𝛽 + 𝛽′)𝑝2]

+ (𝑝2 − 2𝜇𝐸)[(2𝛽 + 𝛽′)𝑝2 + 1]}
𝑑𝜓(𝑝)

𝑑𝑝

+ [
2𝜇𝛼

ħ2
+ (1 + (𝛽 + 𝛽′)𝑝2)(6 + 6𝛽′𝑝2 + 10𝛽𝑝2)]𝜓(𝑝) = 0, 

 

⇒ 
𝑑2𝜓(𝑝)

𝑑𝑝2
+

2

𝑝
{4 [

𝑝2 − 𝜇𝐸

𝑝2 − 2𝜇𝐸
] −

1 + 𝛽′𝑝2

1 + (𝛽 + 𝛽′)𝑝2
}
𝑑𝜓(𝑝)

𝑑𝑝

+ {
6 + (10𝛽 + 6𝛽′)𝑝2

[1 + (𝛽 + 𝛽′)𝑝2]
+

2𝜇𝛼 ħ2⁄

[1 + (𝛽 + 𝛽′)𝑝2]2
}

𝜓(𝑝)

(𝑝2 − 2𝜇𝐸)

= 0 ,                                                                                     (17.3) 

في وجود الكمون   𝜇لجسيم ذو كتلة  رشرودينجتمثل معادلة  نا على هذه المعادلة الأخيرة وهيبعد التبسيط تحصل

𝑉(𝑟) = −𝛼 r2⁄  حيث الطول الاصغري يعطى بـ(∆𝑥)𝑚𝑖𝑛 = √3𝛽 + 𝛽′ . 
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 :حويل التالينضع الت

𝑧 =
(𝛽 + 𝛽′)𝑝2 − 1

(𝛽 + 𝛽′)𝑝2 + 1
 .                                                         (18.3) 

 يكتب من الشكل :𝑝 اذن 

𝑝 =
1

√𝛽 + 𝛽′
√

1 + 𝑧

1 − 𝑧
   ,                                                      (19.3)         

 :شتقاق التاليةمع علاقات الا

𝑑

𝑑𝑝
=

𝑑𝑧

𝑑𝑝

𝑑

𝑑𝑧
                                                                        

 
𝑑𝑝

𝑑𝑧
=

1

√𝛽 + 𝛽′
(
(1 − 𝑧) + (1 + 𝑧)

(1 − 𝑧)2
)(

√(1 − 𝑧)

2√(1 + 𝑧)
)   

    =
1

√𝛽 + 𝛽′
(1 − 𝑧)

−3

2 (1 + 𝑧)
−1

2                                  

𝑑𝑧

𝑑𝑝
= √𝛽 + 𝛽′(1 − 𝑧)

3

2(1 + 𝑧)
1

2                                     

⇒
𝑑

𝑑𝑝
= √𝛽 + 𝛽′(1 − 𝑧)

3

2(1 + 𝑧)
1

2
𝑑

𝑑𝑧
 ,                      (20.3) 

                    
𝑑2

𝑑𝑝2
=

𝑑

𝑑𝑝

𝑑

𝑑𝑝
                                   

= √𝛽 + 𝛽′(1 − 𝑧)
3

2(1 + 𝑧)
1

2
𝑑

𝑑𝑧
[√𝛽 + 𝛽′(1 − 𝑧)

3

2(1 + 𝑧)
1

2
𝑑

𝑑𝑧
] 
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           = √𝛽 + 𝛽′(1 − 𝑧)
3

2(1 + 𝑧)
1

2 {[
𝑑

𝑑𝑧
√𝛽 + 𝛽′(1 − 𝑧)

3

2(1 + 𝑧)
1

2]
𝑑

𝑑𝑧

+ √𝛽 + 𝛽′(1 − 𝑧)
3

2(1 + 𝑧)
1

2 [
𝑑

𝑑𝑧

𝑑

𝑑𝑧
]}

= √𝛽 + 𝛽′(1 − 𝑧)
3

2 (1

− 𝑧)
3

2   {[√𝛽 + 𝛽′ (
−3

2
(1 − 𝑧)

1

2(1 + 𝑧)
1

2

+
1

2
(1 − 𝑧)

3

2(1 + 𝑧)
−1

2 )]
𝑑

𝑑𝑧
+ √𝛽 + 𝛽′(1 − 𝑧)

3

2(1 + 𝑧)
1

2
𝑑2

𝑑𝑧2
}

= (𝛽 + 𝛽′) {(
−3

2
(1 − 𝑧)2(1 + 𝑧)1 +

1

2
(1 − 𝑧)3)

𝑑

𝑑𝑧

+ (1 − 𝑧)3(1 + 𝑧)
𝑑2

𝑑𝑧2
} 

𝑑2

𝑑𝑝2
= −(𝛽 + 𝛽′)(1 − 𝑧)2(1 + 2𝑧)

𝑑

𝑑𝑧
                        

+ (𝛽 + 𝛽′)(1 − 𝑧)3(1 + 𝑧)
𝑑2

𝑑𝑧2
  .                                         (21.3) 

 نحصل على  : (17.3) نجر يفي معادلة شرود (20.3)  و (21.3)  ضبعد تعوي

(1 − 𝑧)2(1 + 𝑧)
𝑑2𝜓

𝑑𝑧2
                                               

+ (1 + 𝑧) {8
(1 + 𝑧) − 𝜇𝐸(𝛽 + 𝛽′)(1 − 𝑧)

(1 + 𝑧) − 2𝜇𝐸(𝛽 + 𝛽′)(1 − 𝑧)

−
(𝛽 + 2𝛽′)𝑧 + 2𝛽 + 3𝛽′

𝛽 + 𝛽′
}
𝑑𝜓

𝑑𝑧

+ {
6 +

2𝛽

𝛽+𝛽′
(1 + 𝑧) +

𝜇𝛼

2ħ2
(1 − 𝑧)2

(1 + 𝑧) − 2𝜇𝐸(𝛽 + 𝛽′)(1 − 𝑧)
}𝜓

= 0 .                                                                                       (22.3) 
 :نعرف المعاملات التالية 

            𝑚1 = 𝛽 + 𝛽′,    𝑚2 = 𝛽 + 2𝛽 ,   𝑚3 = 2𝛽 + 3𝛽′,   
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𝑚4 =
𝛽

𝛽 + 𝛽′
  , 𝑚 = −𝜇(𝛽 + 𝛽′)𝐸  , 𝑘 =

2𝜇𝛼

ħ2
= 4𝑘0 .       (23.3) 

 ( من الشكل التالي:22.3تصبح المعادلة )

(1 − 𝑧)2(1 + 𝑧)
𝑑2𝜓

𝑑𝑧2
                                                       

+ (1 − 𝑧) {8
(1 + 𝑧) + 𝑚(1 − 𝑧)

(1 + 𝑧) + 2𝑚(1 − 𝑧)

−
1

𝑚1

(𝑚2𝑧 + 𝑚3)} 
𝑑𝜓

𝑑𝑧
 {

6 + 2𝑚4(1 + 𝑧) + 𝑘0(1 − 𝑧)2

(1 + 𝑧) + 2𝑚(1 − 𝑧)
}𝜓

= 0,                 
 :نحصل على بالتبسيط

(1 − 𝑧2)(1 − 𝑧)
𝑑2𝜓

𝑑𝑧2
                                                           

+ (1 − 𝑧) {8
(1 + 𝑚) + (1 − 𝑚)𝑧

(1 + 2𝑚) + 𝑧(1 − 2𝑚)
−

1

𝑚1

(𝑚2𝑧 + 𝑚3)}
𝑑𝜓

𝑑𝑧
     

+ {
𝑘0𝑧

2 + 2(𝑚4 − 𝑘0)𝑧 + (6 + 2𝑚4 + 𝑘0)

(1 + 2𝑚) + 𝑧(1 − 2𝑚)
}𝜓 = 0,                 

1)بالقسمة على − 𝑧) : نجد 

  (1 − 𝑧2)
𝑑2𝜓

𝑑𝑧2
                                                                  

+ {8
(1 + 𝑚) + (1 − 𝑚)𝑧

(1 + 2𝑚) + (1 − 2𝑚)𝑧
−

1

𝑚1

(𝑚2𝑧 + 𝑚3)}
𝑑𝜓

𝑑𝑧

+ {
𝑘0𝑧

2 + 2(𝑚4 − 𝑘0)𝑧 + (6 + 2𝑚4 + 𝑘0)

(−1 + 2𝑚)𝑧2 − 4𝑚𝑧 + (1 + 2𝑚)
}𝜓

= 0 .                                                                                                (24.3) 
، نحاول استعمال تمثيل اخر لايجاد حل  𝑝 في هذا الاختيار ، وجدنا صعوبة في ايجاد حل لهذه المعادلة في فضاء الحركة 

 . (14.3) للمعادلة 

 : صل الثاني()نفس التمثيل الذي أخترناه في الف نختار التمثيل التالي

�̂�𝑖 = 𝑥𝑖   ,     �̂�𝑖  = 𝑝𝑖 (1 + 𝛽�̂�2)  .                                     (25.3)          
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 على النحو التالي : رشرودينجفي هذه الحالة تكتب معادلة 

[
�̂�2

2𝜇
+

𝛽

𝜇
�⃗� 4 + 𝑉(𝑟)]𝜓(𝑟 ) = 𝐸𝜓(𝑟 ).                                        (26.3) 

 باستعمال التحويل التالي :

𝜓(𝑟 ) = (1 − 2𝛽�̂�2)𝜑(𝑟 ) .                                                           (27.3) 

 ( يمكن كتابتها على الشكل التالي :26.3)فان المعادلة 

 

 :ـ 𝛽ـلنأخذ الرتبة الأولى 

[(1 + 4𝜇𝛽[𝐸 − 𝑉(𝑟)])
�̂�2

2𝜇
+ 𝑉(𝑟) − 𝐸]𝜑(𝑟 ) = 0                  (28.3) 

 :نحصل على(28.3) يمكن كتابة دالة الموجة على شكل جداء  )فصل المتغيرات( ،بالتعويض في المعادلة  

      [(1 + 4𝜇𝛽[𝐸 − 𝑉(𝑟)]) (
𝑑2

𝑑𝑟2
+

2

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
−

𝑙(𝑙 + 1)

𝑟2
) +

2𝜇

ħ
2
[𝐸 − 𝑉(𝑟)]] 𝑅(𝑟)

= 0 .                                                                                          (29.3) 

 :حيث

𝜑(𝑟 ) = 𝑌𝑙
𝑚(𝜃, 𝜑)𝑅(𝑟)                                                                             

V (r) =
−α

r2
α و   < 0, 

 

[
�̂�2

2𝜇
+

𝛽

𝜇
�⃗� 4 + 𝑉(𝑟)] (1 − 2𝛽�̂�2)𝜑(𝑟 ) = 𝐸(1 − 2𝛽�̂�2)𝜑(𝑟 ). 

  
�̂�2

2𝜇
 𝜑(𝑟 ) −

𝛽�̂�4

𝜇
 𝜑(𝑟 ) −

2𝛽2�̂�6

𝜇
 𝜑(𝑟 ) +

𝛽�̂�4

𝜇
 𝜑(𝑟 )  

+ 𝑉(𝑟) 𝜑(𝑟 ) − 2𝛽�̂�2 𝑉(𝑟) 𝜑(𝑟 ) −  𝐸𝜑(𝑟 ) + 2𝛽�̂�2𝐸𝜑(𝑟 )

= 0 , 
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 نجد : (29.3) في المعادلة   𝑉(𝑟)نعوض 

 [(1 − 𝛺 −
𝛼𝛺

𝐸𝑟2
)

𝑑2

𝑑𝑟2
+

2

𝑟
(1 − 𝛺 −

𝛼𝛺

𝐸𝑟2
)

𝑑

𝑑𝑟
− (1 − 𝛺 −

𝛼𝛺

𝐸𝑟2
)

𝐿

𝑟2

+
2𝜇𝐸

ħ
2 (

𝛼

𝐸𝑟2
+ 1)]𝑅(𝑟) = 0,                                        (30.3) 

𝐿حيث :  = 𝑙(𝑙 + 1)      , 𝛺 = −4𝜇𝛽𝐸      

𝑥 نضع : = −
𝐸𝑟2

α
 

 ذا المشتقات التالية :إلدينا 

 
𝑑

𝑑𝑟
=

𝑑𝑥

𝑑𝑟

𝑑

𝑑𝑥
=

−2Er

α

𝑑

𝑑𝑥
 . 

 
𝑑2

𝑑𝑟2
=

−2𝐸𝑟

𝛼

𝑑

𝑑𝑥
[
−2𝐸𝑟

𝛼

𝑑

𝑑𝑥
] ,                       

𝑑2 عبارة  في r  بتعويض قيمة

𝑑𝑟2 نحصل على: 

𝑑2

𝑑𝑟2
=

−2𝐸

𝛼𝑖
√

𝑥𝛼

𝐸
[[

𝑑

𝑑𝑥
(
−2𝐸

𝛼𝑖
√

𝑥𝛼

𝐸
)]

𝑑

𝑑𝑥
−

2𝐸

𝛼𝑖
√

𝑥𝛼

𝐸

𝑑2

𝑑𝑥2
] 

=
−2

𝑖
√

𝐸𝑥

𝛼
[(

−1

𝑖
√

𝐸

𝛼𝑥
)

𝑑

𝑑𝑥
] −

4𝐸𝑥

𝛼

𝑑2

𝑑𝑥2
=

−2𝐸

𝛼

𝑑

𝑑𝑥
−

4𝐸𝑥

𝛼

𝑑2

𝑑𝑥2
 

 نحصل على :  (30.3)بتعويض المشتقات في المعادلة 

[(휀 +
𝛺

𝑥
) (

−2𝐸

𝛼
)

𝑑

𝑑𝑥
− (휀 +

𝛺

𝑥
) (

4𝐸𝑥

𝛼
)

𝑑2

𝑑𝑥2
(휀 +

𝛺

𝑥
) (

4𝐸

𝛼

𝑥 ∝

𝐸
)

𝑑

𝑑𝑥

+ (휀 +
𝛺

𝑥
)
𝐿𝐸

𝑥𝛼
+

2𝜇𝐸

ℏ2
(
−1

𝑥
+ 1)]𝑅(𝑥) = 0, 
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 نحصل :  𝑥نضرب في 

[(휀𝑥 + 𝛺) (
−4𝑥𝐸

𝛼
)

𝑑2

𝑑𝑥2
− (휀𝑥 + 𝛺) (

−6𝐸

𝛼
)

𝑑

𝑑𝑥
+ (휀𝑥 + 𝛺)

𝑙𝐸

𝑥𝛼

+
2𝐸𝐾

𝛼
(𝑥 + 1)] 𝑅(𝑥) = 0 

)بالقسمة على 
−4𝑥𝐸

∝
 نجد: (

[(휀𝑥 + 𝛺)
𝑑2

𝑑𝑥2
+

3

2

(휀𝑥 + 𝛺)

𝑥

𝑑

𝑑𝑥
−

𝐿

4

(휀𝑥 + 𝛺)

𝑥2
+ 𝑘

(1 − 𝑥)

𝑥
] 𝑅(𝑥)

= 0 .                                                                                                      (31.3)   
𝑘    حيث : =

𝜇𝛼

2ħ2   , 휀 = 1 − 𝛺 

 التحويل : بأخذ

𝑅(𝑥) = 𝑥−
1

4
√4𝐿+1−

1

4  𝑓(𝑥) = 𝑥−
1

2
𝑙−

1

2𝑓(𝑥) ,                                   (32.3) 
 لدينا المشتقات التالية : 

𝑑𝑅(𝑥)

𝑑𝑥
= (−

1

2
𝑙 −

1

2
) 𝑓(𝑥)𝑥−

1

2
𝑙−

3

2 + 𝑥−
1

2
𝑙−

1

2  
𝑑𝑓

𝑑𝑥
                        

𝑑2𝑅(𝑥)

𝑑𝑥2
= 𝑥−

1

2
𝑙−

1

2  
𝑑2𝑓

𝑑𝑥2
+ (−𝑙 − 1)𝑥−

1

2
𝑙−

3

2  
𝑑𝑓

𝑑𝑥
 

+ (
𝐿2

4
𝑙 + 𝑙 +

3

4
) 𝑥−

1

2
𝑙−

5

2𝑓(𝑥) 

𝑑𝑅(𝑥)تعويض المشتقات ب

𝑑𝑥
و  𝑑2𝑅(𝑥)

𝑑𝑥2 ( 31.3في المعادلة) :نحصل على 

(휀𝑥 + 𝛺) [
𝑑2𝑓

𝑑𝑥2
+

(𝑙 − 1)

𝑥

𝑑𝑓

𝑑𝑥
+

(
𝐿2

4
+ 𝑙 +

3

4
)

𝑥2
𝑓]         

+
3

2
(휀𝑥 + 𝛺) [(

−
1

2
𝑙 −

1

2

𝑥2
)𝑓

+
𝑑𝑓

𝑑𝑥
] [−

𝑙

4

(휀𝑥 + 𝛺)

𝑥2
𝑘

(1 − 𝑥)

𝑥
] 𝑓(𝑥) = 0, 
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 بالتبسيط نجد:

(휀𝑥 + 𝛺) [
𝑑2𝑓

𝑑𝑥2
+

𝑑𝑓

𝑑𝑥
(
𝑙 − 1 + 3 2⁄

𝑥
+

3

2
) + 𝑘

(1 − 𝑥)

𝑥
] 𝑓(𝑥) = 0,   

휀𝑥)ىبالقسمة عل + 𝛺) : نحصل على 

[
𝑑2

𝑑𝑥2
+

1 2⁄ − 𝑙

𝑥

𝑑

𝑑𝑥
−

𝑘

𝑥

(1 − 𝑥)

(휀𝑥 + 𝛺)
+] 𝑓(𝑥) = 0 .                  (33.3) 

 على النحو التالي  :  𝑦 ن نضع المتغير الجديدأيمكننا 

𝑦 = −
휀

𝛺
𝑥 ,                                                                                    (34.3)          

 لدينا  إذا :

 
𝑑

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑥

𝑑

𝑑𝑦
=

−ε

Ω

𝑑

𝑑𝑦
                                                                             

  
𝑑2

𝑑𝑥2
=

−ε

Ω

𝑑

𝑑𝑦
[
−ε

Ω

𝑑

𝑑𝑦
] = (

−ε

Ω

𝑑

𝑑𝑦
)
2

                                                       

𝑑2بتعويض المشتقات 

𝑑𝑥2 ,
𝑑

𝑑𝑥
𝑦  و  = −

𝜀

𝛺
𝑥  نجد(33.3)في المعادلة: 

[
ε2

Ω2

𝑑2

𝑑𝑦2
−

(1 2⁄ − 𝑙)휀

𝑦Ω
(
−ε

Ω

𝑑

𝑑𝑦
) +

𝑘휀

𝑦Ω

(1 −
𝑦Ω

𝜀
)

(휀
𝑦Ω

𝜀
+ 𝛺)

] 𝑓(𝑥) = 0 .  

 بالتبسيط نحصل على:

[
𝑑2

𝑑𝑦2
+

1 2⁄ − 𝑙

𝑦

𝑑

𝑑𝑦
+

𝑘

𝜀
(
𝛺

𝜀
𝑦 + 1)

𝑦(𝑦 − 1)
] 𝑓(𝑦) = 0 .                  (35.3) 

 :خرآتحويل  نأخذ

𝑓(𝑦) = (𝑦 − 1)𝑔(𝑦) ,                                                               (36.3) 
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 نحصل على المعادلة التفاضلية التالية :

[
𝑑2

𝑑𝑦2
+ [

1 2⁄ − 𝑙

𝑦
+

2

(𝑦 − 1)
]

𝑑

𝑑𝑦
+

𝑘

𝜀
(
𝛺

𝜀
𝑦 + 1) + 1 2⁄ − 𝑙

𝑦(𝑦 − 1)
] 𝑔(𝑦)

= 0.                                                                                       (37.3) 

 :والمعرفة بالعلاقة التالية " Heun "هذه المعادلة لها شكل معادلة 

[
𝑑2

𝑑𝑦2
+ (𝑎 +

𝑏 + 1

𝑦
+

𝑐 + 1

(𝑦 − 1)
)

𝑑

𝑑𝑦
                                                  

+
(
1

2
𝑎(𝑏 + 𝑐 + 2) + 𝑑) 𝑦 + 𝑒 +

𝑏

2
+

1

2
(𝑐 − 𝑎)(𝑏 + 1)

𝑦(𝑦 − 1)
] 𝑔(𝑦)  

= 0,                                                                                            (38.3) 
 نحصل على المعاملات التالية  : (37.3) و(38.3)بالمطابقة بين العبارتين 

𝑎 = 𝑜  , 𝑏 = −1 2⁄ − 𝑙  , 𝑐 = 1  , 𝑑 =
𝑘𝛺

휀2
  , 𝑒 =

𝑘

휀
+ 1 2⁄  (39.3) 

 ومنه الحل النهائي يكتب على الشكل :

𝜓(𝑟, 𝜃, 𝜑) = 𝑌𝑙
𝑚(𝜃, 𝜑)𝑅(𝑟)                                                   (40.3)  

 حيث:

𝑅 = 𝑥−
1

2
𝑙−

1

2𝑓(𝑥) ,                                                                                 
𝑓(𝑦) = (𝑦 − 1)𝑔(𝑦),                                                                        
𝑔(𝑦) = 𝐻(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒; 𝑦) ,                                                              
𝑓(𝑦) = (𝑦 − 1)𝐻(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒; 𝑦),                                                   

 𝑅 = 𝑥−
1

2
𝑙−

1

2 (
−휀𝑥

𝛺
− 1)𝐻𝑐 (0,

1

2
+ 𝑙, 1,

𝑘𝛺

휀2
,
𝑘

휀
−

1

2
;
−휀𝑥

𝛺
).             
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 الفصل:خلاصة 

𝑉(𝑟)في هذا الفصل قمنا بحل معادلة شرودينجر في وجود الكمون       =
−∝

𝑟2
أبعاد ضمن فضاء الحركة حيث  3في  

م الذي هو عبارة عن دالة فوق هندسية وعند القياو  ،تمكنا بعد القيام بتحويلات وخصائص  رياضية من إيجاد حل لها
صعوبة في إيجاد حل نهائي  لها  في فضاء الحركة لذا قمنا بحلها  وجدنا بحل معادلة شرودينجر في وجود الطول الأصغري

 .Heunتحصلنا على حل من شكل كثير حدود بعض التحويلات الرياضية  وباستعمال في فضاء الموضع 
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 يــل شعاعـي وحقـل سلمــود حقــي وجــردن فن غو ـــة كلايـــل معادلــع :حـــل الراعـــالفص

 مقدمة :  1.1

كلاين غوردن في بعدين    نطبق مبدأ الارتياب المعمم على معادلة كمية نسبية ، نختار معادلة  في هذا الفصل     

 . الأصغريحقلين سلمي وشعاعي في وجود الطول  تأثيرتحت 

  الأصغري:عاعي في وجود الطول حقل سلمي وحقل ش تأثير معادلة كلاين غوردن تحت 2.1

 : 𝑉(𝑋) خر  شعاعيآو  𝑆(𝑋) في وجود  كمون سلمي  m تعطى معادلة " كلاين غوردن "  لجسيم ذو كتلة     

{𝑐2𝑃2 + [𝑚𝑐2 + 𝑆(𝑋)]2 − [𝐸 − 𝑉(𝑋)]2}𝜓 = 0 .                 (1.4) 

 حيث :

𝑆(𝑋) = 𝜆�̂� ,   𝑉(𝑋) = 𝑘�̂�                                                    (2.4) 

λ  وk ثابتان موجبان. 

 : [30]نعتبر التمثيل التالي 

�̂� = 𝑖ħ [(1 + 𝛽𝑝2)
𝜕

𝜕𝑝
+ 𝛾𝑝] ,     �̂� = 𝑝 ,                                (3.4) 

 تكتب من الشكل : (1.4)في هذه الحالة المعادلة 

 {𝑐2𝑃2 + [𝑚𝑐2 + 𝜆𝑖ħ [(1 + 𝛽𝑝2)
𝜕

𝜕𝑝
+ 𝛾𝑝]]

2

− [𝐸 − 𝑘𝑖ħ [(1 + 𝛽𝑝2)
𝜕

𝜕𝑝
+ 𝛾𝑝]]

2

}𝜓 = 0, 

𝛾نضع  =  لتبسيط الحساب لأنه لايؤثر على العلاقات التبديلية .  0
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{𝑐2𝑃2 + 𝑚2𝑐4 + 2𝜆𝑖ħ𝑚𝑐2(1 + 𝛽𝑝2)
𝜕

𝜕𝑝
                   

+ 𝜆𝑖ħ(1 + 𝛽𝑝2)
𝜕

𝜕𝑝
[𝜆𝑖ħ(1 + 𝛽𝑝2)

𝜕

𝜕𝑝
] − 𝐸2

− [−2𝑘𝐸𝑖ħ(1 + 𝛽𝑝2)
𝜕

𝜕𝑝

− 𝑘𝑖ħ(1 + 𝛽𝑝2)
𝜕

𝜕𝑝
[−𝑘𝑖ħ(1 + 𝛽𝑝2)

𝜕

𝜕𝑝
]]} 𝜓(𝑝) = 0 , 

:نحصل على قبالاشتقا  

        {c2P2 + m2c4 − 𝐸2 + 2𝑖ħ(1 + 𝛽𝑝2)(𝜆𝑚𝑐2 + 𝑘𝐸)
𝜕

𝜕𝑝

− 2ħ2𝜆2𝛽𝑝(1 + 𝛽𝑝2)
𝜕

𝜕𝑝
− ħ2𝜆2(1 + 𝛽𝑝2)2

𝜕2

𝜕𝑝2

+ 2ħ2𝑘2𝛽𝑝(1 + 𝛽𝑝2)
𝜕

𝜕𝑝

+ ħ2𝑘2(1 + 𝛽𝑝2)2
𝜕2

𝜕𝑝2
}𝜓(𝑝) = 0, 

 نحصل على: بالتبسيط

                  [−ħ2(𝜆2 − 𝑘2)(1 + 𝛽𝑝2)2
𝜕2

𝜕𝑝2
            

+ [2𝑖ħ(𝜆𝑚𝑐2 + 𝑘𝐸) − 2ħ2(𝜆2 − 𝑘2)𝛽𝑝]

× (1 + 𝛽𝑝2)
𝜕

𝜕𝑝
+ 𝑐2𝑝2 + 𝑚2𝑐4 − 𝐸2]𝜓(𝑝)

= 0 .                                                                               (4.4) 
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 نعتبر التحويل التالي :

𝜌 =
1

√𝛽
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(√𝛽𝑝) ,                                                                         (5.4) 

√𝛽ρ = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(√𝛽𝑝)  ⇒  √𝛽𝑝 = tan(√𝛽𝜌) 

⇒  𝑝 =
1

√𝛽
tan(√𝛽𝜌) .             

𝑝حيث : ∈ 𝜌و    (∞,∞−) ∈ (−𝜋 2√𝛽⁄  ,   π 2√𝛽⁄ ) 

 اذن يمكن كتابة المشتقات من الشكل :

𝜕

𝜕𝑝
=

𝜕𝜌

𝜕𝑝

𝜕

𝜕𝜌
=

1

1 + 𝛽𝑝2

𝜕

𝜕𝜌
. 

𝜕2

𝜕𝑝2
=

𝜕

𝜕𝑝

𝜕

𝜕𝑝
=

𝜕

𝜕𝑝
[

1

1 + 𝛽𝑝2

𝜕

𝜕𝜌
] = [

𝜕

𝜕𝑝

1

1 + 𝛽𝑝2
]

𝜕

𝜕𝜌
+

1

1 + 𝛽𝑝2
[
𝜕

𝜕𝑝

𝜕

𝜕𝜌
] 

=
−2𝛽𝑝

(1 + 𝛽𝑝2)2
𝜕

𝜕𝜌
+

1

1 + 𝛽𝑝2
[

1

1 + 𝛽𝑝2

𝜕

𝜕𝜌

𝜕

𝜕𝜌
] 

𝜕2

𝜕𝑝2
=

−2𝛽𝑝

(1 + 𝛽𝑝2)2
𝜕

𝜕𝜌
+

1

(1 + 𝛽𝑝2)2
𝜕2

𝜕𝜌2
  .   

2��بتعويض المشتقات

𝜕𝑝2 �� و

𝜕𝑝
 : نحصل على  (4.4)المعادلة  في 

[−ħ2(𝜆2 − 𝑘2)(1 + 𝛽𝑝2)2 [
−2𝛽𝑝

(1 + 𝛽𝑝2)2
𝜕

𝜕𝜌
+

1

(1 + 𝛽𝑝2)2
𝜕2

𝜕𝜌2
]   

+ [2𝑖ħ(𝜆𝑚𝑐2 + 𝑘𝐸) − 2ħ2(𝜆2 − 𝑘2)𝛽𝑝](1

+ 𝛽𝑝2) [
1

1 + 𝛽𝑝2

𝜕

𝜕𝜌
] + 𝑐2𝑝2 + 𝑚2𝑐4 − 𝐸2]𝜓(𝜌) = 0, 
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 بالنشر نحصل على:

{2ħ2(𝜆2 − 𝑘2)𝛽𝑝
𝜕

𝜕𝜌
− ħ2(𝜆2 − 𝑘2)

𝜕2

𝜕𝜌2
+ 2𝑖ħ(𝜆𝑚𝑐2 + 𝑘𝐸)

𝜕

𝜕𝜌

− 2ħ2(𝜆2 − 𝑘2)𝛽𝑝
𝜕

𝜕𝜌
+ 𝑐2𝑝2 + 𝑚2𝑐4 − 𝐸2}𝜓(𝜌) = 0 , 

 بالتبسيط نجد:

{−ħ2(𝜆2 − 𝑘2)
𝜕2

𝜕𝜌2
+ 2𝑖ħ(𝜆𝑚𝑐2 + 𝑘𝐸)

𝜕

𝜕𝜌
+ 𝑐2𝑝2 + 𝑚2𝑐4 − 𝐸2}𝜓(𝜌)

= 0 , 
ħ2(𝜆2−نقسم على − 𝑘2)  : نحصل على 

{
𝜕2

𝜕𝜌2
−

2𝑖(𝜆𝑚𝑐2 + 𝑘𝐸)

ħ(𝜆2 − 𝑘2)

𝜕

𝜕𝜌
−

𝑐2𝑝2

ħ2(𝜆2 − 𝑘2)
−

𝑚2𝑐4 − 𝐸2

ħ2(𝜆2 − 𝑘2)
}𝜓(𝜌)

= 0 ,             
 :نحصل على𝑝2بتعويض قيمة

{
𝜕2

𝜕𝜌2
−

2𝑖√𝛽(𝜆𝑚𝑐2 + 𝑘𝐸)

ħ√𝛽(𝜆2 − 𝑘2)

𝜕

𝜕𝜌
−

𝑐2𝛽𝑡𝑎𝑛2(√𝛽𝜌)

ħ2𝛽2(𝜆2 − 𝑘2)

−
𝛽(𝑚2𝑐4 − 𝐸2)

𝛽ħ2(𝜆2 − 𝑘2)
}𝜓(𝜌) = 0 , 

[
𝜕2

𝜕𝜌2
− 2𝑖𝛼√𝛽

𝜕

𝜕𝜌
− 𝛽𝛿𝑡𝑎𝑛2(√𝛽𝜌) − 𝛽휀]𝜓(𝜌) = 0 .                     (6.4) 

,αحيث ان المعاملات : 휀, 𝛿 : تعطى بالعبارات التالية 

휀 =
𝑚2𝑐4 − 𝐸2

ħ2(𝜆2 − 𝑘2)𝛽
 , 𝛼 =

𝜆𝑚𝑐2 + 𝑘𝐸

ħ(𝜆2 − 𝑘2)√𝛽
, 𝛿 =

𝑐2

ħ2(𝜆2 − 𝑘2)𝛽2
 . (7.4) 
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 التحويل التالي :نختار  لحل الرياضي تبسيطل

𝜑(𝜌) = 𝑒𝑖𝛼√𝛽𝜌𝜑(𝜌) ,                                                                                       (8.4) 
 تحقق المعادلة التفاضلية التالية :(8.4) الدالة الجديدة 

[
𝜕2 (𝑒𝑖𝛼√𝛽𝜌𝜑(𝜌))

𝜕𝜌2
− 2𝑖𝛼√𝛽

𝜕 (𝑒𝑖𝛼√𝛽𝜌𝜑(𝜌))

𝜕𝜌

− 𝛽𝛿𝑡𝑎𝑛2(√𝛽𝜌) (𝑒𝑖𝛼√𝛽𝜌𝜑(𝜌)) − 𝛽휀 (𝑒𝑖𝛼√𝛽𝜌𝜑(𝜌))] = 0 , 

 بالاشتقاق نجد:

 [𝑒𝑖𝛼√𝛽𝜌
𝜕2𝜑

𝜕𝜌2
+ 2𝑖𝛼√𝛽𝑒𝑖𝛼√𝛽𝜌

𝜕𝜑

𝜕𝜌
− 𝛼2𝛽𝑒𝑖𝛼√𝛽𝜌𝜑

− 2𝑖𝛼√𝛽 (𝑖𝛼√𝛽𝑒𝑖𝛼√𝛽𝜌𝜑 + 𝑒𝑖𝛼√𝛽𝜌
𝜕𝜑

𝜕𝜌
)

− 𝛽𝛿𝑡𝑎𝑛2(√𝛽𝜌)𝑒𝑖𝛼√𝛽𝜌𝜑 − 𝛽휀𝑒𝑖𝛼√𝛽𝜌𝜑] = 0 , 

 نحصل على :𝑒𝑖𝛼√𝛽𝜌بالقسمة على

[
𝜕2

𝜕𝑝2
− 𝛽𝛿𝑡𝑎𝑛2(√𝛽𝜌) + 𝛽(𝛼2 − 휀)] 𝜑(𝜌) = 0 .                                      (9.4) 

 نضع :

𝜑(𝜌) = 𝑐𝑜𝑠𝑣(√𝛽𝜌)𝑓(𝜌) ,                                                                            (10.4) 
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 وبالتالي فان المشتقات تكتب على الشكل :

𝜕𝜑(𝜌)

𝜕𝜌
= [−𝑣𝑐𝑜𝑠𝑣−1(√𝛽𝜌)√𝛽 𝑠𝑖𝑛(√𝛽𝜌)] 𝑓(𝜌) + 𝑐𝑜𝑠𝑣(√𝛽𝜌)

𝜕𝑓(𝜌)

𝜕𝜌
  . 

𝜕2𝜑(𝜌)

𝜕𝜌2
= 𝑣(𝑣 − 1)𝑐𝑜𝑠𝑣−2(√𝛽𝜌)𝛽𝑠𝑖𝑛2(√𝛽𝜌)𝑓(𝜌) − 𝑣𝑐𝑜𝑠𝑣−1(√𝛽𝜌)𝛽 

𝑐𝑜𝑠(√𝛽𝜌)𝑓(𝜌) − 𝑣𝑐𝑜𝑠𝑣−1(√𝛽𝜌)√𝛽 𝑠𝑖𝑛(√𝛽𝜌)
𝜕𝑓(𝜌)

𝜕𝜌
 

−𝑣𝑐𝑜𝑠𝑣−1(√𝛽𝜌)√𝛽 𝑠𝑖𝑛(√𝛽𝜌)
𝜕𝑓(𝜌)

𝜕𝜌
+ 𝑐𝑜𝑠𝑣(√𝛽𝜌)

𝜕2𝑓(𝜌)

𝜕𝜌2
  . 

 نحصل على : (9.4)في المعادلة  المشتقات تعويضب

{𝑐𝑜𝑠𝑣(√𝛽𝜌)
𝜕2𝑓(𝜌)

𝜕𝜌2
− 2𝑣𝑐𝑜𝑠𝑣−1(√𝛽𝜌)√𝛽 𝑠𝑖𝑛(√𝛽𝜌)

𝜕𝑓(𝜌)

𝜕𝜌

− 𝑣𝑐𝑜𝑠𝑣−1(√𝛽𝜌)𝛽 𝑐𝑜𝑠(√𝛽𝜌)  𝑓(𝜌)

+ 𝑣(𝑣 − 1)𝑐𝑜𝑠𝑣−2(√𝛽𝜌)𝛽𝑠𝑖𝑛2(√𝛽𝜌) 𝑓(𝜌)

− 𝛽𝛿𝑡𝑎𝑛2(√𝛽𝜌)𝑐𝑜𝑠𝑣(√𝛽𝜌)𝑓(𝜌)

+ 𝛽(𝛼2 − 휀)𝑐𝑜𝑠𝑣(√𝛽𝜌)𝑓(𝜌)} = 0 , 

 :ىنحصل عل 𝑐𝑜𝑠𝑣(√𝛽𝜌)بالقسمة على

 {
𝜕2𝑓(𝜌)

𝜕𝜌2
− 2𝑣√𝛽

𝑠𝑖𝑛(√𝛽𝜌)

𝑐𝑜𝑠(√𝛽𝜌)

𝜕𝑓(𝜌)

𝜕𝜌
− 𝑣𝛽 𝑓(𝜌)

+ 𝑣(𝑣 − 1)𝛽
𝑠𝑖𝑛2(√𝛽𝜌)

𝑐𝑜𝑠2(√𝛽𝜌)
 𝑓(𝜌) − 𝛽𝛿𝑡𝑎𝑛2(√𝛽𝜌)𝑓(𝜌)

+ 𝛽(𝛼2 − 휀)𝑓(𝜌)} = 0 , 
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 :نجد بالتبسيط

  [
𝜕2

𝜕𝜌2
− 2𝑣√𝛽𝑡𝑎𝑛(√𝛽𝜌)

𝜕

𝜕𝜌
+ 𝛽[𝑣(𝑣 − 1)– 𝛿]𝑡𝑎𝑛2(√𝛽𝜌)

+ 𝛽(𝛼2 − 휀 − 𝑣)] 𝑓(𝜌) = 0,                                           (11.4) 

 : 𝑡𝑎𝑛2(√𝛽𝜌)لالغاء الحد   𝑣نختار

𝑣(𝑣 − 1)– 𝛿 = 0                                                                                    (12.4) 
 نأخذ 

𝑣 =
1

2
+ √

1

4
+ δ .                                                                                    (13.4) 

 ( تصبح :11.4و بالتالي المعادلة )

[
𝜕2

𝜕𝜌2
− 2𝑣√𝛽𝑡𝑎𝑛(√𝛽𝜌)

𝜕

𝜕𝜌
+ 𝛽(𝛼2 − 휀 − 𝑣)] 𝑓(𝜌) = 0  .       (14.4) 

 نعتبر التحويل التالي :

𝑧 =
1

2
[1 − 𝑠𝑖𝑛(√𝛽𝜌)] .                                                                      (15.4) 

 لدينا إذا :

𝜕

𝜕𝜌
=

𝜕𝑧

𝜕𝜌

𝜕

𝜕𝑧
= −

1

2
√𝛽 𝑐𝑜𝑠(√𝛽𝜌)

𝜕

𝜕𝑧
                                                 (16.4) 

𝜕2

𝜕𝜌2
=

𝜕

𝜕𝜌

𝜕

𝜕𝜌
=

𝜕

𝜕𝜌
[−

1

2
√𝛽 𝑐𝑜𝑠(√𝛽𝜌)

𝜕

𝜕𝑧
] 

 = −
1

2
[
𝜕

𝜕𝜌
√𝛽 𝑐𝑜𝑠(√𝛽𝜌)]

𝜕

𝜕𝑧
−

1

2
√𝛽 𝑐𝑜𝑠(√𝛽𝜌) [

𝜕

𝜕𝜌

𝜕

𝜕𝑧
] 
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= +
1

2
𝛽 𝑠𝑖𝑛(√𝛽𝜌)

𝜕

𝜕𝑧
−

1

2
√𝛽 𝑐𝑜𝑠(√𝛽𝜌) [

𝜕𝑧

𝜕𝜌

𝜕

𝜕𝑧

𝜕

𝜕𝑧
] 

= +
1

2
𝛽 𝑠𝑖𝑛(√𝛽𝜌)

𝜕

𝜕𝑧
+

1

4
𝛽𝑐𝑜𝑠2(√𝛽𝜌)

𝜕2

𝜕𝑧2
                                     (17.4) 

1−حيث المتغير الجديد < 𝑧 < 1 .  

 نحصل على : (14.4) في المعادلةو(17.4) (16.4)إذن بالتعويض 

{
1

4
𝛽𝑐𝑜𝑠2(√𝛽𝜌)

𝜕2

𝜕𝑧2
+

1

2
𝛽 𝑠𝑖𝑛(√𝛽𝜌)

𝜕

𝜕𝑧

− 2𝑣√𝛽𝑡𝑎𝑛(√𝛽𝜌) [−
1

2
√𝛽 𝑐𝑜𝑠(√𝛽𝜌)

𝜕

𝜕𝑧
]

+ 𝛽(𝛼2 − 휀 − 𝑣)} 𝑓(𝑧) = 0  ,   

 :نحصل على 𝛽بالقسمة على 

{
1

4
𝑐𝑜𝑠2(√𝛽𝜌)

𝜕2

𝜕𝑧2
+ (

1

2
+ 𝑣) 𝑠𝑖𝑛(√𝛽𝜌)

𝜕

𝜕𝑧
+ (𝛼2 − 휀 − 𝑣)}  𝑓(𝑧)

= 0  .                                                                                     (18.4) 
 لدينا :  (15.4)من المعادلة 

𝑧 =   
1

2
[1 − 𝑠𝑖𝑛(√𝛽𝜌)]  ⇒  1 − 2𝑧 = 𝑠𝑖𝑛(√𝛽𝜌)                            (19.4) 

 :ونعلم أن

cos2(√𝛽𝜌) = 1 − sin2(√𝛽𝜌)    ⇒  cos2(√𝛽𝜌) = 1 − (1 − 2𝑧)2

= 4𝑧(1 − 𝑧)                                                                        (20.4) 
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 نجد : (18.4)في المعادلة  (19.4)   و  (20.4)إذا وبتعويض المعادلتين 

{
1

4
(4𝑧(1 − 𝑧))

𝜕2

𝜕𝑧2
+ (

1

2
+ 𝑣) (1 − 2𝑧)

𝜕

𝜕𝑧
+ (𝛼2 − 휀 − 𝑣)}  𝑓(𝑧) = 0 , 

{𝑧(𝑧 − 1)
𝜕2

𝜕𝑧2
+ [𝑣 +

1

2
− (2𝑣 + 1)𝑧]

𝜕

𝜕𝑧
+ 𝛼2 − 휀 − 𝑣} 𝑓(𝑧)

= 0 .                                                                                       (21.4) 
 "  hypergéometriqueهذه المعادلة لها شكل معادلة الدالة الفوق الهندسية "

𝑧(1 − 𝑧)
𝜕2𝑓(𝑧)

𝜕z2
+ [𝑐 − (𝑎 + 𝑏 + 1)𝑧]

𝜕𝑓(𝑧)

𝜕𝑧
− 𝑎𝑏𝑓(𝑧) = 0 .                   

,𝑎إذن بالمطابقة يمكننا حساب المعاملات  𝑏, 𝑐  : 

𝑐 = 𝑣 +
1

2
     ،2𝑣 = 𝑎 + 𝑏 ⇒   𝑏 = 2𝑣 − 𝑎       ،𝑎𝑏 = −𝛼2 + 휀 + 𝑣 

⇒  −𝛼2 + 휀 + 𝑣 = 𝑎(2𝑣 − 𝑎) = 𝑎2 − 2𝑣𝑎 − 𝛼2 + 휀 + 𝑣 = 0           
⇒ ∆= 4𝑣2 − 4(−𝛼2 + 휀 + 𝑣) = 4[𝑣(𝑣 − 1) + 𝛼2 − 휀]                    

 نجد:  (12.4)باستخدام المعادلة 

 𝑎 =
2𝑣 − 2√𝑣(𝑣 − 1) + 𝛼2 − 휀

2
= 𝑣 − √𝛿 + 𝛼2 − 휀 

  𝑏 = 2𝑣 − 𝑎 ⇒   2𝑣 − (𝑣 − √𝛿 + 𝛼2 − 휀) = 𝑣 + √𝛿 + 𝛼2 − 휀 

 يعطى بـ : (21.4)اذن الحل العام للمعادلة 

𝑓(𝑧) = A𝐹(𝑎, 𝑏, 𝑐; 𝑧) ,                                                                   (22.4) 
,𝑎ثابت تنظيم والمعاملات A حيث  𝑏, 𝑐 :تعطى بـ 

𝑎 = 𝑣 − √𝛿 + 𝛼2 − 휀, 𝑏 = 𝑣 + √𝛿 + 𝛼2 − 휀 , 𝑐 = 𝑣 +
1

2
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 :خلاصة الفصل   

عدم  أخر شعاعي في وجود مبدآلمي و في هذا الفصل قمنا بدراسة معادلة كلاين غوردن في بعدين في وجود حقلين س   

ين غوردن اد الحل النهائي لمعادلة كلايجإويلات وبعض الخصائص الرياضية من اليقين المعمم وقد تمكنا بعد القيام بعدة تح

يجاد التصحيح في الطاقة بدلالة الطول إ" والذي يمكننا من  hypergéométrique"والذي هو عبارة عن دالة 

.الأصغري



 

 
 

 

 ةــاتمــــخ
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في هذه المذكرة قمنا بالتعريف بنظرية الطول الأصغري ومبدأ عدم اليقين المعمم لهايزنبرغ وقدمنا البناء     

ه الميكانيك الكمي المشوه ومختلف التقريبات والنماذج المقترحة ، ثم قمنا بتطبيق هذا المبدأ الرياضي لهذ

 المعمم على بعض النماذج الكمية المعروفة وكانت التطبيقات على النحو التالي :

ل وباستعما، خترنا هزاز توافقي وذرة الهيدروجين كأمثلة(اة شرودينجر بالنسبة لحقل مركزي )درسنا معادل

استنتجنا عبارات الطاقة والتي تتعلق بالرقم الكمي  𝛽نظرية الارتياب من الدرجة الأولى لمعامل التشوه 

هذه ، ومن خلال  التجريبيةمما يسمح برفع بعض حالات التوالد ويعطينا نتائج أقرب للقيم  𝑙المداري 

 .تجريبيا 𝑚𝑖𝑛(𝑥∆)النتائج يمكننا استخلاص قيمة الطول الأصغري 

𝛼−المعمم على معادلة شرودينجر في وجود الكمون  غلهايزنبر في دراسة أخرى قمنا بتطبيق مبدأ 

𝑟2   وحاولنا

ولكننا وجدنا صعوبات في إيجاد الحل وذلك باتباع طريقة  𝑝إيجاد حلول للمعادلة في فضاء كمية الحركة 

واستطعنا باستعمال  𝑥ا ولكن في فضاء الموضع الحل العادية )في ميكانيك الكم العادي( ، لذلك قمنا بحله

 . Heunبعض التحويلات الرياضية للوصول إلى حل على شكل كثير حدود 

واخترنا معادلة كلاين غوردن في بعدين لتبسيط  نسبية وفي الأخير قمنا بتطبيق هذا المبدأ على معادلة كمية

 الحساب، وفي وجود حقلين سلمي وآخر شعاعي .

وباستعمال بعض التحويلات والخصائص الرياضية استطعنا إيجاد حلول تحليلية دقيقة ة الحركة في فضاء كمي

 . 𝛽على شكل دوال فوق هندسية تتعلق بمعامل التشوه 

 إن ميكانيك الكم المشوه رغم بعض المشاكل الرياضية فإنه يعطينا نتائج تكون أقرب للقياسات التجريبية،  
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 ت عالقة في ميكانيك الكم العادي.لول ربما كانويمكننا من تعميم وإيجاد ح

 المشاكل الرياضية:

 .صعوبة حل بعض المعادلات •

عدم التمكن من تكوين أو إنشاء نظرية حقول تسمح لنا بالحصول على المعادلة الكمية النسبية  •

 .المشوهة
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  : لخصم

 

 

 

 

Résumé: 

 

 

 

 

 

 

 

Abstract: 

 

 

 

 

 

Dans ce mémoire, nous a vans présenté le principe d'incertitude généralisé de Heisenberg, et nous a vans 

construit une mécanique quantique déformée basée sur la présence d'une longueur minimale(∆𝑥)𝑚𝑖𝑛. 

Nous a vans appliqué le principe dans les cas suivants: 

• Equation de Schrödinger pour l'oscillateur harmonique et l'atome d'Hydrogène . En utilisant la Théorie 

des perturbations au premier ordre, nous a vans obtenu des corrections dans le sporotric  d'énergie. 

• Equation de Schrödinger pour le potential 
−∝

𝑟2   , nous a vans utilisé deux representation et nous a vans 

abstenu des solutions analytiques de l'équation. 

• Equation de Klein –Gordon en présence de deux champs: scalaire et vectoriel , et nous a vans trouvé 

une solution de cette équation qui dépond du paramétré de déformation 𝛽. 

Mots-clés : Principe d'incertitude généralisé , équation de Schrödinger, équation de Klein Gordon , longueur 

minimale . 

In this Mastér thesis , we have present the generalized un certanity  princeple , which gave a deformed quantum 

mechanes based on presence of a minimal length (∆𝑥)𝑚𝑖𝑛 . 

We have applied this princple in the following cases: 

• Schrödinger equation for harmonic  oscillator and Hydrogen atom using the pertubation theory at the 

first order of 𝛽 , we have abtained correction of energy spectrun. 

• Schrödinger equation for the potenitale  
−∝

𝑟2  , we have used 2 representations and have obteiuned an 

analytcal soluition of the equation. 

• Klein-Gordon equation in the prcence of twe fields: scalar and vectoriel field , we shown a solution of 

this equation whieh depend on the parameter of deformetion 𝛽. 

Keywords: Generalzed un certainty princple , Schrödinger equation , 

Klein-Gordon eqation, minimal length. 

من وجود حد أدنى للموضع  في هذه المذكرة قمنا بتقديم مبدأ عدم اليقين المعمم لهايزنبرغ وكيفية بناء ميكانيك كمي مشوه انطلاقا

(∆𝑥)𝑚𝑖𝑛 بتطبيق هذا المبدأ على الحالات التالية : قمنا 

من الدرجة الأولى حصلنا على  تمعادلة شرودينجر بالنسبة للهزاز التوافقي وذرة الهيدروجين باستعمال نظرية الاضطرابا •

 تصحيحات في طيف الطاقة .

معادلة شرودينجر بالنسبة للكمون  •
−𝛼

𝑟2 .و ذلك باستعمال تمثيلين واستطعنا إيجاد الحلول التحليلية للمعادلة 

 .𝛽معادلة كلاين غوردن تحت تأثر حقلين سلمي وشعاعي تمكنا من إيجاد الحل التحليلي للمعادلة والذي يتعلق بالتشوه  •

 دن , الطول الأصغري.الكلمات المفتاحية : مبدأ عدم اليقين المعمم , معادلة شرودينجر, معادلة كلاين غور


