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Abstract

In this work, we have presented a precise treatment by the Green function method of

certain problems of non-relativistic quantum mechanics in high-dimensional space.

In the �rst chapter we placed the work in the context of the equations of physical ma-

thematics, we passed by a number of concepts related to this subject as : the general theory

of the ordinary di¤erential equations, the partial di¤erential equations, the conditions to

the Afterwards, we explored the concept of Green�s function and presented the di¤erent

methods of obtaining Green�s functions for the second order di¤erential equations, then

we are interested in the function of Green in classical physics. for this we have published

two examples, one for the static case and another for the dynamic case.

In the second chapter we have discussed the subject of Green�s function in quantum

mechanics where we have found it necessary to go through some basic notions of quantum

mechanics. then we gave an explicit description of the propagative concepts and functions

of Green for the Schrodinger equation. the relation with the operator of evolution ... We

thus got acquainted with certain mathematical objects, of a very current use in physics,

(in particular in modern theoretical physics) and which prove very important for the study

of a lot of problems.

In the third chapter, we calculated the function of Green relative to the time inde-

pendent Schrodinger equation in the spherical coordinate of dimension N. The potential

part in the Hamiltonian is a piecewise continuous operator obeying a spherical symmetry.

We have successfully used the technique of solving the di¤erential equation (the Bessel

equation). We have, with the help of this technique, recovered the function of Green from

two problems : the �rst is related to a potential equal to a positive constant V0 inside

sphere of radius "a" and a null operator in outside this sphere. the second is related to
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a potential equal to a negative constant (0 > V0) on the sphere of radius "a" and equal

to zero outside this sphere. For each problem, we have explicitly calculated the function

of Green in di¤erent regions of space and for cases E > V0 ; E < V0. We respected the

boundary conditions of the problems. The discrete spectra of the Hamiltonian operator

have also been derived in the case of �nite and in�nite well potentials.
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Résumé

Dans ce travail, nous avons présenté un traitement précis par la méthode de la fonction

de Green de certains problèmes de mécanique quantique dans un espace multidimensionnel.

Nous avons d�abord placé le travail dans le contexte des équations de physique ma-

thématique. Nous avons passé par un certain nombre de concepts liés aux équations di¤é-

rentielles ordinaires, équations aux dérivées partielles, conditions aux limites,etc. Ensuite,

nous avons développé le concept de la fonction de Green et présenté les di¤érentes mé-

thodes utilisées pour les obtenir, en particulier pour les équations di¤érentielles du second

ordre, puis nous nous sommes intéressés à la signi�cation physique des fonctions de Green,

et leur importance pour la résolution de divers problèmes physique.

Nous avons abordé le sujet des fonctions de Green en mécanique quantique après avoir

passé par quelques notions de base. Ensuite nous avons donné une description explicite

du concept propagateur et fonctions de Green pour l�équation de Schrodinger, la relation

avec l�opérateur d�évolution,etc. Nous avons ainsi fait connaissance avec certains objets

mathématiques, d�une utilisation très courante en physique.

Nous avons calculé la fonction de Green relative à l�équation de Schrodinger indépen-

dante du temps en coordonnées sphériques de dimension N avec des potentiels symétriques

sphériques, nous avons traité trois cas à savoir : le problème d�un puits in�ni, le problème

d�une barrière �nie, (deux cas : cas de di¤usion et le cas e¤et tunnel), et le problème d�un

puits �ni, (les états liés). Pour chaque problème, nous avons calculé explicitement la fonc-

tion de Green dans di¤érentes régions de l�espace, et nous avons respecté les conditions

aux limites des problèmes.
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 خصمل

 

 

 

  .الأبؼبد يخؼذدي فً فضبء ىيٍكبٍَكب انكى غٍش انُسب سبئمنبؼض ي لشٌٍال ود بسخؼًبلانؼًم، لذيُب يؼبنجت بفً هزا 

انًخؼهمت انُظشٌت انؼبيت ًشسَب بؼذد يٍ انًفبهٍى ف، انفٍزٌبئٍت ٍتًؼبدلاث انشٌبضٍبحان طشق دمانبذذ فً  فً سٍبق أولا وضؼُب انؼًم

 وحذذٌذا يغ ٍهبُب انطشق انًخبؼت نهذصىل ػهػشضو لشٌٍ لاوديفهىو بذزُب رى  ،انجزئٍت خفبضهٍتانو، انخفبضهٍت نًؼبدلاثبب

فٍزٌبئٍت م انئأهًٍخهب فً دم انًسبولفُب ػهى ال لشٌٍ ووذنانًؼبًَ انفٍزٌبئٍت لًُب بخىضٍخ ، رى انخفبضهٍت يٍ انشحبت انزبٍَتانًؼبدلاث 

  .يٍ(نزانًخؼهمت بب) نذٌُبيٍكٍتث انذبلاا وأ يٍ(نز)غٍش انًخؼهمت ببة خمشسًان ثنذبلاانًخخهفت، سىاء يب حؼهك يُهب بًسبئم ا

لذيُب وصفبً  ى. انًفبهٍى الأسبسٍت نًٍكبٍَكب انكانًشوس ببؼض بؼذ فً يٍكبٍَكب انكى دٍذ و دوال لشٌٍيىضىع  تُبلشبًرى لًُب 

وأهًٍخهب  خطىسانبًؤرش  خهبػلالبذزُب فً . انًخؼهمت ببنزيٍ رى انًسخمهت ػٍ انزيًٍؼبدنت ششودَغشنانخببؼت  دوال لشٌٍواضذبً نًفبهٍى 

... نمذ حؼشفُب ػهى بؼض الأشٍبء انشٌبضٍت ، يٍ الاسخخذاو انذبنً نهغبٌت فً انفٍزٌبء ، )خبصت فً فً دسبة بؼض انًمبدٌش 

 .يٍ انكزٍش يٍ انًشبكم انفٍزٌبء انُظشٌت انذذٌزت( وانخً حزبج أهًٍت كبٍشة نهذساست

او ذ)ببسخخ ة دبد يخؼذبؼأرو كشوي  فضبء فًػٍ انزيٍ ًؼبدنت ششودَجش انًسخمهت ب انًخؼهمت لشٌٍ، لًُب بذسبة دانت الاخٍشفً 

 و يؼبدنت بٍسٍمبُجبح حمٍُت دم  خخذيُبنمذ اس  .كشويحًبرم  نههبيٍهخىٍَبٌ انفً  انكًىٌ ذذ. انشوٌت فً ٌ بؼذ(كالادذارٍبث ان

 هً: هٍشةم شئيؼبنت رلاد يسبببسخخذاو دوال اسخطؼُب 

) انذبلاث  أنت انبئش انًُخه)يسأنت الاَخشبس ويسأنت انُفك انكًىيً(، وأخٍشا يس ز انكًىٌجيسأنت انبئش انلاَهبئً، يسأنت دب

 خز ببلاػخببس انششوط ػهى انذذود.لأيغ ا زاء انفضبء انًذذدأجيخخهف  فً دسبة دانت لشٌٍوبىضىح نكم يسأنت لًُب  .بطت(انًخشا
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Introduction générale

Il est di¢ cile de �xer le début précis d�un sujet vaste et diversi�é qui existe maintenant

sous le nom de "Fonctions de Green", mais l�origine de la méthode peut certainement être

associée au travail original et ingénieux de George Green (1793-1841), mathématicien

anglais, né et mort à Sneinton (près de Nottingham).

George Green, à travers sa recherche d�une formulation mathématique de la théorie

de l�électricité statique et du magnétisme, est le créateur de la théorie du potentiel. En

1828, George Green publia un travail intitulé "Essay on the Application of Mathematical

Analysis to the Theory of Electricity and Magnetism". Malgré son importance, ce travail

est passé inaperçu du monde mathématique jusqu�à sa réédition par lord Kelvin, en 1846,

dans le Journal "für Mathematik". On y trouve la formule de Green, ainsi que la fonction

de Green qui est devenue un des concepts fondamentaux de la théorie des équations aux

dérivées partielles ; c�est dans ce mémoire qu�apparaît pour la première fois le terme « po-

tentiel » , et Green n�hésite pas à considérer des potentiels dans des espaces à n dimensions

(où il introduit les fonctions appelées de nos jours ultrasphériques) [1�4].

Les fonctions de Green sont nées comme fonctions auxiliaires pour la résolution des

problèmes de valeurs aux limites. Elles ont été appliquées avec succès à résoudre divers

problèmes de Mathématique physique. Elles sont également très utiles pour transformer

les équations di¤érentielles en équations intégrales, qui sont préférées dans certains cas

comme les problèmes de di¤usion [2].

A la �n du XIXe siècle, les fonctions de Green, qui seront dénommées ainsi par Rie-

mann en 1869, seront alors abondamment utilisées, notamment par Neumann en 1877

pour sa théorie du potentiel Newtonien dans un espace à deux dimensions, puis en 1882

par Kirchho¤pour l�équation de propagation des ondes dans un espace à trois dimensions,
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et en�n par Helmholtz en acoustique. Elles sont devenues un outil essentiel en théorie

quantique des champs après que Feynman les a popularisées en 1948 sous le nom de pro-

pagateur dans sa formulation en intégrale de chemin de l�électrodynamique quantique. La

théorie des fonctions de Green forme la fondation pour le travail d�autres scienti�ques dans

beaucoup d�applications dans la physique et en génie, comme Lipschitz dans l�electrody-

namique, Betti en théorie de la chaleur et l�élasticité, et autres [5�7] .

La méthode de la fonction de Green est un formalisme très pratique en physique de

la matière condensée, et en particulier dans les propriétés de transport d�électrons (le

mouvement électronique dans la matière où apparaissent certains e¤ets de con�nement

quantique), aussi, en physique du corps solide, les fonctions de Green ont été introduites

comme fonctions de réponse, elles peuvent être utilisées pour déterminer la densité d�états

de particules, et en physique des matériaux surtout l�étude des structures périodiques et

aléatoires, la propagation des ondes dans les cristaux photoniques et phononiques. . . etc.

Dans tout cela, nous trouvons les fonctions de Green jouer un rôle important en tant

qu�outil théorique dans ce nouveau domaine de la physique moderne [8].

La mécanique quantique et les fonctions de Green semblaient, à première vue, tota-

lement indépendantes, mais au cours des 50 dernières années, les fonctions de Green se

sont révélées être un outil très utile pour résoudre nombreux problèmes dans le domaine

de la mécanique quantique. L�interprétation de propagateur des fonctions de Green est

également très utile dans la théorie des champs quantiques et, l�intégrale de chemin. La

représentation intégrale est le point de départ de la théorie des perturbations modernes.

En plus de cela, les fonctions de Green ont joué un grand rôle dans la théorie quantique

à plusieurs corps, dans la théorie des perturbations et même dans le développement de la

mécanique quantique moderne [9].

Avant d�examiner le développement des fonctions de Green dans la mécanique quan-

tique, nous devons examiner certaines propriétés générales d�une fonction de Green.

En général, le terme "Fonction de Green en physique " se réfère à ce que les mathé-

maticiens appellent la solution élémentaire ou fondamentale d�une équation di¤érentielle

linéaire à coe¢ cients constants, ou d�une équation aux dérivées partielles linéaire à coe¢ -

cients constants [10].
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Dans ce sens, on peut mentionner que les lois physiques sont écrites en termes d�équa-

tions di¤érentielles ou équations aux dérivées partielles (la loi de newton est une équation

di¤érentielle pour la position d�un objet en fonction du temps, les équations du Maxwell

sont des équations pour les champs électriques et magnétiques comme fonctions de l�espace

et temps, etc..). Généralement la quantité qui nous intéresse est reliée à une source (une

cause située à l�origine) par une équation aux dérivées partielles (EDP) linéaire. La source

est la force si nous traitons les lois de Newton et la charge et les densités de courant si nous

traitons l�électrodynamique [11]. Soulignons que la quantité physique recherchée n�est pas

determinée de manière univoque par la donnée de l�EDP qu�elle satisfait. En fait, l�unicité

est garantie en imposant des conditions auxiliaires. Celles-ci peuvent inclure des condi-

tions initiales, des conditions aux limites, des conditions de décroissance asymptotiques,

des conditions de régularité, etc [12].

Dans la plupart des situations physiques, il apparaît naturellement des conditions aux

limites (C.L.) sur la forme de la grandeur cherchée aux bords du système. Par exemple, en

électrostatique, ces conditions aux limites reviennent à prendre en compte implicitement

les contributions de sources supplémentaires qui sont induites dans le milieu extérieur au

système considéré. De manière générale, ces conditions aux limites ont une signi�cation

physique bien précise, et elles jouent ainsi un rôle crucial dans la forme de la grandeur

étudiée [13].

Mathématiquement, la détermination du type de C.L. qu�il faut imposer pour assurer

à la fois l�existence d�une solution et son unicité est en général assez délicat : en e¤et,

l�existence requiert des C.L. pas trop restrictives, tandis que l�unicité nécessite au contraire

des C.L. assez restrictives. La question fondamentale des conditions aux limites est donc

la première tâche à aborder dans chaque situation [13]. La linéarité de l�EDP permet de

déterminer le champ d�intérêt en appliquant le principe de superposition. Il est alors très

naturel d�introduire le champ particulier créé par une source ponctuelle : c�est ce champ

qui est appelé fonction de Green du problème considéré. Le champ total induit par une

distribution arbitraire de sources se réduit alors à la superposition des champs particuliers

créés par des sources ponctuelles. Cette décomposition met en lumière le rôle majeur des

fonctions de Green dans la résolution générale des EDP linéaires [13].
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Durant les dernières décennies une quantité considérable de travaux théoriques avait

été consacrée à l�étude et la compréhension des problèmes dans l�espace multidimension-

nel. L�idée de l�espace multidimensionnel a une histoire riche, remontant au moins aux

années 1910 quand la théorie de Nordstrom-Kaluza-Klein - généralement appelée théorie

de Kaluza-Klein - a été proposée. Cette théorie est un modèle physique qui cherche à

uni�er deux forces fondamentales de la gravitation et de l�électromagnétisme. Plus préci-

sément, l�idée de dimensions spatiales additionnelles vient de la théorie des cordes, la seule

théorie quantique de la gravitation jusqu�à présent [14].

Les problèmes de mécanique quantique dans l�espace multidimensionnel deviennent

de plus en plus importants pour des raisons telles que : l�approche multidimensionnelle

fournit une compréhension plus profonde de problèmes unidimensionnels en physique.

Aussi, a plusieurs dimensions, ces problèmes possédent des propriétés de symétrie. Cela

signi�e qu�une généralisation peut être un choix facilitant la solution du problème. D�autre

part, l�étude de problème dans N- dimensions donne un traitement général du problème de

telle manière que l�on peut obtenir les résultats requis dans des dimensions moindres [15].

Récemment, les chercheurs ont montré un grand intérêt pour l�étude de problème dans des

dimensions plus élevées (c�est-à-dire dans les dimensions N). Ces études fournissent des

applications utiles dans di¤érents domaines de la physique, notamment en astrophysique

et en physique des particules...

Les problèmes de mécanique quantique rencontrés dès les premiers cours de mécanique

quantique concernent les barrières de potentiel et les sauts de potentiel dans le cas à

une dimension, plusieurs articles ont été publiés dans un large éventail de revues traitant

ce genre de problèmes en utilisant la méthode de la fonction de Green. Pour les cas de

dimensions supérieures, peu de choses ont été faites surtout l�utilisation de la technique de

la fonction de Green et les méthodes des équations intégrales. Cela a été une motivation

majeure pour la recherche sur ce sujet.

L�application de la méthode des fonctions de Green pour résoudre des problèmes en

mécanique quantique exige la connaissance de la fonction de Green pour l�équation de

Helmholtz [ 5 ]. Les fonctions de Green de l�équation de Helmholtz dans des régions

régulières sont bien connues. Dans les références [ 16 ] et [ 17 ], la fonction de Green pour
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l�équation de Schrodinger avec des potentiels rectangulaires de dimension un et le potentiel

saut de heaviside et les barrières de potentiel dans un espace de dimension un ont été résolus

exactement. Dans [ 18 ], la fonction de Green a été étudiée pour le problème de Kirchho¤-

Poisson de la plaque circulaire mince. La fonction de Green a été également étudiée dans

deux dimensions pour un potentiel continu par morceaux [ 19 ] et dans trois dimensions

pour un potentiel continu par morceaux possédant une symétrie sphérique [ 20 ]. Dans [ 21-

22 ] la fonction de Green a été analysée dans le domaine elliptique. Le problème de di¤usion

en mécanique quantique en deux dimensions a été également traité asymptotiquement dans

[ 23 ]. Fonction de Green et amplitudes de di¤usion dans l�espace multi-dimensionnel ont

été abordées en [ 24 ]. La fonction de Green pour l�oscillateur harmonique isotrope de

dimension N a été étudiée en [51], Dans [26-27] la fonction de Green a été traitée en

employant les méthodes d�approximation. L�équation de Schrodinger pour des modèles

quantiques possédant la symétrie sphérique tels que le problème d�atome d�hydrogène a

été résolue dans des dimensions plus élevées [ 28 ]. Les formes exactes des fonctions de

Green et les fonctions de Green généralisées pour l�opérateur de Helmholtz sur la sphère

unité de dimension N, qui correspond à la partie angulaire de l�opérateur de Helmholtz

a été obtenue en [ 29-30 ]. Quelques travaux récents sur l�équation de Schrodinger à N

dimensions se trouvent dans la liste de référence [ 31-36 ].

Dans ce travail nous avons étudié par la méthode des fonctions de Green la partie

radiale de l�équation de Schrodinger avec un opérateur potentiel dans un espace à N

dimension.

En mécanique quantique, si le potentiel est constant dans un domaine et est égal à

zéro à l�extérieur (ou vice versa), la solution de l�équation de Schrodinger et la dérivée de

la solution sont continues sur la frontière. Spéci�ons encore nos problèmes : l�équation de

Schrodinger prend deux formes di¤érentes selon que l�on est à l�intérieur ou à l�extérieur

du domaine. Ce type de problème correspond à la mécanique quantique dans l�étude d�une

particule soumise à un potentiel qui est une constante à l�intérieur du domaine et est égal

à zéro à l�extérieur.

Cette thèse se subdivise en trois chapitres structurés de la manière suivante :

Le premier chapitre est consacré essentiellement aux rappels théoriques et généraux.
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Nous y présentons la théorie générale des équations di¤érentielles ordinaires d�ordre n, le

concept général de la fonction de Green, les di¤érentes méthodes d�obtenir les fonctions

de Green pour les équations di¤érentielles du seconde ordre, la construction de la fonction

de Green pour ce type d�équations, puis on s�intéresse à la fonction de Green pour des

équations de la physique classique, en illustrant par des exemples.

Au deuxième chapitre, nous passons par quelques notions de base de la mécanique

quantique, ensuite nous donnons une description explicite du concept de propagateur et

fonctions de Green pour l�équation de Schrodinger, la relation avec l�opérateur d�évolution,

la fonction de Green et l�opérateur de Green. Nous avons présenté le calcul de la fonction

de Green pour une particule libre, la méthode de la théorie des perturbations adaptée à la

mécanique quantique en présentant une intérprétation physique aux termes de la série de

perturbation. Nous avons également présenté le rôle du propagateur de Feynmann et sa

relation avec la fonction de Green ainsi qu�avec la fonction d�onde, solution de l�équation

de Schrodinger. Nous avons achevé ce chapitre par l�élaboration de l�équation intégrale

gouvernant la fonction de Green.

Dans le troisième chapitre, nous avons donné au début un rappel sur la notion d�éspace

à dimension élévée, les coordonnées hypersphériques, ensuite nous avons presenté l�équa-

tion de Schrodinger dans une espace de dimension arbitraire N, puis nous avons entamé le

calcul des fonctions de Green pour des cas où le potentiel dans l�équation de Schrodinger

est continu par morceaux. Nous avons appliqué la théorie du potentiel symétrique sphé-

rique (axi-symétrique) dans l�espace multidimensionnel dé�ni comme constante positive à

l�intérieur de la sphère et zéro en dehors de la sphère pour le cas E > V0 . Le cas où 0

< E < V0 est aussi présenté, nous avons e¤ectué le calcul en employant la continuité de

la solution et de sa premiere dérivée sur la frontière. Le cas du potentiel puits sphérique

sera discuté quand nous étudierons le problème avec le potentiel négatif à l�intérieur de

la sphère et zéro en dehors de la sphère. Ici, nous avons également employé la continuité

de la solution et de sa premiere dérivée sur la frontière pour obtenir la fonction de Green

associée.

Nous avons clôturé ce travail par une conclusion et des perspectives.
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Chapitre 1

La fonction de Green en Physique

Mathématique

1.1 Introduction

Les fonctions de Green sont nommées d�après le mathématicien britannique George

Green, qui a développé le concept dans les années 1830. Les méthodes de fonction de

Green permettent de mettre en relation une équation di¤érentielle contenant un terme

inhomogène (souvent appelé terme source) avec un opérateur intégral. Il peut être utilisé

pour résoudre des équations di¤érentielles ordinaires et partielles (qui seront notées en

abrégé EDP dans la suite).

Les équations di¤érentielles linéaires du second ordre jouent un role fondamental en

mécanique et en physique. D�ailleurs, on ne peut pas aller plus loin dans le développement

de la mécanique des �uides, de la conduction de la chaleur, du mouvement des vagues, des

phénomènes électromagnétiques, et de la mécanique quantique, sans savoir résoudre les

équations di¤érentielles linéaires de deuxième ordre. On les rencontre soit directement, soit

comme intermédiaire dans la résolution des équations aux dérivées partielles linéaire du

second ordre. Rappelons que, à ces équations, on associe souvent des conditions aux limites,

pour incorporer les caractéristiques physiques du problème considéré. Il est bien connu que

la théorie des équations di¤érentielles est intimement liée à la théorie des opérateurs.

L�objectif de ce chapitre est de donner une introduction rappelant les principaux
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concepts et propriétés importantes de la théorie de fonction de Green. Nous aborderons

ce sujet que très légèrement ici, et nous nous contentons de rappeler les grands principes

de la méthode (sans se soucier de la rigueur mathématique). Et, a�n de présenter les idées

clés dans le contexte le plus simple possible, nous allons présenter quelques notions de base

concernant le sujet. Ce chapitre constitue alors la base des applications que nous allons

présenter plus loin dans ce travail.
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1.2 Notions de base

1.2.1 Les équations di¤érentielles ordinaires (EDO) :

Une équation di¤érentielle est une équation ayant pour inconnue une fonction ; elle se

présente sous la forme d�une relation entre cette fonction inconnue et ses dérivées succes-

sives.

F (x; y(x); y0(x); :::::::y(n)(x)) = 0 (1.1)

On dit que l�équation di¤érentielle est d�ordre n, où n est l�ordre de dérivations le plus

élevé qui apparait dans l�équation.

Une équation di¤érentielle d�ordre n est linéaire si elle est de la forme

a0(x)y + a1(x)y
0 + :::+ an(x)y

(n) = g(x) (1.2)

où les ai et g sont des fonctions réelles continues sur un intervalle I � R

Une équation di¤érentielle linéaire est homogène, (ou sans second membre), si la

fonction g ci-dessus est la fonction nulle :

a0(x)y + a1(x)y
0 + :::+ an(x)y

(n) = 0 (1.3)

1.2.2 Les équations aux Dérivées Partielles (EDP)

Une équation aux dérivées partielles est une équation mathématique contenant, en plus

de la variable dépendante (u : ci-dessous) et les variables indépendantes (x; y; :::ci-dessous),

une ou plusieurs dérivées partielles. Cette équation est de la forme.

F (x; y; :::::u;
@u

@x
;
@u

@y
; :::

@2u

@x2
;
@2u

@x@y
;
@2u

@y2
; :::) = 0 (1.4)

où F est une fonction de plusieurs variables. Considérons les variables indépendantes

(x; y; :::) appartenant à un domaine 
 convenable de Rn.
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L�ordre d�une EDP est l�ordre de la dérivée partielle d�ordre le plus élevé.

La solution d�une EDP est une fonction de plusieurs variables. Par conséquent, le

domaine sur lequel on résout l�EDP joue un rôle essentiel et il est important de le connaître

dès le début.

En général, il existe des conditions au bord (c�est à dire des conditions sur la fonction

en tout point du bord du domaine), des conditions initiales (lorsque l�une des variables

représente le temps par exemple, on possède des informations sur la fonction à t = 0), etc.

Les EDP proviennent de la modélisation mathématique, c�est à dire de la transcription

en équations, de problèmes intervenant dans tous les domaines des sciences : physique,

chimie, biologie, �nance... Les EDP les plus utilisées en physique sont de second ordre

pour l�espace, et de premier ou de second ordre pour le temps. Ce sont les équations de la

chaleur, de Laplace et de Poisson, et l�équation d�onde.

Beaucoup d�équations de la Physique, comme par exemple l�équation des ondes, l�équa-

tion de Laplace, l�équation de la chaleur, l�équation de Schrodinger etc..., peuvent être trai-

tées grâce à la méthode de séparation des variables qui ramène ces équations aux dérivées

partielles à des équations di¤érentielles linéaires du second ordre de la forme

�(x)
d2u

dx2
+ �(x)

du

dx
+ 
(x)u(x) = �u(x); ou � 2 C; (1.5)

équations dont on cherche les solutions u satisfaisant à des conditions imposées par le

problème physique étudié.

1.2.3 Equations di¤érentielles et opérateurs

L�équation (1:2) peut s�écrire sous la forme

L(u) = f(x; y; :::) (1.6)

où L est un opérateur di¤érentiel, f(x; y; :::) est une fonction donnée et u est une fonction

à déterminer.

Un opérateur L est linéaire si et seulement si L(au + bv) = aL(u) + bL(v) quelque
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soient les nombres réels a; b et les bonnes "bien dé�nis" fonctions u; v:

Une EDP est dite linéaire si elle est de la forme Lu = f(x; y; :::) où L est un opérateur

linéaire, f(x; y; :::) est une fonction des n variables indépendantes, (x; y; :::) appartenant à

un domaine 
 convenable de Rn et u est la fonction recherchée. Si en plus f(x; y; :::) � 0,

on dit alors que l�équation est linéaire homogène. Sinon elle est non-homogène.

1.2.4 Opérateur de Sturm-Liouville

L�opérateur de Sturm Liouville est la forme la plus générale d�opérateur di¤érentiel de

second ordre qui peut être écrit sous la forme d�équation

Lu =
d

dx
(p(x)

du

dx
) + q(x)u(x) = 0: (1.7)

Beaucoup d�équations les plus importantes en physique mathématique sont des équations

de S-L. Par exemple,

p(x) = 1; q(x) = 0;
d2u

dx2
= 0; équation de Laplace

p(x) = 1; q(x) = k2;
d2u

dx2
+ k2u = 0; équation de Helmholtz

(1� x2)
d2u

dx2
� 2xdu

dx
+ l(l + 1)u = 0; équation de Legendre

d2u

dx2
� 2xdu

dx
+ 2�u = 0; équation de Hermite

x
d2u

dx2
� (1� x)

du

dx
+ �u = 0; équation de Laguerre

x2
d2u

dx2
+ x

du

dx
+ (x2 � n2)u = 0; équation de Bessel

d2u

dx2
+ !20u = 0; équation d�oscillateur harmonique simple

Il convient de noter que toute équation di¤érentielle linéaire de second ordre peut être

changée en forme d�équation de SL.
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1.2.5 Problème aux limites

En mathématiques, dans le domaine des équations di¤érentielles, un problème de va-

leurs aux limites est une équation di¤érentielle (ou plus généralement aux dérivées par-

tielles) associée à un ensemble de contraintes supplémentaires, appelées les conditions aux

limites. Une solution à un problème de valeurs aux limites est une solution à l�équation

di¤érentielle qui satisfait également à valeurs imposées en des limites du domaine de ré-

solution.

Pour être utile dans les applications, un problème de valeurs aux limites devrait être

bien posé. Cela signi�e que, pour dé�nir univoquement la solution d�une équation aux dé-

rivées partielles, il est essentiel d�imposer des conditions aux limites sur la quantité recher-

chée. Il faut garder à l�esprit que des conditions aux limites (CL) voisines peuvent conduire

à des solutions extrêmement di¤érentes. De plus, ces conditions aux limites doivent être

ajustées de sorte à incorporer les caractéristiques physiques du problème considéré.

Les problèmes de valeurs initiales (CI) sont similaires aux problèmes de valeurs aux

limites. Un problème de valeurs aux limites a des conditions spéci�ées aux extrêmes ("li-

mites") de la variable indépendante dans l�équation alors qu�un problème de valeur initiale

a toutes les conditions spéci�ées à la même valeur de la variable indépendante (et cette

valeur est à la limite inférieure du domaine, d�où le terme "valeur initiale").

Par exemple : L�équation d�une corde vibrante, de la forme @2y
@x2

= 1
v2
@2y
@t2
, où t est une

variable de temps, x désigne les abscisses des points de la corde, et y leur ordonnée dont

on cherche la variation en fonction de x et t, s�accompagne d�une condition initiale, donnée

par y(x; 0) = f(x) et d�une condition aux limites, la stabilité des deux points extrêmes de

la corde, donnée par y(0; t) = y(1; t) = 0

1.2.6 Fonction delta de Dirac :

On appelle fonction (ou plus exactement distribution) de Dirac la fonction :

�(x� a) =

8<: 0; si x 6= a

+1; si x = a
(1.8)
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et telle que Z +1

�1
�(x� a)dx = 1 (1.9)

Dans certains cas, on utilise une notation comme :

�a(x) = �(x� a) (1.10)

C�est la limite d�une impulsion rectangulaire d�aire = 1 lorsque sa durée tend vers 0

(et par conséquent lorsque sa hauteur tend vers l�in�ni, ce qui n�en fait pas exactement

une fonction).

En étudiant les techniques de FG, nous allons rencontrer quelques propriétés de la

fonction delta de Dirac. Z +1

�1
dxf(x)�(x� a) = f(a) (1.11)

�(x� a) = �(a� x)! �(x) = �(�x) (1.12)

�(ax) =
1

jaj�(x); a 6= 0 (1.13)

Z +1

�1
dxf(x)�0(x� a) = �f 0(a) (1.14)

Z x

�1
dx0�(x0) = H(x)$ �(x) =

dH(x)

dx
(1.15)

où H(x) est la fonction échelon (Heaviside).

�(x� a) =
1

2�

Z +1

�1
eip(x�a)dp =

1

2�

Z +1

�1
e�ip(x�a)dp (1.16)

1.2.7 Transformée de Fourier

On présente la transformation de Fourier (abrégée TF) avec les conventions habituelles

des physiciens.

Par dé�nition, on a les relations de passage entre les deux représentations :

ef(k) = 1p
2�

Z +1

�1
f(x)e�ikxdx$ f(x) =

1p
2�

Z +1

�1
ef(k)eikxdk (1.17)
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En mécanique quantique, du fait de la relation p = ~k, on dé�nit la fonction d�onde

donnant la distribution en impulsion grace à la transformée de Fourier et en introduisant

~ e (p) = 1p
2�

Z +1

�1
 (x)e�ipx=~dx$ f(x) =

1p
2�

Z +1

�1
e (p)eipx=~dp (1.18)

la TF de distribution de Dirac

e�x0(p) = 1p
2�

Z +1

�1
�(x� x0)e

�ipx=~dx

=
1p
2�
e�ipx0=~ (1.19)

Et en particulier : e�0(p) = 1p
2�

(1.20)

un point trés utile des transformées de Fourier, notamment pour résoudre les équations

di¤érentielles linéaires, est que l�opération de dérivation de la fonction se traduit dans la

représentation réciproque par une multiplication par la variable k. Concrétement, on voit

à partir des dé�nitions que :

f 0(x) =
df

dx
$ ikf(k) (1.21)

et, de façon analogue, dans l�autre sens

xf(x)$ if 0(k) (1.22)

1.3 La théorie de fonction de Green :

1.3.1 Dé�nition des fonctions de Green :

Considérons un système contenu dans un domaine 
 de dimension quelconque, et

comprenant des sources distribuées avec une certaine densité �(r), où ici r désigne un point

du domaine 
. Supposons que ces sources induisent un certain champ �(r), univoquement
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déterminé par le système

L�(r) = �(r); (1.23)

C:L:(�):

la notation C:L:(�) représente les conditions aux limites spéci�ques à la situation

étudiée. En géneral, celles-ci porteront sur la valeur de �(r) et/ou de ses dérivées spatiales

sur le bord du domaine 
.

L�EDP satisfaite par � étant linéaire, il est préférable d�introduire le principe de su-

perposition, i.e. de décomposer � comme la somme de champs créés par des sources élé-

mentaires adéquates.

En vertu de l�identité

�(r) =

Z



dr0�(r0)�(r � r0) (1.24)

valable pour r strictement à l�intérieur de 
 (et non sur la frontière @
), il est naturel

d�introduire l�ensemble de toutes les sources ponctuelles, chacune d�elles localisée en un

point quelconque r0 de 
: A chacune de ces sources localisée en un point r0 donné est

associée une densité purement locale qui n�est autre que �(r � r0). Chacune d�entre elles

induit un champ élémentaire, dé�ni univoquement par la donnée de conditions aux limites

sur la frontière @
. Ce champ est appelé fonction de Green de l�opérateur L, et il est donc

dé�ni par le système [13]

LrG(r; r
0) = �(r � r0); (1.25)

C:L(G):

Soulignons que la fonction de Green G(r; r0) dépend de deux positions qui ne jouent

pas le même rôle : r désigne le point d�observation où le champ élémentaire est évalué,

alors que r0 dénote la position de la source ponctuelle. Ainsi dans l�EDP satisfaite par

G(r; r0), l�opérateur agit sur la variable r, ce qui est stipulé par la notation Lr. De plus, il

existe souvent plusieurs types de C:L, qui, en particulier, peuvent être di¤érentes de celles

dé�nissant �.
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Poursuivons maintenant l�idée de superposition. Considérons pour cela le champ �,

dé�ni comme la combinaison linéaire, sommée sur r, des champs élémentaires G(r; r0)

pondérés par �(r0), alors le champ � peut être écrit :

�(r) =

Z



dr0G(r; r0)�(r0): (1.26)

1.3.2 Propriétés usuelles

Quelques propriétés simples des fonctions de Green découlent immédiatement de leur

dé�nition. Ces propriétés sont reliées aux symétries du problème déterminées à la fois

par la forme du domaine 
, la structure de l�opérateur L et la nature des conditions aux

limites. Dans la suite, nous énumérons celles qui sont le plus fréquemment rencontrées.

Réciprocité.

Supposons que L soit hermitien dans l�ensemble des fonctions dé�nies dans 
 et

satisfaisant à des C:L: données.

G(�!r 1;�!r 2) = G�(�!r 2;�!r 1); 8�!r 1;�!r 2 2 
 (1.27)

Cette propriété est un cas particulier de relations dites de réciprocité.

Dans le cas où G est réelle

G(�!r 1;�!r 2) = G(�!r 2;�!r 1); (1.28)

Alors, les points �!r 1 et �!r 2 jouent des rôles symétriques : le champ élémentaire créé en
�!r 1 par �!r 2, est identique à celui créé par �!r 2 en �!r 1.

Invariance par translation.

Si les symétries du problème impliquent l�invariance par translation, alors G(�!r 1;�!r 2)

est fonction uniquement de la di¤érence �!r 1 ��!r 2.
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G(�!r 1;�!r 2) = G(�!r 1 ��!r 2); (1.29)

Invariance par translation et rotation.

Si les symétries du problème induisent la double invariance par translation et rotation.

alors G est une fonction uniquement de la distance relative j�!r 1 ��!r 2j.

G(�!r 1;�!r 2) = G(j�!r 1 ��!r 2j); (1.30)

1.3.3 La fonction de Green sous forme opératoriel

Revenons à l�équation générale (1:23) avec les conditions aux limites C:L proposées.

Ces C:L: dé�nissant une solution � unique pour chaque �, l�opérateur inverse L�1 est alors

bien dé�ni. Cet opérateur inverse dépend de C:L: choisies.

Pour des C:L: données, nous pouvons donc écrire

�(�!r ) = L�1�(�!r ) (1.31)

Dans ce langage opératoriel, la fonction de Green G(�!r ;�!r 0) est obtenue par la spéci�-

cation de la formule d�inversion (1:31) au cas d�une source ponctuelle de densité associée

�(�!r ��!r 0), i.e. :

G(�!r ;�!r 0) = L�1�(�!r ��!r 0) (1.32)

où L�1 agit sur la position �!r .

Il est aisé de trouver que,

�(�!r ) =
Z
d�!r 0�(�!r 0)L�1�(�!r ��!r 0): (1.33)

Cette expression correspond bien à la forme (1:26) de la solution générale en � avec

G(�!r ;�!r 0) = L�1�(�!r ��!r 0):
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Extensions et réécritures

Nous avons introduit la notion de fonction de Green dans le contexte de la détermi-

nation d�un champ créé par des sources données. Il se trouve que cette notion peut être

étendue à d�autres situations physiques, comme en mécanique quantique, où l�enjeu n�est

plus la détermination d�un champ créé par une source.

Pour une simpli�cation des manipulations algébriques et pour des interprétations et

extensions ultérieures, il est particulièrement utile de réécrire la formule d�inversion (1:32),

en introduisant les concepts spé�ci�ques aux espaces vectoriels. Ici, l�espace vectoriel en

question n�est autre que l�espace des fonctions dé�nies sur 
 avec les C.L. données. Cet

espace de dimension in�nie est un espace de Hilbert.

Dans un tel cadre, la formule d�inversion (1:32) devient :

G(�!r ;�!r 0) =

�!r j L�1 j �!r 0� (1.34)

où nous avons utilisé la notation de Dirac. Ainsi, la fonction de Green G(�!r ;�!r 0) créée,

en un point d�observation �!r par une source localisée en �!r 0, n�est autre que la composante

suivant le vecteur de base j�!r i du vecteur image L�1 j�!r 0i de j�!r 0i par l�opérateur L�1, i.e.

l�élément de matrice de L�1 entre h�!r j et j�!r 0i :

1.3.4 La fonction de Green pour les EDO inhomogènes de 2eme

ordre :

En utilisant le concept de fonction delta, nous allons maintenant développer une théorie

systématique des fonctions de Green pour les EDO.

Considérons un opérateur di¤érentiel linéaire de second ordre L sur[a; b], c�est-à-dire :

Ly(x) = �(x)
d2

dx2
y + �(x)

d

dx
y + 
(x)y = f(x): (1.35)

où �; �; 
, sont continues,f(x) est borné, et � est non nul (sauf peut-être à un nombre

de points isolés), et a � x � b (a, b peuvent être �1).

Pour cet opérateur L, la fonction de Green G(x;x0) est dé�nie comme la solution du
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problème

LG(x; x0) = �(x� x0): (1.36)

satisfaisant aux conditions aux limites homogènes G(a; x0) = G(b; x0) = 0. (d�autres

C.L homogènes peuvent être utilisées aussi, mais pour plus de clarté, nous traiterons que

celles -ci).

La fonction de Green a la propriété fondamentale suivante : la solution au problème

inhomogène Ly = f(x) avec des conditions aux limites homogènes y(a) = y(b) = 0 peut

être exprimée comme

y(x) =

Z b

a

G(x; x0)f(x0)dx0 (1.37)

G est le noyau d�un opérateur intégral qui agit comme une inversion de l�opérateur

di¤érentiel L. Notez que G dépend de L, mais pas de la fonction source f .

L�importance de la fonction de Green vient du fait que, compte tenu de notre solution

G(x; x0) à l�équation (1:36), on peut résoudre immédiatement le problème plus général

Ly(x) = f(x) de (1:35) pour un terme source arbitraire f(x), directement à partir de la

formule intégrale eq. (1:37).

Nous pouvons facilement établir la validité de l�eq. (1:37) comme une simple consé-

quence de (1:35) en utilisant la propriété de la fonction delta Dirac :

Ly(x) = L

Z b

a

G(x;x0)f(x0)dx0 (1.38)

=

Z b

a

[LG(x;x0)] f(x0)dx0

=

Z b

a

�(x� x0)f(x0)dx0 = f(x)

puisque la fonction de Green est la seule chose qui dépend de x. On note aussi que la

solution (1:37) ainsi construite obéit à y(a) = y(b) = 0 comme une conséquence directe de

ces conditions sur la fonction de Green.

y(a) =

Z b

a

G(a;x0)f(x0)dx0 = 0 =

Z b

a

G(b;x0)f(x0)dx0 = y(b) (1.39)
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Car que G(x; x0) = 0 en x = a; b:

1.4 Méthodes d�obtention de la fonction de Green :

Il existe plusieurs méthodes standard pour trouver la fonction de Green. Nous intro-

duisons ici la méthode d�expression par morceaux, la méthode des fonctions propres et la

méthode de transformation de Fourier [35] :

1.4.1 Méthode d�expression par morceaux :

Notre méthode repose sur le fait que pour tout x 6= x0 éloigné de x0, LG = 0, G peut

être construite en termes de solutions de l�équation homogène convenablement adaptée à

travers x = x0 (cf ci-dessous). Nous procédons avec les étapes suivantes [36] :

1- Résoudre l�équation homogène Ly = 0 sur [a; b] et trouver des solutions y1 et y2

satisfaisant respectivement les deux C.L à savoir. y1(a) = 0 et y2(b) = 0.

Notez que la solution homogène générale satisfaisant y(a) = 0 est y(x) = cy1(x) pour

c constante arbitraire (et de même y(x) = cy2(x) pour y(b) = 0).

2- Considérant maintenant l�intervalle [a; b] divisé en x = x0. Puisque pour chaque x0,

G(a; x0) = G(b; x0) = 0, nous dé�nissons :

G(x; x0) =

8<: A(x0)y1(x); a � x � x0

B(x0)y2(x); x0 � x � b:
(1.40)

Notez que les coe¢ cients A et B sont indépendants de x mais dépendent généralement

du point de séparation x0.

3- Nous avons besoin de deux autres conditions sur G (pour chaque x0) pour �xer les

coe¢ cients A et B. Ces conditions sont :

Condition de continuité : la fonction G(x;x0) est continue en x pour x0 �xe, en

particulier elle est continue au point x = x0 :

A(x0)y1(x
0) = B(x0)y2(x

0) (1.41)
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Condition de saut : pour chaque x0; G0(x; x0) subit en ce point un saut de valeur 1
�(x0)

�
dG

dx

�x=x0+
x=x0�

=
1

�(x0)
(1.42)

c�est à dire.

B(x0)y02(x
0)� A(x0)y01(x

0) =
1

�(x0)
(1.43)

Récrivons les deux égalités :8<: �A(x0)y1(x0) +B(x0)y2(x
0) = 0

�A(x0)y01(x0) +B(x0)y02(x
0) = 1

�(x0)

(1.44)

Le déterminant du système est le wronskien W [y1(x); y2(x)] = y1y
0
2 � y2y

0
1 calculé en

x = x0 pour les solutions linéairement indépendantes y1(x) et y2(x) de l�équation (1:35).

Donc :

W [y1(x); y2(x)] 6= 0; (1.45)

de sorte que A(x0) et B(x0) de (1:40) se dé�nissent de suite :

A(x0) =
y2(x

0)

�(x0)W (x0)
(1.46)

B(x0) =
y1(x

0)

�(x0)W (x0)
(1.47)

Portant les expressions de A(x0) et B(x0) dans (1:40) nous obtenons �nalement :

G(x;x0) =

8<:
y1(x)y2(x0)
�(x0)W (x0) ; a � x < x0

y2(x)y1(x0)
�(x0)W (x0) ; x0 < x � b:

(1.48)

En outre, la fonction de Green peut être exprimée comme une équation unique en

fonction de la fonction Heaviside H(x) (où H(x) = 0 si x < 0, et H(x) = 1 si x > 0) :

G(x;x0) =
1

�(x0)W (x0)
[H(x0 � x)y1(x)y2(x

0) +H(x� x0)y2(x)y1(x
0)] :
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ou sous une autre forme :

G(x; x0) = y1(x<)y2(x>)=�(x
0)W (x0): (1.49)

avec x> = max(x; x0); et x< = min(x; x
0)

Et la solution de Ly = f est

y(x) =

Z
G(x; x0)f(x0)dx0 (1.50)

= y2(x)

Z x

a

y1(x
0)

�(x0)W (x0)
f(x0)dx0 + y1(x)

Z b

x

y2(x
0)

�(x0)W (x0)
f(x0)dx0

Notez que l�intégrale
R b
a
est séparée en x en deux parties (1)

R x
a
et (2)

R b
x
. Dans la

gamme (1) nous avons x0 < x donc en utilise la deuxième expression de l�éq. (1:48) pour

G(x; x0). qui incorpore la CL en x = b. Pour (2) nous avons x > x0 nous utilisons donc la

première expression deG(x; x0) donnée par l�équation. (1:48). qui incorpore la CL en x = a

1.4.2 Méthode des fonctions propres :

Il y a des moments qu�il pourrait ne pas être si simple de trouver la fonction de Green

sous la forme fermée simple que nous avons vu jusqu�à présent. Cependant, il existe une

méthode pour déterminer les fonctions de Green des problèmes de valeurs aux limites de

Sturm-Liouville sous la forme d�une developpement sur la base des fonctions propres [37].

Considérons l�équation di¤érentielle

Ly(x) = f(x); x 2 [a; b] (1.51)

avec les conditions aux limites appropriées, où L est l�opérateur de Sturm-Liouville

L =
d

dx
(p(x)

d

dx
)� q(x): (1.52)

Nous avons vu que l�opérateur L a un ensemble complet de fonctions propres dé�nies

par l�équation
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L'n(x) = �n'n(x) (1.53)

où �n sont les valeurs propres et 'n(x) les fonctions propres satisfaisant à la relation

d�orthogonalité et à la relation de fermeture

Z
'�n(x)'m(x)dx = �nm (1.54)

X
'�n(x)'n(x

0)dx = �(x� x0) (1.55)

Dans l�intervalle x 2 [a; b], nous pouvons developper y(x) et f(x) en fonction de l�en-

semble f'n(x)g

y(x) =
1X
n

�n'n(x) (1.56)

f(x) =
1X
n

�n'n(x)

où �n et �n sont les coe¢ cients de developpement :

�n =

Z b

a

'�n(x)y(x)dx (1.57)

�n =

Z b

a

'�n(x)f(x)dx

Opérant sur y(x) avec L, nous obtenons

Ly(x) = L
1X
n

�n'n(x) (1.58)

=
1X
n

�nL'n(x)

En utilisant l�équation (1:58) avec l�équation de la valeur propre (1:53) et l�équation

(1:56) nous pouvons écrire

Ly(x) = f(x)
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comme
1X
n

[�n�n � �n]'n(x) = 0 (1.59)

Parce que les 'n sont linéairement indépendant, la seule façon de satisfaire cette équa-

tion pour tout n est de mettre l�expression à l�intérieur des crochets égale à zéro, obtenant

ainsi

�n =
�n
�n

(1.60)

Nous utilisons cela dans l�équation (1:56) pour écrire

y(x) =

1X
n

�n
�n
'n(x) (1.61)

Après avoir substitué le �n donné dans l�équation (1:57), on obtient

y(x) =

Z b

a

1X
n

'�n(x)'n(x
0)

�n
f(x0)dx0 (1.62)

En utilisant la dé�nition de la fonction de Green, c�est-à-dire

y(x) =

Z b

a

G(x; x0)f(x0)dx0; (1.63)

on obtient

G(x; x0) =
1X
n

'�n(x)'n(x
0)

�n
(1.64)

En général, nous rencontrons des équations di¤érentielles données comme

(L� �)y(x) = f(x) (1.65)

où la fonction de Green pour l�opérateur (L� �) peut s�écrire

G(x; x0) =

1X
n

'�n(x)'n(x
0)

�n � �
(1.66)

La connaissance du spectre de l�opérateur L, donne donc accès via la représentation
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(1:66) à la fonction de Green correspondant aux C.L. considérées. Remarquons que si L

est hermitien, alors ses valeurs propres �n sont toutes réelles : ceci permet de retrouver la

relation de réciprocité (1:27) en prenant le complexe conjugué de la représentation (1:66).

Notez que dans le espace des fonctions complexes, la fonction de Green est hermitienne

G(x; x0) = G�(x0; x) (1.67)

Extensions et notations

Dans l�élément de matrice (1:34), écrivons L�1 = L�1I, où I est l�opérateur identité.

Remplaçons ensuite I par la somme des opérateurs de projection orthogonale suivant les

vecteurs propres j'ni de L,

I =
X

j'ni h'nj ; (1.68)

cette identité étant une simple réécriture de la relation de complétude.

Nous obtenons

G(�!r ;�!r 0) =

�!r j L�1I j �!r 0� (1.69)

=
D�!r j L�1X j'ni h'nj �!r 0

E
=
X

��1n h�!r j'ni h'nj �!r 0i

ce qui redonne bien la représentation spectrale (1:64) via les identi�cations h�!r j 'ni =

'n(
�!r ) et h'n j �!r 0i = '�n(

�!r 0).

Nous allons présenter dans le prochain chapitre des exemples d�extensions et d�autres

interprétations des fonctions de Green basées sur l�écriture matricielle (1:69).

1.4.3 Méthode de transformée de Fourier :

Une autre méthode commode - quelque fois - consiste à calculer les fonctions de Green

par intégration du contour et utilisation du théorème des résidus de Cauchy. La trans-

25



formée de Fourier de la fonction de Green contiendra généralement des pôles simples. La

transformée de Fourier inverse peut ensuite être calculée via l�intégration de contour pour

obtenir la fonction de Green dans l�espace de position [35].

Lorsque l�équation aux dérivées partielles est une équation à coe¢ cients constants, la

méthode de choix consiste à passer par la transformée de Fourier. Nous allons l�illustrer

dans di¤érents exemples plus loin dans ce chapitre.

1.5 La fonction de Green en physique :

Les lois de la physique sont écrites en termes d�équations di¤érentielles (la loi de Newton

est une équation di¤érentielle de la position d�un objet en fonction du temps, les équations

de Maxwell sont des équations di¤érentielles des champs électriques et magnétiques en

fonction de l�espace et du temps, etc. Généralement, la quantité qui nous intéresse est une

fonction u et la physique nous dit quel est l�opérateur di¤érentiel L approprié. Le membre

de droite de l�équation di¤érentielle Lu(x) = f(x) est le terme source. C�est la force si

nous traitons les lois de Newton et les densités de charge et de courant si nous traitons

l�électrodynamique. Il est généralement considéré comme donné. Lorsque le terme source

est une fonction delta de Dirac, la quantité d�intérêt, u devient la fonction de Green de

l�opérateur L.

1.5.1 Signi�cation physique de la fonction de Green :

Généralement, en physique nous pouvons avoir deux situations di¤érentes [13] :

1- Situation stationnaire :

Dans cette situation toutes les quantités en jeu sont indépendantes du temps. La quan-

tité physique étudiée est une fonction dépendante uniquement des coordonnées spatiales.

c�est-à-dire un champ statique déterminé par une EDP et par des conditions aux limites

spéci�ques au problème étudié.
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L�(r) = �(r);

C:L:(�):
(1.70)

Donc les fonctions de Green correspondantes s�appellent indépendantes du temps, et

représentent la distribution spatiale du champ au point r0 généré par une

"source ponctuelle". Ex : champs electrostatique

LrG(r; r
0) = �(r � r0): (1.71)

En utilisant le principe de superposition, nous montrons que l�intégrale de ces fonctions

de Green sur tous les points sources est bien solution de l�EDP considérée.

En dé�nitive, la solution de l�eq (1:70) peut être écrite sous la forme :

�(r) =

Z
G(r; r0)�(r0)dr0 (1.72)

2- Situation dynamique :

Dans cette situation la densité de sources �(r; t) dépend, cette fois-ci, aussi du temps

t. Ces sources induisent le champ �(r; t), qui est une solution particulière de l�EDP

L�(r; t) = �(r; t) (1.73)

où L est un opérateur linéaire dépendant des coordonnées spatiales et temporelles.

Naturellement, le champ � est déterminé par cette EDP et par les conditions aux

limites spéci�ques au problème étudié. Le temps t joue en fait un rôle particulier par suite

de l�existence de la �èche du temps. En vertu du principe de causalité, l�évolution d�un

système physique est en partie déterminée par les conditions initiales à un certain temps t0

pris pour origine. La partie temporelle des conditions aux limites consiste donc à �xer les

valeurs du champ et d�un certain nombre de ses dérivées partielles temporelles au temps

origine t0, et en tout point du domaine D. Ces conditions initiales seront notées C:I:(t0).

En plus des conditions initiales, il faut bien sûr ajouter des conditions aux limites spatiales.
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En dé�nitive, la solution unique du système est donnée par :

L�(r; t) = �(r; t)

C:L:(�(@D) et C:I:(�(t0))
(1.74)

Ici, la fonction de Green dynamique est le champ créé par une source ponctuelle avec

des conditions aux limites appropriées, i.e..

Lr;tG(r; t; r
0; t0) = �(r � r0)�(t� t0)

C:L:(G)
(1.75)

Les conditions aux limites sur G [C:L:(G)] contiennent une partie spatiale imposée par

les conditions de bord sur la frontière du domaine, et encore une partie temporelle, gua-

rentissant le principe de causalité. Bien sûr, la source étant active uniquement à l�instant

t0, une fonction de Green causale (retardée) G+(r; t; r0; t0) apparaît comme un champ

élémentaire émis à cet instant t0 en un point r0, et observé à un instant ultérieur t > t0 en

un point r:

Alors le principe de causalité peut s�écrire comme :

G+(r; t; r0; t0) = 0 pour t � t0 (1.76)

Par conséquent, la fonction de Green a la signi�cation physique de la fonction

de réponse d�un système.

Une telle fonction de Green peut être appelée fonction de Green avancée. En phy-

sique classique, la fonction de Green avancée semble être une violation du bon sens. néan-

moins, en mécanique quantique, la fonction de Green avancée peut exister et a une signi-

�cation physique précise : il s�agit d�une sorte de parcours en annhilation les particules ou

créant des anti-particules.

La di¤érence essentielle par rapport au cas stationnaire réside donc dans la propaga-

tion du champ entre les points (r; t) et (r0; t0) de l�espace-temps. Cette remarque conduit

immédiatement à une autre qui a des conséquences importantes : la propagation entre ces

deux points de l�espace-temps doit respecter le principe de causalité.
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1.5.2 Exemples d�application :

Nous allons voir en présentant des exemples que la fonction de Green est également

trés utile pour la résolution d�un grand nombre de problèmes en physique.

En électrostatique :

Dans le cas de l�électrostatique, l�équation de Poisson est une équation di¤érentielle

linéaire aux dérivées partielles [38] :

4V (�!r ) = ��(�!r )=�0 (1.77)

où la fonction �(�!r ) est la distribution de la charge électrique dans un domaine 
.

Nous voulons déterminer le potentiel scalaire V (�!r ) en tout point de l�espace.

Pour le faire, nous allons chercher la fonction de Green pour le potentiel scalaire V (�!r ),

Nous devons donc véri�er l�équation suivante :

4G(�!r ;�!r 0) = �4��(�!r ��!r 0): (1.78)

On détermine G(�!r ;�!r 0) en prenant la transformée de Fourier de chaque membre de

(1:78) :

Où

G(�!r ;�!r 0) = 1

(2�)3=2

Z
d�!p ei�!p

�!
(r��!r 0) eG(�!p ;�!p 0) (1.79)

Alors

4G(�!r ;�!r 0) = 1

(2�)3=2

Z
d�!p (i�!p )2ei�!p

�!
(r��!r 0) eG(�!p ;�!p 0) (1.80)

Et

�(�!r ��!r 0) = 1

(2�)3=2

Z
d�!p ei�!p (�!r ��!r 0) (1.81)
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En reportant ce résultat dans l�équation (1:77) nous arrivons à :

1

(2�)3=2

Z
d�!p (i�!p )2ei�!p (�!r ��!r 0) eG(�!p ;�!p 0) = (�4�) 1

(2�)3=2

Z
d�!p ei�!p (�!r ��!r 0)

! 1

(2�)3=2

Z
d�!p

h
��!p 2 eG(�!p ;�!p 0) + 4�i ei�!p (�!r ��!r 0) = 0

! ��!p 2 eG(�!p ;�!p 0) + 4� = 0
! eG(�!p ;�!p 0) = 4�

�!p 2

Ainsi, la fonction de Green G est donnée par

G(�!r ;�!r 0) = 1

(2�)3=2

Z
d�!p ei�!p

�!
(r��!r 0) eG(�!p ;�!p 0)

=
4�

(2�)3

Z
1
�!p 2 e

i�!p
�!
(r��!r 0)d�!p : (1.82)

On peut calculer cette intégrale en prenant comme axe Oz la direction du vecteur �xé
�!
(r��!r 0) de telle manière que l�angle entre le vecteur d�intégration �!p et le vecteur

�!
(r��!r 0)

corresponde à l�angle � des coordonnées sphériques. Avec d�!p = d3p = p2dp sin �d�d',

l�intégration donne

G(�!r ;�!r 0) = 4�

(2�)3

Z
1
�!p 2 e

ipj�!r ��!r 0j cos �p2dp sin �d�d'

=
4�

(2�)3
(2�)

Z 1

0

dp

Z �

0

eipj
�!r ��!r 0j cos � sin �d�

=
4�

(2�)3
(2�)

Z 1

0

dp

Z +1

�1
eipj

�!r ��!r 0jx(�dx)

=
2

� j�!r ��!r 0j

Z 1

0

sin(p j�!r ��!r 0j)
p

dp

=
2

� j�!r ��!r 0j

h�
2

i
:

D�où l�on tire la fonction de Green

G(�!r ;�!r 0) = 1

j�!r ��!r 0j : (1.83)
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Ainsi nous obtenons la solution bien connue de l�équation de Poisson

V (�!r ) = � 1

4��0

Z
�(�!r )

j�!r ��!r 0jd
�!r (1.84)

Exemple d�application en électrodynamique :

En électrodynamique, le potentiel scalaire �(�!r ; t) obéit à l�équation de d�Alembert

[38]

��(�!r ; t) = ��(�!r ; t)=�0 (1.85)

où �(�!r ; t) représente la densité de charge et � est le d�alembertien dé�ni par

� = 4� 1

c2
@2

@t2
(1.86)

La fonction de Green G(�!r ; t;�!r 0; t0) relative à l�opérateur � est dé�nie par l�équation

�G(�!r ; t;�!r 0; t0) = �4��(�!r ��!r 0)�(t� t0) (1.87)

Alors, la solution de l�équation de d�Alembert est donnée par l�intégrale

�(�!r ; t) = 1

4��0

Z
d�!r 0

Z
dt0G(�!r ; t;�!r 0; t0)�(�!r 0; t0): (1.88)

On détermine G en prenant les transformées de Fourier de chacun des membres de

l�équation, pour aboutir à

� eG(�!p ; !) = �4�e�(�!p )e�(!): (1.89)

A l�aide de la formule de la transformée de Fourier d�une dérivée, on obtient la relation

i2(�!p 2 � !2

c2
) eG(�!p ; !) = �4� 1

(2�)3=2
1

(2�)1=2
(1.90)

qui fournit la fonction de Green dans l�espace �!p

eG(�!p ; !) = �c2
�

1

!2 � c2p2
(1.91)
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Ainsi, déterminer G(�!r ��!r 0; t� t0) revient à calculer la transformée de Fourier

G(�!r ��!r 0; t� t0) =
1

(2�)2

Z
d�!p

Z
d! eG(�!p ; !)ei�!p (�!r ��!r 0)e�i!(t�t0): (1.92)

Pour des raisons conventionnelles, on choisit le signe moins pour la transformée de

Fourier sur ! et l�on écrit

G(�!r ��!r 0; t� t0) = � c2

4�3

Z
d�!p ei�!p (�!r ��!r 0)

Z
d!

e�i!(t�t
0)

!2 � c2p2
(1.93)

= � c2

4�3

Z
d�!p ei�!p (�!r ��!r 0)I(p)

L�intégrant de I(p) posséde des pôles en ! = �cp et n�est par conséquent pas continu

en tout point de l�axe réel. On peut éviter les pôles en considérant di¤érents chemins

d�intégration que l�on choisit en appliquant les conditions causales ou des conditions aux

limites �xées par le système physique.

Pour calculer les intégrales sur les di¤érents chemins qui évitent les pôles, on doit passer

à une intégrale équivalente dans le plan complexe. Cette opération peut être e¤ectuée grace

au lemme de Jordan qui permet de transformer l�intégrale sur l�axe réel ! en une intégrale

équivalente, fermée dans le plan complexe.

Pour l�intégrant de I(p) (1:93) qui posséde des pôles en ! = �cp, les intégrales dans

le plan complexe sont calculées à l�aide du théorème des résidus qui fournit les valeurs :

- Si l�on évite les pôles par la gauche comme en a)
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I(p) =

8><>:
0 pour t� t0 � 0

�2�i
X
!=�cp

Res
�
e�i!(t�t

0)

!2�c2p2

�
pour t� t0 � 0

- si l�on évite les pôles par la droite comme en b)

I(p) =

8><>:
2�i

X
!=�cp

Res
�
e�i!(t�t

0)

!2�c2p2

�
pour t� t0 � 0

0 pour t� t0 � 0

Dans l�expression (2.90) de la fonction de Green, l�intégrant a deux pôles en ! = �cp.

Alors, dans le cas du chemin a), on obtient

I(p) = �2�iH(t� t0)

�
lim
!!pc

(! � pc)e�i!(t�t
0)

!2 � p2c2
+ lim
!!�pc

(! + pc)e�i!(t�t
0)

!2 � p2c2

�
(1.94)

= �2�iH(t� t0)

�
e�ipc(t�t

0)

2pc
+
eipc(t�t

0)

�2pc

�
= �2�H(t� t0)

sin [pc(t� t0)]

pc
;

où H(x) est la fonction de Heaviside. De même, pour le cas b), on obtient

I(p) = 2�H(t0 � t)
sin [pc(t� t0)]

pc
: (1.95)

Pour e¤ectuer l�intégration d�!p de (1:93), on place naturellement l�axe d�intégration pz
paralléle à (�!r ��!r 0) de telle manière que l�angle entre �!p et �!r ��!r 0 correspond à l�angle

# des coordonnées sphériques. Alors pour le cas (1:94), le calcul donne

33



G(�!r ��!r 0; t� t0) = � c2

4�3

Z 1

0

2�dpp2
Z �

0

d# sin#eipj
�!r ��!r 0j cos#I(p) (1.96)

= � c2

2�2
1

i j�!r ��!r 0j

Z 1

0

dpp
h
eipj

�!r ��!r 0j � e�ipj
�!r ��!r 0j

i
I(p)

=
cH(t� t0)

i� j�!r ��!r 0j

Z 1

0

dp2i sin [p j�!r ��!r 0j] sin [pc(t� t0)]

=
cH(t� t0)

� j�!r ��!r 0j

Z 1

0

dp [cos p (j�!r ��!r 0j � c(t� t0))� cos p (j�!r ��!r 0j+ c(t� t0))] :

La forme (1:16) de la fonction de Dirac fournit l�expression

Z 1

0

d� cos(a�) =
1

2

Z +1

�1
d� cos(a�) =

1

4

Z +1

�1
d�(eia� + e�ia�) = ��(a) (1.97)

qui permet d�écrire explicitement la fonction de Green

G(�!r ��!r 0; t� t0) =
cH(t� t0)

j�!r ��!r 0j [� (j
�!r ��!r 0j � c(t� t0))� � (j�!r ��!r 0j+ c(t� t0))] :

(1.98)

Finalement, la condition de causalité t� t0 > 0 où le temps t0 de la source est antérieur

au temps t de la mesure, nous conduit à la fonction de Green retardée

Gret(
�!r ��!r 0; t� t0) =

1

j�!r ��!r 0j�(
j�!r ��!r 0j

c
� (t� t0)) (1.99)

On a utilisé la propriété �(ax) = �(x)=jaj et le fait que la distribution de Dirac est

nulle pour un argument strictement positif. Le cas b) en découle immédiatement, il su¢ t

de remplacer t�t0 par t0�t pour obtenir la fonction de Green avancée. Avec la fonction

de Green (1:99), l�intégration de (1:88) sur dt0 est immédiate et la solution retardée de

l�équation de d�Alembert s�écrit :

�ret(
�!r ; t) = 1

4��0

Z
d�!r 0 1

j�!r ��!r 0j�(
�!r 0; t� j

�!r ��!r 0j
c

) (1.100)

Sa forme est la même que dans le cas statique (1:84), mais avec un temps t� jr� r0j=c

de la source retardé par rapport au temps t de la mesure du champ.
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1.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons précisé que les fonctions de Green interviennent essentiel-

lement dans la recherche des solutions d�une équation aux dérivées partielles satisfaisant

à certaines conditions aux limites et initiales.

Nous avons vu qu�elles sont également très utiles pour la résolution d�un grand nombre

de problèmes en physique.

Nous avons envisagé trois méthodes de construction de la fonction de Green :

1- méthode de division-de-région.

2- méthode du developpement sur la base des fonctions propres.

3- méthode de la transformée de Fourier

Nous avons traité deux types de problèmes très fréquents en physique classique : l�équa-

tion de Poisson en électrostatique puis l�équation de d�Alembert en électrodynamique.
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Chapitre 2

La fonction de Green en mécanique

quantique

2.1 Introduction

L�objectif de ce chapitre est de donner un aperçu sur les fonctions de Green, en par-

ticulier dans leur application à la mécanique quantique. Nous présentons les fonctions de

Green dans le contexte simple de l�équation de Schrodinger à une particule unique.

Les fonctions et les opérateurs de Green que nous allons traiter sont : soient dépen-

dantes du temps ou dépendantes de l�énergie. Les fonctions de Green dépendant du temps

sont appelées propagateurs, elles sont utiles pour résoudre des problèmes dépendants du

temps. Tandis que les fonctions dépendantes de l�énergie (indépendantes du temps), elle

sont appellées la fonction de Green. Le lecteur devra cependant noter que de nombreux

auteurs utilisent cette dernière appellation pour les deux. Comme on peut s�y attendre,

l�une de ces deux fonctions est la transformée de Fourier de l�autre.

Bien entendu, les fonctions de Green ont une grande importance en physique quantique.

Elles sont étroitement liées aux fonctions d�onde et contiennent également des informations

sur l�évolution temporelle du système, les valeurs propres d�énergie, les fonctions propres,

la densité d�états [39 � 40]. La technique des fonctions de Green permet de s�attaquer

directement aux problèmes de calcul des énergies d�excitation et d�ionisation, à l�étude

de la variation des niveaux d�énergie, aux matrices de transition. En plus, les fonctions
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de Green et les opérateurs de Green sont au c�ur de tout traitement raisonnable et

complet des processus de di¤usion et de désintégration en mécanique quantique. De plus,

les théories des perturbations autocohérentes peuvent être formulées en termes de fonction

de Green.

Nous commençons ce chapitre en présentant des connaissances minimales en mécanique

quantique, comme l�equation de Schrodinger, la notion d�espace de Hilbert et d�opérateurs

agissant sur les vecteurs de l�espace de Hilbert. Nous utiliserons fréquemment la notation

des bras et kets de Dirac pour indiquer les vecteurs de l�espace de Hilbert et leurs conjugués

complexes. A toutes �ns utiles, certaines notions de base de la mécanique quantique sont

rappelées au début de ce chapitre.

Nous discutons ensuite des fonctions de Green dans la mécanique quantique, qui dé-

pendent du temps (propagateur), et qui constituent un point de départ vers la théorie des

fonctions de Green dépendant de l�énergie. Nous présentons le propagateur de l�équation

de Schrodinger, qui peut être interprété comme l�amplitude de probabilité pour qu�une

particule élémentaire se déplace d�un endroit à un autre dans un temps donné.

Nous développons la théorie des fonctions et des opérateurs de Green. Nous présentons

la transformée de Fourier de propagateur. Nous déduisons l�opérateur de Green et nous

verrons en particulier comment les opérateurs de Green fournissent une méthode générale

et simple pour manipuler formellement les équations intégrales de di¤usion.

En�n, nous travaillons sur le cas particulier de la fonction de Green pour une particule

libre.
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2.2 Fondements de la Mécanique Quantique.

2.2.1 Fonction d�onde :

Il s�est avéré que les particules les plus in�mes ou élémentaires (atomes, électrons,

noyaux...) n�obéissent pas aux lois de la Mécanique Classique. Leur description s�inscrit

donc dans une nouvelle mécanique, à savoir la Mécanique Quantique. Dans cette méca-

nique, une particule élémentaire se manifeste dans l�espace comme une onde.

Soit  (�!r ; t) la fonction d�onde associée, où �!r est la position de la particule dans

l�espace et t le temps. La probabilité de présence dans un élément de volume autour de �!r

est tout simplement le carré du module de la fonction d�onde : j (�!r ; t)j2 :

2.2.2 L�équation de Schrodinger :

Comme pour toute onde,  doit satisfaire une équation d�onde. C�est l�équation de

Schrodinger, dé�nie par :

i~
@

@t
 (�!r ; t) = H (�!r ; t); (2.1)

où H est le Hamiltonien du système et ~ la fameuse constante de Planck, divisée par

2�. Pour une particule de masse m; subissant l�action d�un potentiel V (�!r ), l�on a

H = � ~
2

2m
�r + V (�!r ); (2.2)

où �r est l�opérateur Laplacien.

Il est souvent commode de se placer dans la représentation de Dirac.

2.2.3 Kets d�un espace de Hilbert

De manière très schématique, un espace de Hilbert est un espace vectoriel de dimension

in�nie, muni d�un produit scalaire. Ainsi, un vecteur de cet espace n�est autre qu�une

fonction  (r) d�un domaine D dans C. Elle est désignée par j i , dit « ket  » , qui est
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construit à partir de la fonction d�onde de la façon suivante :

h�!r j  (t)i =  (�!r ; t) (2.3)

Cela veut dire que la projection du ket sur la base continue f�!r g est la fonction d�onde.

Cette notation, introduite par Dirac à l�origine dans le cadre de la mécanique quantique,

peut être utilisée pour n�importe quel autre problème, où la quantité physique d�intérêt

appartient à un espace de Hilbert. Soulignons que j i est le strict analogue d�un vecteur

u dans un espace vectoriel de dimension �nie.

A côté du ket, l�on dé�nit le �bras�, comme le conjugué hermitique du ket :

h j = j iy (2.4)

2.2.4 Produit scalaire

Le produit scalaire du ket j bi avec le ket j ai, noté h b j  ai avec h bj dit «Bra  b» ,

est dé�ni par le bracket

h b j  ai =
Z
D

dr �b (r) a(r) (2.5)

où  �b (r) est le complexe conjugué de  b(r). Notons ici que l�équivalent du produit sca-

laire usuel ub�ua n�est plus invariant dans l�échange des deux vecteurs puisque h a j  bi =

(h b j  ai)�. Par contre les autres propriétés habituelles du produit scalaire sont conservées.

2.2.5 Base jri

La distribution de Dirac �(r � r0), conçue comme une fonction de r à r0 donné, r0 est

un vecteur particulier noté jr0i. L�ensemble des vecteurs jr0i forme une base complète et

orthonormée de l�espace considéré. En particulier, avec la dé�nition du produit scalaire,

on obtient aisément

hr00 j r0i = �(r00 � r0) (2.6)
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Par ailleurs, le produit scalaire du vecteur jri par le vecteur j i se réduit à la valeur de la

fonction  au point r, c�est-à-dire

h j ri =  (r): (2.7)

N�importe quel vecteur j i peut être décomposé en une combinaison linéaire unique

des jri , i.e. :

j i =
Z
D

drc(r) jri ; (2.8)

où les coe¢ cients c(r) sont les analogues des coe¢ cients ci de la décomposition de

n�importe quel vecteur v sur une base fui; i = 1; :::; dg d�un espace vectoriel de dimension

�nie d. En exploitant l�orthonormalité de la base fjri ; r 2 Dg,on montre facilement que

les coe¢ cients c(r) de cette combinaison linéaire s�identi�ent à  (r), soit

j i =
Z
D

dr (r) jri (2.9)

2.2.6 Projecteurs orthogonaux

L�image d�un vecteur j i , par l�opérateur linéaire Pa de projection orthogonale suivant

le vecteur j ai , est un vecteur Pa j i colinéaire à j ai avec un facteur de proportionalité

qui n�est autre que le produit scalaire h a j  i :

Pa j i = h a j  i j ai : (2.10)

tel que :

Pa = j ai h aj ; (2.11)

Soulignons que cette notation ket-bra j ai h aj dé�nit un opérateur et non pas un

vecteur.
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2.2.7 Relation de fermeture

Etant donnée une base orthonormée formée de vecteurs j ai où l�indice a décrit un

certain ensemble A de valeurs (discrètes et/ou continues), la composante suivant j ai

d�un vecteur j i , est donnée par le produit scalaire h a j  i. Ainsi la décomposition

correspondante de j i peut être réécrite comme l�action de l�opérateur
P

a2A Pa sur j i :

Ceci étant valable pour n�importe quel vecteur, la somme sur a des opérateurs de projection

orthogonale suivant j ai n�est autre que l�opérateur identité I, ce qui s�écrit

X
a2A

j ai h aj = I: (2.12)

Cette relation, dite de fermeture ou de complétude, est valable pour n�importe quelle

base orthonormée.

2.2.8 Opérateurs

Soit en�n un opérateur linéaire L, dé�ni originellement par son action sur une fonction

quelconque  (r). Alors l�image du vecteur correspondant j i par L, notée L j i , est

dé�nie par l�ensemble de ses composantes hr0 j L j  i sur la base fjr0i ; r0 2 Dg, chaque

composante étant identi�ée à L (r0). De manière plus générale, n�importe quel opérateur

linéaire L est dé�ni à partir d�une base orthonormée fj ai ; a 2 Ag par la donnée de tous

les éléments de matrice h b j L j  ai . L�opérateur L peut donc se réécrire comme :

L =
X
a;b

h b j L j  ai j bi h aj : (2.13)

On déduit l�équation de Schrodinger pour le ket

i~
@

@t
j (t)i = bH j (t)i ; (2.14)

Où cette fois-ci le Hamiltonien bH est un opérateur agissant sur l�espace de Hilbert

Comme le Hamiltonien est un opérateur hermitien
� bHy = bH;� l�on déduit l�équation
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de Schrodinger pour le bras

�i~ @
@t
h (t)j = h (t)j bH; (2.15)

2.2.9 Opérateur évolution.

On suppose que l�on connaît l�état du système, j (t0)i, à l�instant t0. La solution de

l�équation de Schrodinger (2.1) peut s�écrire

j (t)i = bU(t; t0) j (t0)i ; (2.16)

où bU(t; t0) est l�opérateur �évolution�, qui fait passer l�état du système de t0 à t. Il
doit satisfaire l�équation

i~
@

@t
bU = bH bU; (2.17)

L�opérateur bU caractérise la �propagation�dans le temps.
Propriétés de l�opérateur bU
Rappelons les principales propriétés de l�opérateur

1. bU(t0; t0) = Î : il n�y a pas de propagation.

2. bU(t; t0)�1 = bU(t0; t) : propagation dans le sens opposé.
3. bU(t; t0):bU(t0; t00) = bU(t; t00) : propagation progressive.
4. bU(t; t0):bU(t; t0)y = Î : conservation des probabilités de transition.

2.3 Propagateur de l�équation de Schrodinger

L�objet qui sert à la description quantique usuelle d�une particule est sa fonction d�onde

'(x; t); gouvernée par l�equation de Schrodinger [41]

�
i~
@

@t
�H(t)

�
'(x; t) = 0 (2.18)

L�hamiltonien H(t); qui n�est pas explicitement spéci�é ici, peut contenir l�e¤et de

champs extérieurs dépendant du temps.
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Toutes les propriétés de la particule au temps t peuvent être déduites de la connaiss-

sance de '(x; t)

Soit H le hamiltonien indépendant du temps, de valeures propres En et de vecteurs

propres j�ni : on a les relations

H j�ni = En j�ni (2.19)

h�n j �n0i = �nn0 (2.20)X
n

j�ni h�nj = 1 (2.21)

Dans la représentation �!r nous posons

h�!r j �ni = �n(
�!r ): (2.22)

La relation de fermeture conduit à

X
n

h�!r j �ni
D
�n j

�!
r0
E
=
X
n

�n(
�!r )��n(

�!
r0 ) = �(�!r �

�!
r0 ) (2.23)

Décomposons la fonction d�onde j (t)i sur les états j�ni.

j (t)i =
X
n

j�ni h�n j  (t)i (2.24)

=
X
n

j�ni cn(t):

Avec

cn(t) = h�n j  (t)i (2.25)

véri�ant

i~
@

@t
cn(t) = Encn(t): (2.26)

Dont la solution

cn(t) = cne
�iEn~ t (2.27)
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Alors

j (t)i =
X
n

j�ni cne�i
En
~ t: (2.28)

On déduit de (2:28)

 (�!r ; t) = h�!r j  (t)i =
X
n

h�!r j �ni cne�i
En
~ t (2.29)

=
X
n

�n(
�!r )cne�i

En
~ t:

Et de (2:25) et (2:27)

cn = cn(t)e
iEn~ t = h�n j  (t)i ei

En
~ t (2.30)

=

Z
��n(
�!r )ei

En
~ t1 (�!r ; t)d3�!r :

D�autre part

 (
�!
r0 ; t0) =

X
n

�n(
�!
r0 )cne

�iEn~ t
0
: (2.31)

Et compte tenu de (2:30)

 (�!r ; t) =
Z X

n

�n(
�!r )��n(

�!
r0 )e�i

En
~ (t�t

0) (
�!
r0 ; t0)d3

�!
r0 : (2.32)

L�équation ci-dessus décrit l�évolution temporelle de la fonction d�onde à partir d�un

temps et d�une position donnés (
�!
r0 ; t0), en l�évoluant vers un autre temps et espace (�!r ; t).

C�est pourquoi l�expression
P

n �n(
�!r )��n(

�!
r0 )e�i

En
~ (t�t

0) est connue comme le propaga-

teur.

On a donc le propagateur de l�équation de Schrodinger :

K(�!r ; t ;
�!
r0 ; t0) =

X
n

�n(
�!r )��n(

�!
r0 )e�i

En
~ (t�t

0): (2.33)
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Nous avons ainsi dé�ni K en fonction des vecteurs propres et des valeurs propres du

Hamiltonien H:

K(�!r ; t;
�!
r0 ; t0) est donc une quantité extrêmement riche en information, car sa connais-

sance exige la diagonalisation complète du Hamiltonien H [42] :

Si on fait dans (2:33) t0 = t, on trouve :

K(�!r ; t ;
�!
r0 ; t) =

X
n

�n(
�!r )��n(

�!
r0 ) = �(�!r �

�!
r0 ): (2.34)

On peut reécrire

 (�!r ; t) =
Z
K(�!r ; t ;

�!
r0 ; t0) (

�!
r0 ; t0)d3

�!
r0 : (2.35)

étant donné que l�éxpression (2:33) deK(�!r ; t ;
�!
r0 ; t0) ne fait pas d�hypothèse sur l�ordre

des temps t0 et t. Cependant, comme l�état du système à l�instant t ne peut dépendre que

de son état à des instants antérieurs, on complètera la dé�nition de K(�!r ; t;
�!
r0 ; t0) par la

condition :

K(�!r ; t;
�!
r0 ; t0) = 0; t0 � t (2.36)

Finalement

K(�!r ; t;
�!
r0 ; t0) =

X
n

�n(
�!r )��n(

�!
r0 )e�i

En
~ (t�t

0)H(t� t0) (2.37)

H(t� t0) étant la fonction Heaviside dé�nie par :8<: H(t� t0) = 1 si t � t0

H(t� t0) = 0 si t � t0
(2.38)

2.3.1 Relation avec l�opérateur d�évolution

La fonction de Green a un lien étroit avec l�opérateur U(t; t0) qui gouverne l�évolution

des états

U(t; t0) = e�
i
~H(t�t

0): (2.39)
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Réécrivons la fonction d�onde en fonction de l�opérateur d�évolution.

Pour simpli�er, nous pouvons représenter les fonctions d�onde comme des vecteurs

d�état dans la représentation de position comme

 (�!r ; t) = h�!r j  (t)i : (2.40)

Ecrivons 	(t) comme l�évolution de 	(t0), et en utilisant la relation de fermeture

Z ����!r0 ED�!r0 ��� d3r0 = 1; (2.41)

 (�!r ; t) = h�!r j  (t)i = h�!r j U(t; t0) j  (t0)i (2.42)

 (�!r ; t) =
Z D�!r j U(t; t0) j �!r0 ED�!r0 ��� (t0)d3r0 (2.43)

 (�!r ; t) =
Z D�!r j U(t; t0) j �!r0 E (�!r0 ; t0)d3r0 (2.44)

qui reproduit l�équation (2:35) avec :

K(�!r ; t ;
�!
r0 ; t0) =

D�!r j U(t; t0) j �!r0 E �(t� t0) =
D�!r ; t j �!r0 ; t0E �(t� t0) (2.45)

où

h�!r ; tj = h�!r j e� i
~Ht (2.46)

et ����!r0 ; t0E = e�
i
~Ht

0
����!r0 E : (2.47)

Ainsi, nous avons associé la fonction de Green à l�amplitude de probabilité de trouver

la particule dans un état h�!r ; tj, étant donné quel était commencé à
����!r0 ; t0E.

En peut dé�nir K comme un opérateur associé à l�hamiltonien H et en fonction de
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l�opérateur d�évolution en écrivant :

bK(�!r ; t ;�!r0 ; t0) = �(t� t0)bU(t; t0) (2.48)

Cette notation est fréquemment utilisée de façon conventionnelle même lorsque H

dépend du temps.

2.3.2 Interprétation du propagateur

Dans la représentation de position, on obtient la fonction d�onde sous la forme :

h�!r j  (t)i =  (�!r ; t) = h�!r j U(t; t0) j  (t0)i (2.49)

=

Z
d3r0

D�!r j U(t; t0) ����!r0 ED�!r0 ��� (t0)E
où nous avons supposé que les vecteurs propres de l�opérateur de position forment une

base complète : Z
d3r0

����!r0 ED�!r0 ��� = 1 (2.50)

On peut donc écrire [41] :

 (�!r ; t) = i

Z
d3r0K(�!r ; t ;

�!
r0 ; t0) (

�!
r0 ; t0) (2.51)

où nous avons dé�ni :

iK(�!r ; t ;
�!
r0 ; t0) �

D�!r j U(t; t0) j �!r0 E (2.52)

Le facteur i a été introduit pour se conformer aux notations de Bjorken et Drell [42].

Nous verrons qu�il simpli�era certaines équations par la suite.

Comme nous le montrerons plus loin, iK est le propagateur de l�équation de Schrodin-

ger.

Explorons davantage le sens de la fonction d�onde. Supposons par exemple que la
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particule soit localisée au point �!r0 , à l�instant t0. Alors j (t0)i = j�!r0 i, et donc :

 (
�!
r0 ; t0) =

D�!
r0 j  (t0)

E
=
D�!
r0 j �!r0

E
= �(

�!
r0 ��!r0 ) (2.53)

Dans ces conditions, on a, en partant de (2:51) :

 (�!r ; t) = i

Z
d3r0K(�!r ; t ;

�!
r0 ; t0) (

�!
r0 ; t0) (2.54)

= i

Z
d3r0K(�!r ; t ;

�!
r0 ; t0)�(

�!
r0 ��!r0 )

= iK(�!r ; t ;�!r0 ; t0)

= h�!r j U(t; t0) j �!r0 i

Donc K(�!r ; t ;�!r0 ; t0) représente l�amplitude de probabilité pour trouver une particule

au point �!r à l�instant t sachant que cette paricule était en �!r0 à l�instant t0. Ce qui est

très important à comprendre c�est que nous ne savons pas comment la particule passe de
�!r0 à �!r . En fait, si nous n�essayons pas de déterminer les points de passage intermédiaires,

la mécanique quantique nous enseigne que tout se passe comme si la particule prenait

tous les chemins possibles en même temps ! Bien que nous ne puissions pas dire quel

chemin la particule a pris, nous pouvons cependant calculer l�amplitude de probabilité

qu�elle ait pris un certain chemin, et on peut montrer que iK est la somme des amplitudes

correspondantes à tous les chemins possibles. En d�autres termes, iK peut s�écrire comme

une intégrale de chemin.

Nous comprenons mieux maintenant pourquoi iK(�!r ; t ;�!r0 ; t0) est appelé un propaga-

teur. Cette fonction décrit avec quelle amplitude de probabilité la particule est propagée

de (�!r0 ; t0) à (�!r ; t):

2.3.3 Equation satisfaite par K(�!r ; t ;
�!
r0 ; t0)

Pour déterminer l�équation di¤érentielle à laquelle K(�!r ; t ;
�!
r0 ; t0) obéit, on peut cal-

culer la dérivée par rapport au temps de K [43].
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Compte tenu de la dé�nition (2:45) et de l�identité :

@

@t
�(t) = �(t)

On a

i~
@

@t
K = HK + i~

D�!r j U(t; t0) j �!r0 E �(t� t0) (2.55)

Comme U(t; t) = I; on en déduit que le propagateur K véri�e l�équation di¤érentielle

inhomogène

�
i~
@

@t
�H(t)

�
K(�!r ; t ;

�!
r0 ; t0) = i~�(�!r � r

�!0 )�(t� t0) (2.56)

où H(t) est écrit en représentation �!r . Cette équation ne spéci�e pas le propagateur

de façon unique, puisque l�on peut toujours ajouter à une solution de (2:56) une solution

de l�équation homogène correspondante. Ainsi que nous l�avons déjà noté, c�est la fonction

�(t� t0) dans (2:45) qui �xe la solution de façon unique et dé�nit le propagateur retardé.

Il est clair que la formulation de la mécanique quantique d�une particule en terme de

sa fonction d�onde ou de propagateur soumis à (2:56) sont équivalentes.

La connaissance de  (�!r ; t) pour t � t0 permet de déterminer K(�!r ; t ;
�!
r0 ; t0) par la

relation (2:54). Réciproquement, la solution retardée de (2:56) fournit selon (2:54) une

fonction d�onde qui obéit à l�équation de Schrodinger [41].

Utilisant la propriété (4) de l�opérateur d�évolution et la relation de fermeture
�R
j�!r1 i h�!r1 j d3r1 = 1

�
écrite pour un temps t0 < t1 < t, on déduit l�équation suivante

K(�!r ; t ;
�!
r0 ; t0) =

Z
K(�!r ; t;�!r1 ; t1)K(�!r1 ; t1;

�!
r0 ; t0)d3r1 (2.57)

2.3.4 Propagateur libre

L�exemple le plus simple de propagateur est celui de l�équation de Schrodinger libre :

V = 0. Pour des raisons de simplicité d�écriture, nous allons nous limiter au cas d�une

particule de masse m se déplaçant dans un espace à une dimension, mais la plupart des
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résultats qui vont suivre se généralisent sans di¢ culté à N particules dans un espace à

trois dimensions [43].

En notant K0(x; r
0;x; t0) le propagateur libre, nous obtenons à partir de (2:45), avec

H = H0 = P 2=2m

K0(x; t;x
0; t0 = 0) =

D
x j e�ip2(t�t0)=2m~ j x0

E

Insérons alors deux fois la relation de fermeture pour les impulsions dans la dé�nition

du propagateur

K0(x; t;x
0; t0) =

Z
dp

Z
dp0 hx j pi

D
p j e�ip2(t�t0)=2m~ j p0

E
hp0 j x0i (2.58)

Le ket jp0i étant par dé�nition un état propre de l�opérateur impulsion bp, on a :
bp jp0i = p0 jp0i (2.59)

et l�élément de matrice devient :

D
p j e�ip2(t�t0)=2m~ j p0

E
= e�ip

02(t�t0)=2m~ hp j p0i (2.60)

Sachant que hp j p0i = �(p� p0), on obtient pour le propagateur :

K0(x; t;x
0; t0) =

Z
dp hx j pi e�ip2(t�t0)=2m~ hp j x0i (2.61)

Compte tenu de la formule hx j pi = 1p
2�~e

+ipx=~, et hp j x0i = 1p
2�~e

�ipx0=~ il vient :

K0(x; t;x
0; t0) =

Z
dp

1p
2�~

e+ipx=~ � e�ip
2(t�t0)=2m~ � 1p

2�~
e�ipx

0=~ (2.62)

qui se réécrit :

K0(x; t;x
0; t0) =

Z
dp

2�~
ep(x�x

0)=~ � e�ip
2(t�t0)=2m~ (2.63)

=
1

2�~

Z
dp exp

�
ip(x� x0)

~
� ip2(t� t0)

2m~

�
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L�argument de l�exponentielle peut se réécrire comme suit :

ip(x� x0)

~
� ip2(t� t0)

2m~
= �i(t� t0)

2m~

�
p2 � 2mp(x� x0)

(t� t0)

�
(2.64)

Or le crochet est le début d�un carré parfait :

�
p2 � 2mp(x� x0)

(t� t0)

�
=

�
p� m(x� x0)

(t� t0)

�2
� m2(x� x0)2

(t� t0)2
(2.65)

donc l�argument de l�exponentielle devient :

� i(t� t0)

2m~

"�
p� m(x� x0)

(t� t0)

�2
� m2(x� x0)2

(t� t0)2

#
(2.66)

= �i(t� t0)

2m~

�
p� m(x� x0)

(t� t0)

�2
+
im(x� x0)2

2~(t� t0)

Le dernier terme étant indépendant de l�impulsion, il sort de l�intégrale et le propaga-

teur s�écrit :

K0(x; t;x
0; t0) =

1

2�~
exp

�
im(x� x0)2

2~(t� t0)

�
�
Z
dp exp

"
�i(t� t0)

2m~

�
p� m(x� x0)

(t� t0)

�2#
(2.67)

On fait un changement de variable sur les impulsions, les autres paramètres étant �xés :

p! k = p� m(x� x0)

(t� t0)
) dp! dk = dp

ce qui donne :

K0(x; t;x
0; t0) =

1

2�~
exp

�
im(x� x0)2

2~(t� t0)

�
�
Z +1

�1
dk exp

�
�i(t� t0)k2

2m~

�
(2.68)

Il subsiste une intégrale Gaussienne qui se calcule exactement :

Z
dke��k

2

=

r
�

�
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On en déduit que :

K0(x; t;x
0; t0) =

1

2�~

s
2�m~
i(t� t0)

exp

�
im(x� x0)2

2~(t� t0)

�
(2.69)

d�où l�expression �nale du propagateur libre :

K0(x; t;x
0; t0) =

r
m

2i�~(t� t0)
exp

�
+im(x� x0)2

2~(t� t0)

�
(2.70)

Pour une particule libre dans un espace Euclidien à d dimensions, on pourrait démon-

trer de façon analogue que [8] :

K0(x; t;x
0; t0) =

�
m

2i�~(t� t0)

�d=2
exp

�
+im(x� x0)2

2~(t� t0)

�
(2.71)

2.3.5 La série perturbative du propagateur

Soit un système quantique dont l�évolution est décrite par un hamiltonien H0 . Suppo-

sons connu son propagateur retardé K0(
�!r ; t ;

�!
r0 ; t0), il véri�e les relations

�
i~
@

@t
�H0

�
K0(

�!r ; t;
�!
r0 ; t0) = i~�(�!r �

�!
r0 )�(t� t0) (2.72)

où

K0(
�!r ; t;

�!
r0 ; t0) = 0 si t0 � t (2.73)

Appliquons maintenant une perturbation V (dépendante ou indépendante du temps).

Le hamiltonien devient H = H0 + V . Cherchons à déterminer, à partir de K0 et de V , le

propagateur retardé du hamiltonien H , c�est à dire K(�!r ; t;
�!
r0 ; t0) véri�ant

�
i~
@

@t
�H

�
K(�!r ; t;

�!
r0 ; t0) = i~�(�!r �

�!
r0 )�(t� t0) (2.74)

où

K(�!r ; t;
�!
r0 ; t0) = 0 si t0 � t
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Pour cela, écrivons l�équation (2:74) sous la forme inhomogène

�
i~
@

@t
�H0

�
K(�!r ; t;

�!
r0 ; t0) = i~�(�!r �

�!
r0 )�(t� t0) + V (�!r )K(�!r ; t;

�!
r0 ; t0) (2.75)

et considérons le second membre comme une source �(�!r ; t):

Nous avons vu que si K 0(�!r ; t;
�!
r0 ; t0) véri�e

�
i~
@

@t
�H0

�
K 0(�!r ; t;

�!
r0 ; t0) = �(�!r �

�!
r0 )�(t� t0) (2.76)

alors

K(�!r ; t;
�!
r0 ; t0) =

Z
�(
�!
r00 ; t

00
)K 0(

�!
r
0
; t

0
;
�!
r00 ; t00)d

�!
r
00
dt" (2.77)

Or, d�après (2:72) ;et (2:76) ;on voit que K 0(�!r ; t;
�!
r0 ; t0) = K0(

�!r ;t;
�!
r0 ;t0)

i~ :

(2:77) s�écrit alors :

K(�!r ; t;
�!
r0 ; t0) =

1

i~

Z
K0(

�!r ; t;
�!
r0 ; t0)

h
i~�(�!r �

�!
r0 )�(t� t0) + V (�!r1 )K(�!r1 ; t1;

�!
r0 ; t0)

i
d
�!
r
00
:dt

00
:

(2.78)

Soit

K(�!r ; t;
�!
r0 ; t0) = K0(

�!r ; t;
�!
r0 ; t0) +

1

i~

Z
K0(

�!r ; t;
�!
r
00
; t

00
)V (�!r1 )K(

�!
r
00
; t

00
;
�!
r0 ; t0)d

�!
r
00
:dt

00
:

(2.79)

Les deux propagateurs retardés du hamiltonien non perturbé et du hamiltonien per-

turbé sont donc reliés entre eux par l�équation intégrale (2:79).

Nous pouvons, dans la second membre de (2:79), remplacer K(�!r1 ; t1;
�!
r0 ; t0) par son

expression intégrale et on obtient ainsi le développement en série de la perturbation

K(�!r ; t;
�!
r0 ; t0) = K0(

�!r ; t;
�!
r0 ; t0) +

1

i~

Z
K0(

�!r ; t;�!r1 ; t1)V (�!r1 )K(�!r1 ; t1;
�!
r0 ; t0)d�!r1 :dt1

+

�
1

i~

�2 Z
K0(

�!r ; t;�!r1 ; t1)V (�!r1 )K0(
�!r1 ; t1;�!r2 ; t2)V (�!r2 )K0(

�!r2 ; t2;
�!
r0 ; t0)d�!r1dt1d�!r2dt2 + ::

(2.80)

Dans chaque terme de la série (2:80), la présence des fonctions des propagateurs K0
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fait que les temps sont automatiquement rangés par ordre croissant.

2.4 Fonctions de Green

Nous allons maintenant nous restreindre au cas où le hamiltonien est indépendant du

temps et où l�opérateur d�évolution dépend seulement de la di¤érence (t� t0)

U(t� t0) = exp [�iH(t� t0)=~] (2.81)

Il sera commode de choisir t0 = 0 et de récrire le propagateur sous la forme

K(�!r ; t ;
�!
r0 ; t0 = 0) = K(�!r ;

�!
r0 ; t) = �(t)

D�!r j exp [�iHt=~] j �!r0 E (2.82)

Soit f�n(�!r ) = h�!r j �nig un système complet de fonctions propres du hamiltonien H

d�énergie En

H�n(
�!r ) = En�n(

�!r ) (2.83)

Compte tenu de ces dé�nitions on peut reécrire le propagateur en utilisant la relation

de fermeture des vecteurs propres de H,
P

n j�ni h�nj = I

K(�!r ;
�!
r0 ; t) = �(t)

X
n

X
m

h�!r j �ni h�nj exp [�iHt=~] j�mi
D
�m j

�!
r0
E

(2.84)

= �(t)
X
n

exp [�iEnt=~]�n(�!r )��n(
�!
r0 )

La transformée de Fourier temporelle de K(�!r ;
�!
r0 ; t) introduit une fonction intéres-

sante, la fonction de Green G(�!r ;
�!
r0 ;E) dépendante de l�énérgie E.

Pour calculer cette transformée de Fourier, évaluons l�intégrale

I(E) =

Z +1

�1
dteiEt=~�(t)e�iEnt=~ =

Z +1

0

dtei(E�En)t=~ (2.85)

Nous observons que nous devons calculer des intégrales de la forme
R +1
�1 dteiEt=~ et
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elles ne sont pas bien dé�nies si E est réel. Cependant, si E est complexe et si sa partie

imaginaire est positive, alors cette intégrale est bien dé�nie.

Alors, nous remplaçons E par E + i�, � ! 0+. Ceci équivaut à prendre la transformée

de Fourier d�une fonction �(t) comme celle d�une distribution. Nous obtenons pour I(E)

I(E) =
i~

E � En + i�
(2.86)

Nous pouvons véri�er le résultat en calculant la transformée de Fourier inverse à l�aide

d�une intégration dans le plan complexe en E.

Nous pouvons maintenant écrire la transformée de Fourier du propagateur

G(�!r ;
�!
r0 ;E) = � i

~

Z
K(�!r ;

�!
r0 ; t)eiEt=~dt =

X
n

�n(
�!r )��n(

�!
r0 )

E � En + i�
(2.87)

où le facteur � i
~ a été introduit par convention. La transformation de Fourier inverse

est

K(�!r ;
�!
r0 ; t) = i

Z
dE

2�
e�iEt=~G(�!r ;

�!
r0 ;E): (2.88)

La fonction G(�!r ;
�!
r0 ;E) est appelée fonction de Green de l�équation de Schrodinger

indépendante du temps, car elle véri�e

(E �H)G(�!r ;
�!
r0 ;E) = �(�!r ��!r 0) (2.89)

L�équation (2.89) est la transformée de Fourier temporelle de (2:74).

2.4.1 Opérateurs de Green

H étant l�hamiltonien à une particule. Soit � une variable complexe. On dé�nit

l�opérateur de Green bG associé à l�hamiltonien H comme :

bG(�) = 1

�bI �H
(2.90)

Ici bI représente l�opérateur identité. L�opérateur de Green est une fonction de variable
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�:

G(�) = (� � H)�1 est la résolvante de H, et G(�) étant obtenue en choisissant � =

E + i�:avec �! 0+

bG(E) = lim
�!0+

1

E + i��H
(2.91)

G(�!r ;
�!
r
0
;E) est l�élément de matrice

D�!r j bG(E)j�!r 0E de l�opérateur bG(E):
Pour justi�er directement (2:89) on utilise (2:87)

G(�!r ;
�!
r
0
;E) =

�
�!r j bG(E)j�!r0� (2.92)

= lim
�!0+

�
�!r j 1

E + i��H
j
�!
r
0
�

= lim
�!0+

X
n

h�!r j �ni
1

E � En + i�

�
�n j

�!
r
0
�

= lim
�!0+

X
n

��n(
�!
r
0
)�n(

�!r )
E � En + i�

2.4.2 Propriétés analytiques de l�opérateur de Green

On dé�nit l�opérateur de Green, fonction de la variable complexe z, par :

G(z) = (z �H)�1 (2.93)

L�hamiltonien étant hermitien, H = Hy, on a la relation Gy(z) = G(z�): On peut donc

se limiter à l�étude de bG(z) dans le demi plan Im z � 0:
Les pôles de bG(z) correspondent aux valeurs propres réelles de H: Ils sont donc situés

sur l�axe réel et bG(z) est analytique en dehors de cet axe.
Pour un système de taille �nie on obtient un spectre discret de pôles sur l�axe réel, c-à-d

que pour un système in�ni on pourra obtenir des distributions continues de pôles corres-

pondant aux di¤érentes bandes d�énergie, séparées par des gaps contenant éventuellement

des pôles isolés.
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Au niveau d�un pôle isolé ou d�une coupure, bG(z) a une partie imaginaire discontinue
sur l�axe réel.

Connaître les fonctions de Green permet de déterminer où se trouvent les états discrets.

Si le spectre est continu, cela permet de déterminer la densité d�états. Celle-ci est dé�nie

comme [48]

�(E) =
X
n

�(E � En) = �
1

�

Z
dr ImG(r; r0;E)

La connaissance de la fonction de Green pour un problème quantique indépendant du

temps est équivalente à celle des fonctions propres et valeurs propres de H, c�est-à-dire à

la solution complète du problème quantique. C�est cette observation qui rend la fonction

de Green particulièrement utile (éq 2.92).

2.4.3 Fonction de Green pour une particule libre

A titre d�exemple, calculons les fonctions de Green pour une particule libre. Ce cas

est assez simple pour que nous puissions faire tous les calculs de manière explicite, et

il est également important pour les applications à la théorie de di¤usion. Pour trouver

G(�!r ;
�!
r0 ;E), nous utilisons Eq. (2:92) et nous introduisons la représentation d�impulsion :

G(�!r ;
�!
r0 ;E) = h�!r j G(E + i�) j �!r 0i

=

Z
d�!p d�!p 0 h�!r j�!p i h�!p jG(E + i�) j�!p 0i h�!p 0j �!r 0i

=

Z
d�!p d�!p 0

�
�!r j�!p i h�!p j

n
(E + i�)bI � bHo�1 j�!p 0i h�!p 0j �!r 0�

Appliquant

h�!p j
n
(E + i�)bI � bHo�1 ����!p0E = �(�!p �

�!
p0 )

E + i�� p2

2m

alors

G(�!r ;
�!
r0 ;E) =

1

(2�~)3

Z
d�!p

�
E + i�� p2

2m

��1
e
i
~
�!p (�!r ��!r 0)
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E¤ectuons les changements

�!q =
�!p
~

et E =
~2k2

2m

G(�!r ;
�!
r0 ;E) = � m

4�3~2

Z
d�!q 1

q2 � k2 � i�
e
i
~
�!p (�!r ��!r 0) (2.94)

Et introduisons les coordonnées sphériques (q; �q; 'q) du vecteur
�!q par rapport à la

direction �!r ��!r 0:

En e¤ectuant l�intégrale sur d�q et d'q, on trouve que

G(�!r ;
�!
r0 ;E) = � m

4�3~2

Z 1

0

q2dq

Z
d
q

1

q2 � k2 � i�
e�iqj

�!r ��!r 0j cos �q (2.95)

=
m

2�2~2
1

i j�!r ��!r 0j

Z 1

0

dq
q

q2 � k2 � i�

n
e�iqj

�!r ��!r 0j � eiqj
�!r ��!r 0j

o
=

m

2�2~2
1

i j�!r ��!r 0j

Z 1

�1
dq

q

q2 � k2 � i�
e�iqj

�!r ��!r 0j:

Pour e¤ectuer cette intégrale, il est utile de considérer q comme une variable complexe,

représentée sur la �gure ci-dessous

Parcours d�intégration dans le plan complexe [37]

Il est aisé de montrer que l�ajout, au parcours d�intégration, du demi-cercle de rayon

in�ni dans le demi-plan inférieur ne produit aucun apport additionnel à l�intégrale. A

l�intérieur du parcours fermé, la seule singularité est un pôle simple situé à q = �k � i�:

L�application du théorème des résidus nous donne
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G(�!r ;
�!
r0 ;E) =

m

2�2~2
(�2�i)

i j�!r ��!r 0j lim
q!�k�i�

�
q

q � k � i�
e�iqj

�!r ��!r 0j
�
:

En e¤ectuant la limite indiquée, et en faisant tendre � vers zéro, on obtient �nalement

G(�!r ;
�!
r0 ;E) = � 1

4�

2m

~2
eikj

�!r ��!r 0j
j�!r ��!r 0j : (2.96)

2.4.4 La série de perturbation pour la fonction de Green

La transformation de Fourier sur le temps de K(�!r ; t;
�!
r0 ; t0) est

G(�!r ;
�!
r0 ;E) = � i

~

Z
dTeiEt=~K(�!r ; t;

�!
r0 ; t0)

Donc le transformation de Fourier de l�équation (2:79) est

G(�!r ;
�!
r0 ;E) = G0(

�!r ;
�!
r0 ;E) +

Z +1

�1
d�!r1G0(�!r ;�!r1 ;E)V (�!r1 )G(�!r1 ;

�!
r0 ;E):

Cette équation intégrale est maintenant appelée équation de Lippman�Schwinger pour

la fonction de Green [42].

Le raisonnement précédent peut aussi être appliqué pour construire un développement

perturbatif de la résolvante associée à l�opérateur H au voisinage de la résolvante libre

(associée à l�opérateur H0).

1

E �H + i"
=

1

E �H0 + i"
+

1

E �H0 + i"
V

1

E �H + i"

On déduit que :

G(�!r ;
�!
r0 ;E) = G0(

�!r ;
�!
r0 ;E) +G0(

�!r ;�!r1 ;E)V (�!r1 )G(�!r1 ;
�!
r0 ;E)

59



Chapitre 3

Calcul de la fonction de Green sur

une sphère à N dimensions

3.1 Introduction

Dans ce chapitre on propose de résoudre quelques problèmes de physique quantique

dans un espace de dimension arbitraire N, en faisant usage de la méthode de la fonction

de Green. Concrètement, ce problème entre dans le cadre de la théorie du potentiel très

fréquentée par les physiciens de la mécanique quantique. Tout d�abord on donne un rappel

sur l�espace multi-dimensionnel tel que les coordonnées hypersphériques et les harmoniques

hypersphériques, qui sont les généralisations N-dimensionnelles des coordonnées sphériques

et des harmoniques sphériques tridimensionnelles bien connues. On rappelle certains faits

de base sur les opérateurs hypersphériques de Laplace. On résume également les propriétés

de leurs fonctions propres - harmoniques hypersphériques - qui trouveront des applications

dans les sous-sections suivantes. Puis, on arrive à la forme de l�équation de Schrodinger

de dimensions N. On aboutit à une forme générale de la fonction de Green hyperradiale,

et hyperangulaire de Schrodinger pour un système de dimension N. Ensuite nous avons

calculé la fonction de Green relative à l�équation de Schrodinger indépendante du temps

en coordonnées sphériques de dimension N avec des potentiels symétriques sphériques, On

construit l�équation intégrale relative au problème aux limites posés ; nous allons traiter

trois cas à savoir : le problème d�une barrière �nie, le problème d�un puits �ni et le problème
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d�un puits in�ni.

3.2 Généralité sur l�éspace de dimension arbitraire

3.2.1 Les coordonnées hypersphériques

Dans l�espace euclidien de dimension N , pour un point de coordonnées cartésiennes

(x1; : : : ; xN ), on dé�nit les coordonnées hypersphériques (r; �1; : : : ; �N�1) par [44]8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

x1 = r sin �1 sin �2 sin �3::: sin �N�3 sin �N�2 sin'

x2 = r sin �1 sin �2 sin �3::: sin �N�3 sin �N�2 cos'

x3 = r sin �1 sin �2 sin �3::: sin �N�3 cos �N�2

x3 = r sin �1 sin �2 sin �3::: cos �N�3

:

:

:

xi = r sin �1 sin �2 sin �3::: sin �N�i cos �N�i+1

:

:

:

x
N
= r cos �1

(3.1)

avec

0 � �K � � (k = 1; 2; :::; N � 2) et 0 � ' � 2�

Il n�est pas di¢ cile de montrer que le jacobien de la transformation (3:1) est

J = rN�1(sin �1)
N�2(sin �2)

N�3::::(sin �i)
N�i�1:::(sin �N�2) (3.2)

Et que l�élément de volume en termes de ces coordonnées est

dNx = Jdrd�1d�2:::d�N�1 = rN�1drd
N (3.3)
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où

d
N = (sin �1)
N�2(sin �2)

N�3:::(sin �N�2)d�1d�2:::d�N�1 (3.4)

est l�élément de l�angle solide de dimension N.

3.2.2 Le laplacien en coordonnées sphériques de dimension N

Considérons le mouvement d�une particule dans un potentiel sphérique symétrique en

N dimensions,

�
� ~

2

2�
�N + V (r)

�
 nlm(r;
N) = E nlm(r;
N); (3.5)

où �N est le laplacien en coordonnées sphériques à N dimensions (voir [45]).

Lorsque N � 3

�N � r2
N �

1

rN�1
@

@r
(rN�1

@

@r
)�

�2N�1(
N)

r2
(3.6)

=
@2

@r2
+
(N � 1)

r

@

@r
�
�2N�1(
N)

r2
:

et �2N�1(
N) est un opérateur di¤érentiel partiel sur la sphère unitaire S
N�1 appelé

Laplace Beltrami où l�opérateur grand orbitale ou hyperangulaire. qui est donné ci-après

en coordonnées angulaires hypersphériques. Sa dé�nition est analogue à celle du moment

angulaire tridimensionnel.

�2N�1 = �
NX
i�j
�2ij; �2ij = xi

@

@xj
� xj

@

@xi
; (3.7)

pour toutes les composantes cartésiennes xi du vecteur N -dimensionnel (x1; : : : ; xN ).

Compte tenu de la symétrie sphérique du problème, il convient d�introduire les coordonnées

hypersphériques (r; �1; �2; :::�N�2; '): Ici, r est la variable radiale tandis que les variables

angulaires 
N � �1; �2; :::�N�2; ' sont les hyperangles.
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L�opérateur Laplace-Beltrami �2N�1(
N) a maintenant l�expression explicite suivante,

�2N�1(
N) =
N�2X
i=1

(

iY
j=1

sin �j)
�2(sin �i)

i+3�N @

@�i
(sin �N�i�1i

@

@�i
) + (

N�2Y
j=1

sin �j)
�2 @

2

@'2
: (3.8)

Cet opérateur est bien connu et possède le spectre suivant,

�2N(
N)Y
m
` (
N) = `(`+N � 2)Y m

` (
N): (3.9)

où ` = 0; 1; 2; ::: et Y m
` (
N) sont les harmoniques hypersphériques dé�nies par

Y m
` (
N) = N`;m exp(im')

N�2Y
k=1

C
�k+Zk+1
Zk�Zk+1 (cos �k)(sin �k)

Zk+1 ; (3.10)

avec la constante réelle de normalisation N`;m > 0 telle que

N2
`;m =

1

2�

N�2Y
k=1

(�k + Zk)(Zk + Zk+1)! [�(�k + Zk+1)]
2

�21�2�k�2Zk+1�(2�k + Zk + Zk+1)

3.2.3 La fonction delta à N dimensions

La fonction delta en coordonnées cartésiennes à N dimensions peut-être écrite[44]

�(N)(�!r ) = �(x1)�(x2)::::�(xN)

la transformation entre les coordonnées cartésiennes et sphériques donne

�(N)(�!r ) = 1

jJ j�(r)�(�1)::::�(�N�1)

où J est le jacobien

jJ j =
���� @ (x1x2:::xN)@ (r�1:::�N�1)

���� = rN�1 (sin �1)
N�2 (sin �2)

N�3 :::: sin �N�2

alors
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�(N)(�!r ) = 1

rN�1 sin �N�21 :::: sin �N�2
�(r)�(�1)::::�(�N�1): (3.11)

En prenant la partie radiale (après intégration sur les angles �1; �2; :::�N�1), nous

trouvons[46� 47]

�(N)(�!r ) = 1

rN�1
�(r) (3.12)

3.3 Problèmes de dimension N dans les coordonnées

sphériques

3.3.1 Equation de Schrodinger de dimension N

L�équation de Schrodinger indépendante du temps pour une particule de masse m,

soumise à un potentiel sphérique symétrique V (�!r ) = V (r), dans l�espace à N dimensions

a la forme :

� ~
2

2m
�N nlm + V (r) nlm = E nlm (3.13)

où �N est le laplacien dans les coordonnées sphériques (r; �1; �2; ::::�N�1): tel que

r =
p
x21 + :::+ x2N est la coordonnée radiale.

On choisit les fonctions propres de l�état lié  nlm(r;
N) qui disparaissent pour r ! 0

et r !1.

En appliquant la méthode de séparation de variables, cela nous aide à écrire la fonction

d�onde comme :

 nlm(r;
N) = Rnl(r)Y
m
l (
N) (3.14)

où Rnl(r) est la partie radiale de l�équation (3:13) et Y m
l (
N) est la partie angulaire

appelée harmonique hypersphérique.Y m
l (
N) obéit à l�équation aux valeurs propres [47]

�2NY
m
l (
N) = l(l +N � 2)Y m

l (
N); l = 0; 1; 2; ::: (3.15)
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L�équation hyperradiale N-dimensionnelle devient

�
1

rN�1
@

@r
(rN�1

@

@r
)� l(l +N � 2)

r2
� 2m
~2
(V (r)� E)

�
Rnl(r) = 0 (3.16)

où E est la valeur propre de l�énergie et l est le nombre quantique angulaire orbital

l = 0; 1; 2; :::

3.3.2 La fonction de Green hyperradiale

Dans un espace de dimension N l�équation de Schrodinger d�une particule soumise à

un potentiel sphérique symétrique V (r) a la forme

�
� ~

2

2�
�N + V (r)

�
 nlm(r;
N) = E nlm(r;
N);

La fonction de Green GN associée à ce problème satisfait�
E � ~2

2�
�N � V (r)

�
GN(

�!r ;
�!
r0 ;E) = �(�!r �

�!
r0 ); (3.17)

où GN(
�!r ;
�!
r0 ;E) s�écrit

GN(
�!r ;
�!
r0 ;E) =

X
l;m

Y m�

l (
0N)Y
m
l (
N)G

l
N(r; r

0;E) (3.18)

GlN(r; r
0;E) est la fonction de Green radiale solution de l�équation di¤érentielle suivante

�
1

rN�1
@

@r
(rN�1

@

@r
)� l(l +N � 2)

r2
� 2m
~2
(V (r)� E)

�
GlN(r; r

0) =
1

rN�1
�(r � r0) (3.19)

Nous réorganisons l�équation (3:19) pour la rendre sous la forme standard de Sturm-

Liouville (1:7)
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d

dr
(rN�1

d

dr
GlN(r; r

0)) + rN�1
�
2m

~2
(E � V (r))� l(l +N � 2)

r2

�
GlN(r; r

0) = �(r � r0)

(3.20)

En vertu de la procédure annoncée dans le chapitre (1) ; la fonction de Green peut être

écrite sous la forme (1:49)

GlN(r; r
0;E) = u(r<)v(r>)=r

0N�1W [u; v] (r0): (3.21)

où r> = max(r; r0); et r< = min(r; r
0)

Ici u(r) et v(r) sont des solutions de l�équation homogène (1:2) quand r 6= r0, appro-

priées aux conditions aux limites à r = 0 et r =1 respectivement, tandis que W [u; v] est

le Wronskian

W [u; v] = u(r)v0(r)� v(r)u0(r):

La solution particulière GlN(r; r
0;E) se comporte comme une onde sphérique sortante

comme r> !1:

Cette fonction de Green est liée par une transformée de Fourier du propagateur K

comme suit (2:78)

G(r; r0; E) = � i
~

Z
K(r; r0; t)eiEtdt: (3.22)

Cela peut être montré facilement, à partir des représentations spectrales suivantes

(2:78)

G(r; r0; E) =
X
n

Rn(r)R
�
n(r

0)

E + i�� En
(3.23)

et (2:37)

K(r; r0; t) =
X
n

Rn(r)R
�
n(r

0)e�iEnt: (3.24)
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3.3.3 La fonction de Green hyperangulaire

La fonction de Green hyperangulaire est donnée comme solution de l�équation

�
�2N � `(`+N � 2)

�
GN(
;
0) = �(
� 
0) (3.25)

où 
 représente les N � 1 coordonnées hyperangulaires nécessaires pour décrire la

surface d�une hypersphère à N dimensions. et �(
 � 
0) est la fonction � de Dirac dans

les coordonnées hyperangulaires.

La fonction de Green GN(
;
0) peut être trouvée sous plusieurs formes [28� 46� 47].

La dérivation la plus simple de la fonction de Green repose sur la complétude des

harmoniques hypersphériques :

X
`m

Y �
`m(


0)Y`m(
) = �(
� 
0) (3.26)

La fonction Y`m est la solution de l�équation aux valeurs propres

�2NY`m(
) = `(`+N � 2)Y`m(
) (3.27)

Ici, ` est le nombre quantique de moment hyperangulaire, et m énumère les états

dégénérés.

Depuis [28]

X
m

Y �
`m(


0)Y`m(
) =
2`+N � 1
(N � 1)SN

C
N�2
2

` (��!R:
�!
R0)

où C�� est une fonction de Gegenbauer, SN est la surface d�hypersphère unité de di-

mension N.

SN =

Z
d
 =

2�
N+1
2

�(N+1
2
)

et
�!
(R:
�!
R0) � cos � où � est l�angle entre les deux hypervecteurs normalisés

�!
R;

�!
R0

portés par �!r et
�!
r0 :
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On peut utiliser l�équation (3:24) avec l�équation (3:25) pour trouver GN(
;
0) comme

GN(
;
0) =
X
lm

Y �
`m(


0)Y`m(
)

`(`+N � 2)�m(m+N � 2) (3.28)

La forme de la fonction de Green hyperangulaire est donnée dans [28] par

GN(
;
0) =
��

(N � 2)SN sin �`
C

N�2
2

` (��!R:
�!
R0); =N � 2 (3.29)

Ainsi la forme générale de la fonction de Green

GN(�!r ;
�!
r0 ) =

�(N
2
� 1)

4�N=2

X
`

(2`+N � 3)C
N�2
2

` (��!R:
�!
R0)G`(r; r

0); =N � 2 (3.30)

3.3.4 Calcul de la fonction de Green d�une particule libre

On considère une particule de masse m soumise à un potentiel sphérique symétrique

V (r) dans une sphère de dimension N.

La fonction de Green est dé�nie comme une solution de l�équation

"
@
@r
(rN�1 @

@r
)

rN�1
� l(l +N � 2)

r2
+
2m

~2
(E � V (r))

#
GN(

�!r ;
�!
r0 ) = �(N)(�!r �

�!
r0 ) (3.31)

Adoptons la dépendance angulaire trouvée ci-dessus (3:30) :

GN(
�!r ;
�!
r0 ) =

�(N
2
� 1)

4�N=2

X
l

(2l +N � 3)C
N�2
2

l (��!R:
�!
R0)GN(r; r

0)

où GN(r; r0) la fonction de Green radiale.

Nous voyons que, à cause de l�orthonormalité des harmoniques sphériques, (3:26),

l�équation (3:31) correspond à l�équation suivante véri�ée par la fonction de Green ra-

diale, "
@
@r
(rN�1 @

@r
)

rN�1
� l(l +N � 2)

r2
+
2m

~2
(E � V (r))

#
GN(r; r

0) =
�(N)(r � r0)

rN�1
(3.32)
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Pour le cas de la particule libre, nous écrivons l�équation (3:32) avec V = 0; on trouve

1

rN�1
d

dr
(rN�1

d

dr
)GN(r; r

0) +

�
2m

~2
E � l(l +N � 2)

r2

�
GN(r; r

0) =
1

rN�1
�(r � r0) (3.33)

Pour faciliter, nous mettons GN(r; r0) � gl;N(r), et pour r 6= r0 l�équation (3:33) peut

être écrite sous la forme :

d2

dr2
gl;N(r) +

(N � 1)
r

d

dr
gl;N(r) +

�
2m

~2
E � l(l +N � 2)

r2

�
gl;N(r) = 0 (3.34)

En faisant les changements

z = kr

k2 =
2m

~2
E

alors gl;N(r) satisfait à l�équation suivante

d2

dz2
gl;N(z) +

(N � 1)
z

d

dz
gl;N(z) +

��
1� l(l +N � 2)

z2

��
gl;N(z) = 0 (3.35)

qui est l�équation de Bessel multisphérique d�ordre l .

Les solutions linéairement indépendantes correspondantes sont jl;N(z) et �l;N (z) dé�-

nies par :

u(r) = jl;N(kr) =
� �

2kr

�N�2
2
Jl+N�2

2
(kr) � (kr)

2�N
2 Jl+N�2

2
(kr) (3.36)

et

v(r) = �l;N(kr) =
� �

2kr

�N�2
2
Yl+N�2

2
(kr) � (kr)

2�N
2 Yl+N�2

2
(kr) (3.37)

où

k2 =
2m

~2
E
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jl;N ; �l;N sont les fonctions de Bessel multisphériques, leur comportement asymptotique

étant décrit dans [44� 46] :

Pour z !1

j
l
(x)! sin(z � l�=2)=z; �l(z)! cos(z � l�=2)=z:

et pour z ! 0

jl(z)! zl; �l(z)!
1

zl+1
;

Nous pouvons écrire une solution plus générale de l�équation (3:35) comme

g(z; z
0
) = Ajl;N(kr) +B�l;N(kr) (3.38)

où les constantes A et B doivent être choisies selon le problème étudié.

Le Wronskian de (3:36) et (3:37) est donné par [47]

W [jl;N(kr�); �l;N(kr�)] = (kr�)
2�NW

h
Jl+N�2

2
(kr�); Yl+N�2

2
(kr�)

i
= (kr�)2�N

2

�(kr�)
=
2

�
(kr0)

1�N

En appliquant la procédure décrite ci-dessus, depuis, (3:21) la solution de l�équation

(3:33) peut être écrite sous la forme

GlN(r; r
0) = j

l;N
(kr<)�l;N (kr>)=

2

�
(kr0)

1�N
(kr0)

N�1 (3.39)

=
�

2
j
l;N
(kr<)�l;N (kr>)

où

GlN(r; r
0) =

�

2

8<: �
l;N
(kr0)j

l;N
(kr); r < r0

j
l;N
(kr0)�

l;N
(kr); r0 < r

Seul jl;N apparaît dans la première forme car la solution doit être �nie en r = 0,
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3.3.5 Fonction de Green et amplitude de di¤usion dans un es-

pace multidimensionnel

La di¤usion dans un espace multidimensionnel peut être étudiée d�une manière assez

similaire à celle utilisée pour la di¤usion d�une particule par un potentiel dans un espace

tridimensionnel.

Comme la plupart des interactions physiques sont décrites par des potentiels dont une

grande partie est invariante par rotation dans l�espace N-dimensionnel, nous étudierons le

cas de la di¤usion d�une onde plane par un potentiel hypercentral U(r).

Le developement d�une onde plane sous forme d�une série de polynômes Gegenbauer

ei
�!
k �!r = 2(N�3=2)

�(N=2� 1)
(�)1=2

1X
l=0

il(2l +N � 2)C
N�2
2

l (cos �)jl;N(kr); (3.40)

où
�!
k �!r = kr cos �:

Nous recherchons une onde radiale Rl(r), analogue à jl;N(kr) dans Eq:(3:34), qui est

une solution de

�
1

rN�1
d

dr
(rN�1

d

dr
)� l(l +N � 2)

r2
� U(r) + k2

�
Rl(r) = 0 (3.41)

avec le comportement asymptotique

Rl(r)! jl;N(kr) + fl(k)e
ikr=r(N�1)=2; si r !1 (3.42)

L�onde partielle Rl(r) qui est une solution de (3.41) peut être écrite sous la forme :

Rl(r) = jl;N(kr) +

Z 1

0

Gl(r; r
0)U(r0)r0N�1Rl(r

0)dr0 (3.43)

On peut facilement le prouver en substituant Eq. (3:43) dans (3:41):

L�amplitude fl(k) est obtenue à partir du comportement asymptotique de l�Eq. (3:43)

pour r !1.

fl(k) =

Z 1

0

Gl(r; r
0)U(r0)r0N�1Rl(r

0)dr0 (3.44)
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L�éq. (3:43) est la représentation intégrale de l�équation (3:41), y compris la condi-

tion asymptotique requise d�une onde sortante, de l�équation di¤érentielle (3:41). Dans

l�approximation de Born, nous supposons que fl(k) est petit, ce qui conduit à

fl(k) = �
�
k

i

�(N�3)=2 Z 1

0

(jl;N(kr))
2 U(r0)r0N�1Rl(r

0)dr0 (3.45)

La di¤usion avec une onde sortante se comporte de manière asymptotique selon les

équations (3:40) et (3:42) comme

	+(�!r ) = ei
�!
k �!r + f(
)eikr=r(N�1)=2 (3.46)

Dans Ref.[46] l�amplitude de di¤usion f(
) est donnée en approximation de Born par

f(
) = �
�
k

i

�(N�3)=2 Z 1

0

j0(kr)U(r)r
N�1dr (3.47)

où

K = 2k sin(�=2)

Pour N = 3 on trouve la formule bien connue de l�approximation de Born

f(�) = �
Z 1

0

sin(Kr)

Kr
U(r)r2dr (3.48)

3.4 Recherche de la FG pour une particule dans une

sphère

3.4.1 Application au cas d�un puits de potentiel in�ni

Nous nous proposons d�examiner le cas d�une particule enfermée dans une sphère de

rayon a. Le potentiel est considéré comme nul dans la sphère, et in�ni à l�extérieur.

V (r; �) =

8<: 0; r < a

1; r > a
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Dans ce cas la fonction de Green est dé�nie comme une solution de l�équation

d

dr
(rN�1

d

dr
GlN(r; r

0)) + rN�1
�
2mE

~2
� l(l +N � 2)

r2

�
GlN(r; r

0) = �(r � r0)

avec la condition

G(�!r ;
�!
r0 )
���
r=a

= 0 (3.49)

Depuis (3:35) ; la solution de cette équation (pour 0 < r0 < a) est directement de la forme :

GlN(r; r
0) =

8<: �(r0)j
l;N
(kr); 0 � r < r0

�(r0)j
l;N
(kr) + 
(r0)�

l;N
(kr); r0 < r � a

(3.50)

Seule j
l;N
apparaît dans la première forme car la solution doit être �nie en r = 0.

Pour déterminer les fonctions �, �, et 
, on procède comme suit :

la condition aux limites en r = a, GlN(r; r
0) = 0, implique

�(r0)j
l;N
(ka) + 
(r0)�

l;N
(ka) = 0 (3.51)

ou bien
�(r0)


(r0)
= �

�
l;N
(ka)

j
l;N
(ka)

(3.52)

Ainsi, nous pouvons écrire dans la région r0 < r � a,

GlN(r; r
0) = A(r0)

�
j
l;N
(kr)�

l;N
(ka)� �

l;N
(kr)j

l;N
(ka)

�
(3.53)

La condition suivante que nous imposons est celle de la continuité de GlN(r; r
0) en r = r0

�(r0)j
l;N
(kr0) = A(r0)

�
j
l;N
(kr0)�

l;N
(ka)� �

l;N
(kr0)j

l;N
(ka)

�
(3.54)

Par contre, la dérivée de GlN(r; r
0) est discontinue en r = r0

dGlN(r; r
0)

dr

����
r=r0

=
1

r0N�1
(3.55)
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ce qui implique

k�(r0)j0
l;N
(kr0)� kA(r0)

h
j0
l;N
(kr0)�

l;N
(ka)� �0

l;N
(kr0)j

l;N
(ka)

i
= � 1

r0N�1
(3.56)

Maintenant, multiplions Eq. (3; 54) par k j0
l;N
(kr0) et Eq. (3:56) par j

l;N
(kr0), et sous-

trayons :

j
l;N
(kr0)

r0N�1
= �kA(r0)j

l;N
(ka)

h
j
l;N
(kr0)�0

l;N
(kr0)� �

l;N
(kr0)j0

l;N
(kr0)

i
(3.57)

Le Wronskian de j
l;N
, �

l;N
a la forme

W (jl;N(kr�); �l;N(kr�)) = jl;N(kr�)��l;N(kr�)� �l;N(kr�)�jl;N(kr�) =
2

�
(kr0)

1�N (3.58)

Ainsi, puisque la partie droite de l�équation (3.57) est proportionnelle au Wronskien, on

trouve la fonction A :

A(r0) = ��
2
kN�2

jl;N(kr�)

jl;N(ka)
(3.59)

Depuis l�équation (3.54), on trouve la fonction � :

�(r0) = ��
2

kN�2

jl;N(ka)
[jl;N(kr�)�l;N(ka)� �l;N(kr�)jl;N(ka)] (3.60)

La fonction de Green est donc explicitement donnée par

GlN(r; r
0) = ��

2
kN�2

8<:
j
l;N

(kr)

j
l;N

(ka)

�
j
l;N
(kr0)�

l;N
(ka)� �

l;N
(kr0)j

l;N
(ka)

�
; 0 � r < r0

j
l;N

(kr0)

j
l;N

(ka)

�
j
l;N
(kr)�

l;N
(ka)� �

l;N
(kr)j

l;N
(ka)

�
; r0 < r � a

(3.61)

ou bien

GlN(r; r
0) = ��

2
kN�2j

l;N
(kr<)jl;N (kr>)

�
�
l;N
(ka)

j
l;N
(ka)

�
�
l;N
(kr>)

j
l;N
(kr>)

�
(3.62)

avec

r> = max(r; r
0); r< = min(r; r

0)
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3.4.2 Application aux cas des barrières de potentiel

Nous considérons le potentiel V (r; � = �1; �2; :::�N�1) de la forme

V (r; �) =

8<: V1 if 0 � r � a

V2 if r � a
(3.63)

En insérant (3:63) dans (3:31), nous trouvons pour (0 < r < a) et (r > a) respective-

ment

8<:
h

1
rN�1

d
dr
(rN�1 d

dr
)� l(l+N�2)

r2
+ 2m

~2 (E � V1)
i
G(r; r0) = 1

rN�1 �(r � r0);h
1

rN�1
d
dr
(rN�1 d

dr
)� l(l+N�2)

r2
+ 2m

~2 (E � V2)
i
G(r; r0) = 1

rN�1 �(r � r0);
(3.64)

Application pour le cas V1 = V0 > 0;V2 = 0; E > V0

A l�exterieur de sphère r; r0 > a Notons par Gl;2;2 la fonction de Green en dehors de

la sphère. Dans ce cas la deuxième équation de (3:64) est

�
1

rN�1
d

dr
(rN�1

d

dr
)� l(l +N � 2)

r2
+
2m

~2
E

�
Gl;2;2(r; r0) =

1

rN�1
�(r � r0) (3.65)

ou bien

d

dr
(rN�1

d

dr
Gl;2;2(r; r0)) +

��
2m

~2
E � l(l +N � 2)

r2

�
rN�1

�
Gl;2;2(r; r0) = �(r � r0) (3.66)

Cette fois-ci nous avons le même cas de puits de potentiel in�ni, mais avec des condi-

tions aux limites di¤érentes ; maintenant nous e¤ectuons le calcul en employant la conti-

nuité de la solution et de sa première dérivée sur la frontière.

Nous pouvons écrire l�équation (3:66) pour r 6= r0 sous la forme suivante

d2Gl;2;2(r; r0)

dr2
+
(N � 1)

r

dGl;2;2(r; r0)

dr
+

�
2m

~2
E � l(l +N � 2)

r2

�
Gl;2;2(r; r0) = 0 (3.67)
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Par conséquent, avec l�utilisation de l�équation (3:38), la solution de l�équation (3:67)

peut être immédiatement écrite comme

Gl;2;2(r; r�) =

8<: C(r
0
) [�l;N(kr) � � jl;N(kr)] ; a � r � r

0

D(r
0
)jl;N(kr); r

0 � r � 1
(3.68)

Dans cette expression de la fonction de Green, nous voyons le combinaison de deux

ondes, une sortante de la sphère �l;N(kr) et une autre venant de l�in�ni jl;N(kr).

Les constantes C;D et � doivent être déterminées en employant les conditions de

frontière.

La première condition exige que Gl;2;2(r; r�), comme fonction de r (r0 est �xé), doit être

continu à r = r0

Gl;2;2(r�+; r�)�Gl;2;2(r��; r�) = 0 (3.69)

On trouve

�C(�r)�l;N(k�r) + [D(�r) + �C(�r) ] jl;N(k�r) = 0 (3.70)

La deuxième condition exige que la première dérivée à r = r0doit posséder un saut,

c�est-à-dire

d

dr
Gl;2;2(r�+; r�)�

d

dr
Gl;2;2(r��; r�) =

1

r�N�1
(3.71)

D�une manière equivalente

�C(r0)��l;N(k�r) +
�
D(r�) + �C(r

0
)
�
�jl;N(kr�) =

1

kr�N�1
(3.72)

où �jl;N(x); ��l;N(x) sont les premieres dérivées de jl;N(x); �l;N(x).

En combinant les équations (3:70) et (3:72), nous obtenons

C(r
0
)��l;N(k�r)�

�
D(r�) + �C(r

0
)
�
�jl;N(kr�) = �

1

kr�N�1
(3.73)

En employant le Wronskian des fonctions de Bessel multisphériques jl;N ; �l;N
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W (jl;N(kr�); �l;N(kr�)) = jl;N(kr�)��l;N(kr�)� �l;N(kr�)�jl;N(kr�) =
��
2

�N�3 1

(k�r)N�1
(3.74)

nous véri�ons les coe¢ cients C et D sont donnés par

C(r
0
) = �kN�2

��
2

�3�N
jl;N(kr�) (3.75)

et

D(r�) = �kN�2
��
2

�3�N
[�l;N(kr�)� �jl;N(kr�)] (3.76)

Comme nous avons mentionné ci-dessus, le coe¢ cient D(r0) est une somme de deux

ondes, une sortante de la sphère et l�autre venant de l�in�ni.

Donc la fonction de Green, en dehors de la sphère, est donnée par

Gl;2;2(r; r�) = �kN�2
��
2

�3�N 8<: [�l;N(kr) � � jl;N(kr)] jl;N(kr�); a � r � r
0

[�l;N(kr�)� �jl;N(kr�)] jl;N(kr); r
0 � r � 1

(3.77)

Nous avons déterminé les coe¢ cients C et D . Le coe¢ cient restant � sera calculé

dans la prochaine sous-sous-section.

A l�intérieur de la sphère : A l�intérieur de la sphère 0 < (r; r0) < a, nous devons

employer la première équation de (3:64)

�
1

rN�1
d

dr
(rN�1

d

dr
)� l(l +N � 2)

r2
� 2m
~2
(V0 � E)

�
G(r; r0) =

�(r � r0)

rN�1
(3.78)

qui a deux solutions indépendantes �l;N(�r) et jl;N(�r).

La fonction de Green peut être écrite comme :
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Gl:1;1(r; r�) =

8<: A(r0)jl;N(�r); 0 � r � r
0 � a

B(r0) [�l;N(�r)� �jl;N(�r)] ; r
0 � r � a

(3.79)

où �2 = 2m
h2
(E � V0), et A; B, � sont des constantes qui seront calculées à l�étape

suivante.

En utilisant la continuité de la fonction de Green en r = r0

Gl:1;1(r0+; r
0)�Gl:1;1(r0�; r

0) = 0 (3.80)

c�est-à-dire

B(r0)�l;N(�r
0)� [A(r0) + �B(r0)] jl;N(�r

0) = 0 (3.81)

et la discontinuité de la derivée de la fonction de Green à r = r0

d

dr
Gl:1;1(r0+; r

0)� d

dr
Gl:1;1(r0�; r

0) =
1

r0N�1
(3.82)

c�est-à-dire

B(r0)�0l;N(�r
0)� (A(r0) + �B(r0)) j0l;N(�r

0) =
1

�r0N�1
(3.83)

Depuis les équations (3:74), (3:81) et (3:83), nous obtenons les constantes A(r0) et

B(r0) comme suit

A(r0) =
��
2

�3�N
�N�2 [�l;N(�r

0)� �jl;N(�r
0)] (3.84)

et

B(r0) =
��
2

�3�N
�N�2jl;N(�r

0) (3.85)

Après leur remplacement dans (3:79), on trouve la fonction de Green dans la sphère
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Gl:1;1(r; r0) =
��
2

�3�N
�N�2

8<: [�l;N(�r
0)� �jl;N(�r

0)] jl;N(�r); 0 � r � r0 � a

[�l;N(�r)� �jl;N(�r)] jl;N(�r
0); r0 � r � a

(3.86)

Pour trouver les coe¢ cients � et �; nous utilisons la continuité de la fonction de Green

et la continuité de sa dérivée première à r = r0 = a

Gl:1;1(a�; a) = Gl:2;2(a+; a) (3.87)

ou alors

�N�2 [�l;N(�a)� �jl;N(�a)] jl;N(�a) = �kN�2 [�l;N(ka) � � jl;N(ka)] jl;N(ka) (3.88)

et

d

dr
Gl:1;1(r; a)

����
r=a�

=
d

dr
Gl:2;2(r; a)

����
r=a+

(3.89)

c�est-à-dire

�N�1
�
�0l;N(�a)� �j0l;N(�a)

�
jl;N(�a) = �kN�1

�
�0l;N(ka) � � j0l;N(ka)

�
jl;N(ka) (3.90)

Après quelques simpli�cations, nous obtenons le coe¢ cient �

� =
�2�(�a)1�N(�

2
)N�3jl;N(ka) + �l;N(�a)V (k; �)

jl;N(�a)V (k; �)
(3.91)

où nous avons dé�ni

V (k; �) = kj0l;N(ka)jl;N(�a)� �jl;N(ka)j
0
l;N(�a) (3.92)

De la même manière, nous trouvons le coe¢ cient �
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� =
k(ka)1�N(�

2
)N�3jl;N(�a) + jl;N(ka)U(k; �)

jl;N(ka)V (k; �)
(3.93)

où nous avons dé�ni

U(k; �) = k�0l;N(ka)jl;N(�a)� ��l;N(ka)j
0
l;N(�a) (3.94)

En résumé, la fonction de Green à l�intérieur de la sphère est donnée par l�expression

suivante pour 0 � r < r0 � a

Gl:1;1(r; r0) =
��
2

�3�N
�N�2� (3.95)�

�l;N(�r
0)�

�2�(�a)1�N(�
2
)N�3jl;N(ka) + �l;N(�a)V (k; �)

jl;N(�a)V (k; �)
jl;N(�r

0)

�
jl;N(�r)

Et en changeant r avec r0, nous obtenons l�expression suivante pour la fonction de

Green à l�intérieur de la sphère pour r0 < r � a

Gl:1;1(r; r0) =
��
2

�3�N
�N�2� (3.96)�

�l;N(�r)�
�2�(�a)1�N(�

2
)N�3jl;N(ka) + �l;N(�a)V (k; �)

jl;N(�a)V (k; �)
jl;N(�r)

�
jl;N(�r

0)

Et en dehors de la sphère pour a < r < r0

Gl:2;2(r; r0) = �kN�2
��
2

�3�N
� (3.97)�

�l;N(kr) �
k(ka)1�N(�

2
)N�3jl;N(�a) + jl;N(ka)U(k; �)

jl;N(ka)V (k; �)
jl;N(kr)

�
jl;N(kr

0)

Et pour a < r0 < r <1
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Gl:2;2(r; r0) = �kN�2
��
2

�3�N
� (3.98)�

�l;N(kr
0)�

k(ka)1�N(�
2
)N�3jl;N(�a) + jl;N(ka)U(k; �)

jl;N(ka)V (k; �)
jl;N(kr

0)

�
jl;N(kr)

Le cas 0 < r0 < a < r <1 (r0 à l�intérieur et r à l�extérieur de la sphère) Dans

ce cas, la fonction de Green s�écrit comme

G2;1(l : r; r0) = �N�2
��
2

�3�N
jl;N(�r

0) [�l;N(kr) � � jl;N(kr)] (3.99)

où � est une constante à déterminer en utilisant la continuité de la fonction de Green

en r = r0 = a

G2;1(l : r; a)
��
r=a

= G2;2(l : r; a)
��
r=a

(3.100)

Alors

�N�2
��
2

�3�N
jl;N(�a) [�l;N(ka) � � jl;N(ka)]

= �kN�2
��
2

�3�N �
�l;N(ka)�

k(ka)1�N(�
2
)N�3jl;N(�a) + jl;N(ka)U(k; �)

jl;N(ka)V (k; �)
jl;N(ka)

�
jl;N(ka)

Ce qui conduit à obtenir la constante �

� =
�2� (�a)1�N

�
�
2

�N�3
V (k; �)

+
�l;N(ka)

jl;N(ka)
(3.101)

On obtient ainsi la fonction de Green (mixte)

G2;1(l : r; r0) = �N�2
��
2

�3�N
� (3.102)"

�l;N(kr) �
 
�2� (�a)1�N

�
�
2

�N�3
V (k; �)

+
�l;N(ka)

jl;N(ka)

!
jl;N(kr)

#
jl;N(�r

0)
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Le cas 0 < r < a < r0 < 1 (r intérieur et r0 extérieur de la sphère) : De même

que ci-dessus, la fonction de Green s�écrit comme

G1;2(l : r; r0) = �kN�2
��
2

�3�N
jl;N(�r) [�l;N(kr

0)� �jl;N(kr
0)] (3.103)

où � est une constante à déterminer en utilisant la continuité de la fonction de Green

en r = r0 = a :

G1;2(l : r; a)
��
r=a

= G1;1(l : r; a)
��
r=a

(3.104)

Alors

� kN�2
��
2

�3�N
jl;N(�a) [�l;N(ka)� �jl;N(ka)] (3.105)

=
��
2

�3�N
�N�2

�
�l;N(�a)�

�2�(�a)1�N(�
2
)N�3jl;N(ka) + �l;N(�a)V (k; �)

jl;N(�a)V (k; �)
jl;N(�a)

�
jl;N(�a)

Cela conduit à la constante

� =
2k (ka)1�N

�
�
2

�N�3
V (k; �)

+
�l;N(ka)

jl;N(ka)
(3.106)

Alors, la fonction de Green mixte (r < a < r0) devient

G1;2(l : r; r0) = �kN�2
��
2

�3�N
jl;N(�r)� (3.107)"

�l;N(kr
0)�

 
2k (ka)1�N

�
�
2

�N�3
V (k; �)

+
�l;N(ka)

jl;N(ka)

!
jl;N(kr

0)

#

Application au cas V1 = V0 > 0; V2 = 0; 0 < E < V0

Dans ce cas � devient un nombre purement imaginaire

�0 = i�
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et l�e¤et tunnel de la mécanique quantique peut être véri�é.

�0 = i

r
2m

~2
(V0 � E) = i� (3.108)

A l�intérieur de la sphère [0 � (r0; r) � a] La seconde équation de (3:64) devient

d2

dr2
gl;N(r) +

(N � 1)
r

d

dr
gl;N(r) + (�

2m

~2
(V0 � E)� l(l +N � 2)

r2
)gl;N(r) = 0

d2

dr2
gl;N(r) +

(N � 1)
r

d

dr
gl;N(r) + ((i�)

2 � l(l +N � 2)
r2

)gl;N(r) = 0 (3.109)

qui est l�équation de Bessel modi�ée multi-sphérique d�ordre l qui admet deux solutions

indépendantes il;N(�r) et kl;N(�r) qui sont :

il;N(�r) � jl;N(i�r) (3.110)

kl;N(�r) � �l;N(i�r) (3.111)

Ensuite, de la même manière, nous trouvons la fonction de Green correspondante

Gl;3;3(r; r0) =

8<: A(r0)il;N(�r); 0 � r � r0 � a

B(r0) [kl;N(�r)� 
il;N(�r)] ; 0 � r0 � r � a
(3.112)

où 
 est une constante qui sera calculée plus tard.

D�après la continuité de la fonction de Green au point r = r0,

Gl;3;3(r0+; r
0)�Gl;3;3(r0�; r

0) = 0 (3.113)

ou de manière équivalente

B(r0)kl;N(�r
0)� [A(r0) +B(r0)
] il;N(�r

0) = 0 (3.114)
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La discontinuité de la dérivée première par rapport à r de Gl;3;3 au point r = r0 donne

d

dr
Gl;3;3(r0+; r

0)� d

dr
Gl;3;3(r0�; r

0) =
1

r0N�1
(3.115)

B(r0)k0l;N(�r
0)� [A(r0) +B(r0)
] i0l;N(�r

0) =
1

�r0N�1
(3.116)

Le Wronskien de la fonction de Bessel modi�ée multi-sphérique il;N et kl;N prend la

forme suivante :

W (il;N(�r
0); kl;N(�r

0)) = il;N(�r
0)k0l;N(�r

0)� kl;N(�r
0)i0l;N(�r

0) = � 1

(�r0)N�1
(3.117)

Depuis (3:117); (3:116) et (3:114) les constantes A(r0) et B(r0) sont données par les

expressions suivantes

B(r0) = �(�)N�2il;N(�r0) (3.118)

A(r0) = �(�)N�2 [kl;N(�r0)� 
il;N(�r
0)] (3.119)

Alors

Gl;3;3(r; r0) = �(�)N�2
8<: [kl;N(�r

0)� 
il;N(�r
0)] il;N(�r); 0 � r � r0 � a

il;N(�r
0) [kl;N(�r)� 
il;N(�r)] ; 0 � r0 � r � a

(3.120)

Ce qui est utile de mentionner ici est que le cas de la sphère "dure" peut être retrouvé

quand on met dans la dernière formule la limite V0 =1; dans ce cas la limite donne zéro�
Gl;3;3(r; r0) = 0

�
.

La constante 
 sera calculée dans la sous-section suivante.

En dehors de la sphère [a � (r0; r) � 1] La fonction de Green est la même que

(3:77) mais avec une nouvelle constante �1 :
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Gl;4;4(r; r0) � Gl;2;2(r; r0) (3.121)

Gl;4;4(r; r0) = �kN�2
��
2

�3�N 8<: [�l;N(kr) � �1 jl;N(kr)] jl;N(kr
0); a � r � r0

[�l;N(kr
0)� �1jl;N(kr

0)] jl;N(kr); r0 � r � 1

Pour trouver les coe¢ cients 
 et �1 on utilise la continuité de la fonction de Green et

la continuité de sa dérivée première en r = r0 = a :

Gl;3;3(a�; a) = Gl;4;4(a+; a) (3.122)

ou bien

� (�)N�2il;N(�a) [kl;N(�a)� 
il;N(�a)] (3.123)

= �kN�2
��
2

�3�N
[�l;N(ka) � �1 jl;N(ka)] jl;N(ka)

et

d

dr
Gl;3;3(r; a)

����
r=a�

=
d

dr
Gl;4;4(r; a)

����
r=a+

(3.124)

ou bien

� (�)N�1il;N(�a)
�
k0l;N(�a)� 
i0l;N(�a)

�
(3.125)

= �kN�1
��
2

�3�N �
�0l;N(ka) � �1 j

0
l;N(ka)

�
jl;N(ka)

Après quelques simpli�cations on obtient les coe¢ cients 
 et �1 comme les expressions

suivantes


 =
2� (�a)1�N j(ka) + k(�a)
(�; k)

i(�a)
(�; k)
(3.126)
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�1 =
k (ka)1�N

�
�
2

�N�3
i(�a) + j(ka)�(�; k)

j(ka)
(�; k)
(3.127)

où nous avons dé�ni


(�; k) = kj0(ka)i(�a)� �j(ka)i0(�a) (3.128)

et

�(�; k) = k�0(ka)i(�a)� ��(ka)i0(�a) (3.129)

En�n, la fonction de Green à l�intérieur de la sphère (pour le cas 0 < E < V0) est

donnée respectivement (pour 0 � r � r0 � a et 0 � r0 � r � a) par

Gl;3;3(r; r0) = �(�)N�2� (3.130)8<:
h
kl;N(�r

0)� 2�(�a)1�N j(ka)+k(�a)
(�;k)
i(�a)
(�;k)

il;N(�r
0)
i
il;N(�r)

il;N(�r
0)
h
kl;N(�r)� 2�(�a)1�N j(ka)+k(�a)
(�;k)

i(�a)
(�;k)
il;N(�r)

i (3.131)

et en dehors de la sphère, la fonction de Green (pour a < r < r0 et r0 < r < 1) est

respectivement

Gl;4;4(r; r0) = �kN�2
��
2

�3�N
� (3.132)8>><>>:

�
�l;N(kr) �

k(ka)1�N(�2 )
N�3

i(�a)+j(ka)�(�;k)

j(ka)
(�;k)
jl;N(kr)

�
jl;N(kr

0)�
�l;N(kr

0)� k(ka)1�N(�2 )
N�3

i(�a)+j(ka)�(�;k)

j(ka)
(�;k)
jl;N(kr

0)

�
jl;N(kr)

r0à l�intérieur et r à l�extérieur de la sphère (0 < r0 � a � r � 1) : Dans ce cas,

la fonction mixte de Green est donnée par

Gl;4;3(r; r0) = �(�)N�2il;N(�r0) [�l;N(kr) � �1 jl;N(kr)] (3.133)
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où �1 est une constante à déterminer en utilisant la continuité de la fonction de Green

en r = r0 = a;

Gl;4;3(r; a)
��
r=a

= Gl;4;4(r; a)
��
r=a

� (�)N�2il;N(�a) [�l;N(ka) � �1 jl;N(ka)] (3.134)

= �kN�2
��
2

�3�N "
�l;N(ka)�

k (ka)1�N
�
�
2

�N�3
i(�a) + j(ka)�(�; k)

j(ka)
(�; k)
jl;N(ka)

#
jl;N(ka)

ou, après quelques simpli�cations, la constante �1 devient

�1 =
�l;N(ka)

jl;N(ka)
+ 2

� (�a)1�N


(�; k)
(3.135)

On obtient alors la fonction de Green mixte pour le cas r0 < a < r

Gl;4;3(r; r0) = �(�)N�2il;N(�r0)
"
�l;N(kr) �

 
�l;N(ka)

jl;N(ka)
+ 2

� (�a)1�N


(�; k)

!
jl;N(kr)

#
(3.136)

r à l�intérieur et r0 à l�extérieur de la sphère (0 � r � a � r0 � 1) : Dans ce cas,

la fonction de Green est

Gl;3;4(r; r0) = �kN�2
��
2

�3�N
[�l;N(kr

0)� �1jl;N(kr
0)] il;N(�r) (3.137)

où �1 est une constante à déterminer en utilisant la continuité de la fonction de Green

en r = r0 = a,

Gl;3;4(r; a)
��
r=a

= Gl;3;3(r; a)
��
r=a
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� kN�2
��
2

�3�N
[�l;N(ka)� �1jl;N(ka)] il;N(�a) (3.138)

= �(�)N�2
"
kl;N(�a)�

2� (�a)1�N j(ka) + k(�a)
(�; k)

i(�a)
(�; k)
il;N(�a)

#
il;N(�a)

ou, après quelques simpli�cations, la constante �1devient

�1 =
�l;N(ka)

jl;N(ka)
+
2k (ka)1�N

�
�
2

�N�3

(�; k)

(3.139)

Alors la fonction de Green mixte devient pour le cas r < a < r0

Gl;3;4(r; r0) = �kN�2
��
2

�3�N
� (3.140)"

�l;N(kr
0)�

 
�l;N(ka)

jl;N(ka)
+
2k (ka)1�N

�
�
2

�N�3

(�; k)

!
jl;N(kr

0)

#
il;N(�r)

3.4.3 Application au cas des puits de potentiel �ni

Ce problème est une question importante qui concerne les états liés (0 > E > �V0) en

mécanique quantique.

Dans de nombreuses situations, le potentiel peut être utilisé sous la forme suivante

V (r; �1; :::�N�1) =

8<: �V0; 0 � r � a;

0; r � a:
(3.141)

En utilisant la même méthode que ci-dessus, nous obtenons les fonctions de Green dans

di¤érentes régions comme suit

A l�intérieur de la sphère (0 � (r; r0) � a) :

Nous avons l�équation di¤érentielle suivante
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d2

dr2
gl;N(r) +

(N � 1)
r

d

dr
gl;N(r) +

��
2m

~2
E + V0

�
� l(l +N � 2)

r2

�
gl;N(r) = 0 (3.142)

En utilisant la dé�nition

�21 =
2m

~2
E + V0

on trouve la fonction de Green comme

Gl;5;5(r; r0) =
��
2

�3�N
�N�21

8<: [�l;N(�1r
0)� �5jl;N(�1r

0)] jl;N(�1r); 0 � r � r0 � a

jl;N(�1r
0) [�l;N(�1r)� �5jl;N(�1r)] ; r

0 � r � a

où �5 sera donné plus tard.

A l�extérieur de la sphère (a � (r; r0) <1)

En dehors de la sphère, l�équation di¤érentielle devient

d2

dr2
gl;N(r) +

(N � 1)
r

d

dr
gl;N(r) +

���
2m

~2
E

�
� l(l +N � 2)

r2

��
gl;N(r) = 0 (3.143)

donc la fonction de Green est donnée par

Gl;6;6(r; r0) = �
��
2

�3�N
kN�2

8<: [�l;N(kr)� �6jl;N(kr)] jl;N(kr
0); a � r � r0

jl;N(kr) [�l;N(kr
0)� �6jl;N(kr

0)] ; r0 � r � 1
(3.144)

Après avoir appliqué les conditions aux limites du bord de la sphère comme ci-dessus,

les coe¢ cients �5 et �6 sont donnés respectivement par

�5 =
�5(N)

�5(D)
(3.145)
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�6 =
�6(N)

�6(D)
(3.146)

où

�5(N) = �2�1(�1a)1�N(
�

2
)N�3jl;N(ka) + �l;N(�1a)��

k j0l;N(ka)jl;N(�1a)� �1jl;N(ka)j
0
l;N(�1a)

�
(3.147)

�5(D) = jl;N(�1a)
�
k j0l;N(ka)jl;N(�1a)� �1jl;N(ka)j

0
l;N(�1a)

�
(3.148)

Le spectre discret peut être calculée numériquement en résolvant l�équation transcen-

dante �5(D) = 0.

Le cas du puits in�ni peut être retrouvé en faisant V0 =1:

Les coe¢ cients �6(N); �6(D) sont dé�nis par

�6(N) = k(ka)1�N(
�

2
)N�3jl;N(�1a) + jl;N(ka)��

k �0l;N(ka)jl;N(�1a)� �1�l;N(ka)j
0
l;N(�1a)

�
(3.149)

�6(D) = jl;N(ka)
�
k j0l;N(ka)jl;N(�1a)� �1jl;N(ka)j

0
l;N(�1a)

�
(3.150)

r0à l�intérieur et r à l�extérieur de la sphère (0 < r0 � a � r <1)

Dans ce cas, la fonction mixte de Green est

Gl;6;5(r; r0) =
��
2

�3�N
�N�21 jl;N(�1r

0) [�l;N(kr)� �6jl;N(kr)] (3.151)

où �6 est

�6 =
�2� (�a)1�N

�
�
2

�N�3�
k j0l;N(ka)jl;N(�1a)� �1jl;N(ka)j0l;N(�1a)

� + �l;N(ka)

jl;N(ka)
(3.152)
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r à l�intérieur et r0 à l�extérieur de la sphère(0 < r � a � r0 <1)

Dans ce cas la fonction mixte de Green est

Gl;5;6(r; r0) = �
��
2

�3�N
kN�2 [�l;N(kr

0)� �6jl;N(kr
0)] jl;N(�1r) (3.153)

où �6 est donné par

�6 =
2k (ka)1�N

�
�
2

�N�3�
k j0l;N(ka)jl;N(�1a)� �1jl;N(ka)j0l;N(�1a)

� + �l;N(ka)

jl;N(ka)
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Conclusion

Dans ce travail nous avons présenté un traitement précis par la méthode de la fonction

de Green de certains problèmes de la mécanique quantique non relativiste en espace à

dimension élévée.

Dans le premier chapitre nous avons placé le travail dans le contexte des équations de

physique mathématique. Nous avons passé par un certain nombre de concepts liés à ce

sujet comme : la théorie générale des équations di¤érentielles ordinaires, les équations aux

dérivées partielles, les conditions aux limites,etc. Ensuite, nous avons exploré le concept

de la fonction de Green et présenté les di¤érentes méthodes pour obtenir des fonctions

de Green pour les équations di¤érentielles du deuxieume ordre, puis nous nous sommes

intéressés à la fonction de Green en physique classique. Pour cela nous avons illustré deux

exemples : un pour le cas statique et l�autre pour le cas dynamique.

Dans le deuxième chapitre nous avons abordé le sujet de la fonction de Green en

mécanique quantique où nous avons trouvé necessaire de passer par quelques notions de

base de la mécanique quantique. Ensuite nous avons donné une description explicite du

concept propagateur et fonctions de Green pour l�équation de Schrodinger, la relation avec

l�opérateur d�évolution,etc. Nous avons ainsi fait connaissance avec certains objets mathé-

matiques, d�une utilisation trés courante en physique, (notamment en physique théorique

moderne) et qui se révèlent trés importants pour l�étude d�un grand nombre de problèmes.

Dans le troisième chapitre, nous avons calculé la fonction de Green relative à l�équation

de Schrodinger indépendante du temps dans la coordonnée sphérique de dimension N. La

partie potentielle dans le hamiltonien est un opérateur continu par morceaux obéissant à

une symétrie sphérique. Nous avons utilisé avec succès la technique pour résoudre l�équa-

tion di¤érentielle (l�équation de Bessel). Nous avons, à l�aide de cette technique (technique
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de la fonction de Green) récupéré la fonction de Green pour deux problèmes : le premier

est lié à un potentiel égal à une constante positive V0 à l�intérieur de la sphère de rayon

"a" et un opérateur nul en dehors de cette sphère. Le second est lié à un potentiel égal

à une constante négative (0 > V0) sur la sphère de rayon "a" et égal à zéro en dehors de

cette sphère. Pour chaque problème, nous avons calculé explicitement la fonction de Green

dans di¤érentes régions de l�espace et pour les cas E > V0 ; E < V0. Nous avons respecté

les conditions aux limites des problèmes. Les spectres discrets de l�opérateur hamiltonien

ont été également dérivés dans le cas de potentiels de puits �nis et in�nis.

Comme perspective, on peut étendre cette méthode à l�étude d�autres problèmes de

potentiel (multi saut, potentiel inverse du carré, autre forme, etc.) et appliquer le résultat

obtenu pour le calcul des sections e¢ caces utiles dans les problèmes de physique nucléaire

et atomique et moléculaire. Plus important, comme perspective est d�étudier le cas où

le problème étudié n�est pas le siège d�une symétrie sphérique auquel cas la fonction de

Green dépendrait des angles �naux et initiaux. Ce cas peut être très intéressant en physique

moléculaire.
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Abstract

The aim of this work is to provide the radial part of the Green’s
function for the Schroedinger operator defined on N-dimensional space.
The potential part in the Hamiltonian is a piecewise continuous oper-
ator. We have considered two kinds of potentials: the first of them
is a positive constant V0 inside a sphere (x2

1 + ... + x2
N = a2)and zero

outside this sphere whereas the second is a negative constant V0 inside
the sphere and null outside (a finite well potential). For the first kind
of potential, we have calculated the Green’s function in two cases of
energy: E > V0 and E < V0. For the second kind of potential, we have
discussed the discrete spectrum of the Hamiltonian operator.
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1 Introduction

The Green’s functions were successfully applied to solving various problems
of mathematical physics. George Green (1793- 1841) was the first scientist
who established the basic concepts of Green’s function and created a mathe-
matical theory of electricity and magnetism. His work was focused on solving
Laplace’s and Poisson’s equations with various boundary conditions. In fact
Green’s functions theory, is a very usefull for other scientists in many appli-
cations in physics and engineering. Such investigations are due to Riemann
and Helmholtz in acoustics, Lipschitz in electrodynamics, Franz Neumann in
magnetic induction, Betti in heat theory and elasticity, quantum mechanics,
cosmology etc.... In quantum mechanics the problems related to the step
and barrier potentials in one dimension space have been the subject of the
first courses according to different boundary conditions, but for the cases of
higher dimensions few things are done, especially in the Green’s function for-
malism. The application of Green’s function method to solve this kind of
problems requires the knowledge of Green’s function for the Helmholtz equa-
tion [1]. Green’s functions of the Helmholtz equation in regular regions are
well known. In references [2] and [3], the Green’s function for Schrödinger
equation with one-dimension rectangular potentials and with the step and
square-barrier potentials in one dimensional space was solved exactly. In [4],
the Green’s function has been studied for the thin circular Kirchhof Poisson-
plate. The Green’s function has been also studied by [5] in two dimensions for
a piecewise continuous potential and by [6] in three dimensions for a piecewise
continuous potential possessing a spherical symmetry. In [7]-[8] the Green’s
function has been analyzed for the elliptic domain. The quantum problem
relative to scattering in two dimensions was also treated asymptotically in [9].
Using the approximative methods, [[10]-[11]] have treated the Green’s function
problem. Spherically symmetric vacuum solutions of modified gravity theory
in higher dimensions [12]. The Schrödinger equation of the spherical symme-
try quantum models such as the hydrogen atom problem has been solved in
higher dimensions [13]. Closed forms of the Greens function and the gener-
alized Greens function for the Helmholtz operator on the N-dimensional unit
sphere, which corresponds to angular part of the Helmholtz operator was been
derived [[14],[15]]. Our work treats the radial part of such operator augmented
by an interacting potential operator which is piecewise continuous.

Starting by the section 2, we give a brief review of the Schrödinger equation
in N dimensionnal spherical coordinates and the construction of the Green’s
functions in the case where the interaction part in the Schrödinger equation
is a piecewise continuous potential. In sction 3 we apply the theory for an
axi-symmetric potential defined as a positive constant inside the sphere and
zero outside the sphere for the case E > V0. The case 0 < E < V0 is presented
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in the section 4. We calculate the Green’s function by using the continuity
of the solution and its first derivative on the frontier. In section 5. the case
of the spherical well potential is discussed when we study the problem with
the negative potential inside the sphere and zero outside the sphere. Here, we
have also used the continuity of the solution and its derivative to obtain the
associate Green’s function. Finally, we conclude this work in section 6.

2 Construction of Green’s function :

The time independent Schrödinger equation for a particle of mass m, subjected
to a potential V, in N-dimensional space has the form

− h̄2

2m
∆Nψnlm + V ψnlm = Eψnlm (1)

where ∆N is the Laplacian in the spherical coordinates (r, θ1, θ2, ....θN−1) such

that r =
√
x2

1 + ...+ x2
N is the radial coordinate.

∆N =
1

rN−1

∂

∂r
(rN−1 ∂

∂r
)− Λ2

N(ΩN)

r2
(2)

The second term of (2) is the multidimensional space centrifugal term.
ΩN represents the angular coordinates. In this line, the operator Λ2

N yields
hyperspherical harmonics as its eigenfunction. This helps us to write the wave
function as

ψnlm(r,ΩN) = Rnl(r)Y
m
l (ΩN) (3)

where Rnl(r)is the radial part of the equation (1) and Y m
l (ΩN) is the angular

part called hyperspherical harmonics. Y m
l (ΩN) obeys the eigenvalue equation

Λ2
NY

m
l (ΩN) = l(l +N − 2)Y m

l (ΩN), l = 0, 1, 2, ... (4)

We note here that in the case of unit sphere (a=1), [14]-[15] has derived the
angular Green’s function. Substituting (3) into (1) and making use of (4),
and applying the variable separation method, the N-dimensional hyperradial
equation becomes[

1

rN−1

∂

∂r
(rN−1 ∂

∂r
)− l(l +N − 2)

r2
− 2m

h̄2 (V (r)− E)

]
Rnl(r) = 0 (5)

where E is the energy eigenvalue and l is the orbital angular momentum quan-
tum number l = 0, 1, 2, ....
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This equation can be solved by the Green’s function method. We consider
the potentiel V (r, θ = θ1, .., θN−1) has the form

V (r, θ) =

{
V1 if 0 < r < a
V2 if r > a

(6)

and the corresponding Schrodinger equation is[
∂
∂r

(rN−1 ∂
∂r

)

rN−1
− l(l +N − 2)

r2
− 2m

h̄2 (V (r)− E)

]
G(r, r′) = δ(N)(−→r ) (7)

The term with N-dimensional delta-function can be written as

δ(N)(−→r ) =
1

|J |
δ(r)δ(θ1)....δ(θN−1) (8)

where J is the Jacobian

|J | =
∣∣∣∣∣ ∂ (x1x2...xN)

∂ (rθ1θ2...θN−1)

∣∣∣∣∣ = rN−1 sin θN−2
1 .... sin θN−2 (9)

δ(N)(−→r ) =
1

rN−1 sin θN−2
1 .... sin θN−2

δ(r)δ(θ1)....δ(θN−1) (10)

By taking the radial part (after integration on the angles θ1, ..., θn−1), we have

δ(N)(−→r ) =
1

rN−1
δ(r) (11)

Inserting (6) and (11) in (7), we find for 0 < r < a and r > a respectively
[

1
rN−1

d
dr

(rN−1 d
dr

)− l(l+N−2)
r2

+ 2m
h̄2

(E − V1)
]
G(r, r′) = δ(r−r′)

rN−1[
1

rN−1
d
dr

(rN−1 d
dr

)− l(l+N−2)
r2

+ 2m
h̄2

(E − V2)
]
G(r, r′) = δ(r−r′)

rN−1

(12)

The latter equations are the departure of our investigation in this work.

3 Application of the case V1 = V0 > 0, V2 =

0, E > V0

3.1 Outside the sphere r, r′ > a

We note by Gl,2,2 the Green’s function outside the sphere. In this case the
second equation of (12) is[

1

rN−1

d

dr
(rN−1 d

dr
)− l(l +N − 2)

r2
+

2m

h̄2 E

]
Gl,2,2(r, r′) =

δ(r − r′)
rN−1

(13)
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or equivalenty after some algebraic calculations

d

dr
(rN−1 d

dr
Gl,2,2(r, r′))+

[(
2m

h̄2 E −
l(l +N − 2)

r2

)
rN−1

]
Gl,2,2(r, r′) = δ(r−r′)

(14)
By taking for lightening Gl,2,2(r, r′) ≡ gl,N(r), we can write the equation (14)
for r 6= r′ as the following form

d2gl,N(r)

dr2
+

(N − 1)

r

d

dr
gl,N(r) +

(
2m

h̄2 E −
l(l +N − 2)

r2

)
gl,N(r) = 0 (15)

By making the changes z = kr, and k2 = 2m
h̄2
E then gl,N(r) satisfies to the

following equation

d2

dz2
gl,N(z) +

(N − 1)

z

d

dz
gl,N(z) +

[(
1− l(l +N − 2)

z2

)]
gl,N(z) = 0 (16)

which is a multi spherical Bessel equation of order l. The corresponding linear
independent solutions are jl,N(z) and ηl,N(z) defined by

jl,N(z) =
(
π

2z

)N−2
2

Jl+N−2
2

(z) (17)

ηl,N(z) =
(
π

2z

)N−2
2

Yl+N−2
2

(z) (18)

We can write a more general solution of equation (16) as

gl,N(r) = Ajl,N(kr) +Bηl,N(kr). (19)

where the constants A and B must be choosen with respect to the specific
studied problem. Therefore, with the use of the equation (19), the solution of
the equation (16) can be immediately written as

Gl,2,2(r, r′) =

{
C(r′) [ηl,N(kr)− βjl,N(kr)] , a < r < r′

D(r′)jl,N(kr), r′ < r <∞ (20)

In this expression of the Green’s function, we see the combinaison of two waves,
one escapes the sphere ηl,N(kr) and an other comes from infinity −βjl,N(kr).
The constants C, D and β must be determined by using the boundary con-
ditions. The same thing may be said about the factor D(r′) as we will see
below when we determine it. The first condition demands that Gl,2,2(r, r′), as
function of r (r′ is fixed), must be continuous at r = r′

Gl,2,2(r′+, r
′)−Gl,2,2(r′−, r

′) = 0 (21)
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or, when we use the equation (20), we find

−C(r′)ηl,N(kr′) + [D(r′) + βC(r′) ] jl,N(kr′) = 0 (22)

The second condition demands that the first derivative at r = r′ must possess
a jump, that is to say

d

dr
Gl,2,2(r′+, r

′)− d

dr
Gl,2,2(r′−, r

′) =
1

r′N−1
(23)

or equivalently

−C(r′)η′l,N(kr′) + (D(r′) + βC(r′)) j′l,N(kr′) =
1

kr′N−1
(24)

where j′l,N(x), η′l,N(x) are the first derivative with respect x of jl,N(x), ηl,N(x).
By combining equations (22) and (24), we obtain

C(r′)η′l,N(kr′)− (D(r′) + βC(r′)) j′l,N(kr′) = − 1

kr′N−1
(25)

By using the fact that the Wronskian of the multi spherical Bessel’s functions
jl,N and ηl,N is equal to

W (jl,N(kr′), ηl,N(kr′))

= jl,N(kr′)η′l,Nl,N(kr′)− ηl,N(kr′)j′l,N(kr′) =
(
π

2

)N−3 1

(kr′)N−1
(26)

we check the coefficients C and D to be equal to

C(r′) = −kN−2
(
π

2

)3−N
jl,N(kr′) (27)

and

D(r′) = −kN−2
(
π

2

)3−N
[ηl,N(kr′)− βjl,N(kr′)] (28)

As we have mentioned above, the coefficient D(r′) is a sum of two waves, one
escaping the sphere and one going from infinity. Then the Green’s function,
outside the sphere, is given by

Gl,2,2(r, r′) = −kN−2
(
π

2

)3−N

{
[ηl,N(kr) − β jl,N(kr)] jl,N(kr′), a ≤ r ≤ r′

[ηl,N(kr′)− βjl,N(kr′)] jl,N(kr), r′ ≤ r ≤ ∞ (29)

We have determined the coefficients C and D. The remaining coefficient β will
be calculated in the next subsubsection.
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3.2 Inside the sphere:

Inside the sphere 0 < (r, r′) < a, we have to use the first equation of (12)[
d
dr

(rN−1 d
dr

)

rN−1
− l(l +N − 2)

r2
− 2m

h̄2 (V0 − E)

]
G(r, r′) =

δ(r − r′)
rN−1

(30)

which has two independent solutions ηl,N(µr) and jl,N(µr). The corresponding
Green’s function can be written as

Gl:1,1(r, r′) =

{
A(r′)jl,N(µr), 0 ≤ r ≤ r′ ≤ a

B(r′) [ηl,N(µr)− αjl,N(µr)] , r′ ≤ r ≤ a
(31)

where µ2 = 2m
h̄2

(E − V0), and A, B, α are constants that will be calculated at
the next step. By using the continuity of the Green’s function at r = r′

Gl:1,1(r′+, r
′)−Gl:1,1(r′−, r

′) = 0 (32)

that is to say

B(r′)ηl,N(µr′)− [A(r′) + αB(r′)] jl,N(µr′) = 0 (33)

and the discontinuity of the Green’s function at r = r′

d

dr
Gl:1,1(r′+, r

′)− d

dr
Gl:1,1(r′−, r

′) =
1

r′N−1
(34)

that is to say

B(r′)η′l,N(µr′)− (A(r′) + αB(r′)) j′l,N(µr′) =
1

µr′N−1
(35)

and the equations (26), (33) and (35), we get the constants A(r′) and B(r′) as
the following

A(r′) =
(
π

2

)3−N
µN−2 [ηl,N(µr′)− αjl,N(µr′)] (36)

and

B(r′) =
(
π

2

)3−N
µN−2jl,N(µr′) (37)

and after substituting them in (31) we find the Green’s function inside the
sphere

Gl:1,1(r, r′) =
(
π

2

)3−N
µN−2{

[ηl,N(µr′)− αjl,N(µr′)] jl,N(µr), 0 ≤ r ≤ r′ ≤ a
[ηl,N(µr)− αjl,N(µr)] jl,N(µr′), r′ ≤ r ≤ a

(38)



344 M. Begui, M.T. Meftah and B. Ben Ali

To find the coefficients α and β we use the continuity of the Green’s function
and the continuity of its first derivative at r = r′ = a

Gl:1,1(a−, a) = Gl:2,2(a+, a) (39)

or

µN−2 [ηl,N(µa)− αjl,N(µa)] jl,N(µa)

= −kN−2 [ηl,N(ka) − β jl,N(ka)] jl,N(ka) (40)

and

d

dr
Gl:1,1(r, a)

∣∣∣∣∣
r=a−

=
d

dr
Gl:2,2(r, a)

∣∣∣∣∣
r=a+

(41)

that is to say

µN−1
[
η′l,N(µa)− αj′l,N(µa)

]
jl,N(µa)

= −kN−1
[
η′l,N(ka) − β j′l,N(ka)

]
jl,N(ka) (42)

After simplifications, we get the coefficient α as

α =
−2µ(µa)1−N(π

2
)N−3jl,N(ka) + ηl,N(µa)V (k, µ)

jl,N(µa)V (k, µ)
(43)

where we have defined

V (k, µ) = kj′l,N(ka)jl,N(µa)− µjl,N(ka)j′l,N(µa) (44)

In the same way, we find the coefficient β equal to

β =
k(ka)1−N(π

2
)N−3jl,N(µa) + jl,N(ka)U(k, µ)

jl,N(ka)V (k, µ)
(45)

where we have defined

U(k, µ) = kη′l,N(ka)jl,N(µa)− µηl,N(ka)j′l,N(µa) (46)

Summarizing, the Green’s function inside the sphere is given by the following
expression for 0 ≤ r < r′ ≤ a

Gl:1,1(r, r′) = (
π

2
)3−NµN−2(ηl,N(µr′)

−
−2µ(µa)1−N(π

2
)N−3jl,N(ka) + ηl,N(µa)V (k, µ)

jl,N(µa)V (k, µ)
jl,N(µr′))jl,N(µr))

(47)



Quantum Green’s function 345

and interchanging r with r′, we get the following expression for the Green’s
function inside the sphere for r′ < r ≤ a

Gl:1,1(r, r′) = (
π

2
)3−NµN−2(ηl,N(µr)

−
−2µ(µa)1−N(π

2
)N−3jl,N(ka) + ηl,N(µa)V (k, µ)

jl,N(µa)V (k, µ)
jl,N(µr))jl,N(µr′)

(48)

and outside the sphere for a < r < r′

Gl:2,2(r, r′) = −kN−2(
π

2
)3−N(ηl,N(kr)

−
k(ka)1−N(π

2
)N−3jl,N(µa) + jl,N(ka)U(k, µ)

jl,N(ka)V (k, µ)
jl,N(kr))jl,N(kr′)

(49)

and for r′ < r <∞

Gl:2,2(r, r′) = −kN−2(
π

2
)3−N [ηl,N(kr′)jl,N(kr)

−
k(ka)1−N(π

2
)N−3jl,N(µa) + jl,N(ka)U(k, µ)

jl,N(ka)V (k, µ)
jl,N(kr′)jl,N(kr)] (50)

3.3 The case 0 < r′ < a < r < ∞ (r′ inside and r outside
the sphere)

In this case the Green’s function writes as

G2,1(l : r, r′) = µN−2(
π

2
)3−Njl,N(µr′)[ηl,N(kr) − λ jl,N(kr)] (51)

where λ is a constant to be determined using the continuity of Green’s function
at r = r′ = a :

G2,1(l : r, a)|r=a = G2,2(l : r, a)|r=a (52)

Then

µN−2
(
π

2

)3−N
jl,N(µa) [ηl,N(ka) − λ jl,N(ka)] = −kN−2

(
π

2

)3−N

[
ηl,N(ka)−

k(ka)1−N(π
2
)N−3jl,N(µa) + jl,N(ka)U(k, µ)

jl,N(ka)V (k, µ)
jl,N(ka)

]
jl,N(ka)
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this leads to get the constant

λ =
−2µ (µa)1−N

(
π
2

)N−3

V (k, µ)
+
ηl,N(ka)

jl,N(ka)
(53)

Then we obtain the Green’s function (mixed)

G2,1(l : r, r′) = µN−2(
π

2
)3−N

(ηl,N(kr)− (
−2µ(µa)1−N(π

2
)N−3

V (k, µ)
+
ηl,N(ka)

jl,N(ka)
) jl,N(kr))jl,N(µr′) (54)

3.4 The case 0 < r < a < r′ < ∞ (r inside and r’ outside
the sphere):

Similarly to the above, the Green’s function writes as

G1,2(l : r, r′) = −kN−2
(
π

2

)3−N
jl,N(µr) [ηl,N(kr′)− θjl,N(kr′)] (55)

where θ is a constant to be determined using the continuity of Green’s function
at r = r′ = a :

G1,2(l : r, a)
∣∣∣
r=a

= G1,1(l : r, a)
∣∣∣
r=a

(56)

Then

−kN−2
(
π

2

)3−N
jl,N(µa) [ηl,N(ka)− θjl,N(ka)]

=
(
π

2

)3−N
µN−2(ηl,N(µa)

−
−2µ(µa)1−N(π

2
)N−3jl,N(ka) + ηl,N(µa)V (k, µ)

jl,N(µa)V (k, µ)
jl,N(µa))jl,N(µa) (57)

This leads to the following constant

θ =
2k (ka)1−N

(
π
2

)N−3

V (k, µ)
+
ηl,N(ka)

jl,N(ka)
(58)

Then the mixed Green’s function (r < a < r′) becomes

G1,2(l : r, r′) = −kN−2
(
π

2

)3−N
jl,N(µr)ηl,N(kr′)−

2k (ka)1−N
(
π
2

)N−3

V (k, µ)
+
ηl,N(ka)

jl,N(ka)

 jl,N(kr′)

 (59)
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4 Application of the case V1 = V0 > 0, V2 = 0, 0 <

E < V0

In this case µ becomes purely imaginary number µ′ = iµ, and the phenomena
of quantum tunneling can be checked.

µ′ = i

√
2m

h̄2 (E − V0) = iµ (60)

4.1 Inside the sphere [0 ≤ (r′, r) ≤ a]

here we have [0 ≤ (r′, r) ≤ a] and the second equation of (12) becomes

d2gl,N(r)

dr2
+

(N − 1)

r

d

dr
gl,N(r)− (

2m

h̄
(V0 − E) +

l(l +N − 2)

r2
)gl,N(r) = 0

d2gl,N(r)

dr2
+

(N − 1)

r

d

dr
gl,N(r) + ((iµ)2 − l(l +N − 2)

r2
)gl,N(r) = 0 (61)

which is the modified multi spherical Bessel equation of order l that admit two
independent solutions il,N(µr) and kl,N(µr) which as

il,N(µr) ≡ jl,N(iµr) (62)

kl,N(µr) ≡ ηl,N(iµr) (63)

Then, with the same way we find the Green’s function, in this case, as follows

Gl,3,3(r, r′) =

{
A(r′)il,N(µr); 0 ≤ r ≺ r′ ≤ a

B(r′) [kl,N(µr)− γil,N(µr)] ; 0 ≤ r′ ≺ r ≤ a
(64)

where γ is a constant that will be calculated later. Using the boundary condi-
tions at r = r′ we find

Gl,3,3(r′+, r
′)−Gl,3,3(r′−, r

′) = 0 (65)

or equivalently

B(r′)kl,N(µr′)− [A(r′) +B(r′)γ] il,N(µr′) = 0 (66)

and by using the discontinuity of the first derivative of Gl,3,3 at r = r′ we find

d

dr
Gl,3,3(r′+, r

′)− d

dr
Gl,3,3(r′−, r

′) =
1

r′N−1
(67)
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B(r′)k′l,N(µr′)− [A(r′) +B(r′)γ] i′l,N(µr′) =
1

µr′N−1
(68)

The Wronskian of the multi spherical modified Bessel function il,N and kl,N
take the following form:

W (il,N(µr′), kl,N(µr′)) = il,N(µr′)k′l,N(µr′)− kl,N(µr′)i′l,N(µr′) = − 1

(µr′)N−1

(69)
From (67),(69) and (70) the constants A(r′) and B(r′) are given by the follow-
ing expressions

B(r′) = −(µ)N−2il,N(µr′) (70)

A(r′) = −(µ)N−2 [kl,N(µr′)− γil,N(µr′)] (71)

then

Gl,3,3(r, r′) = −(µ)N−2{ [kl,N(µr′)− γil,N(µr′)]il,N(µr); 0 ≤ r ≤ r′ ≤ a
il,N(µr′)[kl,N(µr)− γil,N(µr)]; 0 ≤ r′ ≤ r ≤ a

(72)

It is worth to mention here that the case of the ”hard” sphere can be recovered
when we put in the last formula the limit V0 = ∞ in that case the limit
gives zero (Gl,3,3(r, r′) = 0). The constant γ will be calculated in the next
subsubsection.

4.2 Outside the sphere (a ≤ (r′, r) ≤ ∞)

The Green’s function is the same as (30) but with a new constant β1 :

Gl,4,4(r, r′) ≡ Gl,2,2(r, r′) (73)

Gl,4,4(r, r′) = −kN−2
(
π

2

)3−N

{
[ηl,N(kr) − β1 jl,N(kr)] jl,N(kr′), a ≤ r ≤ r′

[ηl,N(kr′)− β1jl,N(kr′)] jl,N(kr), r′ ≤ r ≤ ∞

To find the coefficients γ and β1 we use the continuity of the Green’s function
and the continuity of its first derivative at r = r′ = a :

Gl,3,3(a−, a) = Gl,4,4(a+, a) (74)
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then

−(µ)N−2il,N(µa) [kl,N(µa)− γil,N(µa)]

= −kN−2
(
π

2

)3−N
[ηl,N(ka) − β1 jl,N(ka)] jl,N(ka) (75)

and

d

dr
Gl,3,3(r, a)

∣∣∣∣∣
r=a−

=
d

dr
Gl,4,4(r, a)

∣∣∣∣∣
r=a+

(76)

−(µ)N−1il,N(µa)
[
k′l,N(µa)− γi′l,N(µa)

]
=

−kN−1
(
π

2

)3−N [
η′l,N(ka) − β1 j

′
l,N(ka)

]
jl,N(ka) (77)

After some simplifications we get the coefficients γ and β1 as the following
expressions

γ =
2µ (µa)1−N jl,N(ka) + kl,N(µa)Ω(µ, k)

il,N(µa)Ω(µ, k)
(78)

β1 =
k (ka)1−N

(
π
2

)N−3
il,N(µa) + jl,N(ka)Φ(µ, k)

jl,N(ka)Ω(µ, k)
(79)

where we have defined

Ω(µ, k) = kj′l,N(ka)i(µa)− µjl,N(ka)i′l,N(µa) (80)

and
Φ(µ, k) = kη′l,N(ka)il,N(µa)− µηl,N(ka)i′l,N(µa) (81)

Finally, Green’s function inside the sphere (for the case 0 < E < V0) is given
respectively for 0 ≤ r ≤ r′ ≤ a and 0 ≤ r′ ≤ r ≤ a by

Gl,3,3(r, r′) = −(µ)N−2

{
[kl,N(µr′)− 2µ(µa)1−N jl,N (ka)+kl,N (µa)Ω(µ,k)

il,N (µa)Ω(µ,k)
il,N(µr′)]il,N(µr);

il,N(µr′)[kl,N(µr)− 2µ(µa)1−N jl,N (ka)+kl,N (µa)Ω(µ,k)

il,N (µa)Ω(µ,k)
il,N(µr)]

(82)

and outside the sphere, the Green’s function is for a < r < r′ and r′ < r <∞
respectively

Gl:4,4(r, r′) = −kN−2(
π

2
)3−N

{
(ηl,N(kr)− k(ka)1−N (π

2
)N−3il,N (µa)+jl,N (ka)Φ(µ,k)

jl,N (ka)Ω(µ,k)
jl,N(kr))jl,N(kr′)

(ηl,N(kr′)− k(ka)1−N (π
2

)N−3il,N (µa)+jl,N (ka)Φ(µ,k)

jl,N (ka)Ω(µ,k)
jl,N(kr′))jl,N(kr)

(83)
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4.3 r’ inside and r outside the sphere (0 < r′ ≤ a ≤ r ≤ ∞) :

In this case the mixed Green’s function is given by

Gl:4,3(r, r′) = −(µ)N−2il,N(µr′) [ηl,N(kr) − λ1 jl,N(kr)] (84)

where λ1 is a constant to be determined using the continuity of Green’s function
at r = r′ = a,

Gl,4,3(r, a)
∣∣∣
r=a

= Gl,4,4(r, a)
∣∣∣
r=a

−(µ)N−2il,N(µa) [ηl,N(ka) − λ1 jl,N(ka)] = −kN−2
(
π

2

)3−N

ηl,N(ka)−
kl,N (ka)1−N

(
π
2

)N−3
il,N(µa) + jl,N(ka)Φ(µ, k)

Ω(µ, k)

 jl,N(ka)

(85)

or, after some simplifications, the constant λ1 becomes

λ1 =
ηl,N(ka)

jl,N(ka)
+ 2

µ (µa)1−N

Ω(µ, k)
(86)

Then we obtain the mixed Green’s function for the case r′ < a < r

Gl,4,3(r, r′) = −(µ)N−2il,N(µr′)[
ηl,N(kr) −

(
ηl,N(ka)

jl,N(ka)
+ 2

µ (µa)1−N

Ω(µ, k)

)
jl,N(kr)

]
(87)

4.4 r inside and r’ outside the sphere (0 ≤ r ≤ a ≤ r′ ≤ ∞):

In this case the Green’s function is

Gl,3,4(r, r′) = −kN−2
(
π

2

)3−N
[ηl,N(kr′)− θ1jl,N(kr′)] il,N(µr) (88)

where θ1 is a constant to be determined using the continuity of the Green’s
function at r = r′ = a,

Gl,3,4(r, a)
∣∣∣
r=a

= Gl,3,3(r, a)
∣∣∣
r=a

(89)

−kN−2
(
π

2

)3−N
[ηl,N(ka)− θ1jl,N(ka)] il,N(µa) = −(µ)N−2il,N(µa)[

kl,N(µa)− 2µ (µa)1−N jl,N(ka) + kl,N(µa)Ω(µ, k)

il,N(µa)Ω(µ, k)
il,N(µa)

]
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or, after some simplifications, the constant λ1 becomes

θ1 =
ηl,N(ka)

jl,N(ka)
+

2k (ka)1−N
(
π
2

)N−3

Ω(µ, k)
(90)

Then the mixed Green’s functions becomes for the case r < a < r′

Gl,3,4(r, r′) = −kN−2
(
π

2

)3−N
il,N(µr)ηl,N(kr′)−

ηl,N(ka)

jl,N(ka)
+

2k (ka)1−N
(
π
2

)N−3

Ω(µ, k)

 jl,N(kr′)

 (91)

5 Quantum Green’s function for spherical well

potential

This problem is an important question which concerns the bounded states
(0 > E > −V0) in quantum mechanics. In many situations the potential can
be used in the following form

V (r, θ1, ...θN−1) =

{
−V0; 0 ≤ r ≤ a,

0; r ≥ a.
(92)

Using the same method as above, we obtain the Green’s functions in different
regions as it follows

5.1 Inside the sphere (0 ≤ (r, r′) ≤ a) :

We have the following differential equation

d2

dr2
gl,N(r) +

(N − 1)

r

d

dr
gl,N(r) +

((
2m

h̄2 E + V0)− l(l +N − 2)

r2
)gl,N(r) = 0 (93)

Using the definition µ2
1 = 2m

h̄2
E + V0, we find the Green’s function as

Gl,5,5(r, r′) =
(
π

2

)3−N
µN−2

1{
[ηl,N(µ1r

′)− α5jl,N(µ1r
′)] jl,N(µ1r), 0 ≤ r < r′ ≤ a

jl,N(µ1r
′) [ηl,N(µ1r)− α5jl,N(µ1r)] , r

′ < r ≤ a
(94)

where α5 will be given later.
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5.2 Outside the sphere(a ≤ (r, r′) <∞)

Outside the sphere the differential equation becomes

d2

dr2
gl,N(r) +

(N − 1)

r

d

dr
gl,N(r) +[((

2m

h̄2 E
)
− l(l +N − 2)

r2

)]
gl,N(r) = 0 (95)

therefore the Green’s function is given by

Gl,6,6(r, r′) = −
(
π

2

)3−N
kN−2{

[ηl,N(kr)− β6jl,N(kr)] jl,N(kr′), a ≤ r ≤ r′

jl,N(kr) [ηl,N(kr′)− β6jl,N(kr′)] , r′ ≤ r ≤ ∞ (96)

After using the boundary conditions at the edge of the sphere as above, the
coefficients α5 and β6 are respectively given by

α5 =
α5(N)

α5(D)
(97)

β6 =
β6(N)

β6(D)
(98)

where

α5(N) = −2µ1(µ1a)1−N(
π

2
)N−3jl,N(ka) +

ηl,N(µ1a)
[
k j′l,N(ka)jl,N(µ1a)− µ1jl,N(ka)j′l,N(µ1a)

]
(99)

α5(D) = jl,N(µ1a)
[
k j′l,N(ka)jl,N(µ1a)− µ1jl,N(ka)j′l,N(µ1a)

]
(100)

The discrete spectrum can be computed numerically when solving the tran-
scendal equation α5(D) = 0. The case of the infinite well can be recovered by
making V0 =∞.
The coefficients β6(N), β6(D) are defined by

β6(N) = k(ka)1−N(
π

2
)N−3jl,N(µ1a) +

jl,N(ka)
[
k η′l,N(ka)jl,N(µ1a)− µ1ηl,N(ka)j′l,N(µ1a)

]
(101)

β6(D) = jl,N(ka)
[
k j′l,N(ka)jl,N(µ1a)− µ1jl,N(ka)j′l,N(µ1a)

]
(102)



Quantum Green’s function 353

5.3 r’ inside and r outside the sphere (0 < r′ ≤ a ≤ r <
∞)

In this case the mixed Green’s function is

Gl,6,5(r, r′) =
(
π

2

)3−N
µN−2

1 jl,N(µ1r
′) [ηl,N(kr)− λ6jl,N(kr)] (103)

where λ6 is

λ6 =
−2µ (µa)1−N

(
π
2

)N−3[
k j′l,N(ka)jl,N(µ1a)− µ1jl,N(ka)j′l,N(µ1a)

] +
ηl,N(ka)

jl,N(ka)
(104)

5.4 r inside and r’ outside the sphere (0 < r ≤ a ≤ r′ <

∞)

In this case the mixed Green’s function is

Gl,5,6(r, r′) = −
(
π

2

)3−N
kN−2 [ηl,N(kr′)− σ6jl,N(kr′)] jl,N(µ1r) (105)

where σ6 is given by

σ6 =
2k (ka)1−N

(
π
2

)N−3[
k j′l,N(ka)jl,N(µ1a)− µ1jl,N(ka)j′l,N(µ1a)

] +
ηl,N(ka)

jl,N(ka)
(106)

6 Conclusion

In this work we have calculated the Green’s function relative to the time-
independent Schrödinger equation in N dimensionnal spherical coordinate.
The potential part in the Hamiltonian is a piecewise continuous operator
obeying to a spherical symetry. We have used successfully the technique of
solving the differential equation (the Bessel’s equation). We have, with the
help of this technique, retrieved the Green’s function of two problems: the
first one is related to a potential equal a positive constant V0 inside a N-
dimensional sphere of radius ”a” and a zero operator outside this sphere. The
second is related to a potential equal a negative constant (−V0) on the sphere
of radius ”a” and equal zero outside this sphere. For each problem, we have
calculated explicitely the Green’s function in different regions of the space and
for the cases E > V0, E < V0. We have respected the boundary conditions
of the problems. The discrete spectra of the Hamiltonian operator have been
also derived in the case of finite and infinite well potentials.
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