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Introduction

Lobjet de ce mémoire est la classification des surfaces fermées (compactes et sans bord).
Clest un important résultat de topologie de longues dates, qui se démontre essentiellement
par deux méthodes :

* Méthode combinatoire, ol on montre que toute surface fermée admet une trian-
gulation et a 'aide d’'un procédé combinatoire, on se raméne aux formes normales
relatives aux sommes connexes de tores ou d’espaces projectifs.

* Théorie de Morse, ou létude des sous-niveaux d’une fonction de Morse permet de
comprendre le type d’homotopie (et d’homéomorphie) de la surface chaque fois
qu'une valeur critique est franchie.

Nous avons choisie l'outil de 1a théorie de Morse. Bien qu’il est trés technique, il s’est révélé
trés puissant pour classifier a la fois les surfaces fermées orientables et non orientables.

Une surface sans bord S est un espace topologique localement homéomorphe au plan;
en d’autres termes, une wvariété de dimension 2. Par exemples :

« Lasphére S? = {(x,,2) € R3, ¥ +y? + 22 = 1}.
* Le tore T? = R?/Z? = S! x S,
* Le plan projectif RP? = S%/Z,.

Ce sont des surfaces fermées, mais aussi les surfaces obtenues par somme connexe de ces
surfaces.

Le théoreme de classification affirme qu’il n'y a pas de surfaces fermées autres que
celles-ci. Plus précisément :

Théoréme de classification

* Toute surface fermée orientable de genre g est homéomorphe 2 :

$?, sig=0ectaTy = T2#. 472, sig>1.
;\,.._/
g COpleS

* Toute surface fermée non orientable de genre ¢ > 1 est homéomorphe 4 :

P, = PR2#..#PR?.
~—_——
g copies

Ce mémoire se présente de la fagon suivante :
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1. Premier chapitre sur la théorie de Morse.
2. Deuxiéme chapitre, consacré au théoreme de classification des surfaces fermées.

3. Une annexe qui regroupe des notions de topologie algébrique et éléments de la théo-
rie des groupes nécessaires a I‘étude topologique des surfaces.

Nous terminons par une petite bibliographie de la littérature qui traite ce théme plus en
détail.
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CHAPITRE
1 =

Theéorie de Morse

La théorie de Morse permet dobtenir de nombreuses informations quant a la topolo-
gie d’une variété fermée a partir de la donnée d’une fonction de Morse, cest-a-dire une
fonction f : M — R dont les points critiques sont non-dégénérés, en étudiant ses sous-

)
niveaux :

M, = f(1-o0,a]) = {xe M, f(x) <al.

1.1 Fonctions de Morse

Soit M une variété différentielle et soit f : M — IR de classe C™. Soit x € M un point
critique de f, i.e. d,.f = 0. On définit la hessienne de f au point x, par

Hp(x) (u,0) = Zx (L f) ()

pour tout champs de vecteurs X et Y avec X(x) = u et Y(x) = v. Le point critique x est
dit non dégénéré si lendomorphisme associé a la forme bilinéaire symétrique Hy(x) est un
isomorphisme.

Remarque. S8ix est un point critique de f alors Hy(x) est bien définie et est symétrigue.

En effet, si D’autre part, ona:

Hp(x) (1, 0)-Hy (x) (v, u) = Lx (Lyf)-Ly (Lxf) () = [X, YI(HE) = def (X, Y](x) =0

On dit que f est une fonction de Morse si tous ses points critiques sont non dégénérés.
Dans ce cas, pour tout point critique x de f,

T.M = Ef @ E;
ol EY (respectivement EY) est le sous-espace propre associé aux valeurs propres strictement
positives (respectivement négatives) de H(x).
Exemples :

+ La fonction hauteur f(x,y,z) = z sur la sphére S? est de Morse.

* La fonction f(x,y,z) = z?% sur la sphére S? nest pas Morse. En eftet, l'ensemble de
ses points critiques nest pas finill :

crit(f) = {(0,0,-1)} U {(x,v,0), x> + 4> =1} U {(0,0,1)}.

IDrapres le lemme de Morse, lensemble des points critiques est discret, donc fini si la variété est compacte.
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F1c. 1.1 : Fonction de Morse sur le tore.

Champ gradient: Soit § une métrique riemannienne sur M. Le champ gradient X est
I'unique champ de vecteurs défini par :

§(XrY) = A,

de sorte que les points critiques de f correspondent aux point singuliers de Xy, i.e. les
points fixes du flot exp(£Xy).

On considére désormais le champ gradient négatif —X; et on notera son flot (défini
sur tout IR, puisque M est compacte) par ¢;.

Variétés stables et instables Pour tout point critique p de Crit(f), on considére la variété
stable (respectivement instable) :

Wop) =lx e M, lim ¢,(x) = p}
Wi(p) ={x e M, lim ¢(x) = p}
Proposition 1. La wvariété stable W*(p) d’un point critique p de f est une sous-variété et son

espace tangent en p est donné par : TyW*(p) = EJ. Avec un résultat similaire pour le variété

instable W (p).
On peut retrouver le résultat ci-dessus grice au lemme de Morse.

Proposition 2. Pour toute fonction de Morse sur une variété compacte et sans bord,

M=) wep= {J wo.

peCrit(f) peCrit(f)

Démonstration. Montrons que tout point de M est dans une variété stable d’un point cri-
tique. En remplacant f par —f on obtient que tout point est aussi dans une variété instable
d’un point critique de f.
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Comme M est compacte, le champ gradient de f est complet, ce qui veut dire que son
flot est défini sur tout t € R. Soit a4 € M, un point critique non dégénéré. Le long de ¢p;(a)
la fonction f est strictement décroissante. En effet,

d
5 [(@:@) = Zx, f(,(a)) = —IIX£1*(¢(a)) < 0.

Onalim;_, f(¢(a)) > inf f, la borne inférieure de f qui est finie par compacité de M
Il s'ensuit :

j(; ) ||gxf||2(¢)t(a)) dt < f(a) —inf f < +o0.

La convergence de l'intégrale implique alors qu’il existe une suite (f,) tendant vers +oo
telle que lim,, 10 [|-<x f||(¢tn) = 0. Par compacité de M, quitte a extraire une sous-suite,

on peut supposer que ¢ (a) converge vers ¢ € M. Le champ gradient s'annule donc en ¢
et le point a appartient a la variété stable du point critique c. O

L’indice d’un point critique p est défini par :
n(p) = dim W*(p) = codimW?(p).

Définition 1.1. Soit M une variété différentielle de dimension n. Une fonction lisse f - M —
R est dite de Morse si tout ses points critiques sont non dégénéres. Cest-a-dire si, pour tout point

critiquep € M de f (i.e.d,f = 0), la hessienne

i
Hf(P) B (8xi8x]' (p))1<ij<n

est inversible pour un certain carte locale (U; x4, ..., X,;) de p.

Remarques. 1. La propriété d’un point critique p détre non dégénéré ne dépend pas du
choix du systéme de coordonnées. En effet, si H¢(p) est la hessienne de f en p dans les
coordonnées (X1, ..., X,,) et H}(p) la hessienne de f en p dans une autre carte (Y1, ..., Yy).
Alors les matrices sont reliées par la relation suivante :

H}(p) = J5(p)-He (p) T (p)

O
a - - 9x
7, 7,
Jfp)=| + =~
ax, ax,
T

1] est essentiel ici que p soit un point critique de f . Onsaitd ’apré: lanalyse vectorielle que
J¢(po) est inversible (car il s'agit d’'un changement de coordonnées). Ainsi :

det H(p) # 0 & det H}(p) # 0.

Soit f : U — R de classe C*, U ouvert de IR” contenant l'origine. On suppose que 0
est un point critique non généré i.e. Dy f = 0 et la hessienne D3 f est inversible de signature
(p,n —p). Sous ses condition on a le lemme de Morse :
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Lemme 1.1. I/ existe ¢ difféomorphisme entre deux voisinages ouverts de O dans R tel que
@0)=0er

FO - FO) =42+ 4~ s 1
oty = @(x).

Démonstration. Par la formule de Taylor a reste intégral, nous avons

1
F) - F(0) = DfO)x+ fO (1 - HD2f(tx).(x, x)dt

= x [ (1~ HD2f(tx)dtx

Q(x)

avec Q symétrique (par le Théoréme de Schwarz car f est deux fois différentiable) et de
classe C* (par le théoréme de dérivation sous le signe intégral).

Notons .7 le sous espace vectoriel de .#,,(IR) des matrices symétriques. Soit Ay € .&.
Alors pour tout A dans un voisinage de Ay, il existe M € GL,(R) telle que A ='MAM
avec M dépendant de fagon C* de A.

En effet, Soit

o: #,(R) — S
M - 'MAM.

Clest un polynéme en M donc @ est de classe C1. Pour H € .#,(R),

CD(I + H) = AO +tHAO + AoH +tAOH
= O(I) +{(AgH) + AgH + o (||H||) (car Ay € .¥)

Ainsi D;®(H) ={(AgH) + AgH. Le noyau de D;® est 'ensemble des H telle que AgH est
antisymétrique (notons désormais .2/ l'ensemble des matrices antisymétriques de .Z,(IR)).
La différentielle D;® est surjective car pour A € .7,

I
DICD EAO A =A.

Comme #,(R) = .#®.7, on a également .#Z,(R) = ker D;®®F ou F = {M, AyM € .&}.
Onal € F. Soit Y = ®|p. Comme D = D;D|r est bijective car ker D;® N F = {0}.
Par le théoréme d’inversion locale on a l'existence d’un voisinage de I dans F (que lon

peut supposer inclus dans GL,,(IR)) tel que ¢ soit un difféomorphisme de classe C! de U

sur V = ¢(U). Ainsi V est un voisinage de Ay = (I) = O(I) dans .~
Cela signifie que VA € V,AM € U, A = 'MAyM. De plus M = 1)"1(A) est une

fonction de classe C! de A.

O

D’aprés ce lemme, il existe M(x) € GL,,(R) fonction de classe C! de x au voisinage de
0 dans R" telle que Q(x) =!M(x)Q(0)M(x). Ainsi, f(x)— £(0) ='yQ(0)y avec y = M(x)x.

1
1
Or Q) = f (1 -)D?f(0)dt = EDZf(O) qui est de signature (p,n — p). Par le
0

théoreme de réduction des formes quadratiques sur IR, il existe A € GI,(R), y = Au et

fyQO)y = us + -+ +u;%—u%+1 -
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x - u = ATM(x)x a pour différentielle a lorigine A"M(0) € GL,(R). Par le théo-
réme d’inversion locale, cest un difféomorphisme entre deux voisinages de lorigine dans
IR".

Remarque. Une conséquence importante de ce lemme est que tous les points critiques d’une fonc-
tion de Morse sont isolés. En effet, soit a un point critique de f. D'apreés le lemme de Morse, il
existe un voisinage V de a, A € {0, .....,n} et un systéme de coordonnées (X1, ..., X,) tels que :
f=-X3-..- Xﬁ - X/ZHl... — X2 + f(a) sur V. Ainsi,a = (0, ...., 0) dans ce systéme de coor-
données. Nous savons d’aprés I'analyse vectorielle que grad f(x) = 0 est une condition nécessaire
pour que X soit un point critique de f.

d
Orgradf(x) = (%(x)) = (=2x1, .., =2X), ., 2X 141, -y —2X,,) sUTV .
i J<ig
On wvoit donc clairement guelpgum eV,

gradf(x) =0,x=1{0,....,0}; iex = a.

Ainsi, il existe un voisinage ouvert de a sur le quel f admet a comme unique point critique.

1.2 Topologie des sous-niveaux

Soit f : M — R une fonction de Morse. La topologie des niveaux de f ne change pas
tant quon ne traverse pas de valeur critique. Il en est de méme de celle des sous-niveaux.
Désignons par

M, = f1 (1~ o0,a))

le sous-niveau a de f. Si a est une valeur réguliére de f, alors M, est une variété a bord (de
méme dimension que M), dont le bord est le niveau f~(a).

f=H(b)

f~Y(a) e
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‘Théoreme (Absence de valeurs critiques)

Soit f : M — R une fonction lisse. Sia < bet f~! ([a, b]) est compact et ne contient
aucun point critique de f, alors M, est difféomorphe a My, M, est une rétraction par
déformation de My, et il existe un difféomorphisme F : f~1(a)x[a,b] — £~ ([a, b)),
pour lequel le diagramme suivant commute :

FYa) x [a,b] —— " ([a, b])

x ¥

[a,b]

En particulier, tout les sous-niveaux de f entre a et b sont diftéomorphes.

. J

Démonstration. Lidée est d’utiliser le flot d'un champ de vecteurs complet (lié au champ
gradient de f), pour rétracter M, sur M,,.
Soit U un voisinage relativement compact de f~! ([a, b]). Notons que le champ gra-

dient V f ne s'annule pas sur f~! ([a,b]). Soit p: M — [0,+0co[ de classe C™, égale a

W sur f~1([a,b]) et nulle a Textérieur de U 2 Le champ de vecteurs X = pV f est a

support compact sur U et donc son flot définit un groupe a 1-parameétres de difféomor-
phismes ¢, : U — U. Pour chaque x € U, considérons la courbe ¢ : R — R définie

par c(t) = f(1;(x)). Nous avons,

d d
&C(t) =dy,wf ° El’bt(x)

= dx f( (%))
= 8(V f, X)(t4(x))-

Par conséquent, pour U4(x) € £~ ([a, b]),
d B Vf B
EC(t) =g (Vf/ ”vf”z) (th(x)) - 1/

ete(t) ~ c(0) = [ *c(s)ds = #. Donc
FWux)) = c(t) = c(0) + t = f(Po(x)) + t = f(x) + .

Supposons maintenant que f(x) = a, alors c(t) = a + ¢, et donc ¢(b — a) = b. Dongc, si
x € f1(a) ety = Yy_o(x), alors f(y) = b.

Considérez le difféomorphisme 1,_, : M — M. Nous venons de voir que tout x € M
avec f(x) = a senvoie sur y tel que f(y) = b et si f(x) < a, alors pour y = Y;,_,(x) nous
avons f(y) < b. Par conséquent, 1,_, envoie M, sur M, et son inverse ¢, j, = %}a envoie
My, sur M,. Par conséquent, M, et M, sont difféomorphes.

Considérons maintenant la famille a un parameétre d’applications r; : M, — M,
donnée par

X, sif(x)<a
ri(x) = { Vha—fn(X), sia < f(x) <b.

2Les fonctions C* a support compact existent toujours, voir [ ?]
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Dapplication r; est continue car pour 4 = f(x), Y- f(x)(X) = Po(x) = x. Comme 7 est
I'identité et 11 est une rétraction de M, sur M, alors M, est un rétraction par déformation

de Mb-

Pour la deuxi¢me partie du théoréme, on considére 'application

F: fY@x[abl —  f(a,b)
(x, £) > Fx f) = p0(%)

Le calcul ci-dessus montre que pour tout x € f~1([a,b]) nous avons 1,_ fox) € f ~1(a).
Ainsi, F(,- (%), f(x)) = x et F est surjectif. Puisque f augmente le long de ses lignes
de flux de gradient, F est augmentant également le long des lignes découlement de X. Par
conséquent, F est injective et F est une immersion parce que les lignes de gradient sont
transversales aux ensembles de niveaux. Par conséquent, F est un difféomorphisme. [

1.2.1 Franchissement d’une valeur critique

relR 0 @

f=height [~~-"""" """ oS-

attach a handle

> 1-cell ? 1-handle

1-cell

Sublevel set New sublevel set
pass
through
critical hpy equiv 1-handle
value f(p
dlﬁLO
homeo




Théorie de Morse ©K. Merad 13

Théoreme (Franchissement d’'une valeur critique)

Soit f : M — IR une fonction lisse. Soit p un point critique non dégénéré d’indice
k de f et soit ¥ = f(p). On suppose que pour ¢ > 0 assez petit, f L ([r — &,7 + ¢])
est compact et ne contient pas d’autre point critique de f que p. Alors, pour tout
€ > 0 assez petit, lespace M, . a le méme type d’homotopie de M,_, auquel on a
ajouté une cellule de dimension k (la variété instable de p).

Démonstration. Commengons par présenter les idées de la démonstration en contemplant
la figure 5. La cellule ek est le morceau de variété instable de a représenté sur cette figure.
Ensuite :

1. en modifiant f, on construit une fonction F qui coincide avec f sauf sur un voisinage
de a, ou F < f, de sorte que F~! (] — 00, 7 — €]) sera la réunion de M,_, et d’un petit
voisinage de p (la partie hachurée horizontalement sur la figure 5);

2. ainsi, le théoréme (T.2) appliqué a 1a fonction F donne la partie hachurée F~! (] — oo, r + €])
comme un rétracte de M, . (qui est aussi le sous-niveau r + ¢ pour la fonction mo-

difiée F);

3. on peut alors se placer dans une carte de Morse pour montrer que la partie de M
constituée du morceau de variété instable et de M, . est un rétracte par déformation

de FF1 (] = oo,7 + €]).

Constructionde F . On choisit une carte de Morse (U, 1) au voisinage de p etun ¢ > 0
assez petit pour que f~! ([r—¢,r + €]) soit compact et pour que U contienne la boule

de centre 0 et de rayon V2e. Le disque D* est la partie de U formée des (x_, x,) tels
que||x_||2 < e etx, = 0. Sur la figure 5, comme sur la figure 6, le sous-niveau M,_, est
hachuré obliquement alors que £~ ([r — ¢, 7 + €]) est pointillé. La cellule, le disque DF est
en trait gras.

On construit la fonction F en utilisant une fonction p : [0, +o0o[— [0, +0o[ de classe
C®, avec les propriétés suivantes :

* 1) > ¢
* pours > 2¢, u(s) = 0;
* pour tout s, =1 < u’(s) < 0.

On définit F par

_ f(x), six ¢ h(U)
Ha) = { Pl + ey P - o (P + 200, ), six = e, x,)

Remarquons que le sous-niveau r + ¢ de F est exactement de f. En effet,
* en dehors de [|x_|* + 2||x,|[> < 2¢, F = f;

* alintérieur de lellipsoide en question, on a
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1
F(x) < f(x) =7 =[P + Iy P < 7 + §||x_||2 + gl <7+ e
Les points critiques de F sont les mémes que ceux de f, puisque pour tout x € h(U)

k n
doF = =23 (-1 = /(& +212)) d +2 ) xi (1-20/(E2 + 2))

i=1 i=k+1

et comme —1 — y/ (82 + 21%) < 0 et 1 — 2u/(E2 + 21?) > 1 alors d,F ne s'annule que pour
x_ =x, =0, cest-a-dire en p.
Nous avons
Fl(r-er+e)cfi(r-er+el).

En effet, comme F < f alors f~1 (] — oo, 7 —¢]) CF1(]— 00,7 —¢]) et
Fl(r-er+e])=F1(Q-co,r+e])—F1(]=-00,r—¢])
C]\/IH&_F_1 (]_OOIV_E])
CM7+£_f_1 (] =00, =¢])
=ft(r-er+e)).

en particulier, cette région est compacte. De plus, elle ne contient aucun point critique de
F : le seul possible serait p, mais

F(p) =r-pu0) <r-e.

On en déduit que F1 (] — 00, 7 + ¢]) est un rétracte par déformation de M, .. Appelons H
la partie hachurée horizontalement sur la figure 5 (et blanche sur la figure 8), cest-a-dire
Padhérence de F~! (] — 00,7 + €]) — M. On a en particulier

F1(]-oco,r+¢])=M,,  UH.
La rétraction On définit la rétraction en suivant les fleches indiquées sur la figure 9.

Précisément, r; est 'identité en dehors de h(U) et on définit #; sur U (plutdt que sur h(U),
pour alléger [écriture) par

« sur la région 1 (figure 9), cest-a-dire sur ||x_|[*> < ¢,
rt(x—/ x+) = (x—/ tx+);
* sur la région 2, définie par ¢ < ||x_||* < ¢llx, ][, on pose

rix, x4) = (-, 5¢(x))

Vi | - ¢
[
le nombre ad hoc pour rendre les formules continues;

avec

St:t+(1—t)

* surlarégion 3, qui correspond a M, . et out lIx,|>+¢& < |lx_||?, on prend simplement
¥y = Id.

]



CHAPITRE
2 ‘43
Classification des
surfaces fermeées

2.1 Surfaces remarquables

Nous allons nous intéresser dans cette partie aux surfaces fermées. Ce sont des variétés
topologiques de dimension 2. Intuitivement, une variété (topologique) de dimension 2 est
un espace topologique qui est, dans un voisinage de chaque point, homéomorphe au disque
unité D = {x € R?, ||x|| < 1}. Nous allons considérer nos espaces a isomorphisme présm.
En dimension 0, il n’y a qu’une seule variété connexe 2 homéomorphisme prés : le point.
En dimension 1, les variétés connexes sont :

* le cercle,

* la droite réelle,

* lintervalle compact [0,1],

* lintervalle ouvert-fermé [0, 1].

En dimension 2, on peut aussi dresser la liste de toutes les variétés topologiques connexes et
fermées a homéomorphisme pres. Une telle liste est une classification des surfaces connexes
et fermées. Décrire cette liste et montrer quelle est compléte et non-redondante est le but
de cette partie.

Sphére Comme ensemble il s’agit simplement de
S?={xeR? x| =1}

On muni S? de la topologie induite par celle de IR®. Le fait que lon parle de la sphére
sous-entend qu’il n’y en a qu'une, ce qui est bien le cas lorsque 'on considére les surfaces a
homéomorphisme prés. En effet, les spheres {x € R3, |lx — xo|| = 7}, ot xg € R et 7 > 0
sont toutes homéomorphes a S2.

!es isomorphismes de variétés topologiques sont les homéomorphismes
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Fic. 2.1 : Spheére S

Tore T? = S!'xS! = {(¢%1,¢%), 01,0, € R}, muni de la topologie produit. On peut
aussi le décrire comme le carré [0,1] X [0,1] dont on a identifié les cotés opposés comme
sur le dessin ci-dessous :

Plus précisément, on forme le quotient du carré par la relation déquivalence
~r2 définie par les relations :

{ (t,0) ~p2 (t,1)
(0, t) ~T2 (1, t)

La topologie est aussi la topologie quotient relativement a la surjection
[0,1] % [0,1] — [0,1] X [0,1]/ ~7=2 .

Ceci revient aussi a former le quotient du cylindre fermé [0,1] x S par la relation déqui-

’
valence ~ !

Fic. 2.2 : Tore T?

Bande Mobius  On le décrit comme étant le carré (ruban) [0,1] X [0, 1] quotienté par le
relation déquivalence ~yy, (0,1) ~p (1,1 = 1)

Le bord du ruban de Mébius, contrairement a celui du cylindre fermé n'est constitué que
d’un seul cercle!
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F1c. 2.3 : Bande de Mobius

Bouteille de Klein La bouteille de Klein est une surface fermée, sans bord et non orien-
table. La bouteille de Klein peut aussi étre obtenue par recollement de deux rubans de
Mbobius le long de leurs bords. De maniére équivalente, la bouteille de Klein est la somme
connexe de deux plans projectifs.

F1G. 2.4 : Bouteille de Klein

2.2 'Théoréme de classification

Somme connexe et orientation sur les surfaces :
Surfaces orientables :

Notons T le tore S! x S!. Clest une surface compacte dont le groupe fondamental
est 711(T1) = Z2. On définit par récurrence la surface T, = T,HT; (On peut définir T
comme la sphére 52). On appelle T, la surface orientée de genre 7.
Nous allons calculer par récurrence les groupes fondamentaux des T),. Notons V; l'espace
obtenu en enlevant un carré 4 T;. On peut écrire V| comme l'union de deux cylindres
courbés A et B, chacun définis par un produit de la forme S' X | avec | un arc de cercle.
Leurs groupes fondamentaux sont isomorphes a Z. Leur intersection est un rectangle | X |
simplement connexe. Le théoré¢me de Van Kampen nous donne 711(V1) = Z* Z.
En choisissant le point de base O sur un coin du carré, soit a la classe dans V7 d’un lacet
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parcourant une fois S* X 0 dans la direction indiqué par un coté, b la classe d’un qui par-
court 0 X S, et soit le lacet parcourant le bord du carré. a et b sont des générateurs de
111(V1), et la classe de y dans V7 est aba™ b~ = [a, b] le commutateur de a et b.

Notons V, l'espace obtenu en enlevant un disque a T, et supposons par récurrence que
111(V,) soit le groupe libre a 2n générateurs aq, by, ..a,, b, et que la classe du bord de V,
soit [a1, b1]...[a,, b, ]. On peut obtenir V, 1 en recollant V1 et V,, sur une portion de cercle
simplement connexe de leurs bords.

Le théoréme de Van Kampen nous dit que 711(V},41) est un groupe libre 4 21 + 2 généra-
teurs ay, by, ....a,, b, (donnés par 711(V,))) et a,,,1, b1 (donnés par 7t1(V4).

On choisit le point de base O a la fois sur le bord de V, ;1 et sur la zone de recollement
de Vet V,,. Le bord de V,,,1 peut sécrire comme le composé du bord de V,;, de classe
[a1, D114y, by]...[a,,; b,], et du bord de V7 de classe [a,,41;b,,11], ce qui acheve la récur-
rence.

Il ne reste plus qu’a utiliser le théoréme de Van Kampen sur T,, = V,, U D? pour obtenir

le groupe fondamental de T),.

Proposition 3. Le groupe fondamental de T), est le quotient du groupe libre & 2n générateurs
ay, by, ..., a,, by, parle sous groupe distingué engendré par le produit des commutateurs[ay, by]...[ay, b, ],
i.e. la présentation :

7'(1(Tn) = <L11, bl/ ceer Ayy bn | [ﬂl, bl]"'[an/ bn]> .

Surfaces non orientables

Le plan projectif réel P?R peut étre obtenu comme lespace quotient de la sphére S? par
la relation qui identifie les paires de points antipodaux. La surjection canonique S?> —>
P2R est continue, et localement un homéomorphisme. P?R est une surface compacte. On
peut décomposer la sphére S? en deux petits disques opposés Dy et D, plus une couronne
C, s'intersectant en deux cercles disjoints. Limage sur PR de Dy U D, est un disque D, et
la couronne C devient un ruban de Moebius M.

On a donc P?2R = MUD avec M N D leur bord commun, un cercle faisant deux fois le tour
du ruban de Moebius. Le théoréeme de Van Kampen donne alors le groupe fondamental
du plan projectif réel :

Proposition 4. /e groupe fondamental du plan projectif réel est donné par :
ﬂl(PZR) = Zz.

On définit U; = P?R et par récurrence U, = U #U;. Les surfaces U, contiennent
une partie homéomorphe au ruban de Moebius, elle ne sont donc pas orientables. On
appelle U, 1a surface non orientable de genre n.

Si a est un générateur de 711(M), la classe du bord ¥; de M est a. U, est obtenu en
recollant deux rubans de Moebius M; et M, le long de leurs bords, c’est la bouteille de
Klein. La classe du lacet M1 N M, est a% dans M et agz dans M.

D’aprés le théoreme de Van Kampen, 711(U;) est le quotient du groupe libre a deux
générateurs a;, a, par le sous groupe distingué engendré par a3a3.
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Proposition 5. 111(U,,) est le guotient du groupe libre an générateurs ay, ..., a, par le sous groupe
distingué engendré par s...02, i.e. la présentation :

1 (U,) = <a1,...,an |a%...aﬁ>.

Démonstration. On procéde par récurrence, de la méme fagon que pour les surfaces T),.
Notons W, l'espace U, privé d’'un petit disque ouvert. Wy est un ruban de Moebius, de
groupe fondamental Z. On construit W,, en recollant W,,_; et un ruban de Moebius M le
long d’un arc de cercle. On a donc t1(W,;) = 117(W,,_1) * 711(M) et par récurrence 111 (W,,)
est le groupe libre a n générateurs a, ..., a,.

Le bord y,, de W,, se décompose en y,,_1)1, 1 de classe a2 dans M. Par récurrence, la
classe de y,, dans W,, est a2...a%. On conclut en utilisant le théoréme de Van Kampen sur

u,=Ww,uD. ]
Proposition 6.

1. Pour tout g, h, T et Py, ne sont pas homéomorphes.

2. 8ig # halors T et Ty, ne sont pas homéomorpbhes. A
Démonstration.

1. Lasurface T, est orientable, donc n'est pas homéomorphe  la surface non orientable
Pj.

TS =1, 1T = (1, v | D 72] e g1 ]
71(Py) = (1,75 1 74 72)

et I'abélianisé est donné par

(T lm1(Ty), m1(Tg)] =23
1P (Py), 11 (Po)] =287 X Z,

M,

2de méme pour Py et Py.
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Définition 2.1. 1. On appelle tore a § anses et on note Tg toute surface homéomorphe a
THTY ... BT (g copies, § entier > 2), avec les conventions Ty = T et T = S2.

2. On appelle plan projectif a g anses et on note Py toute surface homéomorphe a PﬂTg (g
entier > 0, Py = P).

3. On appelle bouteille de Klein & g anses et on note By toute surface homéomorphe a B§T,
(g entier > 0, By = B).

Théoréme de classification

* Toute surface fermée orientable de genre g est homéomorphe a :

S, sig=0etaT, = T2#.#T2, sig > 1.
~—————
g copies

* Toute surface fermée non orientable de genre ¢ > 1 est homéomorphe 2 :

Pg = PR?#.. #PR? .
————
g copies

Démonstration. Pour une preuve détaillée voir [4] et [8]. O



CHAPITRE

Annexe

3.1 Somme connexe et recollement

Recollement

Soient X, Y deux espaces topologiques, A une partie de X et f : A — Y une applica-

tion continue. Le recollement de X sur Y par f est l'espace topologique quotient
XU Y =(X1TY)/Z,

ol % est la relation déquivalence engendrée par x ~ f(x) pour tout x dans A.

X
A XUfY

i ‘\

Remarque. S8i X et Y sont connexes (resp. connexes par arcs), alors X U ¥ Y /st aussi.

Y

Somme connexe de variétés

La somme connexe de deux variétés connexes de méme dimension 1 est obtenue en
retirant 4 chacune un petit voisinage d’un point formé d’une boule ouverte, et en recollant
les deux variétés ainsi obtenues (en prenant l'espace quotient de leur union disjointe) le long
des deux sphéres S~ apparues. Le résultat est une variété de dimension 7, bien définie
2 homéomorphisme prés, et connexe (sauf dans le cas ot les deux variétés initiales sont
homéomorphes a des droites réelles).

Remarques.

1. La somme connexe de deux variétés connexes (de dimension > 2) est toujours connexe.
2. La somme connexe de variétés est une opération associative et commutative.

3. La somme connexe de deux variétés est orientable, si et seulement si, les deux variétés de
départ sont orientables.
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A #B

Attachement de cellule

On se donne n dans IN. On note €” la boule unité fermée de IR" et on se donne une
application d’attachement ¢ : S""! — X continue qui indique l'endroit sur X ot est attaché
le bord de €". Pour effectuer cet attachement, on définit la relation % sur X I1e", l'espace
topologique somme de X et ¢”, comme la plus petite relation déquivalence contenant les
couples (x, p(x)) pour x € S"1 C X [Te".

Définition 3.1. Lespace X U e" obtenu en attachant & X une n-cellule selon @ est lespace
topologique quotient : X U, e = (X 11e")/Z.

La proposition suivante permet de manier cette notion d’attachement de cellule.
Proposition 7.

1. Soient Qg et Q1 deux applications continues de S" 1 dans X. Si ces applications sont ho-
motopes alors les espaces X Uy, " et X Uy, €" ont méme type d’homotopie.

2. SoitY un espace topologique. Si il existe une application f:X-=Y qui est une équiva-
lence d ’/Jomoz‘opiem alors les espaces X Uy e"etY U fopp e" ont méme type d’homotapie.

3.2 Groupe fondamental et revétements

Groupe fondamental

Le groupe fondamental est introduit pour la premiére fois, par Poincaré, dans une note
aux comptes rendus de ’Académie des sciences en 1892. Il s’agit d’associer a un espace to-
pologique donné, un groupe, de tel sorte que deux espaces homéomorphes ont des groupes

1C%st-a-dire, admettant une réciproque 2 homotopie prés.
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tondamentaux isomorphes. Plus précisément, soit X un espace topologique et x € X, (on
dira que (X, x) est un espace pointé). Soit (X, x) lensemble des lacets basés en x, i.e.
les applications continues y : [0,1] — X avec ¥(0) = (1) = x. On voudrait faire de
Z(X, x) un groupe, avec la concaténation des lacets :

V1 (2t), siO
r1-y2 (8) = 1
Y22t =1), si >
mais cette opération nlest pas associative.
L’homotopie est compatible avec la concaténation des lacets et descend au quotient
pour en former un groupe, appelé le groupe fondamental de (X, x) :

ZL(X,x)
X,x) = —————.
(X, %) homotopie

Ce groupe dépend, a priori, du point base x. Néanmoins, si X est connexe par arcs, 711 (X, x)
ne dépend plus de x et on notera simplement 711(X). Plus précisément, si c est un chemin
de x a y dans X. Alors I'application

¢ m(X,x) — m1(X, )
1 — le-y-c=lel-I]- ™
est un isomorphisme qui ne dépend que de la classe d’homotopie de c.
Exemples.

1. 711(SY) = Z. On montre en fait que 11(SY,1) = {y,, n € Z} o y,(t) = 2™,

2. y(R") est trivial. En effet, tous les lacets de R" sont homotopes.

Revétements

Soit B un espace topologique. Un revétement de B est la donné d’un espace topologique
E et d’une application continue P : E — B ayant la propriété de trivialisation locale
suivante. Pour tout point b de B, il existe un voisinage V' de b dans B, un espace discret
non vide F et un homéomorphisme ¢ : P"1(V) — V X F tels que le diagramme suivant
commute :
Ceci veut dire qu'un revétement est un fibré a fibres discretes.
Autrement dit, P : E — B est un revétement si tout point de B appartient a un ouvert V
tel que P~1(V) soit une réunion disjointe d'ouverts appliqués homéomorphiquement par

PsurV.

Proposition 8. Soitp : E —> B un homéomorphisme local surjectif, avec E compact. Alors p est
un revétement.

Démonstration. Soit b € B et P~Y(b) = {xq,...,x,}. Soit W; un voisinage ouvert de x;
tel que p|W; soit un homéomorphisme de W; sur un ouvert U; contenant b. Quitte a les
rétrécir, on peut supposer les W; deux a deux disjoints. Soit

Uzﬁui\P E\Owi
i=1 i=1

et V;, = (lel.)_l(ll). Alors, par construction, P~}(U) est la réunion disjointe des V;. [
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Théoreme 1. Soit X un espace topologique et G un groupe opérant sur X de fagon que, pour tout
g € G, lapplication x — g - x est un homéomorphisme de X. On fait I’hypothése (P) suivante :

Pour tout x € X, il existe un voisinage U de x tel que, pour tout g # e dans G, gU U =g.
Alors X est un revétement de X/G.

Exemples.
1. p: R — SY p(t) = €', D’apres le théoreme précédent avec G = Z.
2. p:S'— SLp(z) = 2" (n € NY).

3. p: S — PR", p(x) = [x], avec l'action du groupe G = {—Id, Id}.
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Lobjet de ce mémoire est le théoréme de classification des surfaces fermées a homéo-
morphisme pres. Nous avons définit les surfaces qui interviennent dans le théoréme de
classification (somme connexe de tores et somme connexe de plans projectifs). Nous avons
étudié la théorie de Morse dans le cadre des surfaces. Nous avons revu la notion du groupe
fondamental d’'une surface et montrer que les surfaces construites précédemment sont
toutes diftérentes, ce qui nous a permis de démontrer le théoréme de classification et as-
surer qu'une surface fermée est homéomorphe soit & une somme connexe de tores ou une
somme connexe de plans projectifs.

Mots clefs : fonction de Morse, somme connexe, groupe fondamental, surface fermée,
cellule, anse.

Abstract

'The subject of this thesis is the classification of closed surfaces up to homeomorphism.
We have defined the surfaces involved in the classification theorem (connected sum of tori
and connected sum of projective planes). We have studied Morse theory in the framework
of surfaces. We have introduced the notion of the fundamental group of a surface and
show that the surfaces constructed previously are all different, which allowed us to prove
the classification theorem and ensure that a closed surface is homeomorphic to a connected
sum of tori or a connected sum of projective planes.

Keywords : Morse function, connected sum, fundamental group, colsed surface, cell,

handle.
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