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ـشـكـرات

لقولھ م معروف و ن سن ا إحسان يذمر لا أن منھ بد لا مما ، عده ن لا من ع السلام و الصلاة و وحده مد ا
قد أنكم تروا ح لھ فادعوا بھ افئونھ ت ما تجدوا لم فإن افئوه ف معروفا إليكم صنع :"من السلام و الصلاة عليھ
تأط ع اشرفت ال " ة الزائر "بن الفاضلة لأستاذتنا زل ا بالشكر نتقدم أن علينا لزاما ان ف . م" افئتمو

ذا إتمام م سا من ل ل بخالصالشكر نتقدم أن يفوتنا لا كما . اتمامھ يل س ا وسع ما قدمت و العمل ذا
القيامة يوم م حسنا ان م ذلك يجعل سألاللهأن . م غ و ياء الف بقسم أساتذة من عيد أو قرب من العمل

بحولالله.
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ـداء إ

نا لدرو منارة لنا م دعا ان من إ
ن الكرم والدينا

حياتنا حرفا لو و علمونا من إ
ارم الأ أساتذتنا

يدفعونا القمة نحو و ليعينونا دائما منا بالقرب انوا من إ
م ود ج ثمرة وا ل شوق اليوم ذا انتظروا من إ

الاعزاء زملائنا و أصدقاءنا ل إ
القلم م س من إ و
العمل ذا دي

اجر المقدم يلة س أعبيدي
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1 الباب

عامة مقدمة

ينص مبدأ و و ،( Heisenberg) ي الألما للعالم الشك مبدأ س ما أو ن اليق عدم مبدأ الكم انيك مي مبادئ م أ من
يمكن لا ناكقدر ف نفسالوقت، سيم ية متنا بدقة السرعة و الموضع قياسخاصي ياء الف يمكن لا أنھ ع
بثابت المرتبطة ( Heisenberg) لـ ن اليق عدم معادلة إ الطبيعية قيقة ا ذه تخضع و . قياسھ ولا معرفتھ سان للإ

: hبلانك

△X △ P ⩾ ℏ
2
. (1.1)

بلانك ثابت من أك دائما ون ي ركة ا كمية ن اليق عدم مع الموضع ن اليق عدم حاصلضرب أن تو والمعادلة
عدم ضرب حاصل مع ركة ا كمية ن اليق عدم ضرب حاصل ون ي أن يمكن لا أنھ ع ذا . 2π ع مقسوما h
حركة خلال ساكنا المعلم اعت ( Heisenberg) أن غ . القياسات و بالتجارب ت أث ما و و ، صفرا الموضع ن اليق
( Heisenberg) لـ ن اليق عدم لمبدأ بتعديلھ (de-Sitter) أدرجھ ما و و ، الدراسة ون ال توسع يدخل لم و سيم ا

: ما ن قسم إ ينقسم الذي و ، الفضاء إنحناء إ سبة المشوه" ن اليق عدم مبدأ " س بذلك ليصبح

: بالعلاقة لھ ( Heisenberg) ج عطى و : (GUP) المعمم ن اليق عدم مبدأ .1

[
X̂, P̂

]
= iℏf(P ). (1.2)

: ل بالش f(P ) الدالة عبارة عرففيھ الذي و 1995 عام [1] ( Achim Kempf) بھ جاء ما ذلك مثال و
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f(P ) = (1 + βP 2). (1.3)

: للطول ى أد حدا يضمن الذي و

(△X)min = ℏ
√
β. (1.4)

: بالعلاقة لھ ( Heisenberg) ج عطى : (EUP) الموسع ن اليق عدم مبدأ .2

[
X̂, P̂

]
= iℏg(X). (1.5)

: ل بالش ما عبار أعطى الذي و [2] ( Anti)-de Sitter بھ جاء ما ذلك مثال و

g(X) =

 1 + qX2, For anti-de Sitter
1− qX2, For de Sitter

(1.6)

: للزخم ى أد حد يضمن و و

(∆P )min = ℏ
√
α. (1.7)

ي و ال الثابت مع ناسب ت يحات ت ( Heisenberg) لـ ن اليق عدم مبدأ عديل أجل من (de-Sitter) استخدم
: يحقق الذي و ( Anti)-de Sitter نصفقطر و Lh: Λحيث = −3/L2

h

 L2
h < 0, , For de Sitter

L2
h > 0, , For anti-de Sitter

(1.8)
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: ل بالش لھ المعدل ( Heisenberg) ج يصبح عليھ و

(∆X)i(∆P )i ⩾
ℏ
2
δij

[
1 +

(△Xi)
2

L2
h

]
. (1.9)

ن اليق عدم مبدأ القياساتمع إثباتھعنطرقمقارنة تم قد و (EUP) الموسع ن اليق عدم بمبدأ التعديل ذا قدس و
[5] "Mignemi" ر أظ قد ،و الاعتبار ن ع ون ال توسع ا ف يأخذ ال "Gedanken" تجارب طرق عن أو (GUP) المعمم
العلاقة فكتب المضاد سي خلفية ع الكم انيك مي عرف من (EUP)الممدد ن اليق عدم علاقة اشتقاق يمكن أنھ

: ل بالش لھ ( Heisenberg)لـ المعدلة

[
X̂µ, X̂ν

]
= 0,

[
P̂µ, P̂ν

]
= iℏ.

1

L2h
L̂µν ,

[
X̂µ, P̂ν

]
= iℏ

(
λµν +

1

L2
h

XµXν

)
. (1.10)

: ل بالش عرف و ي ر ا العزم مؤثر و Lµν حيث:

Lµν = Xµ.Pν −Xν .Pµ ;µ, ν = 0, 1, 2, 3. (1.11)

: ل بالش ا عرف و منح فضاء سيمات ا تصفحركة قطرة ية م مصفوفة بتقديم [6] ( Filho) قام

dS2 = gxxdx
2 + gyydy

2 + gzzdz
2. (1.12)

ثلاثحالات: نم (1.12) المعادلة من

مع انيكالكم مي دمج اولة استخدمت ال و جدا ة المقاديرصغ فيھ ون ت الذي و إقليدي غ أجلفضاء من .1
. متباينة القيم ون ت الكم انيك مي ل مشا حل كذا و العامة ية س ال

: لدينا ون ي إقليدي فضاء أجل من .2

gxx = gyy = gzz = 1. (1.13)

ل: بالش ( Filho) ا قدم ال ية الم ون ت واحد عد .3
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ds2 = gxxdx
2. (1.14)

: ل التحو وفق واحد عد x+ g
−1/2
xx النقطة إ x نقطة من تقل ي سيم ا زملائھ )مع Filho) واعت

Tg (dx) |x >= |x+ g−1/2
xx dx⟩. (1.15)

: ل بالش Tg ل التحو مؤثر كتابة يمكن و تجمي غ ل التحو ذا

Tg (dX) = 1− iPdx (1.16)

: المشوه ( Heisenberg) ج مع المعممة ركة ا كمية و Pحيث

[
X̂, P̂

]
= iℏg−1/2

xx (1.17)

: ون ي (1.17) و (3.10) العلاقة من

g−1/2
xx = f (P ) (1.18)

: ل بالش واحد عد (EUP) الموسع ن اليق عدم ج عبارة ون ت منھ و

[
X̂, P̂

]
= iℏg−1/2

xx (1.19)

: ل بالش ية عرفالم يتم حيث
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ds2 = gxx (dx)
2 (1.20)

البادئ. ذه مع ناسب ي وكيفنجعلھ ، الكم انيك مي مبادئ ع الفضاء شوه تأث نناقش سوف القادمة الفصول
حالة واحد عد التوافقي زاز ال و الكمومي الب مثل ياء، الف مة الم التطبيقات عض عرض ا تطرق س كما
بور تكميم حالة توافقي زاز كمون تطبيق ايضا و . [X,P ] = iℏ(1− q|x|)مثل طية ا وحالة المضاد سي و سي

الثلاث. ات شو ال ميع سملفيد
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2 الباب

الزخم من ى الاد د ا و الموسع ن اليق عدم مبدأ

مقدمة 1.2

: التا التقليدي ل بالش ( Heisenberg) معادلة كتابة ع اعتدنا العادي الكم انيك مي

∆X.∆P ≥ ℏ
2

(2.1)

سوفتصبح الفضاء إنحناء مع لكن و ، مسطح الفضاء أن بحكم J(x) = 1 للواحد ة مساو دوما ي و ا ا دالة انت و
يضمن ي ل ت" يلب " فضاء السل داء ا قيمة ع تأثر سوف ذلك و J(x) ̸= 1 الواحد عن مختلفة ي و ا ا

. اللاحقة الفصول اه س والذي ، الشروط ذه تحت يائية الف المقادير ة

(Anti) -de Sitter حالة الموسع ن اليق عدم مبدأ 2.2

: و الة ا ذه ل المقابل ( Heisenberg) لـ ن اليق عدم مبدأ

∆X.∆P ⩾ ℏ
2

(
1± αx2

)
. (2.2)

: ل بالش p و x ن ب المبدل علاقة ا م تج ت و α > 0: حيث

[
X̂, P̂

]
= iℏ

(
1± αx2

)
. (2.3)
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: لدينا ون ي الموضع إحداثيات تمثيل

X̂ = x; P̂ = −iℏ(1± αx2)
∂

∂x
; [x̂, p̂] = iℏ(1± αx2). (2.4)

: ل بالش السل داء ا عبارة لدينا العادي الكم انيك مي

⟨Ψ ||ϕ⟩ =
∫
dxΨ ∗(x)ϕ(x). (2.5)

(غ يا رمي س ل P̂ المشوه الزخم مؤثر لأن الفضاء الانحناء وجود حالة سل كجداء ة صا غ العلاقة ذه
: بمع السل داء ا ذا وفق ( متناظر

∫
dxΨ∗ (x) .P.ϕ (x) ̸=

∫
dx (PΨ(x))∗ ϕ (x) (2.6)

السل داء ا تحتتاث يا رمي المشوه الزخم ونبذلكمؤثر Jلي (P ي(( و ا ا بادخال السل داء ا بتعديل نقوم
: بالعلاقة المعرف المشوه

⟨Ψ |ϕ⟩ =
∫
dxJ(x)Ψ(x)∗.ϕ(x) (2.7)

: ل بالش عرف Ψ(x)حالة A مؤثر أي أجل من فإنھ السل داء ا ذا ل سبة بال

⟨A⟩ =
∫
dxJ (x)Ψ (x)∗AΨ (x) (2.8)

: يحقق و السابق المشوه السل داء ا تاث تحت رمي المشوه الزخم مؤثر أجل من ي و ا ا عن الآن نبحث

∫
dx.J (x) . (PΨ(x))∗Ψ(x) =

∫
dx.J (x) . (Ψ (x))∗ .PΨ(x) (2.9)
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: ل بالش الثانية الدرجة من معادلة ع نحصل يالتجزئة امل الت )،و Heisenberg) تحقيقج شرط باستخدام

dJ

J
=

±2αx

1 + αx2
(2.10)

التالية: بالعبارة ا حل عطي

J(x) = (1± αx2) (2.11)

التالية: المعممة غلاق الا علاقة ا يؤدي التعديل ذا

∫
dx

(1± αx2)
|x⟩ ⟨x| = 1 (2.12)

: ع لنحصل اعلاه غلاق الا علاقة بإستخدام وذلك الموضع لمؤثر ن ذاتي ن لشعاع السل داء ا استخراج مكن و

⟨x|x′⟩ = (1± αx2)δ(x− x′) (2.13)

(f (x) = 1− q|x|) حالة الموسع ن اليق عدم مبدأ 3.2

: التا |x|ل المطلقة القيمة حالة الموسع ن اليق عدم عرفمبدأ يتم

∆p∆x ⩾ 1

2
⟨1− q|x|⟩ (2.14)

: التا المبدل يوافق الذي و

[x̂, p̂] = i (1− q |x|) , q > 0 (2.15)
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: التالية العلاقة تختلفعن السابقة الموسع ن اليق عدم مبدل علاقة

[x; p] = i (1− qx) . (2.16)

ان كما . المنا متماثل الفضاء نا اعت اذا ⟨x⟩ = 0 نما ب دوما موجبة قيمة عطي ⟨|x|⟩ ⩾ 0 لـ المتوسطة القيمة لأن
الكم انيك مي حالة ا نفس (2.16) لـ المناسبة ن اليق عدم علاقة . ن مختلفت ن يق عدم علاق عطيان ن العلاقت

. العادي

: و ا ل الموض التمثيل و

P̂ =
1

i
(1− q |x|) ∂

∂x
; X̂ = x. (2.17)

: بالعبارة المعرفة Ψ (x) الدالة عت

Ψ (x) ∈
{
L2(

−1

q
,
1

q
;

dx

1− q|x|
)

}
. (2.18)

Ψ

(
±1

q

)
= 0 : دية ا الشروط مع

: للزخم معدوم غ ى أد حدا عطي الموسع ن اليق عدم علاقة أن ان بر نرد
: التنظيم شرط مع Ψ (x)ة المستو الموجة ضدالة لنف

(Ψ) =

∫ 1

q
1

q

dx

1− qx2
|Ψ(x)|2 = 1. (2.19)

: دي ا الشرط و

14



Ψ(±1

q
) = 0. (2.20)

: بمع ة المستو الموجية الدوال ميع الصفر تختلفعن الموجية للدالة المتوسطة القيمة أن ن ن أولا

⟨1− q |x|⟩ = L ̸= 0. (2.21)

: ل بالش الموجية للدالة المتوسطة القيمة عبارة العادي الكم انيك مي لدينا Lثم = 0 ضأن لنف

⟨1− q|x|⟩ =
∫
dx |Ψ(x)|2 = 0 (2.22)

: لأن معدومة ون ت (2.22) العلاقة

|Ψ|2 ⩾ 0 (2.23)

: لدينا ثم x ∈
[
−1

q
;
1

q

]
ال ا Ψ(x) = 0 لدينا

(Ψ, Ψ) = 0 (2.24)

x2 ≤ 1

q2
لأن 1 و 0 ن ب محصورة ف L = 0 ون ت أن يمكن لا لذلك التنظيم شرط ناقضمع ت الدالة تنظيم قيمة

: ة ا الم ع نحصل بالتا و ال ا قيم ميع

△x ≥ qL

2
(2.25)

. q با تقر ساوي للزخم ى أد حد عطي لھ )المشوه Heisenberg) أنج ع مما
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ب: ممثلة موجية ضدالة فنف كمثال

Ψ (x) = A (1− q |x|)a ; a > 0 (2.26)

Ψ(x) ∈ [
−1

q
;
1

q
ال[ ا ع معرفة الدالة

: دية ا ا شروط

Ψ

(
±1

q

)
= 0 (2.27)

: ل بالش يكتب للدالة التنظيم شرط

∫
dx

1− q |x|
|Ψ(x)|2 = 1 (2.28)

: امل الت Ψ(X)الدالة عوضقيمة

∫
dx

1− q|x|
|A(1− q|x|)a|2 = 1 (2.29)

دود: ا سط ن

A2

∫
dx

(1− q|x|)2a

1− q|x|
= 1 (2.30)

: ة شا الم دود ا نجمع

A2

∫
dx(1− q|x|)2a−1 = 1 (2.31)
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نجد: امل بالت

A2.
2(1− q|x|)2a−1

q
= 1 (2.32)

A: قيمة ع سيطنحصل بالت

A =
√
qa

: ل بالش Ψ(x)الدالة عبارة ون ت بذلك و

Ψ(x) =
√
qa(1− q|x|)a (2.33)

: لدينا ون ي عليھ و

⟨1− q|x|⟩ = aq

∫
(1− q|x|)2adx (2.34)

: العبارة فنجد امل الت نحسب

⟨1− q|x|⟩ = 2a

1 + 2a
(2.35)

: العلاقة باستخدام

∆x =

√
⟨x2⟩ − ⟨x⟩2 (2.36)

: X∆التالية قيمة ع نحصل
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∆x =
1

q
√

(a+ 1)(2a+ 1)
(2.37)

:△P قيمة ع نحصل ،( Heisenberg) ج علاقة (2.37) بتعوضالعلاقة

△P ≥ (△P )min = qa

√
a+ 1

2a+ 1
(2.38)

نجد: سوف ي الثا المثال ذا فإننا الفضاء شوه من الاول المثال عليھ ان ال تم كما بالمثل

J(x) = (1− q|x|) (2.39)

التالية: المعممة غلاق الا علاقة ا يؤدي والذي

∫
dx

(1− q|x|)
|x⟩ ⟨x| = 1 (2.40)

و: ا ل الموافق الموضع لمؤثر ن ذاتي ن لشعاع السل داء وا

⟨x|x′⟩ = (1− q|x|)δ(x− x′) (2.41)

خلاصة 4.2

ن قوان نفس استخدام يمكن لا انھ ابرزنا و الثلاث الات ا المشوه ج نب ج لمبدل عرفا قدمنا الفصل ذا
تختلف للزخم ى أد قيم ع بذلكتحصلنا تختلفو ي و ا ا لان نظرا المشوه الكم انيك مي ع العادي الكم انيك مي

ي. و ا ا عبارة حسب
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3 الباب

الكم انيك مي عضالتطبيقات

مقدمة 1.3

الكمومي الب ا تطبيقا ر منأش اتو عضنانوم م تتحرك ال و سيماتالأولية ا بدراسة انيكالكم مي تم
عتمد ن نوكلاالتطبيق ازجسيموفقكمونمع ا عا الذي التوافقي زاز ال ضيقو ح الذييدرسحركةجسيم
الكم انيك مي يختلف انھ سابقا رنا أظ الذي و حركتھ بكمية منھ و سرعتھ ترتبط ال سيم ا حركة ع دراستھ
و سي خلفية ذلك ،و الفضاء شوه حالة ن التطبيق سندرس الفصل ذا .و العادي الكم انيك مي عن المشوه

الموسع. ايزنبارغ مبدأ من ديد ا النوع ا بالاضافة المضاد سي خلفية

واحد عد كمومي ب 2.3

حاجز يحيطھ ضيق ح يتحرك تصفجسيم مسالة ي ا لا كمومي ب يتحرك جسيم مسألة الكم انيك مي
الأنظمة ع يطبق الذي الكم انيك مي و ي الكلاسي انيك المي ن ب الفرق لإيضاح النموذج ذا ستخدم و ، نفاذ غ
حيث ، الأولية سيمات ا الذراتو م جدا ة الصغ أي الكمومية وصفالأنظة الكم انيك مي تن . الكمومية

. فقط ة الكب الأجسام ع يطبق لأنھ ا وصف التقليدي انيك المي فشل ن ح ور الظ الكمومية ر الظوا تبدأ
أي وجوده احتمال ون ي و سرعة بأي يتحرك سيم ا ون ي ب داخل منحصر جسيم مثل الكلاسيكية الأنظمة
يبدأ و مة م الكمومية ات التاث تصبح فإنھ ات نانوم عدة ح الب يصغر عندما لكن و ساوي م الفضاء من نقطة
أن بمع صفرا سيم ا طاقة ون ت أن ستحيل فإنھ الوقت نفس و الب معينة طاقة ات مستو باتخاذ سم ا
و الب من محددة أماكن التواجد يمكنھ سيم ا فإن ذلك إ ضف . تام ون س حالة ون ي أن يمكن لا سيم ا

. ا التواجد يمكنھ لا عضالمواضع ناك
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مبدا من ديد ا النوع حالة و المضاد سي حالة و سي حالة الكمومي الب تطبيق سندرس التالية الفروع
الممدد. ن اليق عدم

: التا ل بالش عد احادي كمومي ب يتحرك m كتلتھ ن سب بدون كمومي جسيم عت

V (x) =

 0 : 0 < x < a

∞ : x /∈ [0; a]
(3.1)

: ل بالش غر شرود معادلة عطى

(
P 2

2m
+ V (x)

)
Ψ(x) = EΨ(x). (3.2)

F (x) = 1− q|x| حالة و المضاد سي د حالة و سي د حالة الطاقة عبارة ع صول ا نرد القادمة الفروع

F (x) = 1− q|x| حالة 1.2.3

: التا ل بالش ركة ا كمية مؤثر عبارة لدينا الموض التمثيل من

P̂ = (iℏ(1− q|x|) d
dx
. (3.3)

: (3.2) المعادلة (3.3) عوضقيمة


(
(iℏ(1− q|x|) d

dx

)2

2m
+ V (x)

Ψ(X) = EΨ(x) (3.4)

سيم اقا إخ لأنعدم ، الب عندجدران الصفر Ψ(x)إ الموجية الدالة يجبأنتؤول الكمومي الب ولتحقيقشرطي
معادلة نكتب المطروحة للمسالة دودية ا الشروط ولصياغة ا، تصفحرك ال الدالة عدام إ ع الكمونية دران ل

: x ∈ ]0, a[ : أجل من : التا الب داخل سيم ا حركة عن ة المع التفاضلية غر شرود
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(
− ℏ2

2m

(
(1− q|x|) d

dx

)2

− E

)
Ψ(x) = 0 (3.5)

: التا المتغ غي باستخدام

d

ds
= (1− q|x|) d

dx
⇒ ds

dx
=

1

(1− q|x|)
(3.6)

: المعادلة ع فنحصل ds بدلالة التفاضلية المعادلة نكتب

(−ℏ2
d2

ds2
− 2mE)Ψ(s) = 0 (3.7)

من حل ا ل غر شرود معادلة السابقة المعادلة - ي: ا لا كمون ب داخل سيم ل العامة الكمومية الة ا إيجاد -
: التا الآ ل الش

Ψ(s) = Aeiks +Be−iks (3.8)

: حيث

k =

√
2mE

h̄2
(3.9)

: نجد (3.8) العلاقة ع ن دي ا ن الشرط باستخدام

V (x) =

 ψ(0) = 0 =⇒ B = −A =⇒ Ψ(s) = A(eiks − e−iks)

Ψ(a) = 0,
(3.10)
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: ل بالش ل ا عبارة ون ت عليھ و

Ψ(s) = 2iA sin(ks) (3.11)

: نجد (3.11) العلاقة (Ψ(a) = 0) (3.10) العلاقة بتعوضشرط

2iA sin(ks(a)) = 0 (3.12)

s(a) عبارة ستخرج a = x أجل من

ds =
dx

1− q|x|
⇒ s = − ln(1− qx)

q
⇒ s(a) = − ln(1− qa)

q
(3.13)

: ل ا عبارة s عوضقيمة

Ψ(a) = −2iA sin
(
k

ln(1− qa)

q

)
= 0 (3.14)

: و معدومة ون لت sin الدالة ع الشرط

k
ln(1− qa)

q
= nπ n = 1; 2; 3; ..... (3.15)

مكممة. k قيمة ع لنحصل

k =
nπq

ln(1− qa)
n = 1; 2; 3; ..... (3.16)
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: ل الش من لول ا عبارة ون ت منھ و

Φn(s) = −2iA sin
(

nπq

ln(1− qa)
s

)
, n = 1, 2, 3, ... (3.17)

: نجد sin الدالة شرط k =

√
2mE

ℏ2
بتعوضقيمة الطاقة: عبارة إيجاد -

√
2mE

ℏ
ln(1− qa)

q
) = nπ (3.18)

: ل بالش الطاقة عبارة ون ت منھ و

E =
ℏ2n2π2(

ln(1− qa)

q

)2 (3.19)

F (x) = 1± qx2 حالة 2.2.3

: ل بالش عبارة لدينا الموض التمثيل من

P̂ = −(iℏ(1± qx2)
d

dx
. (3.20)

: (3.2) المعادلة (3.20) عوضقيمة


(
(iℏ(1± qx2)

d

dx

)2

2m
+ V (x)

Ψ(x) = EΨ(x) (3.21)

سيم اقا اخ لانعدم , الب عندجدران الصفر Ψ(x)ا الموجية الدالة تؤول يجبأن الكمومي الب ولتحقيقشرطي
معادلة نكتب المطروحة للمسالة دودية ا الشروط ولصياغة ا, تصفحرك ال الدالة عدام ا ع الكمونية دران ل
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: x ∈ ]0, a[ : أجل من : التا الب داخل سيم ا حركة عن ة المع التفاضلية غر شرود

(
− ℏ2

2m

(
(1± qx2)

d

dx

)2

− E

)
Ψ(x) = 0 (3.22)

: التا المتغ غي باستخدام

d

ds
= (1± qx2)

d

dx
⇒ ds

dx
=

1

(1± qx2)
(3.23)

: المعادلة ع فنحصل ds بدلالة التفاضلية المعادلة نكتب

(
−ℏ2

d2

ds2
− 2mE

)
Ψ(s) = 0 (3.24)

من حل ا ل غر شرود معادلة السابقة المعادلة - ي: ا لا كمون ب داخل سيم ل العامة الكمومية الة ا إيجاد -
: التا الآ ل الش

Ψ(s) = Aeiks +Be−iks (3.25)

: حيث

k =

√
2mE

h̄2
(3.26)

: نجد (3.25) العلاقة ع (3.1) ن دي ا ن الشرط باستخدام

 Ψ(0) = 0 =⇒ B = −A

Ψ(a) = 0 =⇒ Ψ(s) = 2iA sin(ks)
(3.27)

: ل بالش ل ا عبارة ون ت عليھ و
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Ψ(s) = 2iA sin(ks) (3.28)

: نجد (3.28) العلاقة (3.27) بتعوضالعلاقة

2iAsin(ks(a)) = 0 (3.29)

: s(a) عبارة ستخرج a = x أجل من

ds =
dx

1± qx2
(3.30)

s = −
arctan(√qx)

√
q

⇒ s(a) = −
arctan(√qa)

√
q

(3.31)

: و معدومة ون لت sin الدالة ع الشرط

(
k

arctan(√qa)
√
q

)
= nπ ⇒ k =

nπ

arctan(√qa)
√
q

n = 1; 2; 3; ..... (3.32)

: ل الش من لول ا عبارة ون ت منھ و

Φn(s) = 2iA sin

 nπ

arctan(√qa)
√
q

s

 , n = 1, 2, 3, ... (3.33)

: نجد sin الدالة شرط k =

√
2mE

h̄2
بتعوضقيمة الطاقة: عبارة إيجاد -

√
2mEn

ℏ
arctan(√qa)

√
q

= nπ (3.34)
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: ل بالش الطاقة عبارة ون ت منھ و

En =
ℏ2

2m
.

(
nπ

√
q

arctan√
qa

)2

(3.35)

محصور ن سب دون و س غ سيم ا طاقة ا q −→ ∞ لما ن المثال كلا الكمومي يالب اصة Enا الطاقة وتؤول
بـ: المعرفة a عرضھ البعد احادي صندوق

En =
ℏ2

2m
.
(nπ
a

)2
(3.36)

واحد عد افقي تو زاز 3.3

عديدة عملية تطبيقات المسألة ذه ترتبط حيث الكم. انيك مي مة الم المسائل من التوافقي المتذبذب مسألة إن
رومغناط الك ال ا وكذلك سيطة توافقية ازات ا من عادة تقرب ال الصلبة المواد وذرات زئات ا از ا مثل

سيطة. ال التوافقية ازات الا من كعدد ة كث تطبيقات اعتباره يمكن الذي
: ل بالش التوافقي زاز ال املتون عبارة لدينا

H =
1

2m
P 2 +

1

2
mw2x2 (3.37)

: ل بالش الزمن عن المستقلة غر شرود معادلة لدينا

[
− ℏ2

2m
D2

x +
1

2
mw2x2

]
Ψ(x) = EΨ(x) (3.38)

F (x) = 1± qx2 حالة 1.3.3

F (x) = 1− qx2 حالة •
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: ون ت الة ا ذه

Dx =
ℏ
i
(1− αx2)∂x (3.39)

: التا المتغ غي باستخدام

ε =

√
mw

2ℏα
ln(1 +

√
αx

1−
√
αx

(3.40)

: ل الش من المعادلة كتابة عيد

[
∂2

∂ε2
− mw

ℏα
tanh2(

√
ℏα
mw

ε) + ϵ]Ψ = 0 (3.41)

: ل بالش العبارة ذه حل عطى ϵ =
2E

h̄w
: حيث

Ψ = cλf(s) (3.42)

: حيث

c = cosh(
√

ℏα
mw

ε) (3.43)

s = sinh(
√

ℏα
mw

ε) (3.44)

λ =
1

2
−
√

1

4
+
m2w2

ℏ2α2
(3.45)
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: لدينا فيصبح غر شرود معادلة ا عوض ثم ل ا عبارة سالبة λاشارة نختار

(1 + S2)f ′′(s) + (2λ+ 1)Sf ′(s) + (
mw

ℏα
ε+ λ)f(s) = 0 (3.46)

نجد: أعلاه المعادلة ا أدرجنا ∞∑و
n=0 anS

n+k = f(s) ن بتعي قمنا إذا

an+2 = −

(n+ k)(n+ 2λ) +
mw

ℏα
ε+ λ

(n+ k + 2)(n+ k + 1)

 an (3.47)

: لدينا k = 0 أجل من ى الأد د ا من k = 1 و k = 0 مع

fk=0 = S2F1(−n
2
;−n−

2
,
1

2
,−s2) (3.48)

حيث

n± = −λ±
√
λ2 − (

mw

ℏα
ε+ λ) (3.49)

N = 0, 1, 2, 3...... Nحيث: = n =
n−
2

Nأو = n =
n+

2
: نضع fk=0(s)دودل ا حلكث صولع منأجلا

: عطي مما

mw

ℏα
ε+ λ = −4N(λ+N) (3.50)

: لدينا k = 0 أجل من

fk=1 = S2F1(−n
2
;−n−

2
,
3

2
,−s2) (3.51)
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حيث

n± = −λ− 1±
√
λ2 − (

mw

ℏα
ε+ λ) (3.52)

N = 0, 1, 2, 3...... Nحيث: = n =
n−
2

Nأو = n =
n+

2
: نضع fk=1(s)دودل ا حلكث صولع منأجلا

: عطي مما

mw

ℏα
ε+ λ = −(2N + 1)(2λ+ 2N + 1) (3.53)

: لدينا ون ي ذلك من

EN =
hw

2
[(4N + 1)

√
1 + (

ℏα
2mw

)2 + (2N(2N + 1) +
1

2
)
ℏα
mw

N = 0; 1; 2; .... (3.54)

: الموجة دالة لدينا

ΨN = Cλ
2 f1(−N ;N + λ;

1

2
,−S2) (3.55)

و:

EN =
hw

2
[(2(2N + 1) + 1)

√
1 + (

ℏα
2mw

)2 + ((2n+ 1)(2N + 2) +
1

2
)
ℏα
mw

N = 0; 1; 2; .... (3.56)

: حيث

ΨN = SCλ
2 f1(−N ;N + λ+ 1;

3

2
,−S2) (3.57)

F (x) = 1 + qx2 حالة •
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: ون ت الة ا ذه

Dx =
ℏ
i
(1 + αx2)∂x (3.58)

: التا المتغ غي باستخدام

ε =

√
mw

2h̄α
tan−1(

√
αx) (3.59)

: ل الش من المعادلة كتابة عيد

[
∂2

∂ε2
− mw

ℏα
tan2(

√
ℏα
mw

ε) + ϵ]Ψ = 0 (3.60)

: ل بالش العبارة ذه حل عطى ϵ =
2E

h̄w
: حيث

Ψ = cλf(s) (3.61)

: حيث

c = cos(
√

ℏα
mw

ε) (3.62)

s = sin(
√

ℏα
mw

ε) (3.63)

λ =
1

2
+

√
1

4
+
m2w2

ℏ2α2
(3.64)

: لدينا فيصبح غر شرود معادلة ا عوض ثم ل ا عبارة موجبة λ اشارة نختار
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(1− S2)f ′′(s)− (2λ+ 1)Sf ′(s) + (
mw

ℏα
ε− λ)f(s) = 0 (3.65)

ة: التكرار العلاقة ع نحصل أعلاه المعادلة ا أدرجنا ∞∑و
n=0 anS

n+k = f(s) ن بتعي قمنا إذا

an+2 = [
(n+ k)(n+ 2λ+ k)− mw

ℏα
ε+ λ

(n+ k + 2)(n+ k + 1)
]an (3.66)

: لدينا k = 0 أجل من

fk=0 = S2F1(−n
2
;
n−
2
,
1

2
, s2) (3.67)

حيث

n± = −λ±
√
λ2 + (

mw

ℏα
ε− λ) (3.68)

N = 0, 1, 2, 3...... Nحيث: = n =
n−
2

Nأو = n =
n+

2
: نضع fk=0(s)دودل ا حلكث صولع منأجلا

: عطي مما

mw

ℏα
ε− λ = 4N(λ+N) (3.69)

: لدينا k = 1 أجل من

fk=1 = S2F1(−n
2
;−n−

2
,
3

2
, s2). (3.70)
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حيث

n± = −λ− 1±
√
λ2 + (

mw

ℏα
ε− λ) (3.71)

N = 0, 1, 2, 3...... Nحيث: = n =
n−
2

Nأو = n =
n+

2
: نضع fk=1(s)دودل ا حلكث صولع منأجلا

: عطي مما

mw

ℏα
ε− λ = (2N + 1)(2λ+ 2N + 1) (3.72)

: لدينا ون ي ذلك من

EN =
hw

2
[(4N + 1)

√
1 + (

ℏα
2mw

)2 − (2N(2N + 1) +
1

2
)
ℏα
mw

N = 0; 1; 2; .... (3.73)

: الموجة دالة لدينا

EN =
hw

2
[(2(2N + 1) + 1)

√
1 + (

ℏα
2mw

)2 − ((2n+ 1)(2N + 2) +
1

2
)
ℏα
mw

N = 0; 1; 2; .... (3.74)

ΨN = SCλ
2 f1(−N ;N + λ+ 1;

3

2
, S2) (3.75)

F (x) = 1− q|x| حالة 2.3.3

: ل بالش غر شرود عبارة نأخذ

[
P̂ 2

2m
+

1

2
mω2x2

]
Ψ = EΨ (3.76)
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نجد: P̂ = −iℏ(1− q|x|) d
dx

عوضقيمة


(
−iℏ(1− q|x|) d

dx

)2

2m
+

1

2
mω2x2

Ψ = 0 (3.77)

: التا المتغ غي باستخدام

s = (1− q|x|) (3.78)

التالية: التفاضلية المعادلة ع سوفنحصل

[
s2
d2

ds2
+ s

d

ds
+ ϵ− σ2(1− s)2

]
Ψ = 0 (3.79)

حيث:

ϵ =
2mE

q2
, σ =

mω

q2
(3.80)

آخر: ل ش ا كتاب يمكن كما

[
d2

ds2
+

1

s

d

ds
+

(ϵ− σ2)− σ2s2 + 2σ2s

s2

]
Ψ(s) = 0 (3.81)

ذه كتابة يمكن ع مما ،s −→ ∞ و s −→ 0 عند ية من الموجية الدالة ان علم Ψ(s) لدالة العام ل ش لايجاد الآن
العامة: بالصيغة الدالة

Ψ(s) = Ψs−→∞(s)Ψs−→0(s)X(s) (3.82)

التالية: المعادلة ا تؤول s −→ 0 لما (??) الموجية المعادلة

[
s2
d2

ds2
+ s

d

ds
+ ϵ− σ2

]
Ψs−→0(s) = 0 (3.83)
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بـ: يكتب ة الاخ ذه ل ا

Ψs−→0(s) = sδ (3.84)

لنجد: (3.83) المعادلة عوضھ δ عبارة ولايجاد

δ(δ − 1) + δ + ϵ− σ2 = 0 (3.85)

δ لـ ن قيمت ع نحصل ومنھ

δ2 + ϵ− σ2 = 0 =⇒ δ = ±
√
σ2 − ϵ (3.86)

ساوي: Ψs−→0(s) ون ت ومنھ باعد ت الدالة السالبمرفوضلان ل ا

Ψs−→0(s) = s
√
σ2−ϵ (3.87)

: s −→ ∞ لما الموجية المعادلة تصرف اما

[
d2

ds2
+

1

s

d

ds
− σ2

]
Ψs−→∞(s) = 0 (3.88)

و: ا وحل

Ψs−→∞(s) = exp(−σs) (3.89)

ساوي: Ψ(s) الدالة تصبح ومنھ

Ψ(s) = exp(−σs)s
√
σ2−ϵX(s) (3.90)

اي: المعمم لاغ دود ا بكث اصة ا تفاضلية معادلة لنجد (3.77) المعادلة ل ا ذا عوض عد و

X(s) = L2
√
σ2−ϵ

n (2σs) (3.91)
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بالاضافة ات، شو الانواعمنال ذه مثل ستعمل منالممكنان الكموناتال من ناكالكث ان احيطكمعلما كما
ية. س ال الة ا ا تطبيق ا
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4 الباب

ساملفيد بور تكميم

مقدمة 1.4

طية ا التفاضلية للمعادلات ية تقر حلول لإيجاد طرقة الراضية ياء الف ساملفيد بور تكميم أو WKBتقرب عد
صياغة إعادة يتم حيث الكم ا اني مي ي الكلاسي سابشبھ ا عادةً استخدامھ يتم انيًا. م ة المتغ المعاملات ذات
و كما ببطء ة المتغ المرحلة أو السعة أخذ يتم ثم ، ي كلاسي شبھ ل ش ا توسيع تم و ، أسية وظيفة الموجية الدالة
ساملفيد بور تكميم سندرس الفصل ذا و . الإعتبار ن ع ون ال توسع فيھ ناخد الذي المنح الفضاء ال ا

. التوافقي زاز ال تطبيق ع xل المطلقة القيمة حالة كذا و المضاد سي حالة و سي حالة

f(x)=1-q|x| حالة 2.4

: لدينا كلاسيكيا

{X;P} = 1− q |x| (4.1)

: بالعلاقة الطاقة عبارة عطى , اقواسبواسون حيث

E =
P 2

2m
+ V (x) (4.2)
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: بالعلاقة ساملفيلد بور تكميم يكتبشرط

∫ x2

x1

P

1− q |x|
dx = π(n+ δ) (4.3)

.E = V (x) للمعادلة حلان ما x2 و x1:حيث
قبل من ة الم واحد عد الكم انيك لمي الطاقة ات مستو ع صول ا من ساملفيد بور تكميم حالة تمكننا

. EUP الموسع ن اليق عدم مبدأ

افقي تو زاز كمون 1.2.4

عطى ω = 0 , ℏ = 1 , 2m = 1 أخذ مع = X2V (X) كمون ذو توافقي زاز اجل من ساملفيلد بور تكميم شرط
بالعبارة:

∫ √
E

−
√
E

√
E −X2

1− q |x|
dx = π(n+

1

2
) (4.4)

: لدينا كذا و

2q
√
E − q2E2 + π(−1 + q2E +

√
1− q2E) + 2(q2E − 1) sin−1(q

√
E)

q2
√

1− q2E
= π(n+

1

2
) (4.5)

الطاقة: عبارة لدينا جدا qة أجلصغ من

E ≈ 2n+ 1− q

π
(2n+ 1)

3

2 (4.6)
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f (x) = 1± qx2 حالة 3.4

: EUP من عمومية أك ل ش واحد عد المشوه ج ايزنب ج اعطاء يتم

[X.P ] = ih̄G(x)

: ل بالش عطى ة المشو الدالة حيث

G(x) = 1± αx2

المعمم: سي فضاء واحد عد غر شرود معادلة لدينا

(
P 2

2m
+ V (x))Ψ = EΨ (4.7)

: ل بالش ساملفيلد بور تكميم يكتبشرط

∫ x2

x1

Pdx = πh̄(n+
1

2
) n = 0 : 1; 2; 3.... (4.8)

افقي تو زاز كمون 1.3.4

: النطام املتون لدينا

H = P 2 +X2

: ع H(p;x)لنحصل سيطنضع الت أجل =من 1h̄وw = 2 mو =
1

2
نضع

P =
√
E −X2 (4.9)
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: ل بالش ساملفيد بور تكميم شرط عطى

∫ √
E

−
√
E

√
E −X2

1− αX2
dx = π(n+

1

2
) n = 0.1.2.3..... (4.10)

: جدا صغ α أجل من و سي فضاء *

∫ √
E

−
√
E

√
E −X2(1 + αX2)dx ≈ π(n+

1

2
) (4.11)

: الطاقة مستوى من α من الاو الدرجة عطي الذي و

En ≈ 2n+ 1− α(n2 + n+
1

4
) (4.12)

: جدا صغ |α| أجل من و المضاد سي فضاء *

∫ √
E

−
√
E

√
E −X2(1− |a|X2)dx ≈ π(n+

1

2
) (4.13)

: الطاقة مستوى من α من الاو الدرجة عطي الذي و

En ≈ 2n+ 1 + |α|
(
n2 + n+

1

4

)
(4.14)
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5 الباب

عامة خاتمة

عرف من انطلاقا المشوه انيكالكم مي العاديو انيكالكم مي ن الفرقب ابرزنا المذكرة ذه خلال أننا إ ش الأخ
ما: بثلاثحالات اعطي الذي و ، المشوه ج ايزنب ج

.[X,P ] = iℏ(1 + qx2) بالصيغة المعرف (EUP) (�Anti)-de Sitter حالة •

.[X,P ] = iℏ(1− qx2) بالصيغة المعرف (EUP) de Sitter حالة •

.[X,P ] = iℏ(1− q|x|) بالصيغة المعرف (EUP) الممتد ن اليق عدم مبدأ من ديد ا النوع حالة •

من للدالة ي و ا ا قيمة يختلففيھ الذي و العادي ج ايزنب ج ن ب و ا بي فيما الثلاث الات ا ن ب الفرق نا او و
و ، الطاقة) ات مستو و الموجية الدالة ) يائية الف المقادير قيم منھ و السل داء ا شوه ي ذلك من و اخرى إ حالة
التقرب مية لا و . التوافقي زاز ال و الكمومي الب ما الكم انيك مي ياء ف ن مي م ن مثال ذلكع بتطبيق قمنا قد

. توافقي زاز ال ع بتطبيقھ قمنا فاننا التفاضلية المعادلات لول دقة أك قيم اعطاء WKB ي كلاسي الشبھ
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مـلـخـص

([X,P ] = iℏ(1± qx2)) (�Anti)-de Sitter المضاد وسي سي الفضاء ع الكم ا اني مي تمتدراسة ، العمل ذا
عضالأمثلة مع .[X,P ] = iℏ(1 − q|x|) بالصيغة المعرف (EUP) الممتد ن اليق عدم مبدأ من آخر نوع ا بالاضافة

بور-سومرفيلد. تكميم وكذلك توافقي، زاز كمون ومسألة البعد أحادي الصندوق لة مش تحليل يتم التطبيقية،

Abstract

In this work, the quantum mechanics on the (anti) de Sitter space (i.e. [X,P ] = iℏ(1 ± qx2))

and another new type of extended uncertainty principle (EUP) given by [X,P ] = iℏ(1 − q|x|)

are investigated. As examples, the one-dimensional box problem and one-dimensional harmonic

oscillator problem are discussed, and also the Bohr – Sommerfeld quantization.

Résumé

Dans ce travail, la mécanique quantique sur l’espace (anti) de Sitter (i.e. [X,P ] = iℏ(1± qx2)) et

un autre type de principe d’incertitude étendue (EUP) donné par [X,P ] = iℏ(1−q|x|) sont étudiés.

Avec quelques exemples, le problème de la boîte à une dimension et le problème de l’oscillateur

harmonique à une dimension sont analysés, et aussi la quantification Bohr–Sommerfeld .

المفتاحية لمات ال

المنج الفضاء الكم انيك مي ، المشوه الفضاء ، للزخم ى الاد د ا ، الموسع ن اليق عدم مبدأ
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