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Introduction

Dans ce mémoire, on s’intéresse aux équations différentielles stochastiques controlés de type
Ito de la forme suivante
dr = b (t,z¢,us) dt + o (t, 24, us) dBt, t € [0; T

(1)

Tg=(

ou B = (B (t);t € [0;T]) disigne un mouvement Brownien défini sur un éspace de probabilité
filtré (Q; F; (Ft)t20 ; P) vérifie les conditions habituelles, et u; est un processus progressive-
ment mésurable & valeurs dans un borélien de R" appelé controle admissible, on le note par
U T’ensemble de tous les controles admissibles. Le couple (z;u) s’appel couple admissible
La théorie du controle optimal intervient dans plusieurs domaines utilisant les applications
mathématiques pour modiliser des situations en sciences de lingénieur,on sciences écono-
miques ..ext.

\

Le but de contrdle optimal est de minimiser une fonction s’appelle fonction de cotit J ( ou

de maximiser) sur I’ensemble U telle que
T
J(t)=F [g (z7) +/ h(t,zy,uy) dt] 2)
0

Le probléme de principe du maximum de controle optimal est proposé par les équations (1)

et (2) dans ce mémoire qui compose a trois chapitres :
Premieér chapitre :

Dans ce chapitre, on introduit les notions générales du calcul stochastique on définit les
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processus stochastiques et leurs propriétés et les notions de mouvement brownien et ’espé-
rance conditionnel, et temps d’arrét et martingale...etc. On parlait aussi sur les équations

différentielles stochastiques (EDS), 'existante et I'unicité de sa solution.
Deuxiéme chapitre :

Dans ce chapitre on présentait le probléme de controle optimal pour un systéme gouverné par
I'équation (1) et étudié I'éstimation de solution du premier ordre et détermine le processus
et I’équation adjoints.

Troisiéme chapitre :

Dans le dernier chapitre, on continue sur le méme probléme,mais passant en second ordre et

trouve les conditions nécessaires d’optimalité sur 'ED.S.



Chapitre 1

Généralités sur le calcul stochastique

Dans ce chapitre on veut donner quelques concepts de base au calcul stochastique comme

formule d’It6 et les équations différentielles stochastiques.

1.1 Tribu

Voir[1]

Soit €2 un ensemble non vide ses éléments sont noté par w.

Définition 1.1.1 On défini un tribu (ou §-algebre ) sur ) et on note Fest une famille de

partie de §) vérifier les 3 conditions suivantes :

1. Contient ’ensemble vide < ¢ € F.
2. Stable par passage au complémentaire < (VA € F < AC € F).
3. Stable par union dénombrable de famaille A,, appartient & F < (Vn € N*et A, € F

S UX A, €F).

En particulier :

-VABeF=AUBecFdeméme ANB € F.

— Un tribu contient donc 'espace 2.
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Proposition 1.1.1 Une intersection de tribu est une tribu, mais n’est pas vrais pour la

réunion .

Définition 1.1.2 LaTribu engendrée par A est la plus petite tribu contenant cette famille et

on la note o(A), elle est l'intersection de toutes les tribus contenant A.
Exemple 1.1.1 o0(A) = {Q, ¢, A, A°}.

Définition 1.1.3 On dit que G est une sous-tribu de F et si seulement si pour tout [’en-

semble Aona:siAcG=AcF.

Définition 1.1.4 La tribu borélienne de R est la plus petite tribu contente tous les intervalle

ouverts (ou fermés , ouvert a droit fermé & gauche ,...) et on note par Bg.

1.2 Espace mesuré

Voir[2]

1.2.1 Espace mesurable

Définition 1.2.1 On dit que le couple (2, F) est un espace mesurablet si et seulement si :

— Q Est un ensemble non-vide.

— F Est une tribu de ).

1.2.2 Mesure

Définition 1.2.2 Un mesure sur (2, F) est un fonction p: F — Ry = [0, +00], tels que :

—p(9)=0

— Si {A;},cn est une suite deux a deux disjoints, alors p {U2, A} = 231 (A;).

Définition 1.2.3 Un espace mesuré est un triplet (Q, F,p) tels que (2, F) est un espace

mesurable et |1 est un mesure.
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1.2.3 Mesurabilité

Définition 1.2.4 Soit (2, F) et (E,§) deuz espaces mesurables et soit f un application de
Q dans E est dit (F,&) mesurable si f~1(A) € F,.VYA€E, ou :

FHA) ={w e\ f(w) € A}

Définition 1.2.5 Soit (0, F, P) un espace de probabilité, on dit que N C € est un ensemble

négligeable si et seulement si AM C Fcontenant N telle que P(M) =0
En particulier : 'union dénombrable d’ensembles négligeables est négligeable

Remarque 1.2.1 Une propriété est vraie presque strement (p.s) si elle est vraie en dehors

d’un ensemble négligeable

Définition 1.2.6 (Espace complet) : un espace (Q, F, P) est dit complet s’il contient tous

les ensembles négligeables G .

1.3 Variable aléatoire
Voir[1]

Définition 1.3.1 Une variable aléatoire X est une application mesurable de (2, F) dans

(R, Br) tels que :

X:(QF)— (R,Bg) et VBE€ Br: X' (B)={weQ: X (w) € Bg} € F.
On a deux types de variable aléatoire :

— La variable aléatoire continue prend ses valeurs sur un ensemble infini (ou non-dénombrable).

— La variable aléatoire discréte prend ses valeurs sur un ensemble fini (dénombrable).
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1.3.1 Loi de probabilité d’une variable aléatoire :

Définition 1.3.2 Soit X un varaible aléatoire défini sur(Q2, F, P), la loi de X est la proba-
bilité Px sur (R, Bg) défini par :

Px(A) =P{w; X (w) e A} =P (X € A),VAe By

Définition 1.3.3 ( La fonction de répartition) : Soit X une variable alétoire, la loi de pro-
babilité de X est Px défini par la fonction F ., Appelée fonction de réparation de variable X,

défini par :

r— P(X <ux)

Et vérifie les propriétés suivants :

1. VieR:0<Fx <1
2. F x est croissante sur R.
3. lim, ., o Fx =0 etlim, ., Fx=1.

4. Sia<b:Pla<X <b)=Fx(b) —Fx(a).

Remarque 1.3.1 On dit que deux variables aléatoires X et'Y ont le méme loi si elles ont

la méme fonction de répartition. F x = Fy

Définition 1.3.4 La densité f(x) d’une variable aléatoire est la dérivée de la fonction de
répartition (si cette dérivée existe). On peut alors écrire P(X € A) = [, f 1 f(x)dz, En particu-

lier :
b
P(X € [a,b]) :/ f(z)dz
Tels que :

1. f continue et positive sur un intervalle I dans R.

6
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2. ona:f f(z)dx =1.
T

t

3. Fx(t) = Px (] — o0,t]) :_f f(x)dz.

1.3.2 Mesurabilté d’une variable aléatoire :

Définition 1.3.5 Sois (2, F) un espace mesurable, X une variable aléatoire réelle (v.a.r)

dans R alors :

X 1(A)eF VA€ By

1.3.3 L’espérance du variable aléatoire
voir[1]

Définition 1.3.6 L’espérance d’une variable aléatoire X est définie par la quantité f XdP
Q

que l’on note E(X) ou Ep(X) ,telle que

fj;o zf(x)dx dans le cas continue.
/XdP:/deX(x) =
Q . Zfil x;P(X =x;) dans le cas discréte .

1.4 Espérance conditionelle

Voir|[3]

Soit (€2, F, P) un espace de probabilité :

i Par rapport a un événement B € F, et soit A € F :

P(X1p)

E(X/B) = =5

si P(B) # 0

ii Par rapport a une tribu :

Définition 1.4.1 Sois (2, F, P) un espace probabilisé, et G une sous-tribu de F. Soit éga-

lement X une v.a réelle définie sur (2, F, P), et intégrable. Alors il existe une unique v.a,

7
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appelée espérance conditionnelle de X sachant G, notée E(X /G), telle que :

1. E(X /B) est B—mesurable.

2. pour tout B € G, [, E(X /G)dP = [, X (w)dP.
iii Par rapport a une variable aléatoire :
Définition 1.4.2 On définie l’espérance conditionnelle d’une v.a X (intégrable) par rapport

a'Y étant comme ’espérance conditionnelle de X par rapport o la tribu engendré B(Y). On

la note E(X /YY) tels que :

1. C’est une variable 6(Y’) mesurable.

2. Pour tout B € §(Y), [, E(X /Y )dP = [, XdP.

[y

. Linéarité : si X et Y € (2, F,P) et VYa,b € R et G une sous tribu de F alors :
E(aX +bY/G) =aFE (X/G)+bE (Y/G)

N

. SiY est G-mesurable alors : E(YX/G) = YE(X/G).
3. Si X est indépendante de G alors : E(X/G) = E(X).

4. Si X 1L G alors : E(E(X/G)) = E(X).
Propriété 1.4.1 5. Si X <Y alors : E(X/G) < E(Y/p).

6. Si Y est indépendante de X, alors : E(Y/X) = E(Y).

7. 51X LY alors: E(Y/X) =Y.

Démonstration :

Voir|[3]

1.5 Processus stochastique

Voir|1]
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1.5.1 Filtration :

Définition 1.5.1 Une filtration est une famille croissante de sous-tribus de F, c’est-a-dire
telle que :Fo C F1 C Fs C F; pour tout t < s, et on appelle Uespace (0, F, (Fi),5q , P) espace

de probabilité filtré.

Remarque 1.5.1 — Les ensembles négligeables sont contenues dans Fy.

— La filtration est continue & droite si : Fy = Ngsy Fs.

Définition 1.5.2 Soit X un processus stochastique, on définie la filtration naturelle et note

par FX, la famille croissante de tribu :

FX=6{X,s <t}

1.5.2 Processus

Définition 1.5.3 Un processus stochastique (ot fonction aléatoire ) est un famaille de va-

riable aléatoire (Xt € [0, +00]) définie sur le méme espace de probabilité.

Définition 1.5.4 Un processus stochastique (X;;t € [0,+00]) est dit adapté par-rapport

une filtration F; si X est F; -mesurable pour tout t.

Définition 1.5.5 (Trajectoire continue) On dit que le processus X = (X;)icr, est a

trajectoire continue si 'application t — X (t,w) soit continue.

Définition 1.5.6 (Processus prévisible) On dit qu'un processus X = (X;)ier, est prévi-

sible pour A, si Xo est Fo-mesurable et X; est F;_1-mesurable pour chaque t > 0.

Définition 1.5.7 (Processus Gaussien) Un processus stochastique X = (X;)er, est un

processus Gaussien $Si

n
Vn >1:Vit, ty,....t, € Ry, Vag,aq,...,ay : Zaiti
i=1

9
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est un v.a Gaussien.

Définition 1.5.8 (Accroissement stationnaire et indépendante) Pour 0 < s <t les

variables aléatoires X (t) — X (s) sont appelés des accroissement :

1).Un processus stochastique X = (X;)ier . est a accroissement stationnaire si la distribution

de la variable aléatoire X; s — X; ne dépend pas de t.

2).Un processus stochastique X = (X)ier, est a accroissement indépendants si pour tout

sutte 0 < tg <11 < ... <ty les v.as Xy — Xy, Xo, — Xy, ooy Xo,, — Xy, , Sont indépendantes.

1.6 Mouvement Brownien :
Voir[4]

Définition 1.6.1 On définie un mouvement Brownien et on note B;, un processus stochas-

tique vérifie :
1. Bg =0 p-s.
2. B; continue p.s.

3. pour 0 < s <t <wu <w les acroissements B, — B, ,B, — B, sont indépondents.

4. pour 0 < s <t, B, — By~ N(0;t —s).

Définition 1.6.2 (mouvement Brownien stondard) : Soit B, un mouvement Brownien

, on dit que B; stondard si et selement si :

2. E(B?) =t.
3. By =0.

— un mouvement brownien B; est un processus continu gaussien centré de covaraince égale :

t A s =min(t,s).

10
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— Le mouvement brownien B; a des trajctoires preceque stirement holderienne d’ordre v <
1/2.

— Les trajectoires du mouvement brownien ne sont presque stirement pas dérivables.

1.6.1 Processus d’ito :

Définition 1.6.3 Soit (Q,F,P) un espace de probabilité d'une filtration (Fi)i>o0,et By un

mouvement Brownien, On définie processus d’ito (Xi)e0,1) @ valeur dans R telle que :

t t
Xy =Xo+ / b(s)ds +/ o(s)dBs YVt >0
0 0

Et :

— XoEst Fp-mesurable.
— b Un processus adapté telle que Vt > 0 : fot |b(s)|ds < oo p.s.

— o Un processus adapté telle que ¥t > 0 : fot lo(s)]>ds < oo p.s.

1.7 Martingale

Définition 1.7.1 Soient (F;)i>0, une filtration et (X;) un processus stochastique définie sur
Uespace probabilisé (2, F, P) tele que :
— X; est intégrable < E(]X}]) < +o0.

— X; est adapté a la filtration (Fi)i>o Yt > 0 alors :

a/ On dit que (X};):>0 est une martingale par-rapport a la filtration F; si :
BE(X,/F,) =X, :Y0<s<t
b/ On dit que (X;):>o est une sous martingale par-rapport a la filtration F; si :

E(X;/F,) < X,:V0<s<t

11
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¢/ On dit que (X¢):>0 est une sur martingale par-rapport a la filtration F; si :
E(X/F) > Xs:V0<s<t

Soient X; unprocessus stochastique définie sur 1’espace probabilisé (€2, F, P), et la fonction
E(X;) V'espérance de X; on a : 1- si (X¢):>0 est un martingal alors la fonction E(X;) est
constante. 2- si (X;);>0 est un sur martingal alors la fonction F(X;) est décroissante. 3- si

(X¢)e>0 est un sous martingal alors la fonction F(X;) est croissante.

1.8 Temps d’arrét
Soit 'espace de probabilité (2, F, P) et on note Fo, = o(UFy).

Définition 1.8.1 Un temps d’arrét est une variable aléatoire T & valeure dans R U {+oo}

telle que :
{r<t}e R,VteR

— Une constante positive est un temps d’arrét.

— La tribu F, définie par :
Fr={Ae F/AN{r <t} € F,Vt e R}

Est dite tribu des événements antérieurs & 7.

1.9 Intégrale stochastique

voir[5],voir[1]

12
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1.9.1 Fonction localement a variation bornée

Définition 1.9.1 Soit f une fonction tel que,f : Ry — R,et pour tout t > 0 :
SUPZ g(t:) — g(ti-1)| < o0
i=1

Ou le supremum est pris sur toutes les partitions (to, ...t,) de [0, 1] avec n arbitraire.

a/ Si g un fonction croissante, alors a variation bornée.
b/ Si g est la diffrérence de deux fonction croissantes alors g & variation bornée.
¢/ Si g continfiment dérivable ,alors g a variation bornée.

Demonstration voir [5].

1.9.2 Intégrale de Riemann Stiljes

Définition 1.9.2 Soitt > 0, f : Ry — R continue et g : R, — R a vartation bornée, on

défini :

[ fs)dgts) = tim S A6 () - o) (1-1)

n—-4o0 £

Oul=t) <ty <..<tn, s§”) € [t@l, t(n)} et 1y, 17, ..., t" est une suite de partitions de [0, 1],

telle que :

i—10 Y

=0

lim max
n—oo 1<i<n

1.9.3 Intégrale stochastique (ou integrale d’Ito)

Soient l’espace probabilisé (€2, F, P) et un mouvement Brownien B sur cet espace ,et soit

(Ft)y» filtration naturelle F; = o (B, s < t) de mouvement Brownien.

Définition 1.9.3 Soit M un processus stochastique, on veut généraliser l’intégrale fg 0sdBs,
donc l’intégrale de Winer il est divisé en deux états, et cela concerne par le processus sto-

chastique 6.

13
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Cas de processus étagés

Définition 1.9.4 (processus étagés ) : On dit qu’un processus 0 et étagés si et seulement si :

— il existe une suite de réele ¢; , telle que : 0 < ¢ <7 < ... < ).
— il existe une suite de variable aléatoire 6; soit F,; — mesurable et ; € L? () et pour tout
t e [tj,tj+1] on a . 925 = Hj.

Soit :

On définie alors 'intégrale d’ito par :

| oan.- Ze (t1) — B(t) (1-2)
On a: E([;” 0,dB,) = 0 donc : Var( [, 0,dB,) = E([,” 02dB,).

Cas générale

— On définie les processus cadlag de carrée intégrable (ou dans L?(2 * R™) ) et on note 6

telle que :

10]]> =2 E[/ 02dt] < oo
0

— On dit que 6, converge vers § dans L2(Q « R") si [|§ — 6,,* — 0.
— Soit = lim Zf(:"l) 0i1)1,4,.,) avec 0; € F;, la limite étant au sens de L*(Q * R™) donc on
a:

k(n)

/ 0.,dB, =1m Y 0,(B(t; 1) — B(t,)), dans 13( < R*)

— On note [~ 0,dBs = [ 0,1104dBs si 0 ¢tagé et on a alors :

/ QSdBS:/ 0.1p0,1dB, = Ze (t;+1) — B(t;))
0 0

1. linéarité :

14
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Si a et b deux constantes et (0°,i = 1,2) deux processus stochastiques on a alors :

t t t
/ (afl + b0?)dB, = a / 0:dB +b / 02dB, (1-3)
0 0 0
2. Soit M; = [;° 0,dBs et Ny = ([, 0.dB,)* — [ 62dB,,donc on a : M; et Ny deux martin-

gales.

1.10 Formule d’ito
Voir[1],Voir|[6]

Définition 1.10.1 Soient (Q, F,F;, P) un espace probabilisé filtré et B, un mouvement

Brownien stondard et on pose X; un processus d’lto :
t t
X; = Xo —l—/ b(s, Xs)ds +/ o(s,Xs)dBs Yt >0 (1-4)
0 0

1. Soit f une fonction deux fois contintiment différentiable, donc on a :

of 1 0%f
S X))+ 52 (6 XO) + 55

af
ot

df (t, Xy) = (¢, X (1)) (1-5)

2. Soit une fonction définie sur R de class C?, bornée alors :

f(By) = /f ))dBs + = /f”

3. Soit une fonction définie sur R, * R de class C'*? alors on a :

£ = £0.80) + [ 1 BEaB+ 5 [ B+ [ 1B
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Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

1.11 Equation différentielle stochastique (E.D.S)
Définition 1.11.1 Une équation différentielle stochastique est de la forme :

telle que : b,o : R+[0,1] — R et b, 0 sont deux fonctions deterministes mesurables, avec b
appelé coefficient de drive, o est appelle coefficient de diffusion soit X; :  — R, X; variable

aléatoire de carré intégrable et X indépendant du mouvement Brownien.

Soient (ft>t€[0,T] la filtration engendré par le mouvement Brownien B, et variable aléatoire
Xp.un solution de + est un processus continue F; — adapté telle que chaque integrale f(f

b(Xs, s)ds et fga(Xs, s)dBs a un sens et 'egalité :
t t
X = Xo —|—/ b(XS,s)d8+/ 0(Xs,s)dBs
0 0

Est (Xo = ) satisfait pour tout ¢ , presque stirement en parle alors de la solution forte.

Remarque 1.11.1 il existe deux types des solutions de E.D.S, solution forte et solution

faible, considerons l’équation E.D.S :
dXt = b(Xt, t)dt + O'(Xt, t)dBt t Z 0

{B¢,t > 0} mouvement Brownien standard définie par U'espace filtré (Q, F, F;, P).Telle que

mouvement Brownien satisfait :
t t
X; = Xo +/ b(XS,s)ds—i—/ o(Xs,s)dBs
0 0

On dit que la solution forte est unique si lorsque X et X représentes deux solutions fortes

d’une équation F.D.S.
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Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

Alors :

Presque stirement

Existance et unicité

Théoréme 1.11.1 Supposons que les fonctions b et o satisfaient les conditions suivantes :

a/ les fonctions b et o sont continues.
b/ i/ condition de lipschitz local :
Pour tout compact C' C R, il exist une constant K = K(C), telle que :
|b(t, X) —b(t,Y)|+ |o(t,X) —o(t,Y)| < K|X = Y|, powrX,Y € Cet t €[0,7].
ii/ condition de croissance : il existe une constant L telle que :
b(t, X)|* + |o(t, X)|* < L(1 + |X|*) , V= € R,Vt € [0,T].

c/ la condition initiale X, est indépendant de {B;},,,Xo est de carrée integrable alors
I'équation E£.D.S , (1-6) admet pour tout conditions initial une solution forte (X}):c(o1]
presque stirement continue et cette solution est unique, de plus cette solution verifier

E(sup | X,|*) < .

17



Chapitre 2

Principe du maximum de premier

ordre

Dans ce chapitre nous présentons le principe du maximum en controle optimal gouvernés par
des équations différentielles stochastiques dans le cas ou les coéfficients sont controlés.

2.1 formulation de probléme et hypothése

Voir[8],Voir[7]

Définition 2.1.1 Soient (2, F,F:, P) un espace probabilisé filtré, et B = (B;) un mouve-
ment brownien standard & valeur dans R?, et T un réel positif tels que : T < 0o supposons

que Fy = 0(Bs; 0 < s < t) filtration naturelle.

Définition 2.1.2 On appelle un contréle admissible tout processus uy ot t € [0,T] mesurble

et adapté o valeure dans un borélienne A de R, tel que :

Eu|™ < oo Vm >1

18



Chapitre 2. Principe du maximum de premier ordre

Et on note 'ensemble de tous les controles admissibles par U et définier par :
U= {u 1[0,T] % Q — A, u = (ug)iecppoyr) mesurable et (Fi)ier — adapté}

On considér le probléme de controle suivants :

dl‘t = b(t7 Ty, Ut)dt + O'(t, Ty, Ut)dBt

(2-1)
z(0) =¢
Ou
b:[0,T] xR"x A—R"
o0:[0,T] x R" x A — M,.q;
Et ( variable aléatoire Fy- mésurable indépendante deB; telle que :
E(|¢|™) < oo; pour tout m > 1.
On définit la fonction de cotit pour u € U et on note J(u), par :
T
J(u)=F [/ h(t; zy, ug)dt + g(x7) (2-2)
0

Ou:h:[0,T] x RIx A — Ret g:R?— R sont deux fonctions Boréliennes et 27 la solution

de I’équation (2.1) prise au temps términal 7" .

Proposition 2.1.1 (les hypothése sur les fonctions b, o, h, g et ses dérivées) :

* Les fonctions b,o, h,g sont deux fois dérivables par-rapport a x & dériveés continues et

bornée. *
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Chapitre 2. Principe du maximum de premier ordre

AC > 0/¥(t,a) € [0,T]x A : |b(t,z,a)| + |o(t,z)| < C(1+|z|) zeR™ (2-3)

AC > 0/¥(t,a) € [0,T] x A : |ho(t,x,a)| + |9.(t,2)| < C(1 + |z|) =z e€R™

* les fonctions b et o sont Lipshitiziennes

Les fonctions b et ¢ sont Lipshitiziennes, alors pour tout u controle admissible u € U ’équa-

tion (2.1) admet une solution forte est unique donnée par :
t
X = C—i—/ b(s, Xs,us)dt + o (s, Xs; us)dBg
0
De plus ce solution est continue est vérifie :
Elsup | X;|"] < M,Vm > 1 (2-4)

Ou M est constante qui dépond & K, m et T.

Remarque 2.1.1 Par définiton du fonction de codt on a :
T
J(u) = B / B( X1, ur)dt + (X))
0
Alors :

()] = 'E( JRERATEE)

T
<E / WX, u)dt + g(Xr)
0

<|[ Th(Xt,ugdt' + Blg(X0)
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Chapitre 2. Principe du maximum de premier ordre

D’apreés les conditions de croissance des fonctions h et g on a :

()| < E[/O C(1 + |X.|)dt] + E[C + | X,

<(T+1)C[1+ E(tg[%pﬂ(lXtD]

Et dans (2.4) pourm =1 on a :

E( sup (|X])] < M’
te[0,7]

FEt donc :
|J(u)| < (T+1)C[1+M]=H

Ou H est constante donc J(u) est bien definier.

Définition 2.1.3 On dit que le contrdle u est optimal si :

J(u) < J(v), pour tout v € U

L’objectif de ce probléme de controle optimal consiste a minimiser la fonction de cott J(u)

sur un ensemble de controle admissible U.

2.2 Estimation de solution

Voir|8]
On supposera 'existence d’un contrdle v minimise la fonction de cotit J sur ’ensemble des

controles U
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Chapitre 2. Principe du maximum de premier ordre

Pour v € U, 7 dans |0, 7| et § > 0 (assez petite), on définier la perturbation suivant :

u  sitel0,7|
uy = v site|r,T+0] (2-5)

u  site[r+6,T)

Remarque 2.2.1 Soient XY et X les solutions forts de (2.1) assosié respectivement o u’ et

w. On aura l’estimation suivant :

E| sup}‘Xe—Xﬁ =0 (0)

t€[0,T

Lemme 2.2.1 sous les hypothéses (2 — 3) on a l’éstimation suivante

E | sup |zg—x —x*| <0, (2-6)
te[0;7
Tels que X1, X5 solutions des équations suivants :
t
Xi(t) = / [b(s, X(s),ug(s)) — b(s, X(s),u(s)) + b.(s, X(s),u(s))X1(s)]ds (2-7)
0

+ /0 [0(s, X (8),ug(s)) — (s, X(s),u(s)) + o.(s, X(s),ug(s))X1]dBs

Xo(t) = /0 [(b(s, X (), ug(s)) — ba(s, X (s),u(s)))w1(s) + bz(s, X(5), u(s))) Xa(s) (2-8)
+ %bm(s, X (s),u(s))X1(s)X1(s)]ds + /0 [0:(5, X (5),u9(s)) — 0.(5, X(5),u(s)))X1(s)

+0a(s, X(s), u(s))) Xa(s) + %Um(& X(s), u(s)))X1(s)X1(s)]dBs

On va montre que :

Elsup |X,(t)* < K. (2-9)

0<t<T
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Chapitre 2. Principe du maximum de premier ordre

Preuve. En utilisant 1'inégalité :
(a+b+c+d)? < 4a® + 4b* + 4% + 4d°.
Ona:

X (1) = /0 [b(s, X (s),ug(s)) — bls, X(s), u(s)) + ba(s, X (s), u(s)) X1(s)]ds

+ (s, X(s),ug(s)) — (s, X (s),u(s)) + 04(s, X (5), u(s)) X1(s)]dB|*
:4/0 1b(s, X (5), ug(s)) —b(s,X(s),u(s))|2ds+4/U |bs (s, X (), u(s)) X1 (s)|* ds

+4/0 lo(s, X(s),ug(s)) — U(S,X(s),u(s))|2 dB, +4/0 |ax(s,X(s),u(s))X1(5)|2st

On passe a I'espérance :

t

E|Xi(t)]* <4 [ Bllb(s, X(s), ug(s)) — b(s, X(s), u(s))|’]ds

S~

t

E|ba(s, X (), uls)) Xa(s)[*)ds

t

E[|o(s, X(s), ug(s)) — o(s, X(s), u(s))|’]dB,

t

Eljo.(s, X (s), u(s)) Xa(s)|*]dB;

+4

4

_|_

S— — S—

+4
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Chapitre 2. Principe du maximum de premier ordre

Par définition de wuy(t) on a :

EIX, (0 <4 / E([ba(s, X (5), u(5)) Xy (s)[2)ds + 4 / Ellou(s, X (5), u(s)) X, (s) 2B,

4 / " E[Jb(s, X (s), u(s)) — b(s, X (s), u(s))[Fds
+ 4/0TEH(T(S,X(S),U) — (s, X(s),u(s))|’]dB,

Donc on a :

BPGOF <4 [ Elbulon(o) ) Xa(6) s +4 [ Elloa(o,69,u() X1 (5) B,
# [ s, 206)0) s, X9, u(5) Pl

w4 [ Bllo(s, X)) - o6 X)) PaB,

Par les hypothéses (2,3) on a o et b sont bornées par C'(1+ |X|), de méme on a o, et b, sont

bornée par un constant M, pour utilise cette hypotése on a :

E|X:(t)]? §4/0 E[M|X1(s)|2]ds+4/0 E[M|X1(s)|"]ds

746 746
+4/ C(1+ sup E\X(s)\2)ds+4/ C+ sup B |X(s))ds

0<t<T 0<t<T

t T4+0
< 8/ ME[|X1(3)|2]ds+8/ C(1+ sup E|X(s)[*)ds
0 T

0<t<T
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Chapitre 2. Principe du maximum de premier ordre

Et dans (2.4) on obtient :

t T+6
EXi () §8M/ E\Xl(s)\2ds+8/ C(1 + M)ds
0 T
t
§8M/ E|X1(s)2ds + 8C(1+ M)(r+ 0 — 7)
0

¢
< 8M/ E|X1(s)|” ds +8C(1 + M)0

0

Par lemme de Gronwall on obtient :

t
E|X.(t)]? <8C(1+ M)e/ exp 8Mds
0

< 8C(1+ M)fexp8Mt
< 8C(1+ M) (exp8MT—)

< K0
Pour K =8C(1+ M)exp8MT. D’aprés I'inégalité de Bukholder-Davis-Gundy on obtient :
E ( sup |X1|2> < CE|X,|” < K0;
te€[0,7

D’ou la preuve La relation (2,9) vont nous permettra de prouver la relation (2,6). m

En appliquant le dévellopement de Taylor avec reste intégrale au point x et a 'ordre 1 aux

fonction : b(x + z1,u’) et o(z + z1,u’) on a :

1 1
b(t, X + Xl, Ue) = b(t, X, U/@) + bx(t, X, U/Q)Xl + / / )\bx:p<t7 X+ )\(9X1, UQ)d)\dGXle
0 Jo

1 1
o(t,X + Xg,ue) =o(t, X, up) + 0.(t, X, up) Xy +/ / A0 (6, X + ANOX, ug)dNdO X, X,
0o Jo
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Chapitre 2. Principe du maximum de premier ordre

Donc par I'addition et 'intégrale on obtient :

t

t t t
/ b(s, X + X1, u’)ds +/ o(s, X + X1,u”)dBs = | b(s, X, ug)ds +/ o(s, X, up)dBs
0 0 0

t

+

t
bx(s,X,ué;)des+/ 0.(s, X, u9)X1(s)dBs
0

_|_

/ Abyo (8, X 4+ NOX1, ug)dNdOX1(s)X1(s)ds

0

+

S o o 5—,
S~ S~

1 1
/ w5, X + NOX1, ug)ANAO X, (5) X1 (5)dB.
0

Alors :.

Donc :

t t
/b(s,X+X1,u9)ds+/ o(s, X + X1,u”)dB, = X(t) — ¢ + X1 (1)
0 0

t t
+/ B(s)ds+ | A°(s)dB;
0 0
Telle que :

(s) = {ibm(s;X, u)(Xle)} b (s, X, ug) — bals, X, u))X,]

11
+/ / A bz (s, X + AN0X 7, ug) — by (55 X, )] dAOX(5) X7 ().
o Jo

1

70 (s) = [iam(s;X’ u)(Xle)] + [o(s, X, up) — o(s, X, u)]

1 1
—I—/ / A0z (8, X 4+ MNX 1, ug) — 040(8; X, u)] dAdOX1(5) X1 ().
o Jo
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Ce qui nous donne :

t t
X(t)+ X1(t) =¢ +/ b(s, X + X1, u’)ds +/ o(s, X + X1,u’)dB,
0 0

_/Otﬁe(s)ds—/otve(S)st;

Par consequence on trouve :

t

Xo(t) — X(t) — X1(t) = [ [b(s, Xg,ug) — b(s, X + X1, up)] ds

t

[0-(87 X@a U@) - 0-(87 X+ Xla U,9>] st

t 3%(s)ds + t 7% (s)dB,
0

+

+
S— S S—

En passant par espérance on obtient :

E|Xp(t) — X(t) — X1 (t)]> < S/tE [b(s, Xg, ug) — b(s, X + X1, up)) ds
0
+ 3/(: Elo(s, Xg,ug) — (s, X + X1,ug)]” ds
+ 6/OtE !Ba(s)‘zds + G/OtE "76(8)‘2d8.
Puisque les fonctions b et o sont lipschitzienne alors :
t
E|Xp(t) — X(t) — X1 (t)]> < 31@/0 E[Xy(s) — X(s) — X1(s)]* ds
+ 3k /Ot E[Xp(s) — X(s) — X1(s)] ds
+ G/OtE |59(3)‘2d5 + G/OtE ‘ve(s)fds.
= 6k /OtE [(Xo(s) — X (s) — X1(s)] ds

t t
+6/ E|50(8)’2d8+6/ Ehe(s)’2ds..
0 0
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On va calculer £ !Be(s) ‘2 et B !79(3) ’2puisque les fonctions b, et b,, sont bornées alors :

" <

E[8(s)

3
SME|X,X| +3ME|Xy| +3ME |X,X)|

<K(0+0)=0().
De méme maniére les fonctions o, et 0., sont bornées alors :

<

3
k SME|X1Xi| +3ME [X,| +3ME | X,X)|

E[y°(s)
<K (0+V0)=0(0).
Donc :
t
E|Xe(t) — X(t) — Xl(if)l2 < Gk/ E[Xo(s) — X(s) — Xl(s)]2 ds+0(0).
0
Par le lemme de Gronwall on obtient :
E|Xe(t) — X(t) — Xl(zf)|2 < 0(0)exp(6kT) =0 (0).
Par I'inégalité de Bukholder-Davis-Gundy on obtient :

E < (0.

sup |rg —x — x1|2
te[0;7

2.3 Principe du maximum

Le principe du maximum sera établi essentiellement a partir le lemme suivant
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Lemme 2.3.1 [S.peng|Soit u un controle optimal alors sous l’hypotése (2.3) on a :
T T
o(f) < E[/ (h(t, X, ug) — h(t, X, u))dt] + Elg.(X(T))(X1 + X2) +/ ho(t, X, u) (X7 + Xo)dt]
0 0
(2-10)

+ %E[gm(X(T)(Xle) + /0 (b ) X (0 (1)

2.3.1 Estimation du premier ordre

L’estimation du premier ordre consiste & calculer la partie ot on a les dérivéer de premier

order de (2.10) C’est a dire calculer E[g,(X(T))(X1(T) 4+ Xo(T')) et :
/ it X ) (50 (6) + Xa(t)dt,

On considére ’équation linéaire associée aux équation de définition de X; et X, :

4Dy (1) = b, (D) @1 (t)dt + 0, (1)1 (1)dB;
®,(0) = Id

Cette équation est linéaire et & coefficients bornées, donc elle ademet un solution fortes

unique. De plus la solution ®; est inversible et son inverse W;.

On suppose que :

AU, (t) = a(t)dt + B(t)dB,;

Donc on recherche « et 5.

On a :®,¥; = Id danc d(®,V¥;) = 0, alors d’aprés la formule et U'intégrale par partier d'[to
on trouve :

d(q)llpl) = (d(pl)\lfl + (I)l(d\lll)+ < d(I)l, dlpl >

Telle que :
< dq)l, dv, >= (dcbl) * (d\ljl)
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Comme :
dtxdt=0et dt xdB, =0 et dB; *dB; = dt
Donc on a :
< d(bl, d¥, >= (dq:)l) * (d\:[fl) = gy109dt = O'x<t)q)1(t)6(t)dt
Alors :

A(®,0,) = (dD,) T, + By (V) + 0, ()®1(1)B(E)dt
= U, [, ()1 (£)dt + 0, ()81 (£)dBy] + By [a(t)dt + B(t)dBy] + o0 (t) 1 (1) B(t)dt
— Uy (£)b, (£) 81 (1) dt + 00 (£) U1 (£) 1 (£)d By + yax(t)dt + Dy () B(E)d By + 04 (£)Dy (£)B(¢)dt

= [b2(t) + Pr0(t) + 0 (£)P1(2) 5(2)]di + [0 (t) + P1(2)5(t)]d By

Puisque W, (t)®,(t) = Id, alors d(®1¥1) = 0 = 0dt + 0dB,. Alors :

ba(t) + D10(t) + 0 ()P (H)B(E) = 0
et

0.(1) + ®1()B(1) = 0

Donc :

B(t) = =@1(t) " * 0a(t)

= = U1 (t)ou(t);

Remplace (t) par sa valeur on trouve :
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Alors :
AV (t) = (V1 (t)o.(t)o(t) — U1 ()b (t))dt — Uy (t)o,(t)dB;

U,(0) = Id

En suivant la méthode de résolvant des équations différentielles ordinaires lineaires, on pose :
m(t) = Wi (8)(X1(t) + Xa(1)).
On applique la formule d/Ito on trouve :

dny(t) = d(W1 () (X1 (t) + Xa(t)))
= (AU, (1)) (X1(t) + Xo(t)) + Uy (1) d( X1 (1) + Xa(t)+ < dU(t), d(X:(t) + Xa(t)) >
= [W1(t)oa(t)os(t) — W1(2)ba(t))di — Wy (t)on(t)d By (X (1) + Xa(1))
+ U0 — b+ X+ b, X + %mele)dt + (0 — o+ 00X, + 0. X,
+ %aleXl)dBt} —Uy0,(0% — o+ 02X, + 0, Xy + %aleXl)dt
= [W1(t)oa(t)ow (£) X () — W1 (t)ba (£) X1 (£) + Wi (£) 0 (t) 0w (1) Xo — Wi (£)ba (1) Xo]di
— (U4 ()0, (1) X1 + Uy ()0, (t) X2)d By + [(U107 — U1b 4 U0 Xy + W15, X,
+ \Illémele)dt +(U10% — W0+ V07X, + U0, X, + %\IllaleXl)dBt]

1
(—\Illaxae + W00 — \IllaxagXl —U,0,0, X9 — §\Illaxan1X1)dt

Alors :

dn(t) = [~U10,X) + V10,0, X1 + 0! — b+ U1b, X, + %\Iflmele —¥,0,0° + V0,0
—Uy0,.0°X, — %\IllaxaleXl]dt
+ [~Vi0,21 — V10,20 + V107 — U0+ 000X, + U0, X, + V10, X + %\IfloleXl)dBt
= [T, (Y —b) — Vy0,(0? — o) + %\I’lmele + (02 — b)) U1 X, — (09 — 0,) V10, X,

1 1
— 5\1110'1,O'IIX1X1]dt + \111(0'6 — 0‘) + 5\1110'IJ;X1X1 + (O'g — UI)\I}lX dBS
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On pose :

Y, = B3(T)g(X(T)) + / B3 () fo(5)ds

é1(t) = EVi/F) - / & (t)ha(s)ds
On remarque que E(n(T)&(T)) = E[®1(T)g.(T)n(T)] car :
E(n(T)6(T)) = E(n (T)[E[Y:/F,] — / B3 (5)ha(s)ds])

— E(n(T)[Y; - / &% (5)ha(s)ds))

— E((T)[®(T) g (X(T)) + / B (5)ha (5)dds — / B3 (s)ha(s)ds])

= E(m(T)®1(T)g.(X(T)).

On a X;+ Xy = n;®} donc pour calculer E|g,(T) (X4 X5)], il suffit de calculer E[n,(T)& (T)].

Puisque F; = 0(B,,0 < s < t),Y; € L2(Q, F, P) et E(Y;/F;) est une martingale de carrée

intégrable ,alors d’aprés la décomposition d/Ito, on a :
t
EY1/F)=EMY) +/ G1(s)dBs. (2-11)
0

Ou G1(s) est un processus adapté telle que : E fOT 1G1(s)|? ds < oo

Donc on peut réecrire & (7') comme suit :

&Gi(t) = E(Y1) + /0 G1(s)dBs — /0 () fo(s)ds.
Alors :

d&i(t) = Gi(t)dBs — @i(t)h,(t)dt
§(T) = E(Y1) |
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On applique la formule d/Ité a n;(t)&1(t) on obtient :

d(m (£)&:(t)) = d(m(8)&:(t) + d(&@)m )+ < dm, d&y > .

Alors :

d(m (t)61(1)) = d(m(6)&:(t) + d(& (@) m )+ < dim, d&y >

= qul(zﬁ —b) — Vi0,(0" —0) + %\Iflmele + (b7 — b)) X,

—(0? — 0,)V10, X, — %\IllagcaleXl) dt

+ <\111(09 —0) + %\PlaleXl + (0% — ax)\llel) dBS] &

+ ()G (t)dB, — O (t)hy(t)dt

+ Gy (t) (\111(09 —0)+ %‘IilaleXl + (0f — ax)\IllX) dt

= {\h(be D)6~ Wie(o” — o)+ S Tb b X0 X+ () — )6 X,
— (0% — 0,) V10,6 X, — %\Illax(jm{leXl + G1()T1(0? — o)
+%G1(t)\1110mX1X1 + G1(t)(0? — 0,)T, X, — nl(t)éi(t)hx(t)} dt

1
+ {nl(t)Gl(t) + (0" —0)é1 + 5\1’10m§1X1X1 + (o) - O-x)\ljlng1:| dB;
Donc par l'intégrale et I’éspérance on trouve :

Elge(T) (X1 + X5)] = E [m(T)&(T]

T
E/ (U1 (b — b)&t — Vy0,(0” — 0)&) dt
0
71 1
+ E [§\I/1waX1X1 —|— §G1(t)\1110'x0'l-xX1X1
0

1 T
oS OXX )i+ B [ m@uin
0
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Chapitre 2. Principe du maximum de premier ordre

On pose :
pr(t) =y () G (2) (2-12)
Q1(t) =i (t)Gy(t) — o™ (t)p (1)
m(t) = Ui () (X1 (t) + Xal(t)).
On obtient :

Pl (T)(X: + X2l = E [ (00 =)+ Qa (0 (" = )
+ %E/T ([p1 (1) b X1 X1 4 Q1 (t) 022 X1X7) dt

B /T ho(t) (X, + Xo) dt

On définit la hamiltonien H par :

Htz(t);u(t);pt);Q1) =hz@);u(t)+pt)b(tx(t);u®)+Q )0tz (t);ult)).

Si on le remplace E|g.(T)(X; + X3)| par sa valeur on peut réecrire la relation (2,9) sous la

forme :

o(f) < E[/O (H (L (t);ue (8)5p(t): Q1) — H (L (t);u(t);p(t);Q(¢)))dt] (2-13)

+ 5Bl (X D () X0 (D] + [ Hue (50010030 (0 Q 0) Xa(0 (0

Cette formule s’appelle inéquation variationnelle du premier ordre.

2.4 processus et équations adjoints
Le processus p; qui avoir précédent s’appelle le processus adjoint du premier ordre.

Remarque 2.4.1 La formule de processus adjoint est calculé a partir de la relation (2,12)

34



Chapitre 2. Principe du maximum de premier ordre

et est donné par :
T
pi(t) = E[1(0)1(T)ga(x (T) / ] +¢’f(t)/ ¢1(8)ha (s32(s); u(s)) ds
t
Si on applique la formule d’Ito aux processus adjoint p; = 5 (t) (1 (t) on trouve :

—dpi(t) = [b2 (8, 2(0); w(®) pa(t) + 0 (8, 2(8); u(t) Qu(t) = b (£, 2(8); ult))] dt = Qu(D)dB:

pi(t) = g: [2(T)]
(2-14)

Cettte équation s’appelle I’équation adjoint du permier ordre .
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Chapitre 3

Principe du maximum du second

ordre

Dans ce chapitre en passant aux dérivées du second ordre pour avoir une estimation des
solutions d’équation d’état de 1'ordre o (6), puisque on aura vu dans le chapitre précédent

que si on utilise seulement les dérivées du premier ordre on aura une éstimation de 'ordre
O (0).

Alors on pose de méme probléme qui soit donner dans le chapitre 2 .

3.1 Formulation du probléme et hypothéses

On considér le probléme de controle suivants :

dxy = b(t, xy, up)dt + o(t, vy.up)dBy
z(0) = ¢

b:[0,T] xR"x A —R"

o0, T x R" x A — M,.q;
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Chapitre 3. Principe du maximum du second ordre

Et ¢ variable aléatoire Fj- mésurable indépendante deB; telle que :
E(|¢]™) < oo; pour tout m > 1.
On définit la fonction de cotit pour u € U et on note J(u), par :
T
J(u) = B( / Bt 2wt + glor)
0

Ou:h:[0,T] x R¢{x A — Ret g:R?— R sont deux fonctions Boréliennes et a7 la solution

de I’équation (2 — 1) prise au temps términal 7" .

Le but de probléme de controle optimal consiste a minimiser la fonction de cott J(u) sur un

ensemble de conrdle admissible U.

3.2 Estimation de solution

Lemme 3.2.1 Sous l’hypothéses (2,3) sur les fonctions b et oil exsiste C > 0 telle que :

E | sup |zg—x — 1 — x0]*| < CO% (3-1)
te[0;7
On va montre que :
E[sup |X,(t)]> < K62 (3-2)
0<t<T

Preuve. On a :

Xo(t) = /0 [(bz (s, X (), ug(s)) — ba(s, X(5),u(s)))X1(s) + ba(s, X(5), u(s)))Xa2(s)
+ %bm(s, X (s),u(s))X1(s)X1(s)]ds + /0 [0:(s, X(8),ug(s)) — 0.(s, X(3),u(s)))X1(s)

+0a(s, X(s), u(s))) Xa(s) + %Gm(& X(s), u(s)))X1(s) X1(s)]dBs
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Chapitre 3. Principe du maximum du second ordre

Danc :

X (1) < /0 |(bz (s, X (5), ua(s)) — bals, X(s),ul(s))) X1(5) + (s, X (), u(s))) Xa(s)

—l—%bm(s,X(s),u(s))Xl(s)Xl(s) ds—i—/o |02 (s, X (5),ug(s)) — 02(s, X(s),u(s)))X1(s)

2

+o.(s, X(s),u(s)))Xa(s) + %O}m(S,X(S),U(S)))Xl(S)Xl(S) dB,

De méme montere on a :

|X2(t)|2§/0 2|(ba(s, X (5), uo(s)) — ba(s, X(s), u(s))Xa(s)|" ds

t
—I—/Q
0

—I—/O Q‘O'I(S,X(S),UQ(S))—UI(S,X(S),U(S)))X1(8)|2dBS
T / P

De simple calcul on a :

2

b(s, X (s),u(s)))Xa(s) + %bm(s, X(s),u(s)X1(s)X1(s)| ds

2

o:(s, X(s),u(s)))Xa(s) + 1am(s, X(s),u(s)))Xi1(s)X1(s)| dBs

2

E|Xy(t)] < 6/0 E[|b(s, X (8),ug(s)) — b(s, X(s),u(s))X1|]*ds
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Chapitre 3. Principe du maximum du second ordre

Pour la définition de uy on obtient :

BINOP <6 [ Blbs, X(5)0) — b, X)) Xa s
#6 [ Bllalo, X(5) ) Xalo) s

Eflbaa(s, X (5), u(s)) X1 (s) X1 (s) ] ds

™ Bllo(s, X(5),0) — (s, X(s), u(s))Xi B,

E|o(s, X (s), u(s))Xa(s)[*]dB,

El|os(s, X (5), u(s)) X1(s)X1(5)|*]dBs.
Par ’hypotéses de (2.3) on a :

t
E | X,(t) E[|MX,|] ds+6/ E[|MX5(s)|*]ds
T+0
E[|MX,(s)X1(s )|2]ds+6/ E[|MX,|]ds

+6

E[|MX,(s) ds+3/OtE[|MX1(s)X1(s)]2]ds.

Donc :

t

B0 < 12/T+9 [|MX1|]2ds+12/0 E[|MX2(3)|2]ds+6/OtE[|MX1(s)X1(s)]2]ds
= 12M/ E[|X] 2ds+12M/ [1X5(s)] ]ds+6M/tE[|X1(s)X1(s)|2]ds
= 12M/ [ X5(s) ds+12M/ Ods +6M/ 0%ds

= 12M / | X5 (s)"]ds + 12M6° + 6 M6t

= 12M / | X5(s) "] ds + 12M6° + 6M6>T.
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Chapitre 3. Principe du maximum du second ordre

Par I'inégalités de Gronwall, on obtient :

E|X5(t)]* < (12M6? + 6M6>T) exp / t 12Mds
0
< (12M6* + 6 MO*T) exp 12Mt
< (12M6* + 6 MO*T) exp 12MT
< 0?(12M + 6MT) exp 12MT

< C#?

Telle que C'= (12M + 6 MT) exp 12M T, d’ou le résultat demandé. m
Les relations (2.9) et (3.2) Va nous pérmetra de la relation (3.1)
Preuve. On pose : X3 = X; + X5 pour la simplicité des calculs .

En appliquent la dévellopement de Taylor avec reste intégrale au point x et a 'ordre 1 aux
fonction :b(z + 3, u’) et o(z + z3,u’) on a :
1 1
b(t, X 4+ Xs,u’) = b(t, X, ug) + ba(t, X, ug) X5 + / / Abao(t, X + N0X3, 1up)dAdO X3X 3
0o Jo

11
o(t, X + X3, u®) = o(t, X, ug) + 0. (t, X, ug) X3 +/ / Ao (t, X + N0 X5, up)dAdOX3X 5
0 Jo
Donc :

b(t, X + Xs,u?) + o(t, X + Xs,u?) = b(t, X, ug) + o(t, X, ug) + by (t, X, ug) X5 + 0,(t, X, ug) X3
1 1
+ / / Abyo(t, X + N0 X5, ug)dNdO X3 X3
01 01
+ / / /\O-a:w(ta X + /\QXg, u@)d/\dé’XgX3
0 0

= b(t> Xa Ue) - b<t7 X7 u) + b<t7 X? u) + bm<t7 Xa UG)X3

— by (t, X, u) X3+ b.(t, X, u) X3 + o(t, X, up)
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Chapitre 3. Principe du maximum du second ordre

o(t, X, u)+o(t, X,u) + o.(t, X, up) X3
1
— Oy (t, X, U)Xg + O'x(t, X, UQ)X;J, + 56I$(X7 U@)(X?)Xg)
1
bm;(X, ’LL)(Xng) + §bxx(X, u)(Xng)

1

1
)
1
2O'mx<X U@)(Xng) 2Uxm(X, u)(Xng)

1
QUxx(X Ug)(Xng)

+ /\bm t, X + N0X3,up)dNdOX3X3
o Jo

+/ / )\O'mm(t,X + AHXg,u@)dAdQXng
0

En passent aux 'intégrale on obtient :

t t t t
/b(s,X+X3,u9)ds+/ a(s,X+X3,u9):/ b(s,X,u)ds+/[b(s,X,u@)—b(t,X,u)]ds
0 0 0 0
t
[ s, X ) = s, X)) Xads
Ot t
+/ bx(s,X,u)ngs—i-/ o(s, X,u)dBs
0 0
t
+/ [O_(SaXa'lL@)_O-(SaXvu)}st
0
t
+/ [02(s, X, ug) — 0,(s, X, u)| X3d B
0
t
+/ 0:(s, X, u) X3dBs
0

t

t1 1
+/ §bm(X,u)(X3X3)ds+/ §0m(X,u)(X3X3)dS
0 0

t ol gl
+/ / / AMbzz (8, X + N0 X3, up)
o Jo Jo

- zx X U d)\d@XngdS

/ / / [022(8, X + A0 X3, up)

— O'mg(X, U)]d)\d@Xngst
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Chapitre 3. Principe du maximum du second ordre

On remplacant X3 par sa valeur on obtient :

t t t t
/ b(s, X + X1 + X, u’)ds +/ o(s, X + X1 + Xo,u?) = / b(s, X, u)ds +/ o(s, X, u)dBs
0 0 0 0

42

¢
+/ [b(s, X, ug) — b(s, X,u)]ds
Ot t
+/ bm(s,X,u)des—i—/ be(s, X, u)Xads
0 0
¢
[ oo, X, 00) = s, X, ) X
0
¢
+/ [bx(87X7u€)_bx(SaXau)]XZdS
0
¢
+ [ lo(s. X ug) = o(s. X, wla.
Ot ¢
+/ am(s,X,u)deBs—i—/ 0:(s, X, u) XodBs
0 0
¢
+/ [0:(s, X, ug) — 0,(s, X, u)| X1dBs
0

t

[0:(s, X, ug) — 0,(s, X, u)| Xod B
‘1

b (X, u X3X3)d3+/ EUM(X,U)(X;),_
ot :
0

t
1
0

0
/0
J
‘1 ‘1
+/ _bx;v X u X2X1)d8+/ —b$T<X,U)(X24
0o 2 0o 2
J, 3
¥

t
1
2o (X, 1) (X2 X1)dBg +/ §0m(X,u)()s
0
+// / Az (8, X + N0 X3, up)
ba:a: X, U)]d}\dQ(Xl + XQ)(Xl + Xg)ds

1 g1
+// Ao (s, X + AN0X3, up)
o Jo Jo

— 040 (X, w)]dAO(X, + X3)(X, + Xo)dB,



Chapitre 3. Principe du maximum du second ordre

Alors :

t t
/ b(s, X + X1 + Xy, u’)ds +/ o(s, X + X1 + Xo,u?) = X(t) + X1(t) + X,(t)
0 0

t

—C —l—/o B(s)ds + | ~°(s)dB

0

Telle que :

B(s) = %bm(x,u)(x2x2+lexz) (b (2, 1) — ba(X, 1)) Xo

+/ Albrz (B, X + XX + X2), ug) — beo (X, w)|dNdO( X7 + X2) (X7 + X5)
0 0

70 (s) = %UM(X, u)(XoXo + 2X1 X)) + (0u(x, up) — 0,(X, u)) X

1 1
+ / / /\[O’xm(t,X + AQ(Xl + XQ), U@) - O'mx(X, U)]d/\d@(Xl + XQ)(Xl + XQ)
0 0

Alors :

t

t
X(t)+X1(t)+X2(t):/ b(s,X+X1+X2,u9)ds+/ o(s, X + X1 + Xo,u?)
0

0

+¢- /0 5 (s)ds /0 " (s)dB..
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Chapitre 3. Principe du maximum du second ordre

Donc :

Xg(t)—X(t)—Xl(t)—XQ(t) :<—|—/ b(Xg,Ug)dS—i-/ U(Xg,Ug)dBS
0 0

—/ b(s,X+X1+X2,u9)ds—/ o(5, X + X, + Xy, u”)
0 0

- "0 d "o dB,
C+/06(8)8+/07(8)

= / [6(Xg,ug) — b(s, X + X1 + Xy, u)]ds
0

/t[ (Xovtt0) — 05, X + Xy + Xo, u)dB.

/50 ds+/ ?(s)dB,

Alors :

1Xo(t) — X (1) — Xi(t) — Xo(t)]” = /Ot[bo(@, ug) — b(t, X + X1 + X, u?)]ds

t
+/[ (Xo, up) — ot X+X1+X2,u9)}st

/59 ds+/ ()dB

Par D'inégalité (a4 b+ ¢)® < 3a + 3b% + 3¢, on obteint :

2

1Xo(t) — X(1) — Xi(t) — Xo()]> < 3 /Ot[b(Xg, ug) — b(s, X + X1 + Xo, u?)|ds

t

[ (Xg,Ug) (S X + X1 + XQ,UH)]CZBS

/59 ds+/ ()dB

2
+3
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Chapitre 3. Principe du maximum du second ordre

En passant aux ésperances :

E|Xp(t) — X(t) — X1(t) — Xa(t)]” < 3/t E|b(Xg,ug) — b(s, X + X1 + Xg,uf’)}2 ds

t
+3 / E |o(Xg,u) = o(t, X + X1 + X5,u”)[* dB,
0

2
+3E

t t
/ 8(s)ds + / +%(s)dB,
0 0
t
< 3/ E |b(Xg,ug) — b(t, X + X3 + Xo,u”)|" ds
0

t
+3/ E|o(Xg, ug) — o(s, X + X3 +X27“9)|2dB$
0

[ #es+ [

2
+6E

Puisque o et b sont Lipschitzeinnes alors :

E|Xy(t) — X(t) — X1(t) — Xo(t)]* < 3k:/0 E|Xy(s) — X(s) — X1(s) — Xo(s)[ ds
+ 3/<:/0 EXo(s) — X(5) — X1(5) — Xa(s)[ ds

[ #es+ [

§6k/ E|Xy(s) — X(s) — X1(s) — Xa(s)|* ds

2
+6E

+oE | |59(s)|2d.s+/0 1’ (s)|” dB,

Ona:

1
—bm:(X, u)(X2X2 + 2X1X2) + (bx(.’lﬁ, Ue) — bx(X, U))XQ

E|F(s)| =B

2

1 1
+/ / Albaa(t, X 4+ M(X1 + X2), tg) — baa (X, u)]dAO(X1 + Xo) (X1 + X2)
0 0

2

1
<4E ‘ibm(X, W) (X Xo)| + AE |byo (X, 1) (X1X0)[? + 4 |(ba (2, ug) — ba (X, 1)) Xo|?

2

1 1
Ly / / Albas (£, X + AO(X, + Xa),1p) — buo (X, w)]dNO( X1 + Xa)(X; + Xa)
0 0
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Chapitre 3. Principe du maximum du second ordre

Puisque b, et b,, sont borneés :

E[B%(s)|" < ME | X, Xs|* + 4ME | X1 Xo|* + 4ME | Xo|* + 4M E |(X1 + Xo) (X1 + Xo)?

< ME|XoXo|* + AME| X, Xo* + AME | Xo|* + 4AME | X, X, + Xo X + X0 X1 + X1 X[
Par I'inégalité de Cauchy Shwartz et les relations (2.9) et (3.2) :

E|8%(s)|" < ME | X, X,|* + 4ME | X, X |* + 4MCE | X5[* + AME | X, X4 |
+AME | X, X,5? + AME | X, X1 |* + AME | X1 X,|?

<C(62+0vo+0").
De méme maniére et puisque o,et o,, bornée alors :

1
=022 (X, u) (X Xo + 2X1 Xo) + (0.(x, ug) — 0.(X,u))Xs

E ‘79(3)‘2 =F 5

2

1 1
+ / / Nowa(t, X + AKXy + Xa), 1) — 0 (X, w)]dNO(X, + X2) (X1 + Xo)
0 0

2
+4FE |(0,(z,up) — 0(X, u))X2|2

1
S 4F 50'1«33()(, U)(XQXQ + 2X1X2)

2

1 1
4B / / Mow(t X £ A(X, + Xa),tg) — e (X, )] ANIO(X 1 + Xa) (X; + Xo)
0 0

< ME | XyXo|? + AME | X1 Xo|* + AMCE | X5 + AME |(X1 + X2) (X1 + X))

gc(e2+9\/5+94).
Donc on a :

E|Xy(t) — X(t) — X1(t) — Xo(t)]* < 61<:/0 E|Xy(s) — X(s) — X1(s) — Xo(s)[ ds

+20 (92 N 94>
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Chapitre 3. Principe du maximum du second ordre

On utilise le lemme de Gronwall on obtient :

EXs(t) — X(1) — X1(t) — Xa(t)|> < 2C (92 L OVO+ 94) exp( / ' 6hdu)ds

< 0(0) exp(6kt) |}

<o0(0)[1 —exp(6kT)] = 0(0)

D’aprés I'inégalité de Bukholder-Davis-Gundy on trouve :

E | sup |Xy(t) — X(t) — X1 (t) — X(t)*| < CF°

te[0;T]

3.3 Principe du maximum

Tout d’abord, nous donnons la preuve du lemme présentée dans le chapitre précédent, qui

était la suivante

Lemme 3.3.1 Soit u un contréle optimal alors sous ’hypotése (2.3) on a :

o(f) < E[/O (h(t, X, ug) — h(t, X, u))dt| + E[g,(X(T)) [X1 (T) + X5 (T)] +/0 hy(t, X, u) (X7 + X))

(2.10)

# 58 [0 (X DX DX D)+ [ a0 XXt

Preuve. On a u est optimal alors :J(u) < J(v),Vv € U donc :J(ug) — J(u) >0

Donc :

E[/OT h(t, Xo, ug)dt + g(Xo(T))] — E[/OT h(t, X, u)dt + g(X(T))] > 0

Alors :

E[/O (h(t, Xg,ug) — h(t, X, u))dt] + [9(Xp(T)) — g(X(T))] = 0
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En appliquant le dévelloppement de Taylor des fonctions h(t, Xg, ug) et g(Xqo(7T)) au point
X alordre 2 telle que :
X@ :X1+X2+X—|—O<9)

Donc on obtient :

h(t,Xl + Xg + X, Ug) = h(t,X, U@) + hx(t,X, UQ)<X1 + XQ)

1
5 haa (1, X, 1) (X + X2) (X1 + Xa) + 0| X1 + Xof)
Et :
1
g(X1+Xo+X) = g(X<T))+ga:(X(T)><X1+X2)+§gxx(X(T>>(X1+X2)(X1+X2)+0(‘X1 + Xo|?)
Telle que :
o(| X1 + Xa|*) = o(6)
Alors :
h(t>X1 + Xo + X» u@) - h’(ta X7 u) = 0(9) + [h(taXa u9) - h(t7X7 u)] + h’x(ta Xa u0><X1 + X2)

+ —hxz(t, X, U@)(Xl + Xz)(Xl + XQ) + hm<t,X, U)(Xl + XQ)

+ hxw(ta X7 u)(Xl + X2)<X1 + X2) - hx(t7Xa u)<X1 + X2)

hzx(t, X, U)(Xl -+ Xg)(Xl + XQ)

N =N~ DN

et :

9(X(T)+ X1+ X2) —g(X(T)) = 0(0) + g.(X(T)) (X1 + X2) + %gmx(X(T))(Xl +Xo) (X1 + Xy)
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On peut réecrire (2,10) comme suite :

o
VAN
&5

/ ((06) + [h(t, X, ug) — h(t, X, u)] + ha(t, X, ug) (X, + X)

+ h$x(t,X, Ug)(Xl + XQ)(Xl + XQ) + hx(t,X, U)(Xl + XQ)

l\DI»—ll\DI»—twlr—t

hzx(t,X, U)(Xl + Xg)(Xl + XQ) - hm<t, X, u)(X1 + X2)

o (t, X, 1) (X1 + Xo) (X1 + Xy)]dt

+
&S|

/0 006) + 0, (X(T)) (X1 + Xa) + Lo (X(T))(X1 + Xa)(X; + Xo)d

Donc :
T T
—|—E/ (t, X, ug) — h(t, X,u)]dt—i—E/hx(t,X,ug)(Xl—|—X2)dt
0 0

+

N | —

T
B / B (£ X 1) (X1 + Xo) (X, + Xo)dt
0

N}

T T
1
0

1
—F hm(t, X, U)(Xl + XQ)dt - §E/hmc(t,X, u)(X1 + X2)(X1 + XQ)dt

0

+
&

Tt — 5y T —s °

9o (X (T)) (X7 + X2)( X7 + Xo)dt + a(T)

N | —

Donc on a :

T T
0 < of —|—E/ (t, X, ug) — h(t, X,u)]dt—l—E/hx(t,X,ue)(Xl+X2)dt
0 0
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Chapitre 3. Principe du maximum du second ordre

Telle que :

1 T
(R (t, 2, u) — Ry (t, 2, u) | (X7 + Xo)dt + §E/ h(t, X, u) X, Xo|dt
0

2
-
I
ey
S—
3

|
S

O\HO\

+

1 T
hmx(t,X, u)Xgdet + §E/ hxm(t,X, U)XQXth
0

i (£, X, 11) — T (£, X, )] (X1 + X2) (X1 + Xo)dt

+ o+
NI~ NN~ N
e

D’aprés la définition de u’, on obtient :

T+60
o(T) = E / o (2, 0) — hat, 2, 0)] (X, + Xp)dt
1 o 1 r
0 0

1 T 1 746
0 T

F B0 (X (D) X0 X] 4 3 Blges(X(T)XaX] 4 3 Bloan (X(T)) Xo X

Grace a les conditions sur les fonctions et ses dérivés h, et g.bornée par : C(1+ | X|) est hyy
et g, sont bornée, danc on aura :
T+60 1 T
a(T) < E/ [C(1+|X|)(X1+X2)]dt+—l—§E/ M X, X5dt
T 0
1. (" 1. ("
+ —E/ M X, Xqdt + —E/ M X5 Xodt
2 Jo 2 Jo
1 T+0
- §E/ M [(X1 + Xo)(Xy + X)) dt

1 1 1
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Chapitre 3. Principe du maximum du second ordre

Dans ’hypoteése :

ofT) < /TT+9 .

1
+2M/ [(Xo X1 dt + = M/ par

C(1+ sup [X])(X1+ X3)

t€[0,T)

1 T
dt+§M/ B [X1 X dt
0

1
+2M/ (X1 + Xo)(Xy + Xo)] dt

1 1 1
+ G MEX\Xoldt + S ME[XXi]dt + 5 ME[X,Xo)

Alors :
T+6 1 T
(T) < C/ E[(X) + Xy)] dt + —M/ E[X1X,]dt
1
+ 2M/ [X,X4] dt + M/ [X5X,] dt
1
+ 2M/ (X0 + X0) (X1 + Xa)] dt
1 1 1
+ 5 MEX, Xoldt + 5 ME[X,X0] + 5 ME[X2X].
Donc :

T+60 T
+ / E(X)+ Xy)]dt + / E[X1X5]dt
T 0
T T T+6
+ / E Xy Xq]dt + / E [ XyXo]dt —1—/ E(X)+ Xo) (X1 + Xo)] dt
0 0 T
Ou K = max (C; 1 M) ; et par D'inégalité de Cauchy Schwartz et (2,9) et (3,2) on a :

a(T) < K [29\/5 402+ 0V0 + 02+ 270V
+T6% + 6% + 6° + 20°V0

=0 (6)
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Chapitre 3. Principe du maximum du second ordre

En remplace cette résultat dans (2,10) on obtient :

T T
o(0) < E / [ht, X, ug) — h(t, X, u)]dt + E / ha(t, X, ug) (X1 + Xa)dt
0 0

1 T
0

Donc, on obtient le résultat demandé. m

3.3.1 Estimation du second ordre

L’éstimation du second ordre conssiste & calcule ou on a les dérivés du second ordre dans la

relation (2, 13) inéquation variationnelle du premier ordre.
1 T
+5 Elgee (X(T) [X1 (T) Xu (T)] + / Hao (G2 (1) 50 (t) 5 () Q (1)) Xa () Xy (£)dlt]
0

Puisque on a un cas non linéaire, on ne peut pas appliquer le méme méthode de I’éstimation
du chapitre précédent. Donc on doit d’abords linéairiser la quantité a éstimer , pour cela on

pose Z = X; X7.

En applique la formule d’Ito trouve :
dZ(t) =d(X7) X1+ X7d(Xy) + <d(X7]);d(Xy)
Alors :

dZ(t) = [Z (t) b(t) + b2 Z(t) + 02(1) Z() o (t) + Ag(t)] dt (3-3)

+ [Z (t) ou(t) + 0. Z(t) + By(t)] dB;.
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Chapitre 3. Principe du maximum du second ordre

Telle que :

Ap(t) = X1 (t) (0°(t) = b(t))" + (b°(t) — b(t)) X7 (t) + 0u(t) X1 (2) (o°(t) — o (t))

+(o%(t) — o(t)) X;()ai(t) + (07(t) — (1)) (o°(t) — o(t))".

E/O Ag(t)dt < E/o (o(t) — a(t)) (6%(t) — o(t))" dt + 0 (0)

By(t) < 0(0).

On donne ’équation linéaire associée a (3,3) comme suivant :

Ad®o(t) = [Po(t)bE(t) + bpPa(t) + 04 (t)Po(t)ok(t)] dt
+[®@o (1) ok(t) + 0,.P2(t)] dBy.

Cette équation est admet une solution forte unique et inversible son inverse ¥,

On suppose que :

dWy(t) = a(t)dt + B(t)dBy;

Donc on recherche « et .

On a :®,;¥; = Id donc d(P2¥5) = 0 ,alors d’aprés l'integrale par partier d’ Ito on trouve :

d(@Q\IlQ) = (dq)g)qJQ + q)g(dqjg)+ < dq)Q, d\Ifg >
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Chapitre 3. Principe du maximum du second ordre

Alors :

d(DPoWs) = [(Po(t)b5(t) 4 b Pa(t) + o () Pa(t) o (t)) dt + (Po (t) 05(t) + 0, Pa(t)) dB Vs (%)
+ @y (1) [a(t)dt + (t)dBy] + (P2 (t) 05 (t) + 0,D2(2)) 5(2)dt
= (Do ()b (1) Wa () + by Po(t)Wo () + 0, (t) Do ()0 (t) Vs (t) + 2 () ()

+® (1) 07(1)B(1) + 0xPa(1)B(1)) db + (P2 (1) 07 (£) U2 () + 02P2(1) W2 (1) + P2 (1) 5(1)) dBy

Puisque ¥, (t)®1(t) = Id;alors d(®1V,) = 0 = 0dt + 0dB;.

Alors :
( Dy ()03 (1) W (1) + bp Pa(t) Vo (1) + 0 () Pa(t) o (1) W (1) + Do (1) a(?)
+® (t) 07 (8)B(t) + 0, Pa(t) B(t) = 0
et
\ Dy (1) 03 (1) (1) + 0,0 (1) W (1) + s (1) B(1) = 0.
Donc :

Bt) = =Wy (t) o5 (t) — 02 W2 (1) ,

Remplace (t) par sa valeur on trouve :

a(t) = =Wy(t)bi(t) — by Wa(t) — o, (t)Wa(t)or(t) + (04(t) + 05 (1)) Wa(t)(ou(t) + oi(t)).

Alors :

dWs(t) = ((04(t) + 03 (1)) W2(t)(0u(t) + 07(t)) — W2(t)b3(t) — baWa(t) — 0u() Ya(t)oy(t))dt
— (s (t) 0*(t) + 0,5 (1)) dB,
U,(0) = Id

En suivant la méthode de résolvant des équations différentielles ordinaire lineaires, on pose 15 (t) =

Uy (t)Z (t)
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Chapitre 3. Principe du maximum du second ordre

On applique la formule d/Ito on trouve :

dna(t) = (dVy () Z(t) + Wa(t)d(Z(t))+ < dUs(t),d(Z(t)) >
= [((02(t) + 03.(£)) Wa(t) (04 (1) 4 07.(2)) — Wa(£)b (1) — bxWa(t)
— 02 (t)Wa(t) oy () dt — (V2 (t) 05(t) + 02V (1) dB] Z(1)
+ Uy (t)[(Z (£) b (L) + b Z(t) 4 0 (1) Z(t) oy (t) + Ag(t)) dt + (Z (t) o3 (t) + 0. Z(t) + Bo(t))dBy]
— (2 (t) 03(t) + 022 (1)) (Z (t) 03(t) + 02 Z(t) + Bo(t))di

— [ W) Ao(t) — 05805 (1) Bo(t) — 0,05 (1) B(t)] dt + By(t) s (¢) dB,.

On pose :

t

Yy = ®3(T)gua(X(T)) + / (1) Ho (1)t

&(t) = E[Ya/F) — /0 3 (5) Ho (3)ds.

On remarque que E(13(T)&(T)) = E[P3(T)gua(T)02(T)] = Elgaa(T)w1(T)21(T)]car :

E(n(T)&(T)) = E(n(T) [E[Ya/ F)] — / &3 ()hy (5)ds])
— E(na(T)[Ya - / (1) Hya (5)ds))
— E(y(T)[®(T) gea (X(T)) + / B3(5) Hya(s)ds — / B3 (t) How (5)dls])
Donc pour calculer E[g,(T)(X; + Xs)l,il suffit de calculer E[n (T)&(T)].

Puisque F; = 0(B,,0 < s <t),Yy € L3(Q, F, P) et E(Yy/F;) est une martingale de carrée

integrable ,alors d’aprés la décomposition d/Ito, on a :
t
E(Y/ %) = E%) + [ Gals)dB. (3-4)
0

Ou G4 (s) est un processus adapté telle que :E fOT Gy (s)* ds < oo
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Chapitre 3. Principe du maximum du second ordre

Donc on peut réecrire &(7') comme suit :

&(t) = E(Yz) + /Ot Gs(s)dB, — /Ot O (t)Hyp(5)ds.

Alors :
d&y(t) = Go(t)dBs — P5(t) H,, (t)dt

On applique la formule d/Ito a n(t)&2(t) on obtient :

d(12(8)&2(1)) = d(n2(8))&2(t) + d(&2())n2() + < di, dEy > .

Alors :

d(2(£)€2(t)) = ([Wa(t) Ag(t) — 07 () W2 () Bp(t) — 02W2 (1) Bo(t)] di + By(t) W2 () dB:) &o(t)

= n2(t) (G2 (t)dBs — 5 (t) Hoo (t)dt) + (By(£) V2 (1)) (Ga(t)) di
Donc par la simplification et I'intégrale puis I’éspérance on trouve :

E[Qa@ (T))xl(T)%(T)] =F [772(T)52(T] (3'5)

=E /0 [Tr ((6”(t) = o(t) p2(t) (0" (1) — 0 (1)) — Hea () X1(£) Xo (1)) dt

Ou

p2(t) =5 (t) G2 (1) (3-6)
n2(t) = Wa(t)Z (t) = Wa(t) X1 X7
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Chapitre 3. Principe du maximum du second ordre

On remplace la relation (3, 5)dans la relation (2, 13) on obtient :

o(f) < E[/O (H (82 (£) sug (1) 501 (8) ; Qo (1) — H (& (8) 5w (8) 501 () Qu (8)))dt] - (3-T)

T %E / [Tr ((0"(t) = (1)) Pa(t) (0" (t) = o(£)))] dt

Cette formule s’appelle inéquation variationnelle du second ordre.

Si on utilise la définition du ug cette inéquation variationnelle devient :

T+0
o(f) < E[/ (H (G2 ()00 (8); Q1 (1) — H (G2 (8);u(t);p1 (1) ; Q1 (8)))dl]
T+0
+ %E/ [Tr ((o(t; (t);v) — o(t; 2(t); u(t))) pa(t) (o (t; 2(t); v) — o(t; x(t);u(t)))] dt

quand 6 tend vers a 0 on obtient :

0<H(tz);v;p (1);Q1 () — H(tx(t);u(t);pr(t); Q1 (1)) (3-8)

b ST (ot 0(t); ) — ol 2(0);u(0)*pa(8) o0 (1)) — ot (1) (1))

pour tout v € U; P.p.s,dt -p.p .

3.4 Processus et équations adjoints
Le processus py s’appelle le processus adjoint du second ordre

Remarque 3.4.1 la formule de processus adjoint du second ordre est calculé & partir de la

relation () et est donné par

pa(t) = E U5 () V5(T) g (2 (T) /Ft]+@§(t)/t D3 (s) Has (532(s5); uls); p1(s); Qa(s)) ds (3-9)
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Chapitre 3. Principe du maximum du second ordre

Si on applique la formule d’Ito aux processus adjoint py = W5 (t) (3 (t) on trouve

—dp(t) = [b5 (¢, 2(1); u()) pa(t) + pa(t)ba (8, 2(t); u(t)) + o3 (¢, 2(8); u(t)) pa(t)or (¢, (1); u(t))
oy (& x(t);u(t) Qa(t) + Qa(t)ow (£, (1) u(t) + Haea (552(s); uls); pr(s); Qu(s)]dt — Qa(t)dB, 5

p2(T) = Gaw [2(T)]
(3-10)

ou est donnée par

Qa(t) = V(1) Ga(t) — pa(t)ow(t; 2(x); u(t)) — oy (t; x(x); u(t))pa(t)

Cette équation s’appelle ’équation adjoint du second ordre .

Et maintenant, nous résumons le résultat final de ce chapitre dans théoréme du principe

maximum généralisé suivent :

Théoréme 3.4.1 Si (z;u) est une solution optimale pour notre probléme; alors il existe
deux processus adjointe Fy-adaptés Py et Py donnés par (2_12) et (3_6) tels que la condition

sur I’ hamiltonnien soit vérifié.

Remarque 3.4.2 Si la diffusion ne contient pas de terme controle alors linéquation varia-

tionnelle donnée par :

H(t;x(t);v;p(t) < H (t;z(t);u(t);p(t)) spour tout v € U; P.p.s,dt — p.p.

Ou le hamiltonnien H donné par

Htz(t);u(t);p@) =htz@);ul) +p@) btz t);u(t)).
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés aux probléme de controle optimal stochastique
dans le cas ou I'ensemble des controles admissibles est non convexe ,en plus particulier aux
aspect liés a l'estimation et aux conditions nécessaires d’optimalité. Nous avons établi un
principe démontre pour des équations différentielles stochastiques ou les coefficients dérive
et de diffusion sont controlées. Les problémes de controle optimale stochastique et le cout
comportent un terme singulier jouent un role important dans les problémes financées et

économiques .
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Annexe

Lemme 3.4.1 (Lemme de Gronwall )voire [4]Soient T > 0 et u une fonction positive
bornée sur [0;T]. On suppose qu’il existe des constantes a > 0,b > 0 telles que pour tout
te[0;T], ona:

u(t) <a+ b/otu(s)ds

Alors
¢
YVt e [0;T), u(t) < a/ exp (bs) ds
0

Lemme 3.4.2 (Inégalité de Bulkhoder-Davis-Gundy (BDG) pour tout temps d’arrét

Tona,
2

8| s | [ an] | <ce | t s

sup
te[0;T]

ou C est une constante positive.

Proposition 3.4.1 (L’inégalité de Hélder ) voire [2]L’inégalité de Holder dit que si

p,q > 1 tels que % + % =1, alors :

1fglle < AN 2o 191l 2o

Proposition 3.4.2 (l’inégalité de Cauchy-Schwartz) C ’est une cas particuliée de l'in-

égalité de Holder pour p = q = 2;0n a

1fglly < 171l gl -

61



Annexe B : Abréviations et Notations

Théoréme 3.4.2 (Dévelopment de Taylor-Young) Soient f : I — R une fonction n—1-

fois dérivable, (n € N) et a,z € I. Alors

f (a)

n!

f@) = f@)+ @@ -a)+ D @ e .+ (z—a)" +o(lz—al").

Théoréme 3.4.3 (Dévelopment de Taylor avec reste intégral) Soient f : I — R une
fonction de classe C"*', (n € N) et a,x € I. Alors
[ (a)

(n) n+1)
f<:r:>:f<a>+f’<a><x—a>+7<m—a>2+---+fn / fn+1 r— )"t

Proposition 3.4.3 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev) voire [3|Soit X une variable
aléatoire. Pour tout a > 0,

Var(X)

2

P(X - E(X)| 2 a) <

a

Théoréme 3.4.4 Si f(z;y)est continue en tout point d’un rectangle R = {|x — zo| < a et |y — yo| < b},
bornée sur R alors 'ED y' = f(z,y) a une solution sur R avec condition initiale y(x¢) = yo.

Cette solution est définie pour tout |x — xo| < « telleque o = min (a,b/k) avec |f(z;y)| < k

.St de plus af; et 8f sont continues et bornées sur R, alors la solution est unique.
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Resumé

Dans ce travaille, nous avons étudié le principe du maximum en contréle
optimal stochastique gouverné par I'équation différentielle stochastique dans le
cas ou le coefficient de diffusion dépend de contréle et le domaine des controles
est non convexe, ol nous avons étudié 1’estimation de solution du premier et
second ordre, puis le principe du maximum de contréle optimal et les conditions
nécessaires d'optimalités .

Mots-clés : formule d'ltd, processus stochastique, I'équation différentielle
stochastique, principe du maximum, controle optimale.

Abstract

In this work, we studied the principle of the maximum in optimal stochastic
control governed by the stochastic differential equation in the case where the
diffusion coefficient depend on control and the set of controls is non-convex,
where we studied the estimation of solution of the first and second order, then
the principle of the maximum of optimal control and the necessary conditions of
optimalities.

Key word :Ité's formula, stochastic process, stochastic differential equation,
maximum principle, optimal control
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