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Introduction

La plus part des phénomenes d’ingénierie peuvent étre exprimées par des équations différen-
tielles aux dérivées partielles formulé dans des domaines non bornés, comme dans 1’électroma-
gnétisme, la géophysique et la physique quantique. D’un point de vue mathématique, l'infinité

du domaine géométrique complique la résolution numérique de tels équations.

Dans [5], lauteur propose une méthode sans troncature pour résoudre tels problemes. cette
méthode s’appelle la méthode des éléments finis inversée. Elle repose sur la décomposition du
domaine géométrique en deux parties, une partie bornée ou on utilise les éléments finis classique
et une partie non bornée qu’on peut la ramener a un domaine borné par une inversion adéquate.
La méthode consiste de construire une approximation appropriée dans des espaces de Sobolev
avec poids. Ces espaces permettent de décrire le comportement des fonctions a 'infini. Ils ont
été tres largement utilisés pour I'étude des problémes elliptiques dans des domaines non bornés

(voir [1]).

Dons ce travail, nous allons étudier I'implémentation de cette méthode pour résoudre une

équation elliptique de second ordre de la forme

_ddx (d)f{:) (z) + b(x);iZ(x) +c(z)u(r) = f(x) on z€R (1)

La déférence entre de cette méthodes et d’autre méthodes comme la méthode des frontiéres
artificielles ou la méthode des éléments infinis est qu’elle préserve l'infinité du domaine.

Ce mémoire se compose de trois chapitres :



Dans le premier chapitre, nous donnons des notations, définitions et propriétés des espaces
de Sobolev avec poids.

Dans le deuxiéme chapitre, nous allons approcher la solution du probléme (1) par la méthode
des éléments finis inversés. Apres avoir montrer I'existence et 1'unicité, une discrétisation du
probléme sera présenter. On termine ce chapitre par donner une estimation d’erreurs.

Dans le troisieme chapitre, on va donner tout d’abord des détails sur le calcul des coefficients
de la matrice de rigidité. Ensuite, nous exposons quelques résultats numériques pour montrer

l'efficacité de la méthode.



Chapitre 1

Rappels sur les espaces de Sobolev
avec poids

On expose dans ce chapitre les définitions ainsi les propriétés essentielles de la famille des

espaces de Sobolev a poids que nous utiliserons tout au long de ce mémoire (voir|8]).

1.1 Notations et définitions

Soit  un ouvert de R™ (n > 1), de frontiere 9Q = Q\Q régulicre.
Pour = = (21,79, ....,z,) un point de R™, on note |z| = (22 + ... + 22)"/? la distance entre x et
’origine.
Si a = (a1, g, ..., ) € N* est un multi-indice, et z* = z{*...z%". On note :

olel

D* =
Dx {1 0xs?...0xon

avec |a| = a3 + ... + ay,.

Pour tout entier k£, on note P, I'espace des polynémes de degré inférieur ou égal a k et ff”k, le
sous-espace de P, formé par tous polyndmes p € ]P)k- tels que p(0) =0 .

La notation a(u) < b(u) ou a(u) et b(u) sont des quantités qui dépendent d’une fonction u, signi-
fie qu’il existe une constante strictement positive C' indépendante de u, telle que a(u) < Cb(u)

pour tout fonction wu.
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Définition 1 (Ezposants conjugués)
Soit 1 < p,q < +o00. On dit que p et q sont des exposants conjugués si :

11
S+ =1
P g

Définition 2 (Espace LP)

Soit 1 < p < +o0, on note LP(Q2) l’espace des fonctions mesurable tel que

/ |ulPdz < +o0.
Q

et la norme :

iy = (. Jul?da)"".

Définition 3 (Espace L™)

On note L= () l’espace des fonctions mesurable u telles que
C >0, |u(z)|<C  p. p.tsur Q.

de la norme

[ull 2o () = sup [u].
Q

Définition 4 (Fonctions k fois différentiables)
Si Q est un ouvert de R™, on définit ’ensemble des fonctions k fois différentiables dans €2, a

valeurs dans R dont toutes les dérivées jusqu’a l'ordre k sont continues dans €2 par

(ﬁ@D::{fe(ﬁ‘%Qng‘E(ﬁ‘%QLizlw.wn},k>1.

On note D(Q2) 'espace des fonctions indéfiniment différentiables a support compact dans 2 et

D'(€2) l'espace de distributions.

Définition 5 (Inclusion continue)
Soit A et B deux espaces de Banach. On dit que A s’injecte de facon continue dans B, et on

note A < B si :
(i) A C B.

(i) e > 0: |jul|a < cl|ul.
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Définition 6 ( [’espace W™P(Q2))

Soient 2 C R™ un ouvert quelconque, p un réel tel que 1 < p < oo et m un entier naturel

positive. On définit [’espace de Sobolev :
Wm(Q) = {u € D'(Q) Vo € N": 0 < |a] <m, D*u € LP(Q)}.

Cet espace est équipé de la norme :

(> ID%ullg)? il <p < +oo;

||u||WmvP(Q) — la|<m

Jmax | D“u| . 51 p = +00.

Théoréme 7 (Formule de Green)/[8]
Soit w une fonction de C*(Q) a support borné dans le fermé Q0. Alors elle vérifie la formule de

Green :

ot v; la i-eme composante de la normale extérieure unité de €.

Corollaire :
Soit u et v deux fonctions de H'(2) & support borné dans le fermé €. Alors elles vérifient la

formule :

8@ :—/ 6’@ uvl/i, Viel,...,N

Théoréme 8 (de représentation de Riesz-Fréchet)

Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) muni de son produit scalaire noté (.,.) et
f € H' une forme linéaire continue sur H.

Alors il existe un unique y dans H tel que pour tout x de H on ait f(z) = (.,.). En d’autres
termes :

MyeH, VeecH, [flz)= ()
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1.2 Les espace de Sobolev a poids

1.2.1 Définition I’ espace W"P(Q))

Dans toute la suite, (x) désigne la fonction poids de base, définie par
() = (1+ 2)2.

Soient m € Ny o« € Ret p € R tel que 1 < p < 4+00. Pour tout domaine ouvert €2 de R", on

définit I'espace de Sobolev a poids :
Wre(Q) = {u € D'(Q);¥A € N",0 < |\ < m, (2)* ™ DM e L7(Q) ).
Cet espace est un espace de Banach équipé de la norme

lullwzo@ = (D2 Ilz)* D g, ).

IAl<m

et de la semi-norme :

[ulwzriy = (D @) D ullf,) V7.

[Al=m

Exemples
Wy (Q) = {u eD(Q), (z) u, g“ crLr (Q)} .
T

u 0?u
2,p _ / -1 P
WP (Q) {u eD(Q), (r) 'u, 9z, (x) 5,01, €L (Q)} .

1.2.2 propriétés fondamentales de ’espace W "P({)

Nous avons les propriétés fondamentales suivantes (voir[7]) :
09
« WoP(Q) = L7(Q).
e Les inclusions suivantes sont valables avec injections continues :

WmP(Q) — WIP(Q) s . WP (Q)

[e7
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« Pour tout ¢ € D(Q), I'application
u € WIP(Q) — pu e W™P(Q)
est linéaire continue.
e Pour o, € R,m € Z, I'application :
u € WP (Q) = (z)’u € WIE(Q)
est un isomorphisme.
o Pour A € N avec |\| < m, I'application :
w € WMP(Q) — D e Wm=Rlr(Q)
est linéaire et continue.
« On a pour tout entier [ dans Z avec | <m —a — 2, P, C Wi (R") .
« l'espace D(Q) est dense dans W7(Q).
Nous notons W™?(Q) I'adhérence de D(Q) dans W™P(Q) et on note W= (Q) son dual. Si
Q =R", on a W™?(R") = WmP(R") .
1.3 Les espaces de traces

Définition 9 [2/

Pour 1 < p < 400, s €]0, 1], on pose
Wo?(R") = {u € D(R")[(z)"*u € LP(R"),
+oo
/ t_l_SP/ |u(x + te;) — u(x)|Pdedt < co,Vi=1,...,n}
0 R"

oue;, i = 1,2,...,n, désignent les vecteurs de la base canonique de R".

Maintenant, pour tout réel s > 0, on définit ’espace
Wi?(R") = {u € Wii",(R")] VIA| = [s], D*u € W57 (R™)}.
Etant donné un réel o, on pose

WP (R") = {u e D'(R")| (x)"u € Wg*(R")}.
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Théoréme 10 /2]

Soit m > 1 un entier et o un réel. Il existe une application linéaire et continue ¥ = (Yo, ., Ym—1)

de W (R dans TI" Wi=i=1/0% (R"1) tels que

1) Pour toutu € D (Ri): yu = (u (2',0), 6‘% («',0), T (2, 0)) avec ¥’ = (T1, ..., Tp_1).

e gm—1g

2) « est un application surjective.

3) 771(0) = Wi (Rr).
1.4 Inégalités de Hardy

Les inégalités de Hardy jouent un role particulierement important dans la démonstration de

certains équivalence de norme dans les espace W2P (£2).

Lemme 1 [1] :

Soient 1 < p < +oo,et € R avec § # —1. Soit f une fonction mesurable positive sur [0, +oo[

tel que
/O T £ Pt < +o0.
Soit o
k) = {f_[f;(t)dj;(t)dt i 5S<Z f1> o
Alors

e B P p "o p+B p
/0 18| F(t)|Pdt < (\ﬁﬂ!) /0 1740 £ (1) |Pdt. (1.1)

Un conséquence intéressante de I'inégalité de Hardy, le théoréme suivant

Théoréme 11 Soit Q) = R’ ou R"\W avec w un ouvert borné de R". Soient m > 1 un entier et
a,p €1, +oof deux réels tels que a+ 3 ¢ {1,...,m}. On pose ¢ = min(m —1,[m —a— (n/p)]).
Alors :

(1) la semi-norme |.|ymrq) définit une norme sur lespace WJI'P(Q) /Py équivalente d la

norme quotient.

(2) la semi-norme |.|ywm»q) est une norme sur Uespace ||.|[yymsq) €quivalente a la norme

|- lwmr(q; il existe une constante C' > 0 tels que

Vu € WP (), [lullwyr @) < Clulwz» )
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1.5 Théoreme de Lax-Milgram

Le théoreme de Lax-Milgram (voir[8]) est un théoreme trés important, sa démonstration est
basée sur le théoreme de représentation de Riesz (voir [8]). Considérons un probleéme variationnel

sous la forme

{ Trouver u €V tel que (12)

a(u,v) = F(v), Yo e V.
Théoréme 12 (Laz-Milgram)
Soit V' un espace de Hilbert équipé de la norme ||.||v . On suppose que

(i) la forme bilinéaire a est continue,

36 > 0,V(u,v) € VXV |a(u,v)| < Bllullv|v]lv,

(i) la forme bilinéaire a est coercive,

Sa > 0,Vu € V,a(u,v) = ofjull?,

(7ii) la forme linéaire F est continue,

Vo e V[F(u)] < [|F[l[[o]lv

Alors, il existe une unique u dans V', le probléeme (1.1) satisfait ’estimation a priori suivante

F
lufly < EI
[0

Méthode de Galerkin

Considérons un probléme variationnel sous la forme :

Trouver w €V tel que
{a(u,v):F(v), Yo e V.
ou V est un espace de Sobolev avec poids.
On suppose de plus que les hypothéses du théoreme de lax -Milgram sont vérifiées. Alors, la
méthode de Galerkin (voir [3]) consiste a de remplacer ’espace par un espace vectoriel V}, de

dimension finie et a résoudre le probleme approché

Trouver wu, € V), tel que
a(up,vp) = F(vp), Yo € V.

9
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ou V), C V est un sous-espace de V' de dimension fini.

Qui est en générale plus facile que de résoudre directement en dimension infinie.

10



Chapitre 2

Discrétisation du probleme par les
éléments finis inversés

Ce chapitre est consacré a 1’étude de 1’équation suivante :

_dC; (a(w)ZD (z) + b(m)gz(ac) + c(z)u(z) = f(r) ou z€R.

en utilisant de la méthode des éléments finis inversé. Apres avoir donner la formulation varia-
tionnelle associé a ce probléeme dans l'espace Wy (2). Nous montrons lexistence et 1'unicité de
la solution en utilisant le théoreme de Lax-Milgram. Ensuite, nous construirons I'espace discret
ou un maillage gradué sera utilisé dans la partie non bornée. Finalement, nous donnons une

estimation de Derreur.

11
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2.1 Probléme variationnelle

Dans cette paragraphe, nous allons étudier I’équation elliptique suivante :

d du du
2 (a(x)dx> (r) + b(x)%(x) +c(z)u(z) = f(x) sur €. (2.1)

avec ) = R, a(x),b(z), c(z) sont des fonctions variables et f est une fonction donnée.

On cherche une solution de (2.1) dans l'espace W, (R) dont ses fonctions vérifient :

|<>|d:c<+oo /\u )7 d < 4o0.
R 2241

On cherche une formulation variationnelle de (2,1), en multipliant 1’équation(2,1) par une

fonction test v € D(R), et en intégrant sur R, on obtient

_/ dx—|—/ dx—l—/ dx—/f

et en appliquant la formule d’intégration par parties :

/R() dm—i—/ dx—l—/ dx_/f

D’apres la densité de D(R) dans W} (R) alors, la formulation faible s’écrit sous la forme

abstraite suivante :

{ Trouver u € Wi (R) tel que (2.2)

a(u,v) = L(v) Vo € Wi (R)

avec a une forme bilinéaire, définit par :

a(u,v):/]R a(z) u dx+/ dw+/ dx

et la forme linéaire

/f v)dr Yo € W(R).

Nous supposons les hypotheses suivantes :

(Hy) a € L*(R) et pour une constante ag > 0
a(x) > ayg dans R.

(Hy) b e Wy™(R) et ¢ € Wy™(R) c’est-a -dire qu'il existe trois constantes by, by et ¢
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(Hs) f € Wi'(R).

La derniere hypothése (Hz) est notamment valable lorsque f € W(R), c’est-a- dire

/R (mz + 1) |f(z)]Pdz < +oo.

Proposition 13 Sous les hypothéses (Hy),(Hz) et (Hs) ,on a l’équivalence suivante, une fonc-

tion u € W} (R) est une solution de (2.1) si et seulement si u est une solution de (2.2).

Preuve : La premiere implication (2.2) = (2.1) est déja fait en dessus. Nous monterons main-

tenant la réciproque. On a

/Ra(:c)u’(x)v’(x)dar—i—/R b(m)u'(m)v(m)d$~l—/R c(z)u(z)v(z)de = /Rf(x)v(x)dx Vv € Wy (R).

Si u € Wy (R) vérifie (2.2). Comme D(R) C W, (R), par I'utilisation I'intégration par parties,

on obtient : pour tout v € D(R)

/R (—CZC (dx)if:) (z) + b(x)ZZ(x) + c(z)u(z) — f(a:)) v(z)dr =0 Vv € D(R)

d’ou
_dci (—a(iﬂ);h;) (x) b(:)s)ZZ(:B) +c(x)u(z) — f(x) =0 ppsurR
et donc
_CZE <a(w)zz> (x) b(:c)zllz(:p) +c(z)u(z) = fz) ppsurR
[ ]

2.2 L’existence et ’unicité

pour montrer 'existence et I'unicité, on a besoin l'inégalité de Hardy suivante :

Lemme 2 [] existe une constante my > 0, telle que :

Ju(z)[*
Vu € W&(R),/R|u’(x)\2dx > WO/R Rl

On suppose que

(H,) 11 existe une constante 7, < 7 , tel que :

a
>_m—~  VYreR

(z)?

13
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Proposition 14 Supposons que les hypothéses (Hy),(Hz),(Hs) et (Hy) sont valides. Alors,

Uéquation (2.1) admet une solution unique u € W3 (Q) et de plus,

lullwemy S 1wy m)

Preuve On applique le théoreme de Lax-Milgram.
Montrons tout d’abord la continuité de la forme linéaire L(.) :

On a pour tout v € W (R)

|—|/f dx|
=1 [ @) f @) o]

D’apres 'hypothese (H3) et I'inégalité de Cauchy-Schwartz on obtient :

2] < ([ @) pany [ M oy

X
< ar|l{x) | 2w

< C'||U||W01(R)~

Donc L(.) est continue sur Wy (R).
Maintenant, on montre la continuité de la forme bilinéaire a(.,.), on integre par parties le

deuxieme terme, on trouve :

a(u,v) :/a(x)u’( W' (x )dm—/b(x)v’(x)u(a:)da:—/Rb’(x)u(x)v(x)dx—i— c(x)u(x)v(z)dx

—/ dx+/ ) =V (z))u(x)v(z)de — | blx)v' (z)u(x)dz.

R

donc

<| [ ala 2)da] + | [ (el@) = ¥'(@)u(x)u(@)dz| +| [ b(a)!(x)u(e)de]

De I’hypothese (Hy), on obtient

| [ ey @) @)dal < la@)lz=g [ | @)'(@)lde

< aylJu' () || 2y [V (2) | L2 ()

14
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et d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'hypotheése (Hs) on a

| [ (ela) ~ ¥ v)dal = | [ (@)’ (cla) + ¥ (o)D) 5

\/%m%wmwwwwuu“”ux

N

< [+l s
< (e + b))~ ull 2wyl ()~ ol 2y

et

[, bauCe)e @)dal < [ byut) (@)l
<A@wmméwwwwuw

< bull{a) " (@) 2@l (@) ]2y

Alors, on en déduit que

|a(u, v)] < axflullwgwllvllwg @ + Orllullwg @ llvllwim) + (e + b2) lullwiw v llwe @)

|a(u, v)| < max(ar, 1 + ba, by |ullwa @) 10]lwa )

|a(u, v)| < Cllullwy@ lvlwi @

d’ou la continuité de af.,.).
I1 reste de montrer la coercivité de la forme bilinéaire a(.,.). De l'inégalité de Hardy et des

hypotheses (Hy) et (Hy), on obtient

a(v,v) = / d$+/ v(x)dx+/
/ ) [v'(2)] d:zc+/ [ b/(; ] lo(z)[2dz
- [t o o -]

a0< —:2)/R|fu’(x)]2d:v

> Cllvllfa

donc af.,.) est coercive.

Alors, toutes les conditions du théoreme de Lax-Miligram sont vérifiées, donc le probleme (2.2)
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admet une solution unique dans Wy (R).

De plus, son unique solution satisfait

lullwe ey < 1 lwpr - (2.3)

En effet, I'estimation (2.3) est s’obtient en prenant v = u dans (2.2) et en utilisant la continuité

de la forme L et la coercivité de la forme bilinéaire a :

Cllulliys ) < alu,u) = L) < | fllw-r @ lullvg @
0 0

Alors
Cllullwy@) < I llw-r @)
Donc
||u||W01(R) < ||fHWO_1(R) (2.4)
]

16
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2.3 Description de la méthode

2.3.1 L’espace approché

On décompose l'espace €2 en deux sous-domaines 2y et 2, tel que

avec
y est un domaine borné qu’on le choisit ici 2y =] — R, R| avec R > 0, une parametre fixé.
(s est un domaine non borné, qui représente le domaine extérieur de {2y dans R ou on le

décompose en sous-domaines T} et 15 tel que
Qoo =TT UT,
avec T1 =|R, +oo[ et Ty =] — 00, — R|

T,=}oo,-R[ Qu=FRR[  T4=IR+o]

1
1|

—

FIGURE 2.1 — Domaines €y et Q

Nous considérons 'application d’inversion
2

r—t(x) = Ji (2.5)

Qui transforme chaque sous-domaine non borné 7;(i = 1, 2) en sous-domaine borné S;.
On pose
Q = (S, US,)\{0}

avec S; =)0, R[ et Sy =] — R, 0]

17
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t(x)
S;ZIOR[ <« T,=IR+oo[

FIGURE 2.2 — Transforme 77 a .5;

Etant donné une fonction w définie sur Q, nous désignons par o la fonction définie sur Q
Par
R\" PN
@(z) = () w(t(z)), Vae Q. (2.6)

ou 7 est un parametre réel fixé.
Nous devons utiliser ultérieurement de nouveau espace. Etant donné 0 < m et p € [1, 4+00[, on

note V™P ’espace composé des fonctions satisfaisant
VEk < m, |z]fH ™ e 12(Q).
muni de norme

ullyer gy = (Z/Q|x|(9+k—m)P‘u(k)’pdx)l/p.

k<m
Lemme 3 Soit w € W?(Q) pour m € N et 1 < p < +00. On a © € V;"P(Q) avec

d=v4+2m—a—2/p.

Dans le domaine €2y, nous utilisons des éléments finis usuels. On considere une partition habi-
tuelle g = —R< 21 < ... < zy = R de .

On pose
h = max |zig1 — x| et Ay =|rg,ziq] pour i€, oul=A{0,...,N—1}.

Sur le domaine €2, on construit une partition graduée comme suit

18
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Définition 15 FEtant donné un nombre réel p(0 < p < 1), on dit qu'une famille de partition
((#i)1<icnr)s o = @ < 31 < --- < &y = b, de Uintervalle ]a,b[ est p-gradué s’il existe trois

constantes k; > 0,1 <1 < 3 ne dépendant pas de la partition, telle que
ﬁlill/u S .@1 S /ﬁ?gill/u

VI<i<M-—1, &1 — 2 < rzhdl™

ou h= max (ZT;01—2Z;).
1§i§M—1( 1 i)

Soit 29 =0 < 27 < --- < &)y = R, une partition pu graduée de l'intervalle 57 ;
et To = —R <2y <--- < Iy =0, une partition p graduée de I'intervalle Ss.
Un moyen de construire une famille de mailles u -graduée est comme suit, considérons la suite

: : " P
finie croissante (67),.,,, définie par

0 =1,05, =60+ ()" pour 1<i<M.

» Vi1l T
Alors la partition de Sy =] — R, 0[ est donnée par :
a?i:—;f*R, pour 1<1:< M.
M

et la partition de S; =0, R] est donnée par :

. 0* .
xi:@R, pour 1<1< M.

19
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0.5+ -
p=1

0.6+ -

0.4+ -

0.2+ u=0.5 .

0.2

0.4

0.6

0.8

FIGURE 2.3 — Illustration d’un maillage gradué de l'intervalle | — 1, 1] pour u = 1,0.5,0.2

Considérons maintenant une famille p- graduée (2;), ;<9 de Q.
Soit J ={0,1,..., M —1} et A; =]&;, #;4], pour i € J .
Pour tout k € N, on définit Pespace discret W;,(2) qui approche 'espace Wi (Q) par
Wi(Q) = {v € C°(Q);vja,. € PL(A) Vi€ T

@&epk(ﬁi),v@'ej, et @(0):0}

Observez que les fonctions de W;(§2) dans €2 ne utilise pas des éléments finis usuelle, on utilise
des éléments inversés .

Avant d’énoncer des résultats d’approximation, observons que 'espace W}, (£2) dépend princi-
palement du parametre de discrétisation h, supposé tendre a zéro, et de trois parametres des

régularités R , v et p convenablement fixés. De plus, nous avons
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Lemme 4 Supposons que v > _73 Alors
Wi(Q) € Wy() (2.7)

Donc supposons désormais que

v (2.8)

Alors le probleme approché associé au probleme variationnel est

{Tmuver up € Wi(Q) tel que (2.9)

a (uh,vh) = L(Uh), V’Uh € Wh(Q)

admet une solution unique.

2.3.2 Estimation d’erreur

Théoréme 16 (voir/6]) : Supposons que les hypothéses de la proposition (5) soient vérifiées.

Supposons aussi que u € W,fj:;(Q) pour certains vrais n > 0 et que

1

3
U 9 T<"n 9

Alors, Uestimation suivante est vérifiée :

Ju— UhHWOl(Q) S thUHHkH(QO) + hkminw’“)mHUHW:E(QOO)

tel que p* = 3 > 0.

La preuve détaillé de ce théoreme se trouve dans [6]. L’idée d’approximation d’une fonction
définie sur un domaine non borné ne dépend pas seulement de sa régularité mais aussi de sa

décroissance & 'infini.

21



Chapitre 3

Quelques tests numériques

Le but de ce chapitre est double. Tout d’abord, nous donnons quelques détails sur la structure
et le calcul de la matrice de rigidité. Deuxiémement, nous présentons des résultats numériques

qui confirment la convergence de la méthode et ses performances.
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3.1 Fonctions de base

Soit w; ,i € I les fonctions de base des éléments finis habituelles définies sur €2 et satisfaisant :
pour tout ¢ € 1

cw; € Wi(Q)

cw;(x;)=0;; ,Vj €,

ew;(zx) = 0 De méme, on définit, la deuxieme famille de fonctions de base (w});e; comme
suit :

cw; € Wi(Q) ,

e Wi (Tj) =05, V€T,

« W (2y) = 0.

La derniere fonction de base notée ici par wy, est mixte, son support s’étend aux région MEF
et MEFT c’est la fonction unique de W;,(§2) Satisfaisant

cwn(In) =On(Ty) =1,

cwn(z;)) =0pour 0 <j<N—1.

ewn(Z;)) =0,0 < j<M-—1.0n peut facilement prouver que la famille composée des
fonctions

(wi)ogigN,(i);éo (W) )o<i<m—1,)2(0) €t wx est une base de W ().

Il en résulte que

dim Wy (Q) = (N + M) — 1. (3.1)

Un élément v, € W;,(2) se décompose sous la forme

M-1

> Oy (&) wf
i=1

N
Vp = th (ZBZ) Ww; +
=1

On note (¥,,)1<m<a avec d = (N + M) — 1 la base de W}, telle que la restriction de v; sur g

donne w; et sa restriction sur {2, donne wy.
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Proposition 17 Supposons que les hypothéses (Hy),(Hs) et (Hs) sont vérifiées. Alors, le pro-

bleme approché (2.9) équivalent a un systéme linéaire de la forme

AU = B.

avec A = (A;j)i<ij<n et B = (Bj)i<j<n

Preuve On a

a(up,vy) = U(wvy),

et comme

N
Up = Zuiwia
i=1

Alors
N
a(d_ ughi,v) = U(vy)
i=1
On choisit vy, = 9;, comme a est bilinéaire alors

N
Zuia(%%) = (),

Dong, le probleme (3.3) s’écrit

AU = B.

avec

A= (Aijh<ij<n € R,
B = (Bj)icj<n € R,
et U = (uy,ug, ...,un) € R™

3.2 La matrice de rigidité

(3.2)
Yo, € Vj,.
Y, € Vi,
Vjel..,N (3.3)

Aij = a(tbi,);),
B; =1(y),

Dans cette paragraphe, nous allons montrer comment calculer les coefficients de la matrice de

rigidité :

Ai,j = a(¢l?¢j) = a(wi7wj) + a(w:7 w;)
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Les coefficients a(w;, w;) s’écrivent
a(w;, w;) = / a(z)wj(z)w)(x)dr — /Q b(x)w;(z)w;(z d:c—i—/ w;(z)w;(x)dx
_ Z/ z)dz — ;1 () () w; () de + Z/ w;(z)dz,

et les coefficients a(w}, w}) s’écrivent :

a(wy,w}) = /Qoo a(z)w; (z)w)' (x)dr — /Qoo b(z)w;" (x)w](z)dz + /Qoo c(x)w) (z)w}(z)dx

On pose

I, = /Qoo b(x)w; (v)w(z)dx
I3 = /Qoo c(x)wi (zv)w} (z)dx
On pose t(s) = x donc dz = —ijds :
On a
@ (s) = (f) W (t(s)) —> w(t(s)) = (;)7@3*(5), Vs € 0. (3.4)

On dérive les deux coté, on trouve :

=5 faton(3) (<) Corer v i) (- 5) Carer + o) (5 Jas
— I‘j:zll /K a(t(s)) <;)2’7 <_;22> (Z@’*(S) + @*’(3)> (Z@D;(s) + @j*'(s)) ds
o) (s 30) (o 20
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De méme, on trouve :

I = [ et et (-5 ) s
=5 Lo () (<) (Zorer v ar) () a5 o
=5 Lo (5) " (Gan + par) @i
ot
fa= [ttt e es) (- ) o
=5 [ () a5 o
. M fo et ()" meaeas
Donc

A(w;,wj*.) =0+ I+ I3

=1

<= 5 e () G+ ) G ey
£ Lo (3)7 (Bt + o) w3ts)as

-y L ) (L) mmss

=1
En pratique,on peut utiliser la formule quadrature de Gauss — Lobatto (voir [8]) pour calculer

les intégrales sur les intervalles A .

3.3 Tests de calcul

L’objectif ici est d’afficher quelques résultats numériques obtenus avec un code de calcul écrit
en matlab ou les éléments finis de Lagrange P; ont été utilisé a la fois dans les régions MEF et
MEFI. Le domaine considéré est I’espace tout entier 2 = R .

Le nombre de points équidistants discrétisés est N dans Qg =] — R, R[ et M dans Q.

Dans ce test on prend M = 2N.
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Exemple 1Un probleme de Dirichlet avec des coefficients constants.

Nous considérons le probleme (2.1) lorsque
a(x) =1,b(x) =0,c(x) = 0.

La fonction f est choisit de telle sorte que la solution exact est donnée par :

(x+1)
(EATES IR

u(z) =

2 T T T T T T T
—=— solution exacte
solution approchee
151 -
IFEM region FEM region IFEM region

1F e
05 B
0 . —
05F -
-1 -
-1.51- -

_2 | | | | | | |

-50 40 30 20 10 0] 10 20 30 40 50

FIGURE 3.1 — Les solutions exacte, et approchée dans l'intervalle [—50, 50] pour M = 2N avec
N=20et R=10,7=0.5.
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Exemple2Un probleme de Dirichlet avec des coefficients les variables .
Nous considérons le probleme(2.1) avec

sin(20(x + 1))

a(x) =1+ -

,b(x) =0,c(x) =0.

La fonction f est choisit de telle sorte que la solution exact est donnée par :

sin(m(z + 1))
L+ (o177

u(z) =

1 T T I T

—<— solution exacte
solution approchee

0.6

0.4+

S
2]

0.2

0.4}

061

FIGURE 3.2 — Les solutions exacte, et approchée dans U'intervalle [—6, 6] pour M = 2N avec

N=20et R=3,7v=0.5.
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Code de calcul

Les étapes principales que nous avons suivit dans notre code de calcul sont :
1. Déclaration des parametres suivantes :

o R=la taille de I'intervalle borné.

o N=le nombre des points de discrétisation dans Qy =] — R, R|

o M=le nombre des points de discrétisation dans chaque intervalle T}, i = 1, 2.
o pu=parametre de gradation du maillage.

o y= l'exposant de la transformation de 2, a Q.
2. Construction du maillage :

e Sur )y = maillage uniforme,

e Sur 77 et To= maillage gradué.
3. Calcul de la matrice A et le second membre B.
4. Résolution du systeme linéaire.

5. Illustration des résultats numériques.
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Conclusion

Dans ce mémoire on a étudié I'approximation d’une équation elliptique du second ordre
dans R par la méthode des éléments finis inversés. Nous avons montré I'existence et 'unicité
des solutions dans les espaces de Sobolev a poids qui ont trés adapté a la résolution de tel
problemes. Nous avons aussi donné des résultats numériques qui montre 'efficacité de cette
méthode.

Comme perspective, on propose d’appliquer la méthode des éléments finis inversés pour résoudre
des problemes elliptiques en domaines extérieurs. On propose aussi d’appliquer la méthode aux

problémes paraboliques.
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Abstract:

The inverted finite element method is a method without truncation which was introduced to solve partial
differential equations in unbounded intervals. The objective of this work is to analyze and implement this method
to solve an elliptical equation of the second order posed in the R this work contains numerical results obtained
from of a one dimensional code written in Matlab, especially when the domain is the whole space. It also includes

theoretical results related to the use of weighted Sobolev space as a functional framework.
Keywords:

The inverted finite element method, unbounded domains. elliptical equation. weighted Sobolev space.

Résume :
La méthode des éléments finis inversés est une méthode sans troncature qui a été introduite pour resoudre des
équations aux dérivées partielles en intervalles non bomés. L'objective de ce travaille est d’analyser et
d’implémenter cette méthode pour résoudre une équation elliptique du second ordre posé dans sur R. La
mémeire comporte des résultats numériques issus d'un code unidimensionnel écrits au Matlab, notamment
lorsque le domaine est I’espace tout entier. Elle comporte aussi des résultats théoriques liés a I'utilisation
d’espace de Sobolev 4 poids comme cadre fonctionnel.

Mots cles :

Methode des éléments finis inversés, domaines non bornes, équation elliptique, espace de Sobolev a poids.




