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Introduction

La plus part des phénomènes d’ingénierie peuvent être exprimées par des équations différen-

tielles aux dérivées partielles formulé dans des domaines non bornés, comme dans l’électroma-

gnétisme, la géophysique et la physique quantique. D’un point de vue mathématique, l’infinité

du domaine géométrique complique la résolution numérique de tels équations.

Dans [5], l’auteur propose une méthode sans troncature pour résoudre tels problèmes. cette

méthode s’appelle la méthode des éléments finis inversée. Elle repose sur la décomposition du

domaine géométrique en deux parties, une partie bornée où on utilise les éléments finis classique

et une partie non bornée qu’on peut la ramener à un domaine borné par une inversion adéquate.

La méthode consiste de construire une approximation appropriée dans des espaces de Sobolev

avec poids. Ces espaces permettent de décrire le comportement des fonctions à l’infini. Ils ont

été très largement utilisés pour l’étude des problèmes elliptiques dans des domaines non bornés

(voir [1]).

Dons ce travail, nous allons étudier l’implémentation de cette méthode pour résoudre une

équation elliptique de second ordre de la forme

− d

dx

(
a(.)du

dx

)
(x) + b(x)du

dx
(x) + c(x)u(x) = f(x) où x ∈ R (1)

La déférence entre de cette méthodes et d’autre méthodes comme la méthode des frontières

artificielles ou la méthode des éléments infinis est qu’elle préserve l’infinité du domaine.

Ce mémoire se compose de trois chapitres :
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Dans le premier chapitre, nous donnons des notations, définitions et propriétés des espaces

de Sobolev avec poids.

Dans le deuxième chapitre, nous allons approcher la solution du problème (1) par la méthode

des éléments finis inversés. Après avoir montrer l’existence et l’unicité, une discrétisation du

problème sera présenter. On termine ce chapitre par donner une estimation d’erreurs.

Dans le troisième chapitre, on va donner tout d’abord des détails sur le calcul des coefficients

de la matrice de rigidité. Ensuite, nous exposons quelques résultats numériques pour montrer

l’efficacité de la méthode.
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Chapitre 1

Rappels sur les espaces de Sobolev
avec poids

On expose dans ce chapitre les définitions ainsi les propriétés essentielles de la famille des

espaces de Sobolev à poids que nous utiliserons tout au long de ce mémoire (voir[8]).

1.1 Notations et définitions

Soit Ω un ouvert de Rn (n ≥ 1), de frontière ∂Ω = Ω\Ω régulière.

Pour x = (x1, x2, ...., xn) un point de Rn, on note |x| = (x2
1 + ...+ x2

n)1/2 la distance entre x et

l’origine.

Si α = (α1, α2, ..., αn) ∈ Nn est un multi-indice, et xα = xα1
1 ...x

αn
n . On note :

Dα = ∂|α|

∂xα1
1 ∂x

α2
2 ...∂x

αn
n

.

avec |α| = α1 + ...+ αn.

Pour tout entier k, on note Pk, l’espace des polynômes de degré inférieur ou égal à k et P̊k, le

sous-espace de Pk formé par tous polynômes p ∈ P̊k tels que p(0) = 0 .

La notation a(u) . b(u) où a(u) et b(u) sont des quantités qui dépendent d’une fonction u, signi-

fie qu’il existe une constante strictement positive C indépendante de u, telle que a(u) ≤ Cb(u)

pour tout fonction u.
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1.1. NOTATIONS ET DÉFINITIONS CHAPITRE 1

Définition 1 (Exposants conjugués)

Soit 1 ≤ p, q < +∞. On dit que p et q sont des exposants conjugués si :

1
p

+ 1
q

= 1.

Définition 2 (Espace Lp)

Soit 1 ≤ p < +∞, on note Lp(Ω) l’espace des fonctions mesurable tel que

∫
Ω
|u|pdx < +∞.

et la norme :

‖u‖Lp(Ω) = (
∫

Ω
|u|pdx)1/p.

Définition 3 (Espace L∞)

On note L∞(Ω) l’espace des fonctions mesurable u telles que

∃C > 0, |u(x)| < C p. p.t sur Ω.

de la norme

‖u‖L∞(Ω) = sup
Ω
|u|.

Définition 4 (Fonctions k fois différentiables)

Si Ω est un ouvert de Rn, on définit l’ensemble des fonctions k fois différentiables dans Ω, à

valeurs dans R dont toutes les dérivées jusqu’à l’ordre k sont continues dans Ω par

Ck(Ω) =
{
f ∈ Ck−1(Ω), ∂f

∂xi
∈ Ck−1(Ω), i = 1, . . . , n

}
, k > 1.

On note D(Ω) l’espace des fonctions indéfiniment différentiables à support compact dans Ω et

D′(Ω) l’espace de distributions.

Définition 5 (Inclusion continue)

Soit A et B deux espaces de Banach. On dit que A s’injecte de façon continue dans B, et on

note A ↪→ B si :

(i) A ⊂ B.

(ii) ∃c > 0 : ‖u‖A 6 c‖u‖B.
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1.1. NOTATIONS ET DÉFINITIONS CHAPITRE 1

Définition 6 ( l’espace Wm,p(Ω))

Soient Ω ⊂ Rn un ouvert quelconque, p un réel tel que 1 6 p 6 ∞ et m un entier naturel

positive. On définit l’espace de Sobolev :

Wm,p(Ω) =
{
u ∈ D′ (Ω) |∀α ∈ Nn : 0 6 |α| 6 m,Dαu ∈ Lp(Ω)

}
.

Cet espace est équipé de la norme :

‖u‖Wm,p(Ω) =


(
∑
|α|6m

‖Dαu‖pLp)1/p si 1 ≤ p < +∞;

max
06α6m

‖Dαu‖L∞ si p = +∞.

Théorème 7 (Formule de Green)[8]

Soit ω une fonction de C1(Ω) à support borné dans le fermé Ω. Alors elle vérifie la formule de

Green : ∫
Ω

∂ω

∂xi
(x)dx =

∫
∂Ω
ω(x)νids

où vi la i-ème composante de la normale extérieure unité de Ω.

Corollaire :

Soit u et v deux fonctions de H1(Ω) à support borné dans le fermé Ω. Alors elles vérifient la

formule : ∫
Ω

∂u

∂xi
v = −

∫
Ω
u
∂v

∂xi
+
∫
∂Ω
uvνi, ∀i ∈ 1, . . . , N

Théorème 8 (de représentation de Riesz-Fréchet)

Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) muni de son produit scalaire noté 〈., .〉 et

f ∈ H ′ une forme linéaire continue sur H.

Alors il existe un unique y dans H tel que pour tout x de H on ait f(x) = 〈., .〉. En d’autres

termes :

∃!y ∈ H, ∀x ∈ H, f(x) = 〈y, x〉
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1.2. LES ESPACE DE SOBOLEV À POIDS CHAPITRE 1

1.2 Les espace de Sobolev à poids

1.2.1 Définition l’ espace Wm,p
α (Ω)

Dans toute la suite, 〈x〉 désigne la fonction poids de base, définie par

〈x〉 = (1 + |x|2)1/2.

Soient m ∈ N, α ∈ R et p ∈ R tel que 1 < p < +∞. Pour tout domaine ouvert Ω de Rn, on

définit l’espace de Sobolev à poids :

Wm,p
α (Ω) =

{
u ∈ D′(Ω);∀λ ∈ Nn, 0 6 |λ| 6 m, 〈x〉α−m+|λ|Dλu ∈ Lp(Ω)

}
.

Cet espace est un espace de Banach équipé de la norme

‖u‖Wm,p
α (Ω) = (

∑
|λ|6m

‖〈x〉α−m+|λ|Dλu‖pLp)1/p.

et de la semi-norme :

|u|Wm,p
α (Ω) = (

∑
|λ|=m

‖〈x〉αDλu‖pLp)1/p.

Exemples

W 1,p
0 (Ω) =

{
u ∈ D′(Ω), 〈x〉−1u,

∂u

∂xj
∈ Lp (Ω)

}
.

W 2,p
1 (Ω) =

{
u ∈ D′(Ω), 〈x〉−1u,

∂u

∂xj
, 〈x〉 ∂2u

∂xj∂xj
∈ Lp (Ω)

}
.

1.2.2 propriétés fondamentales de l’espace Wm,p
α (Ω)

Nous avons les propriétés fondamentales suivantes (voir[7]) :

• W 0,p
0 (Ω) = Lp(Ω).

• Les inclusions suivantes sont valables avec injections continues :

Wm,p
α (Ω) ↪→ Wm−1,p

α−1 (Ω) ↪→ ... ↪→ W 0,p
α−m(Ω)

.
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1.3. LES ESPACES DE TRACES CHAPITRE 1

• Pour tout ϕ ∈ D(Ω̄), l’application :

u ∈ Wm,p
α (Ω) −→ ϕu ∈ Wm,p(Ω)

est linéaire continue.

• Pour α, β ∈ R,m ∈ Z, l’application :

u ∈ Wm,p
α (Ω) 7→ 〈x〉βu ∈ Wm,p

α−β(Ω)

est un isomorphisme.

• Pour λ ∈ Nn avec |λ| ≤ m, l’application :

u ∈ Wm,p
α (Ω) 7→ Dλu ∈ Wm−|λ|,p

α (Ω)

est linéaire et continue.

• On a pour tout entier l dans Z avec l < m− α− n
p
, Pl ⊂ Wm,p

α (Rn) .

• l’espace D(Ω̄) est dense dans Wm,p
α (Ω).

Nous notons W̊m,p
α (Ω) l’adhérence de D(Ω) dans Wm,p

α (Ω) et on note W−m,p′
−α (Ω) son dual. Si

Ω = Rn , on a W̊m,p
α (Rn) = Wm,p

α (Rn) .

1.3 Les espaces de traces

Définition 9 [2]

Pour 1 < p < +∞, s ∈]0, 1[, on pose

W s,p
0 (Rn) = {u ∈ D(Rn)|〈x〉−su ∈ Lp(Rn),∫ +∞

0
t−1−sp

∫
Rn
|u(x+ tei)− u(x)|pdxdt <∞,∀i = 1, ..., n}

où ei, i = 1, 2, ..., n, désignent les vecteurs de la base canonique de Rn.

Maintenant, pour tout réel s > 0, on définit l’espace

W s,p
0 (Rn) = {u ∈ W [s],p

[s]−s(Rn)| ∀|λ| = [s], Dλu ∈ W s−[s],p
0 (Rn)}.

Étant donné un réel α, on pose

W s,p
α (Rn) = {u ∈ D′(Rn)| 〈x〉αu ∈ W s,p

0 (Rn)}.
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1.4. INÉGALITÉS DE HARDY CHAPITRE 1

Théorème 10 [2]

Soit m > 1 un entier et α un réel. Il existe une application linéaire et continue γ = (γ0, ..., γm−1)

de Wm,p
α

(
Rn

+

)
dans ∏m−1

i=0 Wm−j−1/p,p
α (Rn−1) tels que

1) Pour tout u ∈ D
(
Rn

+

)
, γu =

(
u (x′, 0) , ∂u

∂xn
(x′, 0) , ..., ∂m−1u

∂m−1xn
(x′, 0)

)
avec x′ = (x1, ..., xn−1).

2) γ est un application surjective.

3) γ−1(0) = W̊m,p
α

(
Rn

+

)
.

1.4 Inégalités de Hardy

Les inégalités de Hardy jouent un rôle particulièrement important dans la démonstration de

certains équivalence de norme dans les espace Wm,p
α (Ω).

Lemme 1 [1] :

Soient 1 < p < +∞,et β ∈ R avec β 6= −1. Soit f une fonction mesurable positive sur [0,+∞[

tel que ∫ ∞
o

tβ+p|f(t)|pdt < +∞.

Soit

F (t) =
−

∫+∞
t f(t)dt, si β > −1,∫ t

0 f(t)dt, si β < −1.
Alors ∫ +∞

0
tβ|F (t)|pdt ≤

(
p

|β + 1|

)p ∫ +∞

0
tp+β|f(t)|pdt. (1.1)

Un conséquence intéressante de l’inégalité de Hardy, le théorème suivant

Théorème 11 Soit Ω = Rn
+ ou Rn\ω avec ω un ouvert borné de Rn. Soient m ≥ 1 un entier et

α, p ∈]1,+∞[ deux réels tels que α+ n
p
/∈ {1, ...,m}. On pose q′ = min(m− 1, [m−α− (n/p)]).

Alors :

(1) la semi-norme |.|Wm,p
α (Ω) définit une norme sur l’espace Wm,p

α (Ω)/Pq′ équivalente à la

norme quotient.

(2) la semi-norme |.|Wm,p
α (Ω) est une norme sur l’espace ‖.‖W̊m,p

α (Ω) équivalente à la norme

‖.‖Wm,p
α (Ω); il existe une constante C > 0 tels que

∀u ∈ W̊m,p
α (Ω), ‖u‖Wm,p

0 (Ω) 6 C|u|Wm,p
α (Ω).
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1.5. THÉORÈME DE LAX-MILGRAM CHAPITRE 1

1.5 Théorème de Lax-Milgram

Le théorème de Lax-Milgram (voir[8]) est un théorème très important, sa démonstration est

basée sur le théorème de représentation de Riesz (voir [8]). Considérons un problème variationnel

sous la forme  Trouver u ∈ V tel que
a(u, v) = F (v), ∀v ∈ V.

(1.2)

Théorème 12 (Lax-Milgram)

Soit V un espace de Hilbert équipé de la norme ‖.‖V . On suppose que

(i) la forme bilinéaire a est continue,

∃β > 0,∀(u, v) ∈ V × V, |a(u, v)| 6 β‖u‖V ‖v‖V ,

(ii) la forme bilinéaire a est coercive,

∃α > 0,∀u ∈ V, a(u, v) ≥ α‖u‖2
V ,

(iii) la forme linéaire F est continue,

∀v ∈ V, |F (v)| 6 ‖F‖‖v‖V .

Alors, il existe une unique u dans V , le problème (1.1) satisfait l’estimation a priori suivante

‖u‖V 6
‖F‖
α

.

Méthode de Galerkin

Considérons un problème variationnel sous la forme : Trouver u ∈ V tel que
a(u, v) = F (v), ∀v ∈ V.

où V est un espace de Sobolev avec poids.

On suppose de plus que les hypothèses du théorème de lax -Milgram sont vérifiées. Alors, la

méthode de Galerkin (voir [3]) consiste à de remplacer l’espace par un espace vectoriel Vh de

dimension finie et à résoudre le problème approché Trouver uh ∈ Vh tel que
a(uh, vh) = F (vh), ∀vh ∈ Vh.

9



1.5. THÉORÈME DE LAX-MILGRAM CHAPITRE 1

où Vh ⊂ V est un sous-espace de V de dimension fini.

Qui est en générale plus facile que de résoudre directement en dimension infinie.
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Chapitre 2

Discrétisation du problème par les
éléments finis inversés

Ce chapitre est consacré à l’étude de l’équation suivante :

− d

dx

(
a(x)du

dx

)
(x) + b(x)du

dx
(x) + c(x)u(x) = f(x) où x ∈ R.

en utilisant de la méthode des éléments finis inversé. Après avoir donner la formulation varia-

tionnelle associé a ce problème dans l’espace W 1
0 (Ω). Nous montrons l’existence et l’unicité de

la solution en utilisant le théorème de Lax-Milgram. Ensuite, nous construirons l’espace discret

où un maillage gradué sera utilisé dans la partie non bornée. Finalement, nous donnons une

estimation de l’erreur.
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2.1. PROBLÈME VARIATIONNELLE CHAPITRE 2

2.1 Problème variationnelle

Dans cette paragraphe, nous allons étudier l’équation elliptique suivante :

− d

dx

(
a(x)du

dx

)
(x) + b(x)du

dx
(x) + c(x)u(x) = f(x) sur Ω. (2.1)

avec Ω = R, a(x), b(x), c(x) sont des fonctions variables et f est une fonction donnée.

On cherche une solution de (2.1) dans l’espace W 1
0 (R) dont ses fonctions vérifient :∫

R

|u(x)|2
x2 + 1 dx < +∞,

∫
R
|u′(x)|2 dx < +∞.

On cherche une formulation variationnelle de (2,1), en multipliant l’équation(2,1) par une

fonction test v ∈ D(R), et en intégrant sur R, on obtient

−
∫
R
(a(x)u′(x))′v(x)dx+

∫
R
b(x)u′(x)v(x)dx+

∫
R
c(x)u(x)v(x)dx =

∫
R
f(x)v(x)dx.

et en appliquant la formule d’intégration par parties :∫
R
a(x)u′(x)v′(x)dx+

∫
R
b(x)u′(x)v(x)dx+

∫
R
c(x)u(x)v(x)dx =

∫
R
f(x)v(x)dx.

D’après la densité de D(R) dans W 1
0 (R) alors, la formulation faible s’écrit sous la forme

abstraite suivante :  Trouver u ∈ W 1
0 (R) tel que

a(u, v) = L(v) ∀v ∈ W 1
0 (R)

(2.2)

avec a une forme bilinéaire, définit par :

a(u, v) =
∫
R
a(x) u′(x)v′(x)dx+

∫
R
b(x)u′(x)v(x)dx+

∫
R
c(x)u(x)v(x)dx

et la forme linéaire

L(v) =
∫
R
f(x)v(x)dx ∀v ∈ W 1

0 (R).

Nous supposons les hypothèses suivantes :

(H1) a ∈ L∞(R) et pour une constante a0 > 0

a(x) ≥ a0 dans R.

(H2) b ∈ W 1,∞
2 (R) et c ∈ W 0,∞

2 (R) c’est-à -dire qu’il existe trois constantes b1, b2 et c1

|b(x)| ≤ b1

〈x〉
, |b′(x)| ≤ b2

〈x〉2
, |c(x)| ≤ c1

〈x〉2
, sur R.

12



2.2. L’EXISTENCE ET L’UNICITÉ CHAPITRE 2

(H3) f ∈ W−1
0 (R).

La dernière hypothèse (H3) est notamment valable lorsque f ∈ W 0
1 (R), c’est-à- dire

∫
R

(
x2 + 1

)
|f(x)|2dx < +∞.

Proposition 13 Sous les hypothèses (H1),(H2) et (H3) ,on a l’équivalence suivante, une fonc-

tion u ∈ W 1
0 (R) est une solution de (2.1) si et seulement si u est une solution de (2.2).

Preuve : La première implication (2.2)⇒ (2.1) est déjà fait en dessus. Nous monterons main-

tenant la réciproque. On a
∫
R
a(x)u′(x)v′(x)dx+

∫
R
b(x)u′(x)v(x)dx+

∫
R
c(x)u(x)v(x)dx =

∫
R
f(x)v(x)dx ∀v ∈ W 1

0 (R).

Si u ∈ W 1
0 (R) vérifie (2.2). Comme D(R) ⊂ W 1

0 (R), par l’utilisation l’intégration par parties,

on obtient : pour tout v ∈ D(R)
∫
R

(
− d

dx

(
a(x)du

dx

)
(x) + b(x)du

dx
(x) + c(x)u(x)− f(x)

)
v(x)dx = 0 ∀v ∈ D(R)

d’où

− d

dx

(
−a(x)du

dx

)
(x) + b(x)du

dx
(x) + c(x)u(x)− f(x) = 0 p.p sur R

et donc

− d

dx

(
a(x)du

dx

)
(x) + b(x)du

dx
(x) + c(x)u(x) = f(x) p.p sur R

2.2 L’existence et l’unicité

pour montrer l’existence et l’unicité, on a besoin l’inégalité de Hardy suivante :

Lemme 2 Il existe une constante π0 > 0, telle que :

∀u ∈ W 1
0 (R),

∫
R
|u′(x)|2dx ≥ π0

∫
R

|u(x)|2
|x|2 + 1dx.

On suppose que

(H4) Il existe une constante π′0 < π0 , tel que :

c(x)− b′(x)
2 ≥ −π′0

a0

〈x〉2
∀x ∈ R

13
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Proposition 14 Supposons que les hypothèses (H1),(H2),(H3) et (H4) sont valides. Alors,

l’équation (2.1) admet une solution unique u ∈ W 1
0 (Ω) et de plus,

‖u‖W 1
0 (R) . ‖f‖W−1

0 (R)

Preuve On applique le théorème de Lax-Milgram.

Montrons tout d’abord la continuité de la forme linéaire L(.) :

On a pour tout v ∈ W 1
0 (R)

|L(v)| = |
∫
R
f(x)v(x)dx|

= |
∫
R
〈x〉f(x)v(x)

〈x〉
dx|

D’après l’hypothèse (H3) et l’inégalité de Cauchy-Schwartz on obtient :

|L(v)| ≤ (
∫
R
〈x〉|f(x)|2dx)1/2(

∫
R

|v(x)|2
〈x〉

dx)1/2

≤ c1‖〈x〉−1v‖L2(R)

≤ C‖v‖W 1
0 (R).

Donc L(.) est continue sur W 1
0 (R).

Maintenant, on montre la continuité de la forme bilinéaire a(., .), on intègre par parties le

deuxième terme, on trouve :

a(u, v) =
∫
R
a(x)u′(x)v′(x)dx−

∫
R
b(x)v′(x)u(x)dx−

∫
R
b′(x)u(x)v(x)dx+

∫
R
c(x)u(x)v(x)dx

=
∫
R
a(x)u′(x)v′(x)dx+

∫
R
(c(x)− b′(x))u(x)v(x)dx−

∫
R
b(x)v′(x)u(x)dx.

donc

|a(u, v)| 6 |
∫
R
a(x)u′(x)v′(x)dx|+ |

∫
R
(c(x)− b′(x))u(x)v(x)dx|+ |

∫
R
b(x)v′(x)u(x)dx|

De l’hypothèse (H1), on obtient

|
∫
R
a(x)u′(x)v′(x)dx| 6 ‖a(x)‖L∞(R)

∫
R
|u′(x)v′(x)|dx

6 a1‖u′(x)‖L2(R)‖v′(x)‖L2(R).

14
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et d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz et l’hypothèse (H2) on a

|
∫
R
(c(x)− b′(x))u(x)v(x)dx| = |

∫
R
〈x〉2(c(x) + b′(x))u(x)

〈x〉
v(x)
〈x〉

dx|

6
∫
R
〈x〉2(|c(x)|+ |b′(x)|)|u(x)

〈x〉
||v(x)
〈x〉
|dx

6
∫
R
(c1 + b2)|u(x)

〈x〉
||v(x)
〈x〉
|dx

6 (c1 + b2)‖〈x〉−1u‖L2(R)‖〈x〉−1v‖L2(R).

et

|
∫
R
b(x)u(x)v′(x)dx| 6

∫
R
|b(x)u(x)v′(x)|dx

6
∫
R
〈x〉|b(x)||u(x)

〈x〉
||v′(x)|dx

6 b1‖〈x〉−1u(x)‖L2(R)‖v′(x)‖L2(R).

Alors, on en déduit que

|a(u, v)| ≤ a1‖u‖W 1
0 (R)‖v‖W 1

0 (R) + b1‖u‖W 1
0 (R)‖v‖W 1

0 (R) + (c1 + b2)‖u‖W 1
0 (R)‖v‖W 1

0 (R)

|a(u, v)| 6 max(a1, c1 + b2, b1)‖u‖W 1
0 (R)‖v‖W 1

0 (R)

|a(u, v)| 6 C‖u‖W 1
0 (R)‖v‖W 1

0 (R).

d’où la continuité de a(., .).

Il reste de montrer la coercivité de la forme bilinéaire a(., .). De l’inégalité de Hardy et des

hypothèses (H4) et (H1), on obtient

a(v, v) =
∫
R
a(x)v′(x)2dx+

∫
R
b(x)v′(x)v(x)dx+

∫
R
c(x)v(x)2dx

=
∫
R
a(x) |v′(x)|2 dx+

∫
R

[
c(x)− b′(x)

2

]
|v(x)|2dx

=
∫
R
a(x) |v′(x)|2 dx+

∫
R
〈x〉2

[
c(x)− b′(x)

2

]
v(x)2

〈x〉2
dx

≥ a0

(
1− π′0

π0

)∫
R
|v′(x)|2 dx

≥ C‖v‖2
W 1

0 (R)

donc a(., .) est coercive.

Alors, toutes les conditions du théorème de Lax-Miligram sont vérifiées, donc le problème (2.2)
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2.2. L’EXISTENCE ET L’UNICITÉ CHAPITRE 2

admet une solution unique dans W 1
0 (R).

De plus, son unique solution satisfait

‖u‖W 1
0 (R) . ‖f‖W−1

0 (R). (2.3)

En effet, l’estimation (2.3) est s’obtient en prenant v = u dans (2.2) et en utilisant la continuité

de la forme L et la coercivité de la forme bilinéaire a :

C‖u‖2
W 1

0 (Ω) ≤ a(u, u) = L(u) ≤ ‖f‖W−1
0 (R)‖u‖W 1

0 (R)

Alors

C‖u‖W 1
0 (Ω) ≤ ‖f‖W−1

0 (R)

Donc

‖u‖W 1
0 (R) . ‖f‖W−1

0 (R) (2.4)
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2.3 Description de la méthode

2.3.1 L’espace approché

On décompose l’espace Ω en deux sous-domaines Ω0 et Ω∞ tel que

Ω = Ω0 ∪ Ω∞

avec

Ω0 est un domaine borné qu’on le choisit ici Ω0 =]−R,R[ avec R > 0, une paramètre fixé.

Ω∞ est un domaine non borné, qui représente le domaine extérieur de Ω0 dans R où on le

décompose en sous-domaines T1 et T2 tel que

Ω∞ = T1 ∪ T2

avec T1 =]R,+∞[ et T2 =]−∞,−R[

Figure 2.1 – Domaines Ω0 et Ω∞

Nous considérons l’application d’inversion

x 7→ t(x) = R2

x
(2.5)

Qui transforme chaque sous-domaine non borné Ti(i = 1, 2) en sous-domaine borné Si.

On pose

Ω̂ = (S1 ∪ S2)\{0}

avec S1 =]0, R[ et S2 =]−R, 0[

17
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Figure 2.2 – Transforme T1 à S1

Étant donné une fonction w définie sur Ω∞, nous désignons par ŵ la fonction définie sur Ω̂

Par

ŵ(x) =
(
R

x

)γ
w(t(x)), ∀x ∈ Ω̂. (2.6)

où γ est un paramètre réel fixé.

Nous devons utiliser ultérieurement de nouveau espace. Étant donné 0 6 m et p ∈ [1,+∞[, on

note V m,p l’espace composé des fonctions satisfaisant

∀k 6 m, |x|θ+k−mu(k) ∈ Lp(Ω̂).

muni de norme

‖u‖Vm,p
θ

(Ω̂) = (
∑
k6m

∫
Ω̂
|x|(θ+k−m)p|u(k)|pdx)1/p.

Lemme 3 Soit w ∈ Wm,p
α (Ω) pour m ∈ N et 1 6 p < +∞. On a ŵ ∈ V m,p

δ (Ω̂) avec

δ = γ + 2m− α− 2/p.

Dans le domaine Ω0, nous utilisons des éléments finis usuels. On considère une partition habi-

tuelle x0 = −R < x1 < ... < xN = R de Ω0.

On pose

h = max
i∈I
|xi+1 − xi| et ∆i =]xi, xi+1[ pour i ∈ I, où I = {0, ..., N − 1}.

Sur le domaine Ω̂, on construit une partition graduée comme suit

18
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Définition 15 Étant donné un nombre réel µ(0 < µ ≤ 1), on dit qu’une famille de partition

((x̂i)1≤i≤M), x̂0 = a < x̂1 < · · · < x̂M = b, de l’intervalle ]a, b[ est µ-gradué s’il existe trois

constantes κi > 0, 1 ≤ i ≤ 3 ne dépendant pas de la partition, telle que

κ1ĥ
1/µ ≤ x̂1 ≤ κ2ĥ

1/µ

∀1 ≤ i ≤M − 1, x̂i+1 − x̂i ≤ κ3ĥx̂
1−µ
i

où ĥ = max
1≤i≤M−1

(x̂i+1 − x̂i).

Soit x̂0 = 0 < x̂1 < · · · < x̂M = R, une partition µ graduée de l’intervalle S1 ;

et x̂0 = −R < x̂1 < · · · < x̂M = 0, une partition µ graduée de l’intervalle S2.

Un moyen de construire une famille de mailles µ -graduée est comme suit, considérons la suite

finie croissante (θ?i )1≤i≤M définie par

θ∗1 = 1, θ?i+1 = θ?i + (θ?i )
1−µ pour 1 ≤ i ≤M.

Alors la partition de S2 =]−R, 0[ est donnée par :

x̂i = − θ?i
θ?M
R, pour 1 ≤ i ≤M.

et la partition de S1 =]0, R[ est donnée par :

x̂i = θ?i
θ?M
R, pour 1 ≤ i ≤M.
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Figure 2.3 – Illustration d’un maillage gradué de l’intervalle ]− 1, 1[ pour µ = 1, 0.5, 0.2

Considérons maintenant une famille µ- graduée (x̂i)1≤i≤2M de Ω̂ .

Soit J = {0, 1, . . . ,M − 1} et ∆̂i =]x̂i, x̂i+1[, pour i ∈ J .

Pour tout k ∈ N, on définit l’espace discret Wh(Ω) qui approche l’espace W 1
0 (Ω) par

Wh(Ω) =
{
v ∈ C0(Ω); v|∆i. ∈ Pk (∆i) , ∀i ∈ I

v̂|∆̂i
∈ Pk

(
∆̂i

)
,∀i ∈ J, et v̂(0) = 0

}
Observez que les fonctions deWh(Ω) dans Ω∞ ne utilise pas des éléments finis usuelle, on utilise

des éléments inversés .

Avant d’énoncer des résultats d’approximation, observons que l’espace Wh(Ω) dépend princi-

palement du paramètre de discrétisation h, supposé tendre à zéro, et de trois paramètres des

régularités R , γ et µ convenablement fixés. De plus, nous avons
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Lemme 4 Supposons que γ > −3
2 . Alors

Wh(Ω) ⊂ W 1
0 (Ω) (2.7)

Donc supposons désormais que

γ >
−3
2 . (2.8)

Alors le problème approché associé au problème variationnel estTrouver uh ∈ Wh(Ω) tel que
a (uh, vh) = L(vh), ∀vh ∈ Wh(Ω)

(2.9)

admet une solution unique.

2.3.2 Estimation d’erreur

Théorème 16 (voir[6]) : Supposons que les hypothèses de la proposition (5) soient vérifiées.

Supposons aussi que u ∈ W k+1
k+η (Ω) pour certains vrais η > 0 et que

η − 3
2 < γ < η − 1

2

Alors, l’estimation suivante est vérifiée :

‖u− uh‖W 1
0 (Ω) . hk‖u‖Hk+1(Ω0) + ĥkmin(µ?,µ)/µ‖u‖Wk+1

k+η (Ω∞)

tel que µ? = η
k
> 0.

La preuve détaillé de ce théorème se trouve dans [6]. L’idée d’approximation d’une fonction

définie sur un domaine non borné ne dépend pas seulement de sa régularité mais aussi de sa

décroissance à l’infini.
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Chapitre 3

Quelques tests numériques

Le but de ce chapitre est double. Tout d’abord, nous donnons quelques détails sur la structure

et le calcul de la matrice de rigidité. Deuxièmement, nous présentons des résultats numériques

qui confirment la convergence de la méthode et ses performances.
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3.1 Fonctions de base

Soit wi ,i ∈ I les fonctions de base des éléments finis habituelles définies sur Ω et satisfaisant :

pour tout i ∈ I

•wi ∈ Wh(Ω) ,

•wi(xj) = δi,j , ∀j ∈ I ,

•wi(xN) = 0 De même, on définit, la deuxième famille de fonctions de base (w?i )i∈J comme

suit :

•w?i ∈ Wh(Ω) ,

•ŵ?i (x̂j) = δi,j, ∀j ∈ I ,

•ŵ?i (x̂M) = 0 .

La dernière fonction de base notée ici par wN , est mixte, son support s’étend aux région MEF

et MEFI c’est la fonction unique de Wh(Ω) Satisfaisant

•wN(x̂N) = ŵN(x̂M) = 1 ,

•wN(xj) = 0 pour 0 6 j 6 N − 1 .

•ŵN(x̂j) = 0 , 0 6 j 6 M − 1 . On peut facilement prouver que la famille composée des

fonctions

(wi)0≤i≤N,(i) 6=0 , (w?i )0≤i≤M−1,(i)6=(0) et wN est une base de Wh(Ω).

Il en résulte que

dimWh(Ω) = (N +M)− 1. (3.1)

Un élément vh ∈ Wh(Ω) se décompose sous la forme

vh =
N∑
i=1

vh (xi)wi +
M−1∑
i=1

v̂h (x̂i)w?i

On note (ψm)1≤m≤d avec d = (N + M) − 1 la base de Wh telle que la restriction de ψi sur Ω0

donne wi et sa restriction sur Ω∞ donne w?i .
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Proposition 17 Supposons que les hypothèses (H1),(H2) et (H3) sont vérifiées. Alors, le pro-

blème approché (2.9) équivalent à un système linéaire de la forme

AU = B. (3.2)

avec A = (Ai,j)1≤i,j≤N et B = (Bj)1≤j≤N

Preuve On a

a(uh, vh) = l(vh), ∀vh ∈ Vh.

et comme

uh =
N∑
i=1

uiψi,

Alors

a(
N∑
i=1

uiψi, vh) = l(vh) ∀vh ∈ Vh,

On choisit vh = ψj, comme a est bilinéaire alors

N∑
i=1

uia(ψi, ψj) = l(ψj), ∀j ∈ 1....., N (3.3)

Donc, le problème (3.3) s’écrit

AU = B.

avec

A = (Ai,j)1≤i,j≤N ∈ Rn×n, Ai,j = a(ψi, ψj),

B = (Bj)1≤j≤N ∈ Rn, Bj = l(ψj),

et U = (u1, u2, ..., uN) ∈ Rn.

3.2 La matrice de rigidité

Dans cette paragraphe, nous allons montrer comment calculer les coefficients de la matrice de

rigidité :

Ai,j = a(ψi, ψj) = a(wi, wj) + a(w?i , w?j ).
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Les coefficients a(wi, wj) s’écrivent

a(wi, wj) =
∫

Ω0
a(x)w′i(x)w′j(x)dx−

∫
Ω0
b(x)w′i(x)wj(x)dx+

∫
Ω0
c(x)wi(x)wj(x)dx

=
N−1∑
l=1

∫
∆l

a(x)w′i(x)w′j(x)dx−
N−1∑
l=1

∫
∆l

b(x)w′i(x)wj(x)dx+
N−1∑
l=1

∫
∆l

c(x)wi(x)wj(x)dx,

et les coefficients a(w?i , w?j ) s’écrivent :

a(w?i , w?j ) =
∫

Ω∞
a(x)w?i

′(x)w?j
′(x)dx−

∫
Ω∞

b(x)w?i
′(x)w?j (x)dx+

∫
Ω∞

c(x)w?i (x)w?j (x)dx.

On pose

I1 =
∫

Ω∞
a(x)w?i

′(x)w?j
′(x)dx,

I2 =
∫

Ω∞
b(x)w?i

′(x)w?j (x)dx,

I3 =
∫

Ω∞
c(x)w?i (x)w?j (x)dx.

On pose t(s) = x donc dx = −R
2

s2 ds .

On a

ŵ?(s) =
(
R

s

)γ
w?(t(s)) =⇒ w?(t(s)) =

(
s

R

)γ
ŵ?(s), ∀s ∈ Ω̂. (3.4)

On dérive les deux coté, on trouve :

(w?(t(s)))′ =
((

s

R

)γ
ŵ?(s)

)′
−
(
R

s

)2
w?′(t(s)) = γ

R

(
s

R

)γ−1
ŵ?(s) +

(
s

R

)γ
ŵ?′(s)

−
(
R

s

)2
w?′(t(s)) =

(
s

R

)γ
(γ
s
ŵ?(s) + ŵ?′(s))

w?′(t(s)) = −
(
s

R

)2 ( s
R

)γ (γ
s
ŵ?(s) + ŵ?′(s)

)
.

On utilise un changement de variable, on obtient :

I1 =
∫

Ω̂
a(t(s))w?i ′(t(s))w?j ′(t(s))

(
−R

2

s2

)
ds

=
M−1∑
l=1

∫
∆̂l

a(t(s))
(
s

R

)2γ
(
− s

2

R2

)(
γ

s
ŵ?i (s) + ŵ?i

′(s)
)(
− s

2

R2

)(
γ

s
ŵ?j (s) + ŵ?j

′(s)
)(
−R

2

s2

)
ds

=
M−1∑
l=1

∫
∆̂l

a(t(s))
(
s

R

)2γ
(
− s

2

R2

)(
γ

s
ŵ?i (s) + ŵ?i

′(s)
)(

γ

s
ŵ?j (s) + ŵ?j

′(s)
)
ds

= −
M−1∑
l=1

∫
∆̂l

a(t(s))
(
s

R

)2γ ( γ
R
ŵ?i (s) + s

R
ŵ?i
′(s)

)(
γ

R
ŵ?j (s) + s

R
ŵ?j
′(s)

)
ds
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De même, on trouve :

I2 =
∫

Ω̂
b(t(s))w?i ′(t(s))w?j (t(s))

(
−R

2

s2

)
ds

=
M−1∑
l=1

∫
∆̂l

b(t(s))
(
s

R

)γ(
− s

2

R2

)(
γ

s
ŵ?i (s) + ŵ?i

′(s)
)(

s

R

)γ
ŵ?j (s)

(
−R

2

s2

)
ds

=
M−1∑
l=1

∫
∆̂l

b(t(s))
(
s

R

)2γ−1 ( γ
R
ŵ?i (s) + s

R
ŵ?i
′(s)

)
ŵ?j (s)ds

et

I3 =
∫

Ω̂
c(t(s))w?i (t(s))w?j (t(s))

(
−R

2

s2

)
ds

=
M−1∑
l=1

∫
∆̂l

c(t(s))
(
s

R

)2γ
ŵ?i (s)ŵ?j (s)

(
−R

2

s2

)
ds

= −
M−1∑
l=1

∫
∆̂l

c(t(s))
(
s

R

)2γ−2
ŵ?i (s)ŵ?j (s)ds

Donc

A(w?i , w?j ) =I1 + I2 + I3

=−
M−1∑
l=1

∫
∆̂l

a(t(s))
(
s

R

)2γ ( γ
R
ŵ?i (s) + s

R
ŵ?i
′(s)

)(
γ

R
ŵ?j (s) + s

R
ŵ?j
′(s)

)
ds

+
M−1∑
l=1

∫
∆̂l

b(t(s))
(
s

R

)2γ−1 ( γ
R
ŵ?i (s) + s

R
ŵ?i
′(s)

)
ŵ?j (s)ds

−
M−1∑
l=1

∫
∆̂l

c(t(s))
(
s

R

)2γ−2
ŵ?i (s)ŵ?j (s)ds.

En pratique,on peut utiliser la formule quadrature de Gauss – Lobatto (voir [8]) pour calculer

les intégrales sur les intervalles ∆̂l .

3.3 Tests de calcul

L’objectif ici est d’afficher quelques résultats numériques obtenus avec un code de calcul écrit

en matlab où les éléments finis de Lagrange P1 ont été utilisé à la fois dans les régions MEF et

MEFI. Le domaine considéré est l’espace tout entier Ω = R .

Le nombre de points équidistants discrétisés est N dans Ω0 =]−R,R[ et M dans Ω̂.

Dans ce test on prend M = 2N.
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Exemple 1Un problème de Dirichlet avec des coefficients constants.

Nous considérons le problème (2.1) lorsque

a(x) = 1, b(x) = 0, c(x) = 0.

La fonction f est choisit de telle sorte que la solution exact est donnée par :

u(x) = (x+ 1)
(1 + (x− 1)2)1/2 .

Figure 3.1 – Les solutions exacte, et approchée dans l’intervalle [−50, 50] pour M = 2N avec
N = 20 et R = 10, γ = 0.5 .
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3.3. TESTS DE CALCUL CHAPITRE 3

Exemple2Un problème de Dirichlet avec des coefficients les variables .

Nous considérons le problème(2.1) avec

a(x) = 1 + sin(20(x+ 1))
5 , b(x) = 0, c(x) = 0.

La fonction f est choisit de telle sorte que la solution exact est donnée par :

u(x) = sin(π(x+ 1))
(1 + (x− 1)2)5/2 .

Figure 3.2 – Les solutions exacte, et approchée dans l’intervalle [−6, 6] pour M = 2N avec
N = 20 et R = 3, γ = 0.5 .
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Code de calcul

Les étapes principales que nous avons suivit dans notre code de calcul sont :

1. Déclaration des paramètres suivantes :

• R=la taille de l’intervalle borné.

• N=le nombre des points de discrétisation dans Ω0 =]−R,R[

• M=le nombre des points de discrétisation dans chaque intervalle Ti, i = 1, 2.

• µ=paramètre de gradation du maillage.

• γ= l’exposant de la transformation de Ω∞ à Ω̂.

2. Construction du maillage :

• Sur Ω0 = maillage uniforme,

• Sur T1 et T2= maillage gradué.

3. Calcul de la matrice A et le second membre B.

4. Résolution du système linéaire.

5. Illustration des résultats numériques.
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Conclusion

Dans ce mémoire on a étudié l’approximation d’une équation elliptique du second ordre

dans R par la méthode des éléments finis inversés. Nous avons montré l’existence et l’unicité

des solutions dans les espaces de Sobolev à poids qui ont très adapté à la résolution de tel

problèmes. Nous avons aussi donné des résultats numériques qui montre l’efficacité de cette

méthode.

Comme perspective, on propose d’appliquer la méthode des éléments finis inversés pour résoudre

des problèmes elliptiques en domaines extérieurs. On propose aussi d’appliquer la méthode aux

problèmes paraboliques.
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