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Nous dédions le fruit de nos efforts à ceux qui ont beauoup souffert pour nous
rendre joyeux et heureux .

A ceux qui se sont sacrifiés pour nous mettre sur la voie de connaissance et de
savoir :

Nos tendres parents .
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Notations générales

I G : disigne un groupe fini

I Sn : le groupe symetrique d’ordre n ( le groupe de permutation de n éléments )

I GLn(K) : le groupe des matrices n× n inversible a valeurs dans K

I GL(V ) : l’ensemble des isomorphisme de V dans V ( groupe par

la loi composition des application )

I χρ : le caractère d’une représentation

I Tr : désigne automorphisme de groupe G

I KerF : noyau de F

I ImF : image de F

I ⊕ : la somme direct

I ρs : disigne ρ(s)

I Aut(G) : désigne automorphisme de groupe G

I Dn : le groupe deadral.

I Lk(E,F ) : l’ensemble des applications k − linaire de E dans F .

iii



Introduction

En mars 1896, Richard Dedkind a écrit une lettre à Georg Frobenius dans

laquelle il définit son concept de� détermination des types� d’un groupe fini et expose

ses résultats concernant la factorisation d’un polynôme lorsque le groupe G est abélien.

Dans une seconde lettre en avril, il a formulé quelques conjectures lorsque G est

non-abélien. Frobenius s’attaqua immédiatement au problème et fit des progrès sub-

stantiels à l’été 1896. On peut dire que ces deux lettres deviennent l’origine du concept

de : représentations des groupes finis. Notre travail est composé de trois parties :

Dans le premier chapitre, nous allons décrire quelques concepts et propriétés liés à

la théorie des groupes et l’algèbre linéaire.

Le deuxième chapitre est consacré aux définitions des premiers concepts de théorie

des représentations linéaires des groupes finis ( Représentation linéaire, sous représentation

linéaire, représentation irréductible, représentation induite ... ), ainsi que des résultat sur

ces concepts.

Le troisième chapitre concerne les caractères des représentations linéaires et leur

propriété, et quelques exemples de représentations linéaires seront présenter à la fin de ce

chapitre.

iv



Chaptre 1
Preliminaires

1.1 Groupes

Définition 1.1. Un groupe est un ensemble G muni d’une loi de composition in-

terne ∗ qui vérifie :

1 La loi de composition est associative :

∀x, y, z,∈ G : (xy)z = x(yz).

2 La loi possède un élément neutre noté e :

∃e ∈ G : ∀x ∈ G, ex = xe = x.

3 Tout élément x de G possède un symétrique ( ou inverse ) x′ :

∀x ∈ G∃x′ ∈ G : xx′ = x′x = e

1



1.1. Groupes 1

Remarque 1.1. Si de plus on a ∀x, y ∈ G, x ∗ y = y ∗ x, on dit que G est

abélien(ou commutatif).

Souvent, on parle d’un groupe G sans citer sa loi, et dans ce cas on utilise la

notation multiplicative yx au lieu de y ∗ x.

Exemple 1.1.

• (Z,+) le groupe des entiers relatifs.

• (R,+) le groupe des nombres réels muni de la loi additive.

Définition 1.2. Soit G un groupe, a ∈ G et m ∈ Z.

• Si m > 0 on note am l’élément (a.a.a....),m fois,

• Si m < 0 on note am l’élément (a−1.a−1.a−1....),−m fois,

• Si m = 0 : a0 = e (l’élément neutre de G ).

Ainsi se trouvent définis tous les éléments an, n ∈ Z, comme on peut vérifier les

règles de calcul usuelles telles que : an+m = an.am et (an)m = anm, pour tous les

éléments m,n de Z.

1.1.1 Sous-groupes

Définition 1.3. Soit G un groupe et H ⊂ G,H est un sous groupe de G si :

• H contient l’élément neutre de G : e ∈ H.

• H est stable par la loi de composition de G :x, y ∈ H =⇒ xy ∈ H.

• H est stable par inverse : x ∈ H =⇒ x−1 ∈ H.

Remarque 1.2. Soit G un groupe. Une partie H de G est un sous-groupe de G

si :

1 H non vide

2 xy ∈ H =⇒ xy−1 ∈ H

2



1.1. Groupes 1

Exemple 1.2.

1 Les sous-groupes de Z sont de la forme nZ, avec n ∈ N.

2 {0},Z,Q et R sont des sous-groupes de R pour la loi ” + ”.

1.1.2 Groupe engendré

On dit qu’une partie A d’un groupe G est un ensemble ou système de générateurs

de G, ou que G est engendré par A si 〈A〉 = G.

1.1.3 Groupe cyclique

Définition 1.4. Lorsqu’un groupe G fini est engendré par un seul élément a de

G, on dit que G est cyclique.

Et on note G = 〈a〉 = {an|n ∈ Z} le groupe engendré par a.

Proposition 1.1. si G est un groupe cyclique, alors :

ou bien G est isomorphe au groupe additif Z ou bien G est isomorphe à
Z
nZ

.

1.1.4 Ordre d’un groupe, d’un élément

Définition 1.5. Un groupe G est dit fini s’il n’a qu’un nombre fini d’éléments.Dans

ce cas, le cardinal de G s’appelle l’ordre du groupe G et est noté |G|.

Soient G un groupe et x un élément de G. On appelle ordre de x, qu’on note o(x),

le cardinal de 〈x〉. Si ce cardinal est infini, on dit que x est d’ordre infini.

Remarque 1.3.

1 Soient G un groupe fini et x un élément de G, alors o(x) divise |G|.

2 Dans tout groupe G, l’élément neutre est le seul élément d’ordre 1.

3 Dans (Z,+), tout les éléments non nuls sont d’ordre infini.

Proposition 1.2. Soient G un groupe et x un élément d’ordre fini de G. Alors o(x) est

le plus petit entier positif s tel que xs = 1G.

3



1.1. Groupes 1

1.1.5 Groupes quotients

Relation d’équivalence

Définition 1.6. Une relation d’équivalence Rg est dite compatible à gauche avec la

loi interne de G, si :

x ≡ y(Rg)⇒ αx ≡ αy(Rg)∀α ∈ G

• Si Rg existe alors elle est de la forme x ≡ y(Rg) ⇔ x−1y ∈ e, ( e étant la

classe de l’élément neutre de G ).

• e est un sous groupe de G.

• Reciproquement, H étant un sous groupe de G, la relation définie par :

x<y ⇔ x−1y ∈ H est une relation d’équivalence compatible à gauche avec la

loi de groupe.

En résumé une relation d’équivalence compatible à gauche avec la loi de groupe,

est de la forme x−1y ∈ H, H étant un sous groupe quelconque de G.

On peut introduire de même, les relations d’équivalence compatibles à droite et

montrer qu’elles sont de la forme xy−1 ∈ H,H sous groupe de G.

♣ Classes selon un sous-groupe

Rg ( respectivement Rd ) étant une relation d’équivalence compatible à gauche (respec-

tivement à droite), H le sous groupe qui la caractérise, xg ( respectivement xd ) la classe

d’un élément x modulo Rg (respectivement Rd ) alors :

• xg = {xy : y ∈ H} = xH.

• xd = {yx : y ∈ H} = Hx

• xH et Hx seront dites classe à gauche et classe à droite modulo H.

• Les classes eg et ed de l’élément neutre e de G sont égales à H. ( eg = ed = H )

• L’application de H dans xH définie par z 7−→ xz est une bijection.

• Si xH ∩ yH n’est pas vide alors xH = yH. Ce qui nous permet de déduire ;

• Dans un groupe fini, l’ordre(nombre d’éléments ) d’un sous groupe quelconque est

un diviseur de l’ordre du groupe.

4



1.1. Groupes 1

• L’ensemble quotient mod Rg est noté G�Rg ou (G�H)g; ses éléments sont les

classes à gauche.

(G�H)g = {xH, x ∈ H}; de même (G�H)d = {Hx, x ∈ H}.

♣ Cas d’un groupe commutatif

H sous-groupe de G étant donné, Rg = Rd = <.

Il est alors possible de munir l’ensemble quotient
G

<
( noté aussi

G

H
) d’une loi :

x+ y = x+ y.

♣ Cas d’un groupe non commutatif

Dans ce cas Rg et Rd engendrées par la donnée d’un sous-groupe H sont géné-

ralement distinctes. On se propose de choisir convenablement H de sorte qu’elles soient

équivalentes ( on entend par là, que les classes à gauche et à droite de tout élément x

coincident )

• On a alors :

∀x ∈ G : xH = Hx;H = xHx−1 = x−1Hx.

Un tel sous-groupe est dit distingué dans G et on note dans ce cas H / G.

• De tels sous-groupes existent toujours.

({e} et G par exemple).

• Il est alors possible de munir (G�H)g = (G�H)d = G�H d’une loi :

x.y = xy.

qui en fasse un groupe, G�H est dit groupe quotient de G par H.

5



1.2. Homomorphisme de groupe 1

1.2 Homomorphisme de groupe

Définition 1.7. Soit G et G′ deux groupes, un homomorphisme de groupes ( ou

simplement homomorphisme ) de G dans G′ est une application f : G −→ G′

vérifiant :

∀x, y ∈ G : f(xy) = f(x)f(y)

1 On vérifie alors que :

• f(e) = e′ ( e et e′ sont les éléments neutres de G et G′ )

• f(x−1) = (f(x))−1

2 Soit f : G −→ G′ un homomorphisme de groupes si f est bijective, on dit que

f est un isomorphisme de G dans G′, dans ce cas G et G′ sont dits isomorphes

et l’on note G ∼= G′

3 Un homomorphisme de G dans G est appelé endomorphisme de G

4 Un isomorphisme de G dans G est appelé automrphisme de G

Remarque 1.4.

• L’ensemble des endomorphismes de G est noté End(G).

• L’ensemble des automorphismes de G est noté Aut(G).

• Soit G un groupe et H un sous-groupe de G. Les deux propositions suivantes

sont équivalentes :

1 H est un sous-groupe distingué dans G

2 Il existe un groupe G′ et un homomorphisme f : G −→ G′ tel que :

H = ker(f) = {x ∈ G�f(x) = e′}.

6



1.3. Corps 1

1.3 Corps

Définition 1.8. Un corps K est un ensemble muni de deux lois de composition(deux

opérations), notées + et × vérifiant les conditions suivantes :

1 La loi de composition + vérifie :

• Elle est associative (x+ y) + z = x+ (y + Z),∀x, y, z ∈ K

• Elle est commutative : x+ y = y + x, ∀x, y ∈ K

• K possède un élément neutre 0 : x+ 0 = x,∀x,∈ K

• Tout élément x de K possède un symétrique (−x) par rapport à 0 :

x+ (−x) = 0,∀xK

2 La loi de composition × vérifie :

• Elle est associative (x× y)× z = x× (y × z),∀x, y, z ∈ K

• Elle est distributive par rapport à la loi + :

x× (y + z) = x× y + x× z,∀x, y, z ∈ K

• K possède un élément neutre 1 pour × : x× 1 = 1× x = x,∀x ∈ K

• ∀x ∈ K et x 6= 0⇒ ∃x−1 ∈ K : xx−1 = x−1x = 1

1.4 Espace Vectoriel

Dans tout le chapitre, K représente un corps commutatif. On considère un

ensemble E sur lequel on suppose définies

• une loi de composition interne notée additivement (+)

• une loi composition externe. notée multiplicativement (.), de :

K× E −→ E

(λ, x) 7−→ λ.x

7



1.4. Espace Vectoriel 1

Définition 1.9. On dit que E est un espace vectoriel sur K si

1 (E,+) est un groupe abélien, de neutre 0E

2 ∀(x, y) ∈ E2, ∀(λ, µ) ∈ K2.

• λ.(x+ y) = λ.x+ λ.y

• (λ+ µ).x = λ.x+ µ.x

• λ.(µ.x) = (λµ).x

• 1.x = x où 1 est l’élément neutre pour la multiplication de K

1.4.1 Sous-espace vectoriels

Soit E un espace vectoriel sur K :

Définition 1.10. Une partie F de E est appelée sous-espace vectoriel sur K

de E si les deux propriétés suivantes sont vérifiées :

1 (F,+) est un sous-groupe de (E,+)

2 ∀λ ∈ K, ∀x ∈ F, λ.x ∈ F

1.4.2 Somme direct

Soient E un espace vectoriel, F et G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit

que E est somme directe de F et G( sont supplémentaires dans E ) si :

∀z ∈ E,∃!(x, y) ∈ F ×G, z = x+ y ⇔


∀z ∈ E,∃(x, y) ∈ F ×G

• z = x+ y

• F ∩G = {0E}

et on écrit E = F ⊕G.

8



1.4. Espace Vectoriel 1

1.4.3 Applications linéaires

Définition 1.11. Soient E et F deux espaces vectoriels sur un corps K et f une

application de E dans F . Dire que f est une application linéaire ou un mor-

phisme signifie que les deux assertions suivantes sont vraies :∀(x, y) ∈ E
2, f(x+ y) = f(x) + f(y)

∀λ ∈ K,∀x ∈ E, f(λx) = λf(x)
(1.1)

Notation

• L’ensemble des application linéaires dans E est noté End(E), (End(E),+) est un

groupe pour (+) definie par : ∀f, g ∈ End(E), (f + g) (x) = f(x) + g(x)

• E et F deux espaces vectoriels sur le corps K f : E −→ F est application k− linaire

1 si f est bijective on dit que f est un isomorphisme.

2 si f : E −→ E est un isomorphisme on dit que f est un automorphisme de E.

• L’ensemble des automorphismes de E est noté GL(E), (GL(E), ◦) est un groupe.

1.4.4 Groupe général linéaire d’un espace vectoriel

Définition 1.12.

Soit V un espace vectoriel sur C. GL(V ) est le groupe des automorphismes de

V, muni de la loi de composition ◦ d’élément neutre I.

a ∈ GL(V ) est une application linéaire de V → V inversible, d’inverse a−1 linéaire.

• On a GL(V ) ⊂ End(V ).

Remarque 1.5.

f ∈ GL(V )⇔ (B base de V ⇒ f(B) base de V )

9



1.4. Espace Vectoriel 1

Matrice d’une application linéaire

• E et V deux espace vectoriels sur un corps K, dimE = dimV = n, f : E → V

deux application k − linaire

1 Si on fixe B1 = {e1, e2, ..., en} base de E,

∀i = 1, ..., n; f(ei) ∈ V B2 = {v1, v2, ..., vn} base de V

on a :

f(e1) = α11v1 + α21v2 + ......+ αn1vn

f(e2) = α12v1 + α22v2 + ......+ αn2vn

... αij ∈ K

f(en) = α1nv1 + α2nv2 + ......+ αnnvn

le tableau Mf =


α11 α12 · · · α1n

α21 α22 · · · α2n

...
... . . . ...

αn1 αn2 · · · αnn

 αij ∈ K est appelé

la matrice de f par rapport à B1 et B2 on a Mg◦f =Mg ×Mf

2 Si f est un isomorphisme Mf est inversible et (Mf )
−1 =Mf−1

l’ensemble des matrices n× n à coéfficients dans K est noté GLn(K)

3 Si on fixe une base B de V on a GLn(K) ' GL(V ).

1.4.5 Projection

Définition 1.13.

Soit E un espace vectoriel, F un sous-espace vectoriel de E et G un sup-

plémentaire de F dans E, c’est-à-dire : E = F ⊕ G. Alors la projection sur F

parallélement à G est alors l’application : P : E = F ⊕G −→ F définie par :

∀(x, y)) ∈ F ×G,P (x+ y) = x.

Proposition 1.3.

L’application p qui est définie dans la définition 1.13 est un endomorphisme, idem-

potent ( p ◦ p = p ), d’image Im(p) = F et de noyau ker(p) = G.

10



1.4. Espace Vectoriel 1

1.4.6 La trace

Dans le cas d’une matrice carrée de taille n×n, les éléments a11, a22, ..., ann sont ap-

pelés les éléments diagonaux. Sa diagonale principale est la diagonale (a11, a22, ..., ann).
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...

an1 an2 · · · ann

 (1.2)

Définition 1.14. La trace de la matrice A est le nombre obtenu en additionnant

les éléments diagonaux de A. Autrement dit,

TrA = a11 + a22 + ...+ ann. (1.3)

Exemple 1.3.

1 Si A =

2 1

0 5

 , alors TrA = 2 + 5 = 7.

2 Pour B =


1 1 2

5 2 8

11 0 −10

 , T rB = 1 + 2− 10 = −7.

Théorèm 1.1. Soient A et B deux matrices n× n. Alors :

1 Tr(A+B) = TrA+ TrB,

2 Tr(αA) = αTrA pour tout α ∈ K

3 Tr(AT ) = TrA,

4 Tr(AB) = Tr(BA).

11



Chaptre 2
Représentation linéaire des groupes finis

Dans toute la suite, G désignera un groupe fini ( pas forcément commutatif), noté

multiplicativement. Si V est un espace vectoriel de dimension finie n sur le corps des com-

plexes C, on note comme d’habitude GL(V ) le groupe des applications linéaires bijectives

de V dans V, muni de la loi ◦ ( qu’on notera souvent également multiplicativement). Le

choix d’une base de V permet alors d’identifier GL(V ) au groupe GLn(C) des matrices

inversibles complexes de taille n.

2.1 Représentation linéaire

Si V est un espace vectoriel sur C, on désigne par GL(V ) le groupe des isomor-

phismes C− linéaire de V :

Définition 2.1. Soit G un groupe fini, d’élément neutre e et de loi de composition

interne (s, t) 7→ st.

Une représentation linéaire de G dans V est un homomorphisme de groupe

ρ : G→ GL(V ).

En d’autre termes : ∀s, t ∈ G : ρ(s) ∈ GL(V ) et on a ρ(st) = ρ(s) ◦ ρ(t) on a

propriétés suivantes :

• ρ(e) = I,

• ρ(s−1) = ρ(s)−1.
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2.1. Représentation linéaire 2

• On note ρ(s) par ρs pour simplifié l’écriture.

Remarque 2.1. On pourrait définir la notion de représentation linéaire de la même

façon sur tout corps commutatif à la place de C. Néanmoins, la plupart des proprié-

tés qui nous intéresseront dans ce travail utilisent fortement le fait qu’on est sur

un corps algébriquement clos de caractéristique zéro, d’où le choix de se restreindre

aux espaces vectoriels complexes.

Exemple 2.1.

1 Si ∀s ∈ G : ρs = I, ρ est dite la représentation trivial.

2 Soient le groupe cyclique G = 〈1〉 = Z�3Z = {0, 1, 2}

et V = R3 = {(x, y, z)�x, y, z ∈ R} espace vectoriel

ρ : Z�3Z→ GL(R3) ' GL3(R)

0 7→ ρ0 =


1 0 0

0 1 0

0 0 1



ρ : Z�3Z→ GL(R3) ' GL3(R)

1 7→ ρ1 =


0 1 0

0 0 1

1 0 0



donc ρ2 = ρ1 × ρ1 ⇒ ρ2 =


0 0 1

1 0 0

0 1 0

 ,

2.1.1 Le degré de la représentation :

Soit V un espace vectoriel de dimension finie n, on dit aussi que n est le degré de

la représentation considèrée.

• Dans l’exemple 2.1 ρ est une représentation de degré 3 = dimR3
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2.2. Représentation semblables (ou isomorphies) 2

2.1.2 Identification matricielle :

G un groupe fini V un C− espace vectoriel dimV = n. Soit ϕ : G→ GL(V ) une

représentation de G dans V.

Soit (ei)n une base de V est soit s ∈ G donc ϕs ∈ GL(V ), soit Rs ∈ GLn(C) la matrice

de ϕs par rapport à cette base on a :

det(Rs) 6= 0, Rst = RsRt si s, t ∈ G

Si l’on note rij(s) les coefficients de la matrice Rs alors : rik(st) =
∑

j rij(s).rjk(t), ( rik(st)

c’est les coefficients de la matrice Rst ) c’est ce que l’on appelle une représentation

� sous forme matricielle �.

2.2 Représentation semblables (ou isomorphies)

Soient ρ et ρ′ deux représentation linéaire du même groupe G dans des espaces

vectoriels V et V ′, on dit que ces représentation sont semblables (ou isomorphes), s’il

existe un isomorphisme linéaire τ : V → V ′ qui " transforme " ρ en ρ′, c’est à dire vérifie :

τ ◦ ρ(s) = ρ′(s) ◦ τ, ∀s ∈ G

et on a le schéma suivant :

V
ρ(s)

V

τ

V ′

τ

V ′
ρ′(s)

Lorsque ρ et ρ′ sont donneés sous forme matricielle par Rs et R′s, ce la signifie qu’il

existe une matrice inversible T associé à τ telle que :

(T.Rs = R′s.T,∀s ∈ G)⇔ (R′s = T.Rs.T
−1,∀s ∈ G)

Remarque 2.2. Comme τ est un isomorphisme linéaire alors V et V ′ sont de

même dimension, en particulier, ρ et ρ′ ont même degré.
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2.3. Sous représentation 2

Exemple 2.2.

Soit G = {s, s2, s3 = e} ' Z�3Z un groupe cyclique d’ordre 3

Soit ρ : G −→ GL(R3) la représentation de G dans R3 définie par ρs(x, y, z) = (y, z, x).

On fixe la base canonique {e1, e2, e3} de R3

on a Rs =


0 1 0

0 0 1

1 0 0

 matrice de ρs et soit τ : R −→ R l’isomorphisme définie par

τ(x, y, z) = (x+ y, x− y, z)

cherchons ρ′ représentation semblable à ρ

R3
ρs

R3

τ

R3

τ

R3

ρ′s

on a ρ′s ◦ τ = τ ◦ ρs
ρ′s(x, y, z) =

(
x+ y

2
+ z,

x− y
2
− z, x+ y

2

)

Rs =


0 1 0

0 0 1

1 0 0

 matrice de ρs

T =


1 1 0

1 1 0

0 0 1

 matrice de τ

R′s =


1
2
−1

2
1

1
2
−1

2
−1

1
2

1
2

0

 matrice de ρ′s

on a bien R′sT = TRs,R′s2T = TRs2 et R′s3T = TRs3 car : R′sT = TRs ⇒ R′s = TRsT
−1

R′s2 = R′s ×R′s = TRT−1 × TRsT
−1 = TRsRsT

−1 = TRs2T


ρ′ est semblable a ρ.

2.3 Sous représentation

• Sous Espace vectoriel stable par une représentation
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2.3. Sous représentation 2

Définition 2.2.

Soit ρ : G → GL(V ) une représentation. Un sous espace vectoriel W de

V est dit stable par ρ si : (∀s ∈ G), ρs(W ) ⊂ W.

• Sous représentation

Définition 2.3.

Soit ρ : G → GL(V ) une représentation, W un sous-espace vectoriel de

V stable par ρ. La restriction ρWs de ρs à W est alors un isomorphisme de W

dans W et l’on a : ρWst = ρWs .ρ
W
t

Ainsi ρW : G → GL(W ) est une représentation linéaire de G dans W, et on

dit ρW est une sous représentation de ρ, on dit aussi que W est une sous

représentation de V.

Exemple 2.3.

1 Soit ρ : G → GL(V ) une représentation linéaire. Le sous-espace nul {0} ⊂ V est

stable par ρ. La représentation associée est la sous représentation nulle.

2 On va utiliser l’exemple 2.1 précédent

Posons W = {(x, y, z)�x+ y + z = 0} est sous espace vectoriel de R3 de dim 2

W = 〈(1, 0,−1), (0, 1,−1)〉 ρs(W ) ⊆ W ∀s ∈ G, donc W est sous-représentation

de dégré 2.

Définition 2.4.

Soit ρ : G → GL(V ) une représentation linéaire de G dans V. Soit V =
r⊕
i=1

Vi

une décomposition de V en somme directe de sous-espaces stables par ρ. On dit

alors que ρ est la somme directe des sous-représentation ρi : G→ GL(Vi) associées

de ρ et on note ρ =
r⊕
i=1

ρi. (avec ρi = ρVi)

L’intérêt des notions précédentes, tient au théorème suivant et à son corollaire,

qui dit en quelque sorte qu’une sous-représentation est toujours un " facteur direct" de la

représentation de départ.
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2.3. Sous représentation 2

Théorèm 2.1. Soit ρ : G→ GL(V ) une représentation linéaire d’un groupe fini G. Soit

W un sous-espace de V stable par ρ. Alors il existe un sous-espace supplémentaire W 0 de

W dans V , qui est stable par ρ.

Preuve:

On commence à choisir un supplémentaire quelconque W ′ de W dans V

donc V = W ⊕ W ′, et on appelle p le projecteur sur W parallèlement à V . Soit g le

cardinal de G, posons :

p0 =
1

g

∑
t∈G

ρtp(ρt)
−1.

(2.1)

On observe que Imp0 ⊂ W ( d’aprés la proposition Imp = W et W stable par ρ ), et si

x ∈ W, alors (ρt)−1(x) ∈ W puisque W stable par ρ, et donc p(ρ−1t (x)) = ρ−1t (x), ce qui

donne :

p0(x) =

(
1

g

∑
t∈G

ρtp(ρt)
−1

)
(x) =

1

g

∑
t∈G

I(x) =
1

g
(g.x) = x.

Il en résulte que p0 est un projecteur de V sur W. Définissons W 0 = ker p0. On observe

qu’on a l’égalité ρsp0 = p0ρs, pour tous s ∈ G. En effet :

ρsp
0ρ−1s =

1

g

∑
t∈G

ρstpρ(st)−1 = p0.

vu que l’application t 7→ st est une bijection de G dans lui-même. On a bienW 0 est stable

par ρ, et c’est bien un supplémentaire de W dans V.

Corollaire 2.1. Pour toute sous-représentation ρW : G → GL(W ) de ρ, il existe une

sous-représentation ρW 0
: G→ GL(W 0) telle que ρ = ρW ⊕ ρW 0

.

Preuve: Il suffit en effet de prendre un supplémentaire W 0 de W stable par ρ grâce au

théorème précédent.
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2.4. Représentation irréductibles 2

2.4 Représentation irréductibles

Définition 2.5. Soit G un groupe fini. Une représentation linéaire ρ : G→ GL(V )

est dite irréductible (ou simple) si V 6= {0} et V n’admet aucun sous-espace stable

par ρ autre que V et {0}.

Remarque 2.3. D’aprés le corollaire 2.1, il est équivalent de dire que la seule

décomposition de ρ en somme directe de sous représentations correspond à la dé-

composition triviale V = V ⊕{0}. Par exemple, toute représentation de degré 1 est

de manière évidente irréductible ( noter par contre que par convention, la représen-

tation V = {0} n’est pas irréductible).

L’intérêt de cette notion réside dans le théorème suivant :

Théorèm 2.2. Soit G un groupe fini. Soit V un C−espace vectoriel de dimension fi-

nie. Alors, toute représentation ρ : G → GL(V ) est somme directe d’un nombre fini de

représentations irréductibles.

Preuve:

On procède par récurrence sur la dimension de V. dimV = 1, toute représentation est

irréductible ( et noter que pour V = {0}, le théorème est encore vrai en prenant la somme

vide). Supposons que dimension V ≥ 2. Si ρ est irréductible, il n’y a rien à démontrer.

Sinon, le corollaire 2.1 assure qu’il existe une décomposition V = V1⊕V2 en somme directe

de sous-espaces stables par ρ et de dimension inférieur à dimension de V. Il suffit alors

d’appliquer l’hypothèses de récurrence aux sous représentations de ρ correspondant à V1

et V2.

Exemple 2.4.

1 On va utiliser l’exemple 2.1 précédent, soit H = {(x, y, z)�x = y = z} il est claire

que H est représentation de dégré 1 à cause de H = 〈(1, 1, 1)〉 donc, elle est sous

représentation de V et aussi on peut dire que H est représentation irréductible parce

que elle est de dégré égale à 1.

18



2.4. Représentation irréductibles 2

2 G = {s, s2, s3 = e} ' Z�ρZ

Soit

ρ : G −→ GL(R2)

s 7−→ ρs

definie par :

ρs(x, y) =

(
xcos

2π

3
− ysin2π

3
, xsin

2π

3
+ ycos

2π

3

)
.

Une représentation de G dans l’espace R2 si W est un sous espace propre de R2.

Alors W est une droite ∃a ∈ R, W = {(x, ax)�x ∈ R, x 6= 0} W est non stable

par ρs ρs(W ) * W.

Théorèm 2.3. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1 G est commutatif.

2 Toutes les représentations irréductibles de G sont de degré 1.

2.4.1 Lemme de Shur

Lemme 2.1. Soit G un groupe fini, soient ρ1 : G → GL(V1) et ρ2 : G → GL(V2)

deux représentation irréductibles de G. Soit f : V1 → V2 une application linéaire

vérifiant, (∀s ∈ G), ρ2s ◦ f = f ◦ ρ1s, Alors :

1 Si f n’est pas bijective ( en particulier si ρ1 et ρ2 ne sont pas isomorphes),

alors f = 0.

2 Si V1 = V2 et ρ1 = ρ2, alors f est une homothétie, c’est à dire :

(∃λ ∈ C)�f = λ.I

Preuve:

♣ Montrons(1)
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2.5. La somme direct de représentation 2

Par contraposée, si f 6= 0, montrons que f est bijective, on a :

f 6= 0 =⇒ Kerf 6= V1. (2.2)

et puisque ρ2s ◦ f = f ◦ ρ1s, alors Kerf stable par ρ1, or Kerf 6= V1 et Kerf stable par ρ1

qui est irréductible ce qui donne Kerf = {0}, ce qui implique que f est injective.

Et de même technique et par irréductibilité de ρ2 on a Imf = V2 donc f est surjective et

par linéarité de f en conclut que f est un isomorphisme.

♣ Montrons(2)

Si V1 = V2 et ρ1 = ρ2. Alors, puisqu’on est dans le corps C, donc (∃λ ∈ C) tel que

λ une valeur propre de l’endomorphisme f, et comme ρ2s ◦ f = f ◦ ρ1s et ρ1 = ρ2 alors

ρ2s ◦ (f − λ.I) = (f − λ.I) ◦ ρ1s, or Ker(f − λ.I) 6= {0} ( car : f admet une valeur propre)

d’où (f − λ.I) n’est pas isomorphisme, et d’aprés 1 ) on en déduit que f − λ.I = 0. c’est

à dire : (∃λ ∈ C)�f = λ.I.

2.5 La somme direct de représentation

Soit ρ : G→ GL(V ) une représentation de G et soient ρ1 : W1 → GL(W1)

ρ2 : W2 → GL(W2) ( ρ1, ρ2 sont les restrection de ρ dans W1,W2 )

on dit que W = W1⊕W2 est somme direct de représentation si V = W1⊕W2 comme des

espace vectoriel et ρ(s)(w1 +w2) = ρ1(s)(w1) + ρ2(s)(w2) pour tout w1 ∈ W1, w2 ∈ W2 et

tout s ∈ G

Exemple 2.5. On va utiliser l’exemple 2.1 précédent, on choisi que V = W ⊕H somme

direct alors on peut dire aussi que V = W ⊕ H est une somme direct de deux sous-

représentation de V. Si W et H sont deux sous-représentations.

2.6 Représentation indécomposable

Soient G un groupe fini, V un espace vectoriel sur un corps K ρ : G −→ GL(V )

une représentation linéaire de G dans V
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2.7. Représentation linéaire ordinare et modulare 2

1 ρ est dite réductible ⇔ ∃W sous espace propre de V, tel que ρs(W ) ⊆ W ∀s ∈ G.

2 ρ est dite décomposable ⇔

• ρ est reductibleρs(W1) ⊆ W1

• V = W1 ⊕W2 et ρ = ρW1 ⊕ ρW2

3 ρ est dite indécomposable si ρ n’est pas décomposable

Définition 2.6. Soit ϕ : G → GL(V ) une représentation de G, Alors cette repré-

sentation est indécomposable et W1 stable par ϕ, si V = W1⊕W2 =⇒ W1 = {0} et

W2 = V ou le contraire.

Proposition 2.1. ρ : G −→ GL(V ) une représentation de G dans V un C − espace

vectoriel
ρ est irrductibles ⇔ ρ est indcomposable.

2.7 Représentation linéaire ordinare et modulare

On peut divise la théorie de représentation de groupes finis en deux partie comme

suivant :

2.7.1 Représentation ordinaire(ou semi simple)

C’est une représentation tel que la caractiristique du corp K c’est 0 ou premier avec

l’ordre de groupe G.

Exemple 2.6.

Soit G = Z�nZ = {0, 1, ..., n− 1} et V = C2 donc la représentation

ρ : Z�nZ −→ GL2(C) ' GL(C2)

1 7−→ ρ(1).

On identifié ρ(s) a la matrice de ρ(s) dans la base canonique.

Alors

ρ(1) =

cos(2πn ) −sin(2π
n
)

sin(
2π

n
) cos(

2π

n
)

 = R1.

On a Carct(C) = 0 donc d’apré la définition cette représentation est ordinaire.
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2.7. Représentation linéaire ordinare et modulare 2

2.7.2 Représentation modulaire(ou non semi semple)

C’est une représentation tel que la caractiristique du corp K divise l’ordre de groupe

G. ( Carct(K) = p et p divise |G| )

Exemple 2.7.

Soit K = Z�2Z = {0, 1} et V = Z�2Z donc la représentation

ρ : Z�2Z −→ GL(Z�2Z)

1 7−→ ρ(1)

Alors

ρ(1) =

−1 0

0 −1

 ,

ρ1+1 = ρ0 =

−1 0

0 −1

−1 0

0 −1

 =

1 0

0 1


On a Carct(Z�2Z) = 2 et ord(G) = 2 donc cette représentation est modulaire Car2

divise2.
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Chaptre 3
Le Caractère d’une représentation et applications

Dans ce chapitre, nous allons voir une généralisation de la notion de caractère

d’un groupe abélien.

3.1 Le caractère d’une représentation linéaire

Définition 3.1. Soit ρ : G → GL(V ) une représentation linéaire d’un groupe fini

G. Le caractère de ρ est la fonction χ : G→ C définie par :

χ(s) = Tr(ρs) pour tout s ∈ G, où Tr désigne la trace.

Remarque 3.1.

On note aussi χρ pour désigner le caractère d’une représentation ρ.

Proposition 3.1. Si χ est le caractère d’une représentation ρ de degré n, Alors on a :

1 χ(e) = n.

2 ∀s ∈ G, χ(s−1) = χ(s).

3 ∀(s, t) ∈ G2, χ(tst−1) = χ(s).

Preuve:
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3.1. Le caractère d’une représentation linéaire 3

♣ Montrons(1)

Puisque dim(V ) = n et ρ(e) = I, alors χ(e) = Tr(I) = n = dim(V ).

♣ Montrons(2)

Soient λ1, ..., λr, des valeurs propres complexes de ρs, xi leurs vecteurs propres asso-

ciés alors :

[G est fini] =⇒ (∀s ∈ G)(∃n ∈ N∗)�sn = e

=⇒ (ρ(s))n = ρ(sn) = ρ(e) = I

=⇒ ρs ◦ ... ◦ ρs︸ ︷︷ ︸
n(fois)

= I

=⇒ ∀i ∈ {1, ..., r}, λni = 1(ρs(xi) = λ.xi, (xi 6= 0))

=⇒ ∀i ∈ {1, ..., r}, |λi| = 1

=⇒ ∀i ∈ {1, ..., r}, (λi)−1 = λi,
(
λi.λi = |λi|2 = 1

)
.

En conclusion :

(∀s ∈ G), χ(s−1) = Tr(ρ−1s ) =
r∑
i=1

(λi)
−1 =

r∑
i=1

λi = χ(s).

(3.1)

♣ Montrons(3)

Le fait que deux matrices semblables ont même trace et puisque :

∀(s, t) ∈ G2; ρtst−1 = (ρt) ◦ ρs ◦ (ρt)−1 (3.2)

Alors :
χ(tst−1) = Tr(ρtst−1) = Tr(ρs) = χ(s). (3.3)
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3.2. Application 3

Exemple 3.1.

Posons G = {e, g} tel que g2 = e et V = C2. définissons les deux applications

ρ, φ : G→ GL2(C) par :

ρe = φe =

1 0

0 1

 ,

ρg =
1

2

−1 1

3 1

 ,

φg =

0 1

1 0

 .

Alors ρ et φ sont deux représentations linéaires.

Soient χρ, χφ les caractères respectivement de ρ et φ, alors on a :

χρ(e) = χφ(e) = Tr(ρe) = 2, χρ(g) = Tr(ρg) = 0, χφ(g) = Tr(φg) = 0.

Vérifions maintenant les trois propriétés de la proposition 3.1.

On a bien χρ(e) = χφ(e) = 2 = dim(V ).

On a ∀g ∈ G, g−1 = g d’où :

χρ(g
−1) = χρ(g).

χφ(g
−1) = χφ(g).

On a ∀(t, g) ∈ G2, gtg−1 = t (car G abélien) d’où :

χρ(gtg
−1) = χρ(t).

χφ(gtg
−1) = χφ(t).

3.2 Application

Application 3.1.

Posons S3 = {f = {1, 2, 3} → {1, 2, 3}�f bijective } le groupe fini d’ordre 3! = 6 et

V = R2
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3.2. Application 3

S3 = {I, δ1, δ2, δ3, δ4, δ5}

I =

1 2 3

1 2 3

 δ1 =

1 2 3

2 1 3


δ2 =

1 2 3

3 2 1

 δ3 =

1 2 3

1 3 2


δ4 =

1 2 3

2 3 1

 δ5 =

1 2 3

3 1 2


• δ22 = δ1 ◦ δ1 = I.

• δ22 = δ23 = I.

• δ34 = δ35 = I.

• δ24 = δ5.

• δ4δ5 = I.

• ◦(δ1) = ◦(δ2) = ◦(δ3) = 2

• ◦(δ4) = ◦(δ5) = 3

On fixe la base {(1, 0), (0, 1)} ϕ : S3 → GL(R2) homomorphisme de groupe

S3 = 〈δ2, δ4〉 = {I, δ2, δ4, δ24, δ2δ4, δ2δ24}. Il suffit de déterminer ϕ(δ2) et ϕ(δ4)

1 ϕ(I) = IR2 ( ϕ hom de groupe)

2 Chercchons f : R2 −→ R2 tel que f◦f = IR2 , ϕ(δ2) = f = ϕδ2 et ◦(ϕδ2) = ◦(δ2) = 2 :

f(1, 0) = (0, 1) = 0(1, 0) + 1(0, 1)

f(0, 1) = (1, 0) = 1(1, 0) + 0(0, 1)

∀(x, y) ∈ R2(x, y) = x(1, 0) + y(0, 1)

f(x, y) = x(f(1, 0)) + y(f(0, 1))

= x(0, 1) + y(1, 0)

= (0, x) + (y, 0)

f(x, y) = (y, x) Źou f ≡ ϕδ2

(f ◦ f)(x) = f(f(x, y)) = f(y, x) = (x, y) f ◦ f = IR2 Rδ2 la matrice de ϕδ2

Rδ2 =

0 1

1 0

 ,

0 1

1 0

0 1

1 0

 =

1 0

0 1

 ◦ (Rδ2) = ◦(δ2) = 2.
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3.2. Application 3

donc ϕ(δ1) =

0 1

1 0


3 Cherchons h : R2 −→ R2 tel que h ◦ h ◦ h = IR2

ϕ(δ4) = h = ϕδ4 et ◦(ϕδ4) = ◦(δ4) = 3.

h(1, 0) =

(
cos

2π

3
, sin

2π

3

)
h(0, 1) =

(
−sin2π

3
, cos

2π

3

)

∀(x, y) ∈ R2(x, y) = x(1, 0) + y(0, 1)

h(x, y) = x(h(1, 0)) + y(h(0, 1))

= x

(
cos

2π

3
, sin

2π

3

)
+ y

(
−sin2π

3
, cos

2π

3

)
h(x, y) =

(
xcos2π

3
− ycos2π

4
, xsin2π

3
+ ycos2π

3

)
donc ϕ(δ4) =

cos2π3 −sin2π
3

sin
2π

3
cos

2π

3

 = Rδ4

la matrice de h = ϕδ4

ϕ2
δ4
=

cos2π3 −sin2π
3

sin
2π

3
cos

2π

3


cos2π3 −sin2π

3

sin
2π

3
cos

2π

3


=

cos4π3 −sin4π
3

sin
4π

3
cos

4π

3


ϕ3
δ4
=

1 0

0 1

 ; ◦(ϕδ4) = 3 et ϕδ1 × ϕδ4 × ϕδ2 × ϕδ4 = I

donc S3 ' 〈ϕδ2 , ϕδ4〉 ⊆ GL2(R)

• Le caractère :

χ(I) = 2

χ(δ2) = 0

χ(δ4) = cos
2π

3
+ cos

2π

3
= 2cos

2π

3

Application 3.2.

Représentation linéaire de (R,+) dans R2 :

Soient le groupe (R,+) et V = R2,

ϕ : (R,+)→ GL2(R) ' GL(R2)

α 7→ ϕα
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3.2. Application 3

donc :

ϕα(1, 0) = (cosα, sinα)

ϕα(0, 1) = (−sinα, cosα)

donc ϕα =

cos(α) −sin(α)
sin(α) cos(α)


• Le caractère : χ(α) = cosα + cosα

Application 3.3.

Représentation linéaire du groupe de quaternions (Q8, ·) dans C2 :

Soient le groupe Q8 = {±1± i,±j,±k} et V = C2

ϕ : Q −→ G2(C) ' G(C2)

1 7−→ ϕ1

i 7−→ ϕi

j 7−→ ϕj

k 7−→ ϕk

I ϕ(1) = I

I ϕ(i) =

i 0

0 −i


I ϕ(j) =

0 −1

1 0


I ϕ(k) =

0 i

i 0

 .

On a ij = k donc ϕk = ϕij = ϕiϕj, i2 = j2 = k2 = −I

• Le caractère :

χ(1) = 2, χ(i) = 0, χ(j) = 0, χ(k) = 0.

Application 3.4.

La représentation du groupe deadral Dn tel que |Dn| = 2n, on defini ϕa isomorphisme

de C2 dans C2 tel que ◦(ϕa) = 2 :

ϕ : Dn → GL2(C) ' GL(C2)

a 7→ ϕa
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3.2. Application 3

ϕa(1, 0) = (1, 0)

ϕa(0, 1) = (0,−1)

ϕa =

1 0

0 −1

 .

On defini ϕb isomorphisme de C2 dans C2 tel que ◦(ϕb) = n :

ϕ : Dn −→ GL2(C) ' GL(C2)

b 7−→ ϕb

ϕb =

cos2πn −sin2π
n

sin2π
n

cos2π
n


ϕaϕbϕaϕb = I

Dn ' 〈ϕa, ϕb.〉

• Le caractère :

χ(a) = 0,

χ(b) = cos
2π

n
+ cos

2π

n
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Résumé

Le but de ce travail est de se familiariser avec la théorie des représentations et celles
des caractères. Ces concepts participent fortement à la resolution des problèmes scientifiques
dans plusieurs domaines tel que la chimie quantique, la physique ainsi que les mathématiques.
Mots clés : Groupe - représentation linéaire - espace vectoriel - homomorphisme
caractère - le groupe linéaire d’un espace vectoriel.
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Abstract

The goal of this work is to become familiar with the theory of representations and those
of characters. These concepts strongly participate in the resolution of scientific problems in
several fields such as quantum chemistry, physics and mathematics.
Key words : Group - linear representation - vector spaces - character
homomorphism - the linear group of a vector space.
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