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Notations

R : I’ensemble des nombres réels.

e (M,d) : espace métrique.

e d(.,.) : application de distance.

e (([a,b]) : Iespace des fonctions continues.

e () : un ensemble ouvert borné.

o Q=0+ 09 : cest la fermeture de .

e U : un ensemble ouvert.

° 6K(., .) : Pespace des fonction & valeurs dans R, K fois différentiable dans €.
e deg : degré topologique.

e degp : degré topologique de Brouwer.

e degrs : degré topologique de Leray-Schauder.
e B : la boule unité fermée.

e /m : image d'une application.

e Ker : noyau.

e P () : deux projections continues.

@ : la somme direct.



L : Vopérateur de Fredholm.
dom : domaine.

ind : indice.

dim : dimension.

codim : codimension.

coker : conoyau.

K, : I'opérateur linéaire.

N : L-compact sur Q.
I|-||co= mazx]|.|.

W31 : espace de Sobolev.

«, 3,7 : fonctions € L'[0,1].



Introduction

Dans ce mémoire, on étude I’existence de quelque problémes aux limites en résonance,

qu’ écrit sous la forme :
Deut) = f(tu(t), (1)), avee t € (0,1),
avec conditions non local suivente :

Dgy*u(0) = 0,7u(§) = u(1),

oul<a<2,0<¢é<1etnée ! =1. Pour trouver 'existence de quelque problémes, on
utilise la théorie de degré coincidence de Mawhin.

Les monographies [10, 20, 21, 22| sont couramment citées pour la théorie du fractionnement
dérivés et intégrales et applications aux équations différentielles d’ordre fractionnaire. Des
contributions a la théorie des problémes de valeurs initiales et aux limites pour les équations
différentielles non linéaires d’ordre fractionnaire ont été apportées par plusieurs auteurs y
compris une monographie récente [13| et les articles 1, 2, 9, 15, 24|. Bien qu’une application
de la théorie du degré de coincidence a un probléme d’ordre fractionnaire ne soit pas connue
pour 'auteur, on peut rendre compte de plusieurs résultats qui ont été consacrés a la fois aux
développements théoriques |5, 17, 19] et aux applications [23| & différents types de frontiéres
et les problémes de valeur initiale. Un large éventail de scénarios de problémes résonnants
ont été étudiées dans le cadre des équations différentielles et différentielles ordinaires [17]
(plus généralement, équations dynamiques sur des échelles de temps [3, 11]) sur borné et
illimité [12] domaines avec des conditions aux limites périodiques [18], non locales [4, 6, 7,

8, 23| ainsi que problémes de valeur limite avec impulsions [14].



Chapitre 1

Rappels et notions fondamentales

Le but de ce chapitre est ’étude de quelques théorémes du point fixe. On commencera
par le plus simple et le plus connu d’entre eux : le théoréme du point fixe de Banach pour les
applications contractantes. On verra ensuite le théoréme du point fixe de Brouwer (valable
en dimension finie) puis le théoréme du point fixe de Schauder (qui est la “généralisation”

en dimension infinie) Enfin nous abordons le théoréme du point fixe de Krasnoselskii.

1.1 Théoréme du point fixe

Dans cette section, nous présentons quelque théories et caractéristiques du poit fixe de
Banach, et aussi point fixe pour "application ne soit pas une contraction sur tout l’espace

métrique, avec etudier les principes de continuité.

1.1.1 Théoréme du point fixe de Banach

Le théoréme du point fixe de Banach (connu aussi sous le nom le théoréme de 'appli-
cation contractante) est un théoréme simple a prouver, qui garantit I’existence d’un unique
point fixe pour toute application contractante, s’applique aux espaces complets et qui pos-
séde de nombreuses applications. Ces applications incluent les théoréemes d’existence de
solution pour les équations différentielles ou les équations intégrales et I’étude de la conver-

gence de certaines méthodes numériques.

Définition 1 (Point fize) Soit T : X — X une application . On appelle point five tout
point v € X tel que T(x) = x.



Définition 2 (L’application lipschitzienne) Soit (M,d) un espace métrique complet et
Uapplication T : M — M, on dit que T est une application Lipschitzienne s’il existe une

constante positive k > 0 telle que l'on ait, pour tout couple d’éléments x,y de M, l'inégalité :

d(T(x), T(y)) < k(d(x,y)), Yo,y € M (1.1)

Si k <1, Uapplication T est appelée non expansive.

Si k < 1, Uapplication T est appelée contraction.

Théoréme 3 [27] (Théoréme du point fire de Banach(1922)) Soit (M,d) un espace
métrique complet et soit T : M — M wune application contractante avec la constante de
contraction k, alors T a un unique point fivre x € M. De plus on a :

Sixzg € M et x, =T(rp_1)lim, oz, =12 et
d(xp, ) < E"(1 — k)" rd(x1, 20) n>1, (1.2)
x €tant le point fize de T .

Preuve.

(1) Nous montrons d’abord 1'unicité :

On suppose que il existe z,y € M avec x = T'(x) et y = T'(y) alors

d(z,y) = d(T(x), T(y) < kd(z,y).

Puisque 0 < k£ < 1 alors la dernier inégalité implique que d(x,y) = 0 = = = y, alors
Az € M tel que T'(z) = z.

(2)Pour montrer I'existence :

sélectionnez x € M. Nous montrons d’abord que z,, est un suite de cauchy.

Remarquez pour n € {0,1,...}
(T, Try1) = A(T(20-1), T(20)) < kd(zn-1,2,) < K2d(Tp_0,Tp1) < ceee < k"d(xo, 1)
Sim>noune€{0,1,..}
(@, Tm) < d(Tpy Tpyr) + d(Tps1, Traa) + e + (Tm-1,Tm)
< k"d(wg, 1) + K" (w0, 11) 4 oo+ K" (20, 71)
< kd(zo, 1) [L+k+ K+ ... ]

n

<
—1-k

d(x(]? ‘rl)



Pour m > n,n € {0,1,...} on a
n

1—k

d(zp, ) < d(xg, 1) (1.3)

alors x,, est une suite de Cauchy dans I’espace complet X en suite alors il existe x € M avec

lm z,==x
n—-+o0o

De plus par la continuité de T

Donc x est un point fixe de T.
Finalement, m — oo in (|1.3), on obtient

n

1—k

d(xp,,x) < d(xo, 1)

z+sin(z)
3

contraction avec 0 < k =2 <1, et admet comme point fize v = 0 et im{T™(z)}>2, =0 .

Exemple 4 Considérons l'application T : R — R défini par T'(x) = , alors T une

Remarque : Les conditions du cette théoréme sont nécessaires, consdérons les exemples

suivants .

Exemple 5 (Condition de fermeture) T :]0,1] —]0,1] , T'(x) = £, est contractante
et vérifie T(]0,1]) C]0, 1] mais n’admet pas de point fize. Le probléme est que 0, 1] n’est pas

fermé : limx,, = 0 n’est pas contenue dans ]0,1] .

Exemple 6 T :[0,1] — R, T'(x) = §+2, est contractante mais n’admet pas de point fize.
Le probleme est que T([0,1]) € [0,1] et on ne peut pas itérer : xg = 0, 1 = 1, 9 = 1.5,
mais x3 n'est pas défina.

Exemple 7 (Condition de contraction) T :R — R , T(x) = © + - vérifie |T(x) —
T(y)| < |z —y| pour tout x # y, mais n’admet pas de point fixe. Le probléme est que T' n’est

pas contractante, et pour tout ro € R on obtient x,, — +00.



1.1.2 Théorémes du point fixe pour P'application ne soit pas une
contraction sur tout I’espace métrique

Soit (M,d) un espace métrique complet, les fonctions définie seulement sur un sous-
ensemble de M n’aura pas forcément un point fixe. Des conditions supplémentaires seront

nécessaires, Pour assurer cela.

Théoréme 8 Soient K un ensemble fermé dans M et T : K —> M wune k-contraction.

Supposons qu’il existe xo € K et r > 0 tel que
B(zg,r) C K et d(zo, T(x)) < (1 —k)r

alors T a un unique point five x* € B(x,T).

Théoréme 9 Soit (M,d) un espace métrique complet, T : M — M wune application
Lipschitzienne (pas nécessairement une contraction) mais l'une de ces itérées TP est une

contraction, alors T a un seul point fize z* € M.

Preuve. comme T? est une contraction, il en resulte du théoréme |8 que 77 a un unique
point fixe, donc z* = TPz*. Alors TP(T'(x*)) = T'(TP(x*)) = T(z*), alors T'(x*) est un point
fixe de TP . Mais TP admet un unique point fixe, d’ou 7'(z*) = z*. Donc T a un unique

point fixe (z*), et il est unique car tout point fixe de T" est également point fixe de 77 m

1.1.3 Principes de continuation

une autre fagon d’obtenir I'existence de point fixe pour une application non définie
sur tout l’espace s’obtient via un processus de continuation. Celui-ici consiste a déformer
notre application en une autre plus simple pour laquelle nous connaissons 'existence d'un
point fixe. Il va sans dire que cette déformation connue sous le nom devra vérifier certaines

condition voir [25].

Définition 10 (les application homotopes) Soient X et Y deux espaces topologiques.
Deux applications continues f,g: X — Y sont dites homotopes lorsqu’il existe une appli-
cation continue

H:Xx[0,1] —Y
telle que : H(x,0) = f(x) et H(x,1) = g(x). On note f ~ g.

6



Remarque : En d’autres termes, pour cette définition , il existe une famille d’applications
de X dans Y, a savoir x — H(x,t) pour 0 <t < 1, qui part de f pour arriver a g, et varie

continument.

Exemple 11 Soit f : R" — R"™ lapplication constante f(x) =0, et g : R" — R" Uappli-

cation g(x) = x. Montrons que f et g sont homotopes. 1l suffit de prendre :

H:R"x[0,1] - R"
H(x,t) =tx.
Alors H(z,0) = 0x 2 =0= f(x) et H(z,1) = 2% 1 = g(x).

X

Exemple 12 Soit X =Y = R"— {0}, on consideére cette fois, f(x) = el
T

et g(x) =x. On

voit que f et g sont homotopes en prenant :
H: (R"—{0}) x [0,1] — R" — {0}

tel que : H(z,t) = (1 —t)i(x) + tp(x), on a

H(ac,O):(l—O)xx—l—OXHx—”:x
x
et
x x
Hzxz,)=(1-1)xz+1X — = —
el [l

T

alors H(x,t) = (1 —t)z +1t et H(z,0) = g(z) et H(z,1) = f(z).

]

Définition 13 (Equivalence d’homotopie) Soit f : X — Y une application continue.
On dit que f est une équivalence d’homotopie lorsqu’il existe g : Y — X telle que gof = idx
et fog=1id,. On dit que X et Y sont du méme type d’homotopie, et on note X ~Y .

Exemple 14 Soit X = R" — {0} et Y = S", on prend alors f : X — Y définie par
flx)==a/||z|, et g: Y — X Uinclusion. Alors fog=idy , et l’exemple montre que
go f ~idx. Donc R" — {0} a le méme type d’homotopie que la sphére S

Soit (X,d) un espace métrique complet, et U un sous ensemble ouvert de X.



Définition 15 (Les propriétés d’homotopie) on considére F : U — X et G : U —
deux contractions, on dit que F et G sont homotopes s’il existe H : U x [0, 1] — X wvérifiant

les propriétés suivantes :
(1) H(.,0) =G et H(.,1) = F.
(2) H(z,t) # x pour tout x € OU et t € [0, 1].
(3) Il existe o € [0, 1) tel que d(H (z,t); H(y,t) < ad(x,y) pour tout z,y € U, et t € [0,1].
(4) Il existe M > 0 tel que d(H(z,t), H(x,s) < M|t — s| pour tout v € U,et t,s € [0,1].

Théoréme 16 Soit F : U — X et G : U — X deux applications homotopiquement

con-tractives et G a un point fixe dans U. Alors, F admet un point fize dans U.

Preuve. On pose l'ensemble @ = {\ € [0,1] : x = H(x,\)} pour certain x € U et H est
une homotopie entre F et G a décrite dans la définition Notons que Q est non vide
puisque G a un point fixe et que 0 € Q.

On montre que Q est a la fois ouvert et fermé dans [0,1] alors montre Q = [0,1]. Par
conséquent F a un point fixe.

(i) montrons que Q est un ensemble fermé dans [0,1] :

soit { A, }nen une suite dans Q telle que lim,_,., A\, = A, alors, nous devons montrer que
A € Q. Comme A\, € Q pour n = 1,2...., il existe x,, € U ou x,, = H(x,, n). On a pour
n,me {1,2,....}

d(xp, Tpm) = d(H (2, A\p) H (T, Am)
< d(H(xpy M) H (X Am)) + d(H (20, M)y H(@my An)
< M|, — Ap|+ad(z,,, )
Alors,
d(x, ) < %Mn — Am|

Donc {z,}est une suite de Cauchy de X(car {\,}’est aussi) et, puisque X est complet, il
existe x € U telle que lim,__,oo 2, = .

Par la continuité de H,

x= lim z, =lim, oH(x,, An) = H(x,\)
n—-m:o0



Donc A € @ et Q est fermé dans [0, 1].

(ii )montrons que Q est un ensemble ouvert dans [0,1] :

Soit \g € @, Alors il existe xg € U avec xg = H(xg, Ag). Puisque, par hypotheése, xq € U,
nous pouvons trouver r > 0 tel que la boule ouverte B(zg,7) = {z € X : (z,z9) <7} CU.
Choisissons € > 0 tel que € < % ou r < dist(xg, 0U), et dist((xg,0U)) = inf{(xg,x) :
x € OU}. Fixons A € (A\g — €, A\g + €). alors, pour xy € B(z,7)

d(xg, H(z,\)) < d(H (0, \o)H (2, X)) + d(H (z, No), H(x, \)
< ad(zg, x) + M|X, Ao

<ar+(l—a)r=r

Alors pour tout A € (Ao — €, A\g + €) fixé

H(.,\) : B(zg,7) — B(xo,71)

Par le théoreme (3)), (8), on déduit que H(.,A) un point fixe dans U. Alors, A € Q pour
tout A € (A\g — €, \g + €).Et parconséquent Q est ouvert dans [0, 1] .
Donc Q=[0, 1]. =

Remarque :Du théoréme précédent, nous déduisons le résultat suivant.

Théoréme 17 [25] (Alternative non-linéaire de Leray-Schauder) Soit U C E un
ensemble ouvert d’un espace de Banach E tel que 0 € U, et soit F : U — E une contraction

telle que F(U) soit bornée. Alors un des deux énoncés suivant est vérifié :
(a) F a un point five dans (U).
(b) il existe A € (0,1) et x € OU tels que x = A\F(z).

Preuve. Supposons que (b) n’est pas vérifié et que F n’a pas de point fixe sur OU c’est a
dire x # AF(x) pour tout = € 9U et A € [0, 1].

Soit H : U x [0,1] — E donnée par H(z,\) = AF(z), et soit G l'application nulle
(G(x)=0).

Notons que G a un point fixe dans U (a savoir (G(0) = 0) et que F et G sont deux
applications homotopiquement contractives. Par le théoréme F a également un point

fixe et donc I’ennoncé (a) est vérific. m



1.2 Degré topologique

Dans cette section, nous donnons un bref apercu de la notion du degré topologique
que ce soit en dimension finie ou infinie. Le degré, deg(f,$2,y) de f dans Q par rapport a y
donne une information sur le nombre de solutions de ’équation f(z) = y dans un ensemble
ouvert  C X, ou f: X — X est continue, y ¢ f(092) et X est un espace topologique
métrique la plupart du temps. Voir [28] [29] [31] [32].

1.2.1 Degré topologique de Brouwer

Soit {2 un ouvert borné et de R" de frontiere OS2 et de fermeture ﬁ.@k(Q, R™) 'espace
des fonctions a valeur dans R™, k fois différentiables dans © qul sont continues sur €. Cet

espace sera muni de sa topologie usuelle.

Définition 18 (Jacobien) Soit xo € €, si f est différentiable en xo, on note par Jp(xy) =
detf'(xo) le Jacobien de f en xy.

Définition 19 (Le point critique) Soit f une fonction de classe C* sur Q. Notons par
J¢(xo) le Jacobien de f en un point xy de Q2 .Le point xq est dit point critique si J¢(xo) = 0.

sinon, xo est dite point régulier.
On pose S;(Q2) Pensemble des points critiques. C’est a dire :
S5() = {x € Q, Jy(x) = 0}
Définition 20 (Valeur réguliére) Considérons y un élément dans R™ est dit valeur ré-
guliere de f si f~(y) N Sp(Q2) = 0. Sinon, y est dit valeur singuliere.
Définition 21 (Degré topologique) Soit f € Ul(Q,]R") et y € R"\f(0N) une valeur

réguliere de f. On appelle degré topologique de f dans 2 par rapport a y le nombre entier

deg(f,Q,y) = Z Sgn J¢(z

zef~1(y)

ou Sgn Jf(x) Représente le signe de J(x), défini par
1 2’
sgn(t) = { e

-1 st t<0

Avec l'ajout de ces deux notes

10



1) si f~Yy) = 0,deg(f,Q,y) = 0.

2) f~X(y) contient un nombre fini d’éléments

Dans le cas ou f~1(y) N S;(Q) # 0, Nous passons a le lemme suivant :

Lemme 1 (Lemme de Sard) Soit une fonction f € C*(Q,R"™). Alors l’ensemble f(Sy)

des valeurs critiques de f est de mesure nulle.

Nous verrons maintenant qu’on peut étendre la notion de degré au cas ou la fonction

f est est seulement continue.

Définition 22 Soient Q C R™ un ouvert borné, f € C(Q,R") ety € R™ tel que y ¢ f(99).
On définit le degré topologique de f dans 2 par rapport y par

deg(f, 2, y) = [lim deg(fn, 2, y)]

ol { frulnen= est une suite de fonction C1(Q,R™) qui converge uniformément vers f dans

Q.

Théoréme 23 [28/(Quelques propriétés importantes du degré topologique de Brou-
wer) Soit Q C R™ un ouvert borné, et posons A(Q) = {f € C(Q,R") :y & f(0Q))} .L ap-
plication deg(f,Q,y) : A(Q) — Z satisfait les propriés suivantes

1. (Normalisation) deg(I; 0, y) =1 siy € Q et deg(IQ,y) =0 siy € R"\Q ou I désigne

Uapplication identité sur Q.
2. (Solvabilité) Si deg(f,Q,y) # 0, alors f(x) =y admet au moins une solution dans §).

3. (Invariance par homotopie) Pour tout h : [0,1] x Q — R™ et tout y : [0,1] — R™ continues
telles que y(t) & h(t,0) pour tout t € [0,1], deg(h(t,.),Q2,y(t)) est indépendant de t.

4 .( Additivité) Supposons que Qq et o sont deuz sous-ensembles disjoints et ouverts de )

ety & FIAON(UJQ)) . Alors

deg(f,Q,y) = deg(f, Q. y) + deg(f,Qs,y)

5.deg(f,Q,y) est constant sur toute composante connexe de R™\ f(0f2)

11



6d€g(f7 Qa y) - d@g(f - Y, Qa O)
7. Soit g : Q — F,, une application continue ot F,, est un sous espace de R, dimF,, = m,

1 <m <n : Supposons que y est tel que y ¢ (I — g)0S2 . Alors

d@g(f, Qa y) = deg(<[ - g)ﬁﬂFma aQn Fm7 y)

Remarque 24 Dans le but de démontrer [’existence de solutions d’équations non linéaires
dans R™, la proprié (2) du théoréme ci dessus est souvent complétée par la propriété d’in-
variance par homotopie du degré. L intérét principal de cette notion réside dans le fait que

st deux applications sont homotopes, elles ont le méme degré.
Exemple 25 Soit Q = (—1;1) et considérons
h:(t;z) €[0,1] x Q= h(t,z) = (1 —t)x +t(z* + 1)e”

Alors,

1. h est continue sur [0;1] x €.

2.0(0;2) = (1= 0)z + 0% (22 + 1)e* =z = I(x).

3. h(Liz)=(1—1)x+1x(2®+1)e” = (2% + 1)e” = f(x).

4. Pour tout t € [0;1] , les fonction I et f sont homotopes , Donc deg(f,(—1,1),0) =
deg(I,(—1,1),0) = 1.

1.2.2 Degré topologique de Leray-Schauder

Soient X un espace vectoriel normé de dimension infinie, 2 C X un ensemble ouvert
et borné, f : Q — X une fonction continue et y € X tel que y ¢ f(99Q) .Dans la section
précédente, nous avons vu qu’en dimension finie, C'(€2, X) est une classe convenable de
fonctions pour laquelle il existe une unique fonction degré, le degré de Brouwer, satisfaisant
les propriétés 1,2 et 3 du théoréme . Malheureusement, en dimention infinie, C(2, X) ne
I’est pas. En effet, un exemple du a Leray montre qu’il faut restreindre la classe des fonc-
tions pour laquelle il y a existence et unicité d’une fonction degré de Leray-Schauder, a un

ensemble strictement contenu dans C(§, X).
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Définition 26 [31] Soient X un espace de Banach et Q une partie fermé de X. SiT : Q —
X est un opérateur continu, on dit que T est compact si pour toute partie bornée B de (2,

T(B) est relativement compact dans X .

Remarque 27 On notera en particulier que st T est compact, alors T est borné sur les

parties bornées de X.

Définition 28 Soient X un espace de Banach et 2 une partie de X . On dit que l'application
T :Q — X estderang fini si dim(Im(T)) < oo, autrement dit, si Im(T') est un sous-espace

de dimension finie de X.

Lemme 2 Soient X un espace de Banach, Q C X. Un ouvert borné et T : Q — X une
application compacte. Alors, pour tout € > 0, il existe un espace de dimension fini noté F

et une application continue T, : Q — F telle que
|T.x —Tx|| <e V x€Q.

Définition 29 Soient X un espace de Banach , Q C X. Un ouvert borné et T : Q) — X
une application compacte. Supposons maintenant que 0 & (I — T)(0N2). Il existe ¢g > 0 tel
que pour € € (0,¢€y), le degré de Brouwer deg(I — T.,Q2N F,,0) est bien défini comme dans

le lemme[11]. Par conséquent , nous définissons le degré de Leray-Schauder par
deg(I —T,9Q,0) =deg(I —T.,QN F,,0).

Cette définition ne dépend que de T' et de Q. Si Y € X est tel que y ¢ (I —T)(09), le
degré de I — T dans €2 par rapport a y est défini comme étant

d@g([ - T797y> - d@g([ -T- y7970>

Théoréme 30 [28/(Quelques propriétés importantes du degré topologique de Leray-
Schauder ) Soit X un espace de Banach et
A={(I-T,90),Q un owert borné de X,T:Q — X compacte ,0¢ (I —T)(0Q)}
alors, il existe une unique application deg(f,Q,y) : A — 7Z appelé le degré topologique
de Leray-Schauder telle que :
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1. (Normalité) Si 0 € Q alors deg(1,$2,0) = 1.
2. (Solvabilité) Si deg(I — T,9,0) # 0, alors exists x € Q tel que (I —T)x = 0.

3. (Invariance par homotopie) Soit H : [0,1]Q une homotopie compacte, telle que 0 ¢
(I — H(t,.)(0). Alors deg(I — H(t,.),8,0) ne dépend de t € [0, 1].

4. (Additivité) Soient 0y et Qo deuz sous-ensembles disjoints ouverts de € et
0¢ (I=T)(Q\ (2 UQ)).

Alors,
deg(I —T,9Q,0) =deg(I —T,,0) + deg(I —T,€,0).

Remarque 31 Le degré de Leray-Schauder conserve toutes les propriétés de base du degré

de Brower.

Comme conséquence de cette notion du degré nous allons prouver quelques théorémes

de points fixe topologiques en particulier I’alternative non linéaire de Leray-Schauder.

1.3 Théoréme du point fixe topologiques

Théoréme 32 (Brouwer) Soit B la boule unité fermée de R™ et f : B — B continue.

Alors f a un point five : il existe x € B tel que f(x) = x.

Preuve. S’il existe un x € dB, alors il n’y a rien a prouver. Sinon considérons I'application
continue h(t,xz) = x —tf(x). Alors,

h(0,z) =x—0x f(x) =z et h(l,2) = z— 1% f(x) = x— f(z). Si on suppose que h(t,zy) = 0
comme xy € 0B, alors on obtient zq = tf(xg) ce qui implique comme 0 < ¢t < 1, que

f(zo) € OB, contradiction. Comme est une homotopie admissible entre I — f et I. Donc
deg(I — f,9,0) = deg(1,9,0) = 1.
En conclusion, 3z € B, tel que z —tf(z) =01ie. f(z)=2. m

Théoréme 33 (Schauder) Soit B la boule unité fermée d’un Banach E et f : B — B

compacte. Alors f a un point five : il existe x € B tel que f(x) = x.

14



Preuve. Soit h(t,r) = tf(z) fonction compacte sur [0,1] x B. Si, pour ¢t € [0,1] et un
x € 0B,onax — h(t,z) =0, alors tf(xz) = x comme |z| = 1 et |f(z)| < 1, ceci impose
t =1et z = f(r) donc un point fixe sur dB situation que l'on a exclue. On peut donc

appliquer les propriétés de normalisation et d’invariance par homotopie du degré donne
1= deg(I,B,O) = deg(] - f7B70)
puisque h(0,.) =0 et h(1,0) = f donc 'existence d'un point fixe . m

Théoréme 34 [206] (Alternative non-linéaire de Leray-Schauder) Soit Q C X un
sous ensemble ouvert borné d’un espace de Banach X tel que 0 € Q, et soit T : Q — X un

opérateur compact. Alors un des deux énoncés suivants vérifié :
(1) T a un point fize dans Q.
(2) il existe X\ > 1 et x € 0N tels que Tx = Ax.

Preuve. Si (2) est vraie alors on a rien a prouver. Sinon, on définit I’homotopie
H(t,z) =tTx Y tel01].

Ainsi défini H (¢, z) est compacte, H(0,z) = 0 et H(1,z) = Tz. Supposons que H (¢, xy) = xq
pour un certain t € [0,1] et g € 0Q. Alors on a tTxg = xo. Sit =0out=1ona (1)7
Sinon

Txy = T%o  pour un certain t € (0,1),

et alors on a (2). Sinon, on a deg(I — T,2,0) = deg(I,€2,0) = 1 et alors 7" a un point fixe

dans €). =

Théoréme 35 (Brouwer) Soit M une partie convexe, compacte et non vide d’un espace
normé de dimension finie (X, |.||) et soit A : M — M une application continue, alors A

admet un point fize .

Théoréme 36 (Schauder) Soit M une partie bornée, fermée, convexe et non vide d’un

espace de Banach X et soit A: M — M wune application compacte, alors A admet un point

fize.
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Théoréme 37 (Krasnoselskii) Soit X un espace de Banach et M un ensemble non vide
de X fermé, borné et convezxe. U, V sont deuzr applications de M dans X telles que :
U est une contraction (de constante k) et V est compacte et continue. Ux + Vy € M

Ve,y € M, Alors il existe v € M tel que Ux + V= x.

Maintenant Considérons X = C([a, b]) muni de la norme ||u|| = @?<xl7|u(t)|, avec —00 < a <
a\ ~

b < +00.S1 M est un sous ensemble de X .

Définition 38 (Ensemble borné) M est borné, alors

lu|| <7, Yue M etr >0 un nombre fizé.
Définition 39 (Ensemble équicontinu) M est équicontinu, alors
Ve>0,30 >0, tq [t1 —ta] <9 et Yue M = |u(ty) —u(tz)| <e.

Théoréme 40 (Ascoli-Arzela) si M est borné et équicontinu alors M est relativement

compact.

Théoréme 41 Soient Q un ouvert de R™ et (f,)nen une suite de LP(QY) telle que
1. fo(x) — f(z) presque partout sur Q.

2. |fu(2z)| < g(x) presque partout sur 2, ¥n avec g € LP(§2). Alors,

ferr() et |[fu— fllzr — 0.

1.4 OQOutils de base

on donne quelques définitions et propriétés que nous utiliserons dans la suite de ce travail.

1.4.1 Fonctions utiles

La fonction Gamma :

La fonction Gamma (ou fonction d’Euler de deuxiéme espéce) est fonction qui prolonge la

factorielle aux valeurs réelles.
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Définition 42 Soit x € R}, la fonction Gamma est donnée par :

+oo
[(x) = / e dt
0

(cette intégrale convergente pour tout x >0 ).

En intégrant par parties, on peut voir que
[(x+1) =al'(z),Vz >0
En particulier
I'(n+1)=n!,Vn e N*
La fonction Béta :
Définition 43 [/
Soit x,y > 0, la fonction Béta (ou fonction d’Euler de premier espéce) est définit par :
1
By = [ - ar
0

La fonction Béta est reliée aux fonctions Gamma par la relation suivante

Ve >0,y >0, onaf(z,y) = %,
1.5 L’intégrale fractionnaire sur un intervalle [a,b]

Soit f une fonction continue sur 'intervalle [a, b]. On considére l'intervalle

10§ (z) /f
I f(x) /dt/f

En permutant I'ordre d’intégration, on obtient
191(@) = [ (-0

plus généralement le n™™¢ itéré de I'opérateur I peut s’écrire

" f(a / da:l/ d.. / Flan)dn = (n_ll)!/ax(x—t)(”—l)f(t)dt (1.4)
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Pour tout entier n.

Cette formule est appelée formule de Cauchy et depuis la généralisation du factoriel par la
fonction Gamma : (n — 1)! = I'(n), Riémann rendu compte que la second membre de (|1.4))
pourrait avoir un sens méme quand n prenant une valeur non entiére, il était naturel de

définir I'intégration fractionnaire comme suite :

Définition 44 si f € Cla,b], € Ry lintégrale
1 x
I% f(x) = —/ (z — t) @V f(t)dt telle que a €] — 0o, +00]
I() Ja
est appelée intégrale fractionnaire (d gauche) de Riemann-Liouville d’ordre c.

LY f(x) = ﬁ /bx(ac — 1)@V f(t)dt tel que b €] — oo, 400

est appelée intégrale fractionnaire (d droite) de Riemann-Liouville d’ordre «.

Cas particulier :
I, f(z) = f(z) (e I% est Vopérateur identité)

Théoréme 45 Pour f € Cla,b| integrale fractionnaire de Riemann-Liouville posséde la

propriété de semi-groupe :
S8 f @) =157 f(z), 0. 8> 0

Preuve. la preuve découle directement de la définition

- 1 @ 1 * f(u)
S0 = e, e, T

Or f € Cla,b],d’aprés le théoréme de Fubini on et par le changement ¢ = u + s(z — u) on

obtient

Sl = o [ = 145 (o

Ou B(a, B) désigne la fonction Beta. m
Exemple 46 On a f(t) = (t —a)™.

A laide de changement de variable T = a + z(t — a)on trouve :

I“(t—a)™ = T(a) / (t — 7)1 —a)™dr
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——1 a)t™B(m «Q
_ _PmtD)  pasm
_F(a+m+1)<t )

pour a =05, m=1eta=0, on aura

0.5 _ F(Q) 1.5 \/t—3
! <t>_r(2.5)t - T(2.5)

1.6 La dérivation fractionnaire

Nous donnons quelques définitions des dérivés fractionnaires.

1.6.1 Deérivées fractionnaire au sens de Grunwald-letnikov

L’idée de cette approche est de généraliser la définition classique de la dérivation entiére
d’une fonction a des ordres de dérivée arbitraires, donc on peut exprimer la dérivée d’ordre
entierp (si p est positif ) et I'intégrale répétée (—p) fois (si p est négatif ) d’une fonction f

par la formule suivante

DY£(1) = S (~ 1) ()~ kh), avee () = PP DA =R D

k=0

La généralisation de cette formule pour p non entier ( avec 0 < n —1 < p < n) et comme

(15 = —p(1 — p)};(‘/f —p—1)
I'(k—p)
['(k+ 1)I(—p)
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Nous obtenons

L= T(k-
D7 f(t) = limh P];mi—l)ﬁ)(p)f(t— k)

S f(t) = ,gghp%%m ~kh)

Si f est de classe C, alors en utilisante I'intégration par parties on obtient :

*) (@) (t — a)k+P 1 ¢
GD—p 1) = f / t— n+p—1 £(n) d
1) L(k+p+1) L(n+p) Ja (t=7) frmydrr
Aussi 0 (a), Yt . .
t—a
G f(p) — a / ¢ oyl £(n) ()4
Exemple 47 1. La dérivée d’une fonction f(t) = ¢ au sens de Grinwald-

Letnikov En générale la dérivée d’une fonction constante au sens de Grinwald-
Letnikov n’est pas nulle ni constante

Si f(t) = ¢ et p non entier positif on a :

f(k')(t) =0pour k=1,2...,n

s SP@ =)t 1 P
F(l—p)(t 7 T(k—p+1) +F(n—p)/a(t )" ()

“raopt Y

2. La dérivée d’une fonction f(t) = (t —a)* au sens de Griinwald-Letnikov Soit

DY f(r) =

p non entier et 0 <n—1<p<n aveca>n—1 alors on a :
f(k)(a) =0 pour k=0,1,....,n—1,

et

(T —a)*™,
d’ou I ) .

ot =Pl _ q)"Pdr
F(n—p)F((x—n—l-l)/a(t_T) (7 —a)™"dr.
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En faisant le changement de variable T = a + s(t — a) on trouve :

['(a+1)

GDp(t a a)a B F(n — p)F(a —n4+ 1) /a (t - T)n_p_l(T - @)a_ndT.

D (t— a)o‘_p/a (1— s)”_p_lso‘_”ds

_ MNa+1)Bla—p,a—n+ 1)(25 )
Fn—p)l'(a—n+1)

MNa+1DI'(n—pl'(a—n+1)

- F'n—pIlla—n+1)(a—p+1) (t =)
_ I'(a+1) _ g)a-p
" Ta—ntpnt

A titre d’exemple

I'(2)
Gnl/2; _ _
DV = 2\t =
r1.5)\/

1.5)

1.6.2 Dérivées fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 48 Soit F' une fonction intégrable sur [a;t] alors la dérivée fractionnaire d’ordre

p (avecn —1 < p < n) au sens de Riemann-Liouville est définie par :

IDS0) = g [ (=
d* - P
= L),

Remarque 49 Si f est de classe C™ alors en faisant des intégrations par parties et des

différentiations répétées on obtient

(k‘ k—p t
“Dr (s Zf W L [ e < s

Dans ce cas lapproche de Grimwald-Letnikow et l’approche de Riemann-Liouville sont équi-

valentes.

Exemple 50 1. La dérivée non entiére d’une fonction constante au sens de

Riemann-Liouville.
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En générale la dérivée non entiére d’une fonction constante au sens de Riemann-
Liouwille n’est pas nulle ni constante mais on a
c

I'(1-p)

2. La dérivée de f(t) = (t — a)* au sens de Riemann-Liouville.

Eprc = (t—a)”

Soit p non entier et 0 <n—1<p<neta>-—1 alors an a :

! | / (= 7y — a)edr

RDpt— a__ -
a ( a) F(n_p

En faisant le changement de variable T = a + s(t — a) on aura :

EDP(t —a)* = ﬁ%(t - a)n+a_p/a (1—s)" P s%ds
_Thaspt D pa i),
I'n—pla—p+1)
F'n+a—p+1HI'(n—pTla+1)

= T pTa—p+ DTnta—prnt ¥
= Tle+D) (t—a)*?
MNa—p-—1)
Par exemple §D°5¢%5 = % =TI'(1.5).

Proposition 51

composition avec l'intégrale fractionnaire
- L’opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est un inverse

gauche de l'opérateur d’intégration fractionnaire,

RDP(IPf(t) = f(2),
en général on a
TDr(I9f(t) =" DP7Of(t)
et sip—q<0RDPaf(t)=T177f(t)
- En général la dérivation et ['intégration fractionnaire ne commutent pas

R HEDLF0) = D)~ 3D Ol s

k=1

avecm—1< qg<m.
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Composition avec les dérivées d’ordre entier
La dérivation fractionnaire et la dérivation conventionnelle (d’ordre entiére) ne commutent
que si :f ¥ (a) =0 pour tout k =0,1,2,...,n — 1.

dr

SLERDP () =" D),

mais

R d" R  f®(a)(t — a)kr
D (m f(0) =" D f(1) kZ Thep—niT)

Composition avec les dérivées fractionnaires

Soitn—1<p<netm-—1<qg<m, alors

p q ptq S q—k M
“DEDLIB) = D) = 3 DT Ol p T,
"DP(DEf(1) =" DY) ~ Y[ <t>]tar<(t_; T

B
Il

1
par la suite deux opérateurs de dérivation fractionnaire BDP et RDY(p = q), ne commutent

que si et

[“DPE ()]0 = 0

pour tout k =1,2,...n, et [EDTFf(t)];=, pour tout k =1,2,..,m.

1.6.3 Dérivées fractionnaire au sens de Caputo

Définition 52 Soit p > 0 avec n — 1 < p < n (n € N*), et une fonction f donnée sur

Vintervalle [a, b], la dérivées fractionnaire d’ordre p de f au sens de Caputo est définie par :

D) = ﬁ / (t —7) P O (r)dr
n—p dn
=" (F(1)
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Remarque 53 La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouwville d’ordre In — 1,n]
s’obtient par une application de l'opérateur d’intégration fractionnaire d’ordre n — o suivit
d’une dérivation classique d’ordre n, alors que la dérivée fractionnaire au sens de Caputo

est le résultat de la permutation de ces deux opérations.

Exemple 54 1. La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo

La dériwée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle
‘DPC =0

2. La dérivée de f(t) = (t — a)* au sens de Caputo

Soit p un entier et 0 <n—1<p<n aveca>n—1, alors on a

0 = g o
d’ou o ) t

- Pl — )y
L(n—pIl(a—n+1) /a (t=7) ( )*"d (1.5)

effectuant le changement de variable T = a + s(t — a) on obtient

la+1) t — )P — @)Y T
nn—mna—n+n[kt )t

Fla+1) —a)*? 1 S L e
per e T G !

I'(n —
_ MNa+1)8(n—p,a—n+1)
F'n—pla—n+1)
FNa+1DI'(n—pl'(a—n+1)

DP(t — a)® =

DP(t — a)* =

(t—a)*?

::Hn—MHa—n+Dﬂa—p+D@_aww
o F(a + 1) (t o a)a—p
S T(a—p+1) ’

1.7 Relation entre la dérivée de Riemann-Liouville et
celle de Caputo :

Théoréme 55 Soit p > 0,n = [p] + 1, si f posséde n — 1 dérivée en a et si BDP existe
alors :

n—1 (k) a
Dif(@) =" DY)~ 3T —

k!
k=0
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pour presque tout x € |a, b].

Preuve. D’aprés la définition on a :

n—1 (k) a n—1 (k) a
mrs @) - 3L D — ) =% D) - 3w - o

: 2 2
- o [0 - Zf 9 — g
_ F(n__—;ﬂ)[(m —t)"P(f(t) ~ ::: ! (k,i,(a) (t—a)")3
T —129 +1) /j(m DU - :::f(kl;(a) (t = ald
— i) - LW oy

de méme fagon pour n fois alors :

nl ), 1),
i) - S Dy = ) - LW g

or §10@
k=0

(t — a)* est un polynéome de degré n — 1 alors :

(t—a)*] = LI D" f(x)

1
=D "I P[f Z

k=0
g
= Dif(x)

t—a ¥

Remarque 56 d’apres le relation on remarque que la dérivation au sens de Caputo d’une

fonction f est une dérivation fractionnaire de reste dans le développement de Taylor de f.
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1.8 Propriétés générales des dérivées fractionnaires
1.8.1 Linéarité
La dérivation fractionnaire est une opération linéaire

D¥(ANf(t) + pg(t)) = AD*f(t) + nDg(t)

1.8.2 La régle de Leibniz

Pourn entier on a "
o (f(Dg(t)) = FP ) g (1)

La généralisation de cette formule nous donne

DP(f(t)g(t)) = fE O DP g(t) + Ri(1)

oun>p+1et

R (1) = / (t — ) Lg(r)dr / S (r — )

['(—p)
avec

lim RP(t) =0
Si f et g sont continues dans [a,t] ansi que toutes leurs dérivées; la formule devient :
D*(f()g(t)) = fP () DPPg(t)
D® est la dérivée fractionnaire au sens de Griinwald-Letnikov et au sens de Riemann-

Liouville.

1.9 Lemmes fondamentaux
Lemme 3 Soit p > 0 alors I’équation différentielles

DPF(t) = 0

admet les solutions

f)=cot+ct+et’+ ... +cpt" e eRi=0,1,2,...,n—1,n=[p +1
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Preuve. Supposons que
‘DPf(t) =0

d’apreés la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo on obtient

[”W(%>aﬂw:0

c’est & dire

puisque #0,o0n a

Lt
['(n —p)

et par suite
1Py M (5) = 0.

On applique la transformée de Laplace aux deux membres de 1’égalité

LIt f(1)(p) = L(0)(p) = 0

Posant F'(p) = L(f)(p) on obtient

Lin—p) <p"F (p) — ipnkf (kl)(())) =0

n—p
p k=1

alors
n

prF(p) =Y " fED(0) = 0.

k=1

donc
n

F(p) =Y p*f*0).

k=1

appliquant maintenant la transformée inverse de Laplace :

LN (f(p)(t) = L7 (Zp‘kﬂ’““@) *)
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il s’ensuit que

F&) =Y fEDO) L (p ") ()
k=1

k—1

- t
— k=D (g) 2__
k=1
en faisant le changement de variable : = k£ — 1 on trouve

n—1 p0;
f9(0)
Z—i! t.

ft) =

=0

n—1
HOESY
=0

supposons maintenant que
n—1

ft)=> it

i=0
on applique 'opérateur de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo au deux membres de

I'égalité

n—1
°DPf(t) = DP (th)
=0

n—1

puisque (0 <i<n—1<mn)ona

ce qui achéve la démonstration. m
Lemme 4 Soit p > 0, alors

IP°DPf(t) = f(t) +co+ it +cat? + ...+ cpyt™?
pour c; E R, i=0,1,..n—1,n=[p]+ 1.
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Preuve. On a par la définition de la dérivée fractionnaire de Caputo
Drf(t) = 1"PfO(),
On applique 'opérateur de l'intégral fractionnaire aux deux membres de I'égalité

IPDPf(t) = wr o) ()

:InRLan(t)
-S4 HJ”—” t
=10 - L e () e

n

— 0= ((%) _ f(t)> )

=10 Yy 0

par le changement de variable £ = n — 7 on obtient :

n=l p(k) k
rorfin = 0 - Y 08
k=0 ’
n-1 C'Lk
= -3
k=0
n—1 C k
= )+ 3
k=0
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Chapitre 2

Théoréme de continuation de Mawhin

Dans ce chapitre, on fait la présentation du théoréme de continuation de Mawhin.
Mais avant de faire la présentation plus détaillée du théoréme, faisons briévement 1’état de
I’art sur les opérateurs de Fredholm ainsi que les principales notions qui s’y rapportent. En
revanche comme nous le verrons par la suite, ces opérateurs peuvent étre obtenus a partir

des projections, alors nous y consacrons une autre section.

2.1 Supplémentaire topologique

Définition 57 (Supplémentaire topologique) Soit E et F deux sous-espaces fermés d’un
R-espace vectoriel normé X. On dit que E est un supplémentaire topologique de F si X est

la somme directe de F et £ c-a-d X = F O F.

Remarque 58 1. Tout sous espace vectoriel de dimension finie admet un supplémen-

taire toppologique.

2. Tout sous espace vectoriel fermé de codimension finie admet un supplémentaire top-

pologique

2.2 Projection

Définition 59 (Projection) Soit X un espace vectoriel. On dit qu’un opérateur linéaire
P: X — X est une projection si P(P(x)) = P(z),V z € X (c-a-d si P> = P).
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Proposition 60 Soit X, un espace vectoriel. Un opérateur linéaire P : X — X est une
projection si et seulement si (I — P) est une projection. De plus, si l'espace X est normé,

alors P est continue si et seulement si (I — P) est continue.

Preuve. (1)On montre que : P projection <= (I — P) projection

(=) P une projection, alors :

(I=P)*=(I-P)[I-P)x)
= (I = P)[z = P(x)]
= I(x = P(z)) = P(z - P(x))
=2 — P(x) — P(z) + P*(z)
=x —2P(z)+ P(x)
=z — P(x)
= (I = P)(z)
donc (I-P) est une projection.
(«<=) (I-P) est une projection, alors I — (I — P) projectionet [ — ([ —P)=1—I1+P =P
donc P est une projection.
(2) On montre que : P est continue <= (I — P) est continue

(=) P est continue et I est continue , alors (I-P) continue

(<=) (I-P) est continue, alors p est continue car(l'identité est une application continue) m
Proposition 61 Si P est une projection dans X, alors :
Ker(P)=1Im(I — P) et Im(P)= Ker(I — P).

Preuve. (1) On montre que Ker(P) = Im(I — P)
D’abord, on montre Ker(P) C Im(I — P)
Siz € Ker(P) = P(z) = 0. En remplacant P par (I — P) alors

(I-P)z)=x—Pla)=c—0=x=x € Im( — P)

Alors Ker(P) C Im(I — P)
En suite, On montre Ker(P) D Im(I — P).
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Si z € Im(I — P), on définie I'application :
P((I — P)(x)) = P(x) — P*(x) = P(z) — P(z) =0 = 2 € Ker(P)

alors Ker(P) D Im(I — P) . Donc Ker(P) = Im(I — P)

(2) On montre que Im(P) = Ker(I — P).

D’abord, on montre que Im(P) C Ker(I — P).

Six € Im(P) = P(x) = x, on remplagant P par (I — P) alors

(I —P)(z)=x—Plx)r—x=0=x € Ker(I — P)

Alors, Im(P) C Ker(I — P)

En suite, on montre Im(P) D Ker(I — P).

Siz € Ker(I—P)(x)alors (I—P)(z) =0<=2—P(x) =0<= 2= P(x) =z € Im(P)
alors Im(P) D Ker(I — P). Donc Im(P) = Ker(I — P) m

Définition 62 (Un espace de Hausdorff) Un espace topologique X est séparé ( ou de
Hausdorff) siVx #y € X, 3 x € V,, y € V,, ouverts tel que V, NV, = @.

Corollaire 63 Toute projection continue dans un espace de Hausdorff est a image fermée.

En particulier, les projections continues des espaces de Banach sont a images fermées.

Théoréme 64 Si P est une projection continue dans un espace vectoriel topologique de
Hausdorff X, alors X est la somme directe de Im(P) et Ker(P), (c-a-d X = Im(P) @
Ker(P)).

Preuve. Par le corollaire précédant, Im(P) et Ker(P) sont fermé dans X, on a :
Ker(P) ={z € X; P(z) =0}.

et
Im(P)={z e X;P(x) =x}.

on pose
r=Px)+ (I - P)(x)
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(1) P(x) € Im(P) car P(P(z)) = P?(x) = P(z).
(I — P)(z) € Ker(P) car P((I — P)(x)) = P(x) — P*(z) = P(z) — P(z) = 0.
Alors
X =Im(P) + Ker(P)

(2) P(x) € Im(P) = Ker(I — P) = P(z) = (I — P)P(z) = P(z) — P*(z) = P(x) —
P(z) =0.
(I — P)(x) € Ker(P) = ({ — P)(z) = 0.
Alors x € Im(P) N Ker(P) = {0}.
D’aprés (1) et (2)
X =1Im(P)® Ker(P)

2.3 Sous-espace de dimension et de codimension finie

Lemme 5 (Projection sur un sous-espace de dimension finie) Si E est un sous-
espace vectoriel de dimension finie d’un espace normé X, alors il existe un projection P

continu sur X tel que Im(P) = E.

Preuve. On choisit une base eq,...,e, de E, et on désigne par By, k = 1,...,n les formes

linéaires coordonnées sur E associées reprectivement a ey, e, ..., €,,

1 sij =i

(ei) = 0y {0 i j i

En utilisant le théoréme de Hahn-Banach on peut prolonger By, Bs, ..., B,, en formes linéaire

f1, f2, ..., fn continues sur X, on obtient que ’application P définie par
Vo e X, P(x)=>)_fi(z)e
i=1

est un projection continue de X sur E que répond au probléme. m

Corollaire 65 St E est un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace normé X,

il existe un sous-espace vectoriel ferméY C X tel que X = E @Y.
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Définition 66 (Codimension d’un sous-espace vectoriel)Si l'espace quotient X/Y
est de dimension finie, on dit que le sous-espace vectoriel ferméY C X est de codimension
finie dans X qu’on écrit

codim(Y) = dim(X/Y)

Lemme 6 Soient E un espace vectoriel normé, M et N deux sous-espace vectoriels fermés
de E tels que M NN = {0}. Si dim(M) = codim(N) < oo, alors E=M @& N.

Preuve. Soit 7 = 7y la surjection canonique de E sur £/N. Comme M NN = {0},

I’application m,; est injective. D’ou
dim(m(M)) = dim(M) = codim(N) = dim(E/N)

Ainsi 7(M) = E/N = w(FE). Maintenant si « € E quelconque, alors w(z) € n(E) = w(M).
Ainsi il existe xp; € M tel que w(x) = 7(zp). D’ot w(x — xpr) € Kerm = N.

On en déduit donc que x € M + N. Ceci prouve que £ = M + N et donc finalement
E=M®N. mu

2.4 Opérateur de Fredholm

Définition 67 (Opérateur de Fredholm) Soient X et Y deuz R-espaces vectoriels nor-
més, on dit qu’une application linéaire L : dom(L) C X — Y est de Fredholm si elle

vérifie les conditions suivantes
1. Ker(L) = L7 ({0}) est de dimension finie.
2. Im(L) = L(dom(L)) est fermée et de codimension finie.

Rappelons que la codimension de Im(L) est la dimension de coker(L) = dim(Y/Im(L)).

Définition 68 (L’ndice ) Si L est un opérateur de Fredholm, alors son indice est l’entier

ind(L) = dim(Ker(L)) — codim(Im(L))
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Exemple 69 [identité [ : X — X est un opérateur de Fredholm d’indice 0.

ind(L) (Ker(I)) — codim(Im(I))

dim
dim(Ker(I)) — dimcoKer(Im(I))

= dim(Ker(I)) — dim (%(IQ

= dim{0} —dim{0} =0

Exemple 70 Si X et Y sont de dimensions finies, alors tout application linéaire L : X —
Y est de Fredholm avec

Exemple 71 Si X et Y sont des espaces de Banach et L : X — Y est une application
linéaire bijective alors L est un opérateur de Fredholm d’indice 0. E n effet, il découle de la
bijectivité que Ker(L) = {0x}, dont la dimension est nulle, et Im(L) =Y et sa codimension

est nulle, ainsi

ind(L) = dim(Ker(L)) — codim(Im(L))
= dim(Ker(L)) — dim (%(Y))
= dim{0x} — dim{0} =0

Théoréme 72 Si L est un opérateur de Fredholm, K est une application linéaire compacte

, alors L + K est de Fredholm et
ind(L+ K) =ind(L).

En particulier, toute perturbation compacte de l’identité est un opérateur de Fredholm d’in-
dice 0.

35



Proposition 73 Si L est un opérateur de Fredholm d’indice nul, alors L est surjectif si et

seulement si L est injectif.

Preuve. L est surjective, alors Im(L) =Y = Y+{0} et par suite, dim{0} = dim(Ker(L)) =
0, donc Ker(L) = {0}, d’ou L est injective. m

Dans tout ce qui suit (sauf mention de contraire) L : dom(L) C X — Y désigne un
opérateur de Fredholm d’indice 0.

Si L est de Fredholm, alors d’aprés ce qui précéde, (voir aussi [2] et [8]), il existe deux

projections continues, P: X — X et Q : Y — Y tel que
Im(P) = Ker(L) et Ker(Q) = Im(L)

On pose
X, =Im(I — P) = Ker(P) et Y, = Im(Q)

alors,
X =FKer(L)® Xjet Y =Im(L)®Y;

Considérons un isomorphisme
J: Ker(L) — Im(Q)
dont Dexistence est assurée par le fait que dimker(L) = dimIm(Q) = n. Remarquons que
dom(L) = Ker(L) @ (dom(L) N X;)

et que la restriction de L & dom(L) N X; est un isomorphisme sur I/m(L), notons par L,

cette restriction c’est a dire L, : dom(L) N X; — Im(L), alors
Lemme 7 L, est un isomorphisme algébrique.

Preuve.

(1) Montrons que L, est injective :

soit © € Ker(L,) C Ker(L) = Im(P) alors, il existe un y € Dom(P) tel que z = Py.
Comme P est une projection, on obtient x = Py = P?y = P(Py) = Px = 0. Par consé-
quent, z = 0, et donc Ker(L,) = {0}, alors L, est injective.

(2) Montrons que L, est surjection :
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on a P est une projection , alors nous pouvons écrire ’espace vectoriel X comme somme

directe X = Ker(P) ® Im(P) = Ker(P) ® Ker(L).

Prenons z € Im(L), donc il existe x € dom(L) C X tel que Lx = z. Comme X =

Ker(P) @ Ker(L), alors il existe deux éléments uniques e € Ker(P) et f € Ker(L), tels

quex=e+ f.Onaz=Lr=1Lle+ f)=Le+ Lf =Le+ 0= Le, ainsi e € dom(L).

Finalement, on obtient e € dom(L),e € Ker(P) et L,e = z, d’oit L, est bien surjective. m
Soit K, : Im(L) C Y — dom(L) N Ker(P) est bijectif, défini par K, := L', que

PK, =0, et qu’il vérifie les propriétés suivant :
Lemme 8  a. Sur Im(L), on a LK, = 1.
b. Sur dom(L), on a K,L = (I — P).
Preuve.
(a) Prenons x € Im(L), alors LK,z = L(K,(x)) = L,(K,(x)) = Ix.

(b) Comme Im(P) = Ker(L), alors LP = 0, et par suite K,L = K,L(I — P). Donc
montrer (b), revient a vérifier que K,L(I — P) = K,L,(I — P).
Sion a Im(I —P) C dom(L,) = dom(L) N Ker(P), alors le résultat s’ensuit. Prenons
x € dom(L) Comme P(z) € Ker(L) C dom(L) et dom(L) est un sous espace vectoriel
de X, on a (z — Pz) € dom(L).
Puisque P(z—Px) = P(x)—P?(x) = P(x)—P(x) = 0, alors (z— Pz) € Ker(P) et par
conséquent (z—Pz) € dom(L)NKer(P). D’ici obtient Im(I—P) C dom(L)NKer(P).
D’ou en utilisant (a) K,L(I — P) = K,L,(I — P)s'ensuit.

Définition maintenant l'opérateur Kpg : Y — X avec Kpg = L, (I — Q) on a

Lemme 9 L’opérateur L + JP : dom(L) — Y est un isomorphisme et
(L+JP)™ = Kpg+J7'Q
En particulier,

(L+JP) 'z =J" 2 VazelInQ)
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Preuve. Pour l'injectivité de L 4+ JP, soit © € dom(L) tel que
(L+JP)x=0
De cette égalité on en déduit que
Lz € Im(L)NIm(J) = Ker(Q) N Im(Q) = {0}

d’ott x € Ker(L). Par conséquence, Px=x et compte tenu de v’ + f(t,u) =0ou 0 <t < 1,
Jx = 0, par suite x = 0. Pour la surjectivité de L + JP, y € Y. Affirmons que

z=(Kpo+J'Q)y

est une solution de
(L+JP)x =y

Alors, comme J'Qy € Ker(L), il en résulte que
Lo = LEpqy = LL,' (I - Q)y = (I = Q)y
Comme Kpqy € dom(L) N Ker(P), il en s’ensuit que

JPx = JJ'Qy = Qy

Donc

(L+JP)z=(I-Q)y=Qy
et

(L+JP) ' =Kpo+J'Q
|

Lemme 10 Si N : dom(N) C X — X est une application, le probleme
x € dom(L) Ndom(N), Lxr = Nz
est équivalent au probleme de point fize

x € dom(N), v = Pr+ J 'QNz + KpgNz.
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Preuve. On a

[z € dom(L) Ndom(N), Lz = Nz
& [z € dom(L)Ndom(N), (L+ JP)x = (N + JP)zx]
& [z € dom(N), v = (L+ JP)"'(N + JP)z]

il s’ensuit que utilisantle lemme [9]

(L+JP) YN+ JP) = (Kpg+ J'Q)(N + JP)
= KpoN + KpgJP+ J 'QN + J'QJP.

Puisque Im(J) = Im(Q) = Ker(I — @), il en résulte que
KpoJP =L, "(I—Q)JP =0
Puisque Q|1m@) = I|mm(g) et Im(J) = Im(Q), on en déduit que
J'QJP=J'JP=P

Donc, (L + JP)"{(N + JP) =P+ J'QN + KpoN. m
Soient X, Y deux espaces de Banach et L : dom(L) C X — Y un opérateur de
Fredholm d’indice 0.

Définition 74 (L’application L-compacte) Soit Q) un sous ensemble ouvert borné de X
tel que dom(L) N # O, Lapplication N : X —= Y est dite L-compacte sur Q si QN (Q)
est borné et KpgN : Q — X est compacte.

Comme conséquence des lemmes (@ et (@ on a la définition suivant :

Définition 75 [30)/ (Le degré de Mawhin)Si les opérateur L et N satisfont les propriétés

mentionnées ci dessus, alors le degré de coincidence de L et N sur 2 est définit par
deg[(L,N), 2| = degrs(I — M,,0)

ou M désignera la quantité donnée par M(P, J,Q) = P+ J 'QN + KpoN .
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2.5 Théoréme de Mawhin

Théoréme 76 Soit L un opérateur de Fredholm d’indice zéro, et N est L-compact sur ).

Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :
(i) Lx # ANz pour tout (z,\) € [(dom(L)\Ker(L)) NoQ| x |0, 1].
(11) QNz # 0 pour tout x € Ker(L) N OS2.

(i) degp(J QN |ker(ry, XN Ker(L),0) #0, o0 Q : Y — Y est la projection définie ci
dessus avec Im(L) = Ker(Q).

Alors léquation Lr = Nz admet au moins une solution dans dom(L) N Q.
Preuve. Pour \ € [0, 1], considérons la famille de problémes
x € dom(L)NQ, Lr = ANz + (1 — \)QNz (2.1)
Soit M : [0,1] x @ — Y une homotopie définie par
M\ z) =Pz +J 'QNz + AKpgNx
En vertu du, le probléme est équivalent & un probléme de point fixe z € Q et

=Pz + J QAN+ (1= NQN)z + Kpo(AN + (1 — \)QN)x
=Pr+ A 'QNz+ (1= NJ 'QNz + A\KpgNz + (1 — \)KpoQNz
= M\ x)

Donc, cette derniére équation est équivalente & un probléme de point fixe
r€Q, v=M(\7). (2.2)

S’il existe un x € JN tel que Lx = Nz, alors nous avons terminé. Maintenant supposons
que
Lx # Nz pour tout x € dom(L) N ) (2.3)

et d’autre part
Lx # ANz + (1 - \)QNx (2.4)
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pour tout (A, z) € ]0,1[ x (dom(L) N Q). Si
Lz =ANz+ (1 -ANQNz

pour tout (A, x) € ]0,1[ x (dom(L)NK), on obtient par application de  aux deux membres
de I'égalité précédente
QNx =0, Lr= ANz

La premiére de ces égalités et la condition (ii) impliquent que =z ¢ Ker(L) N OQ i.e x €
QN (dom(L)\Ker(L)) et donc la seconde égalité contredit (i). En utilisant une nouvelle

fois (ii), il s’ensuit que

Lz # QNzxz pour tout x € dom(L) N OND. (2.5)
En vertu de , et , on déduit que

x # M(\ x) pour tout (A z) € [0,1] x 00 (2.6)

Il est facile de vérifier que M (A, x) est compacte car N est L-compacte sur §2, dés lors en

utilisant la propriété d’invariance par homotopie du degré de Leray-Schauder, on obtient
degrs(I — M(0,.),Q,0) = degrs(I — M(1,.),£,0) (2.7)
D’autre part on a
degrs(I — M(0,.),9,0) = degrs(I — (P + J'QN),Q,0) (2.8)

Mas le rang de P + J QN est contenu dans Ker(L), d’ou en utilisant la propriété de
reduction du degré de Leray-Schauder et le fait que P|ger(n) = I|ker(r), (car Ker(L) =
Im(P) = Ker(I — P)), on obtient

degrs(I — (P + J'QN),Q,0) = degg(I — (P + J'QN),QnN Ker(L),0)
= degp(J'QN, QN Ker(L),0) (2.9)

En vertu de (2.7), (2.8) et (2.10), il s’ensuit que degps(I — M(1,.),€2,0) # 0, et donc la

propriété d’existence du degré de Leray-Schauder implique 'existence d'un = €  tel que
r=M(1l,z)ie x€dom(L)NQ,Lr =Nz m
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Chapitre 3

Application de théoréme de
continuation de Mawhin

3.1 Introduction

Ce chapitre est une étude du probléme de valeur de 'ordre fractionnaire avec condi-

tions non-local suivente :
Du(t) = f(t,u(t),u'(t)), avect € (0,1),

D *u(0) = 0,nu(§) = u(l),

oul <a<2,0<¢é<1etné®?! =1.0n lui montrera que, avec le présent le choix des
états de frontiére, le probléeme de valeur est a la résonance. Nous appliquer un théoréme

bien connu de théorie de degré pour des coincidences dues & Mawhin | 16 |.

3.2 Préliminaires techniques

Dans cette section, nous présentons quelques définitions et théorémes que nous utili-
serons pour la preuve des principaux résultats.

Nous commencgons par présenter au lecteur les outils fondamentaux de la calcul et
théorie des degrés de coincidence dans chapitre 1 et 2.

Dans cette note nous sommes concernés par opérateur de Fredholm de I'index zéro.
De
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Définition 77 Il suit que la existent les projecteurs continus P: X — X et Q : Z — 7

tels que
ImP = kerL, ker()Q = ImL, X = kerL ® kerP, Z = ImL & ImQ

et que opérateur

Llgomrokerp : domL N kerP — ImL

est linéaire et sur. L’inverse de L|gomrrkerp nous dénotons par K, : ImL — domL N
kerP. L7inverse généralisé de L dénoté par Kpg : Z — domL N kerP est défini par
Kpo = Kp(I — Q). Si L est opérateur de Fredholm de lindex zéro, puis, pour chaque
J : Im@Q) — kerL lopérateur JQ + Kpg :— domL est un isomorphisme et, pour chaque
u € domL,

(JQ+ Kpg) 'u=(L+J 'Pu

L’existence d’une solution de I’équation Lu = Nu sera montrée en utilisant |16,
Théoréme IV.13].

Théoréme 78 Soit () C Xouwvert et borné, L un opérateur de Fredholm d’indice zéro, et

N est L-compact sur Q. Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :
(i) Lu # ANu pour tout (u, \) € [(dom(L)\Ker(L)) N o x |0, 1][.
(11) Nu ¢ ImL pour tout u € Ker(L) N o).

(iii) degp(JQN |ker(r), 2N Ker(L),0) # 0, ou Q : Z — Z est la projection définie ci
dessus avec Im(L) = Ker(Q) et J : ImQ — kerL est un isomorphisme.

Alors l’équation Lu = Nu admet au moins une solution dans dom(L) N Q.

Supposons maintenant que la fonction f satisfait les conditions de Carath par rapport

a L*[0,1],p > 1, c’est-a-dire que les conditions suivantes sont réunies :
(c1) pour chaque z € R", la cartographie t — f(¢, z) est mesurable par Lebesgue.
(c2) pour a. e.t € [0,1], le mappage t — f(t, z) est continu sur R" .

(c3) pour chaque r > 0, il existe un ¢, € L,[0, 1] non négatif tel que, pour a. e. t € [0, 1]
et tout z tel que |z| < r, on a |f(t,2)| < ¢.(t).
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3.3 Principaux résultats

Dans ce section,on étude d’existence de solution de 'equation diffrentielle :
Deu(t) = f(t,ult) (1), ¢ € (0,1), (3.1)

d’ordre fractionnaire 1 < a < 2, avec les conditions :

D*2u(0) = 0, (3.2)
nu(§) = u(1), (3.3)

oul<é<let
net =1 (3.4)

) 4 ; . 1 —
et 'ypothése suivante : (P) p > —5 et ¢ = %.
Soit. AC(0,1] 'espace de fonctions absolument continues sur chaque intervelle [a, 1] C (0, 1].

Nous introduisons I'espace
Xo=A{u:ue AC0,1],u" € AC,,(0,1], D*u € LP[0,1]}.

Alors que ACJ0,1] 'espace de fonctions absolument continues sur U'intervelle [0,1] et AC™[0, 1] =
{u € AC[0,1] : u™ € AC[0,1]},n =0,1,2, ...
Soit
X ={ueC0,1nCc'0,1]: lirr}rtQ_au'(t)e:m‘ste}
t—0
avec la norme |[ul| = max{||ullo, [[t*"*u]|o} ou |.|lo est la norme max et [[t*~*v|, =

sup [t*7*v(t)|. Soit Z = LP[0,1] avec la norme habituelle ||.||, avec p satisfait (P). Dé-
te(0,1]

finissez 'opérateur L : dom(L) C X — Z avec

domL = {u € Xy : u satisfait (3.2)et(3.3) }

et Lu(t) = D%u(t). Soit Vopérateur N : X — Z défini par Nu(t) = f(t,u(t),u/(t)) alors
le problme limites (3.1)), (3.2), (3.3), (3.4) sera équivalent & Lu(t) = Nu(t).

Nous donnons & présent le théoréme principale de ce chapitre, soit celui d’existence de

solution du probléme (3.1)et (3.2)), (3.3)), (3.4).

Lemme 11 L’opérateur L : domL C X — Z est un opérateur de Fredholm d’indice zéro.
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Preuve. On a ker(L) = {u(t) € dom(L), Lu(t) = 0}
Lu(t) =0 < D(t) =0 <= u(t) = ct* ' +a
ol a et ¢ sont constantes réelles, on trouve a = 0, donc : kerL = {ct*"! : c € R}.

Nous affirmons que :
ImL ={g€Z:nl"(&) =1°g(1)}

(1) Montre que {g € Z : nI®g(§) = I%g(1)} C ImL
Soit g € Z et
u(t) =I%(t) + ct* ', ceR

ensuite D*u(t) = g(t) avec t € (0,1). Par théoréme([45)),

D 2u(t) = I**u(t)
=I*7(I%(t) + ct* )
— IQ—a]ag(t) 4 C]Q—ata—l

1 t
= I?g(t) + c—/ t — )72 s

A Taide de changement de variable s = xt on trouve :

1 1
D 2u(t) = I*g(t) +c ) / (1 — ) e e da
0

22—«
= I*g(t) + Cﬁ/o (1 — )2 Hdx
1
L(2-a)
o 1 ['(2-a)l(a)
=P+ s )

= I?g(t) + cI'(a)t

tB(2 — a,«)

ott, D*?u(0) = 0. On peut facilement vérifier que, compte tenu de u satisfait
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on a né*~! =1 alors,

n(I%g(&) +c€*71)
n(I%g(€)) +eng™ ™
n(1%g(§)) +

I°g(1) 4+ ¢

Donc n(1%g(§)) = I%g(1). 1l est évident que u € AC[0, 1]. Alors v’ existe.
Pour a t € (0, 1], et par Théoréme,

nu(€)

u'(t) = I (t) + cla — 1)t 2

et,
lim 7%/ (t) = c(a — 1
Jim 77 (t) = e(a — 1)
puisque
lim ¢*~*[I*"g(t)] < lim £ lglly =
= 0 T(a = 2)((a —2)+ 1)1
car :
2 2 e ' 2
I (t)| = =——— t—s)" d
P90 = =y |, (9ot

2« (t — s)la=2atl 0\ /4
<t ({ e ]) ol

12-ap((a=2)g+1)!/a
“T(a—-1)((a—2)g+1)Ya gl
g, »
“Ta—1)((a—2)g+ 1) t—o+

Soit t1,ty € (0,1) et t; <ty alors
|17 g(t2) — I° g (ta)]
= g [ (2 = )2 2g(s)ds = [ (0 = ) 2g(s)ds
o (b = 5)°72g(s)ds + [3' (12 = )" = (1 — 5)*2)g(s)ds

_ 1
~ D(a-1)
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< g (it = 9) g ds 5 =977 = (1 =) o) ds)

1 (152—8)<a_2)q-H 2 i 1 (t2—8)(a_2)q+1 f Ve (t1—8)(a_2)q+1 h Ve
romn | | e L ol + e | (| o), ) — (| “akmen ], lgll;
1

— 1) g,

IN

IN

D207 (12
a— a—2)+1 a—2)+1

F(a—l)((a1_2)q+1)l/q (t2 - tl)( RARAE té s + tg " /Q> ||g||p

e (tga—Z)-‘rl/q t(a 2) +1/q)

IN +

lgll,
oll ¢; est une constante générique qui ne dépend que de « et p. Ainsi v’ € AC),.(0, 1].

En combinant lest observations précédentes, nous obtenons que u € domlL. Donc
{9€ Z:nlg(§) =1"9(1)} € ImL

(2) Montrer que ImL C {g € Z :nl%g(§) = 1%g(1)}
Soit u € domL.alors pour D*u € ImL, par théorémeet ,On a

Tl oja—k-1 (dQ—k—l

I1°Du(t) = D**u(t) — p o IHu) (0)

—~I'(a—k)
tafl L ta72 )
=u(t) — D u(0) — =—=D“ (0
toc—l
= u(t) — D> 1u(0)
I(a)
Ce que, en raison des conditions aux limites (3.2)),(3.3)et(3.4) implique que D%u sa-

tisfies nI*D*u (&) = I*D*u(1). Par conséquent, ImL C {g € Z : nI*g(§) = I*g(1)}.
Donc ImL ={g € Z : nI*g(&) = 1*g(1)}.
Définie () : Z — Z par
Qq(t) = k(nI®g(g) — I"g(1))t"~"
ou
['(2c)

"= Ty 1)

alors,

Q*g(t) = k(nI*Qg(&) — I*Qg(1))t* "
£ 1
(s [ orQuos - s [0t ) e

s (% /05(5 _ s)elgamlgs — ﬁ /01(1 _ s)a_lsa_lds) 0
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A Taide de changement de variable s = z€ on trouve :
Q*(t) = k (5 Jo (€ = 2)™ " (w€)* ¢z — ks [y (1 = 9) 151 ds) Qg()
B (€t Jy (= 2)7 (@) e — ik Jo (1= )15 1ds) Qg()
=k (56 Bla, ) = 5 Bla, ) Qa(t)
=k (e R — fies ) Qo)
—k (7752“(2105( @) 2a)> Qg(t)

5204 1

<F<;z£)>< 2071-1)Qg(t) = B Qg(t) = B E5=1Qq(t) = (t) = Qg(t)
en vue de .

Par conséquent, ) : 7 — Z est un projecteur linéaire continu avec ker() = ImlL.
Maintenant montrer que Z = I'mL & Im(Q)

Soit g € Z s'écrit g = (g — Qg) + Qg avec g — Qg € kerQ = ImL et Qg € Im@. Donc
Z =ImL+ Im@Q. Soit g € ImL N ImQ et g(t) = ct* obtenir ce la :

£ 1
W°€) = I"9(1) = s / (€ — 5" g(s)ds — ﬁ / (1— )2 g(s)ds
n

D’ou 0 = ImL N ImQ et donc Z = ImL & ImQ).
Puisque ImQ=ker L alors dim ker L=dim ImQ =codim Im(L) donc

IndL = dimkerL — codimImL = 0
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C’est -a-dire que L est un opéra teur de Fredholm d’indice zéro. m

Définiosons maintenant la projection P : X — X par

Pult) = ﬁD“‘lu(O)t"_l

puisque 0 < @ — 1 < 1,

Pu(t) = ﬁ% /0 (t— $)="u(s)ds

On remmarque que ImP = kerL et kerP = {u € X : D*'u(0) = 0}. Montrons que P est

projection. En effet,

Pu(t) = ﬁD‘“lu(O)to‘*1 < P?u(t) = ﬁD‘kl(pu)(O)ta*1

P2u(t) = ﬁr : 21_ = (% /0 - S)laPu(s)ds) gt
= rre (g0 s ot
= rroa (i €975 ooy o a0
= Fayra (a9 Pty
- ﬁr : - = (% /0 e a:)lo‘tala:ald:c) o Pu(t)
_ ﬁr (21_a) (% /0 T :c)lo‘xaldx> o Pu(t)
_ ﬁml_ 52— a.a)Pu(t)
T T PO~ Ty~ P

Donc P est une projection.

On a montre que X = KerL @& KerP

(1) On montre que X = KerL + KerP

Pour v € X, on a : u(t) = (u(t) — Pu(t)) + Pu(t) avec (u(t) — Pu(t)) € KerP car

(P?u = Pu) et Pu(t) € ImP = KerL, alors X = KerL + KerP
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(2) On montre que KerL N KerP =0
Siue KerP=—= Pu=20
Siue KerL = ImP = Ju; € XtelquePu = uy <= u; = 0(car Pu = 0)
Donc u € KerL N KerP,alorsKerL N KerP = {0}

D’aprs (1) et (2), X = KerL @ KerP , Pour u € X,

o 1 a—1 a—1
[ Pullo = mnax F(a)D u(0)t
1
— Dafl
ey 27O
et
|t~ (Pu)'||o = sup LDO‘_lu(O)to“_Q(oz — 1)’
te(0,1] F(a)
a—1
— Dafl
ey 27O
a—1 a—1
= o PO
=L petu(0)) = = | D (o)
(o —2)! [a—1)
Donc :
o 1 o
| Pul| = maz{]| Pullo, |t*~*(Pu)'lo} = [|Pullo = (o) | D u(0))| (3.5)

Définissons 'opérateur K, : ImL — domL N KerP par

Kypg(t) = I%g(t),t € (0,1)

par proposition. Pour g € ImL on a :

LK,g(t) = D*I%g(t) = g(t)
pour u € domL N KerP c’est dire D* 2u(0) = 0 et D* ' (0) = 0. Alors par proposition
(1)),

K,Lu(t) = I1*D“u(t)
B D‘D‘_lu(O)tOh1 B D*~2y(0)

=ul) =T (o)

7% = u(t)
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Donc Kp - (L|domLﬂKerP)_1
On a pour tout g € ImL et t € [0,1]. Comme (K,g)'(t) = I**g(t) alors

127 (K)o = sup |7 (K,0)'(1)]
te(0,1]

= sup ‘tQ_O‘IO‘_lg(t)‘
te(0,1]
t2_06 1 /t(t )Oc—2 ( )d
T~ _ 1\ - S s)as
T(a—1) Jg g
2—a t
SSup—/ t_sa—QgS ds
e l'(a—1) Jo ( )" lg(s)]
12« t (0-2) 1/q
SSUP—(/ t— ) qu) g
e (a0 —1) \ o ( ) I ||p

2 {(t — S)(O‘—Q)q-&-l}t la ol
sup p
reonlla—1) \ [ (a=2)g+1 |, P

= Ssup
te(0,1]

<
12 ((a=2)g+1)!/1
< sup g
te(o,uF(Oé - 1) ((a - 2)q + 1)1/q H Hp
a ol
< sup g
e (= 1)((a = 2)g + 1)l/a 7777
a—1

L(a)((a—2)g+1)1/a gll,

et

| Kgllo = max |Kpg(0)

1 t
< max / (t — 8)a_1 |g(3)| ds
) F 0
1 t (1) 1/q
< t _ a—1 qd
- tren(gfiﬂf(a) </0 (t =) 8> ||g||p

1 [(t — s)(al)qﬂr La ol
< max g
te@ () \ | (@ =1)g+1 |, p

1 tle=1)+1/q
<
S WX @) (o = Dgr e 19l
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1

1
/@ @ 19,

alors
151l = maz{|| Kyglo, [ (Kyg)'llo}

< maz] o1 ! ! Hial

= M R G (@ = 2)g + DV T(a) ((a = Dg+ na’ 9l
Donc

1Kyl < Allgll, (3.6)

avec 1 o 1 1

A= " = B o @ e ) 3D

Nous introduisons

QNu(t) =k (nI*Nu(§) — I*Nu(1)) t**

= (o [ €= st )is = s [0 sl )as )
— s (€= o)t os = [ 1= o st a9 )

et comme K, o = K,(I — Q) alors

KpoNu(t) = Kp(I = Q)Nu(t) = Kp(Nu(t) — Qu(t)) = I*(Nu(t) — Qu(t))

1

- T /O (t — ) (Nu(s) — QNu(s))ds

Maintenant, nous sommes en mesure de prouver les résultats de I'existence.

Nous imposons les condition :

(H1) 11 existe une constante positive K tel que u € domL \ kerL avec H%gn] D) > K
te[0,1
implique QNwu(t) # 0 sur (0,1].

(H2) Tl exist 6, 8,t*" 1, p € LP[0,1] et une fonction continue non décroissante ¢ : [0, 00) —

[0,00) est zy > 0 avec les proprités :

(a)

181, + [, <
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(b) Pour tout x > zg

. K+ (14 T'(a)A)[[d]],
= (@) — (T L@ XA, + 41, .
(1+T(@)A) ol s |
[(0) = (0 + T@A)AL, + 1,

(c) f:]0,1] x R? — R satisfies

+

[f(E,2,y)| < 0) + B() x| + (@) [yl + p(t)o(l]).

(H3) Il existe une constante B>0 telle que , pour tout ¢ € R satisfaisant |c¢| > B on a

sgn [e(nluc(§) — Tuc(1))] # 0.

avec u.(t) = ct* L.

Théoréme 79 Si les hypothéses(P),(H1)-(H3) sont satisfaites, alors la frontiére probléme
de valeur et (3.4)a une solution.

Preuve. Soit Q; = {u € domL \ KerL : Lu = ANu pour certains\ € (0,1)}

(1) D’abord montre que §; bornné :

Applique (Hy),@QNu(t) = 0 pour tout ¢t € [0,1]. Il existe donc ¢ty € (0, 1] tel que
|Da71<t0)| < K.

ID%u(ty) = D* tu(ty) — D* 1u(0) — D* 2u(0)t,"
= D tu(ty) — D* u(0)

puisque u € domL. Autrement dit,

D1u(0) = DOu(ty) — /0 " Dou(s)ds, (3.9)

Ce que implique
to
| D*Mu(0)| < [ D Multo)| +/ |D%u(s)| ds
0
to
<K+ |D°‘u(t)|/ ds < K + [[Lu|| < K + A [|Lul|,, < K + || Nul|,
0
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par (3.5),

1 1
Pu|| = —— | D! —— (K + || Nul|,). 1
[ Pull o) | D u(0)] < F(&)( + [|Null,) (3.10)
puisque (I — P)u € domL N KerP = ImkK,

pour u € )y,

I(I = Pul| = [[KpL(I = P)ul| < A||L(I = P)ul|, < A Lul],
< AX[|Nul],
< A|Nul|,

par (3.6)et(3.7). On a Pu € ImP = KerL C domL et par conséquent

[ull < [[Pull (1 = P)ull < ﬁ(KHINquHA [Null, < %Jr(ﬁ +A> [NVull,

D’aprés (H2) et 'inégalité précédente, il s’ensuit que

2—a, ! K 1 2—a, /
o], < )F(F )+A)HNt J,

N (a
K 2—a,,/
<H®+(d;+ANU@wtzum

< T (m) +A) (181, + 181, Diallg + [[£2=21, 1222l + ol oClull) )

ou

2—a, ! 1+ (a)A a—2 9/ K 1+T(a)A
ey = (S ) el 1wl < g + (S ) (08l + bl
+lell, ¢llully))
ety (1= e el ) < g + (SR ) 08l + 1, bl
+lell, ¢llully))

2—a, / &) — a)A a—2 o)A
I UHO(F( ) (Fl(;r)r( ) )Ht 7\\,,) . (K+(1r(+a)r< )A)

+ il o))

) (181, + 1811, llally
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(3)

Donc

e < K AT 1 K+ Qer@ni, o
0= T@) QT T@A) AT, | (@) = T@n e, o
(3.11)
K INEANN
FOA DM ell, (3.12)

+
[(a) = (14 T(e)A) [[te=24]],
Compiner l'inégalité ci-dessus avec

K 1
lall < gy + (g +) (161, + 031, el + =2, -2l + ol o)

On obtient
. < K+ (1+T(w)A) ||5||p
O T(a) = (1 +T(@N)UB, + llte=2v1,)
(1+T(a)A) [pll,
D) = (L + () A)([IBI], + [lE>=2v1l,)

+ ¢([ullp),

pour tout u € . Supposons que §2; n’est pas borné. Si {||t*~“u/||, : u € Q1 } n’est pas
borné, alors, par (3.11), est donc {|jul|, : v € 21 }. Donc il suffit de considérer le cas
ot {||ull : w € 4} n'est pas borné. Puis, au vu de(3.3), on arrive & un contradiction.

Par conséquent, 2; est borné.

Deuxiémement preuve ’ensemble Q2 = {u € KerL : Nu € ImL} est borné
Soit u. € €y alors u, € KerL est donné par u.(t) = ct* !, ¢ € R. Alors (QN)(ct*™!) =
0 puisque Nu € ImL = Ker@. Il découle de (Hs)que

|}

= mazx {maw |t sup (o — 1)c|}

t€[0,1] te[0,1]

lucll = maz {Jlucly,

= mazx {|c|, (a — 1) |c|}

=] <B
c’est -a -dire €2y borné.

Définissons l'isomorphisme J : Im@Q — KerL par Ju, = u,, avec u.(t) = ct®*~ pour
¢ € R. Soit 'ensemble Q3 = {u € KerL : =AJ 'u+ (1 — A\)QNu =0, € [0,1]}
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Si sgn[e(nluc(§)—1Iu.(1))] = —1. Alors u € Q3 implique Ac = (1—X)(nfu.(§)—Tu(1)).
SiA=1,alors c=0et,si A €[0,1) et |c] > B, alors 0 < Ac* = (1 — N)c(nlu.(€) —
Tu.(1)) < 0, ce qui est une contradiction. Soit

Qs ={ue KerL:-AJ'u+ (1 —-XN)QNu=0,\e|[0,1]}sisgnlc(nlu.(&)—Tu.(1))] =
1, et nous arrivons a nouveau a une contradiction. Donc||u.|| < B, Pour tout u. € Q3.
Donc 23 borné.

Soit © ouvert et borné de telle sorte que z‘gﬁi C Q. alors les hypothéses (i) et (ii) du
théoréme sont remplies.

Maintenant, montre que 'opérateur N est L-compact sur €2 :
En effet nous devons montrer que I'application QN (Q) est borne et K,(I — Q)N :
Q — X est compacte. Comme €2 est borné, il existe une constante 7 > 0 telle que ||ul| < r

pour tout v € Q. On a :
!QNU\ |k (nI*Nu(§) — I*Nu(1 ))ta‘ll

( 5 (1 J5€ = 57 s us), ' (5))ds = Jy (1= 8) s, ) (3))ds ) 0
< s (M SCE = ) s, uls) o (5)) s+ (0= )77 | (s, u(s), ()] ds)
< mag = (3 56 = 97 (s ul), W) ds + [ (1= )7 |5, u(s), ! (5)) | ds ) ¢
Jy (1= 8y (s, uls), e ()| ds + [y (1= )" |F(s.u(s), w/(s) | ds)

< (1) fy (L= )27 |f (s, u(s),w/(s))| ds

Comme la condition ( ) du les condition (H2), on obtient

k
[QNull, < gy -+ 1) (181, + 181l + 1, 162724 + ol 6CHlo))

puisque [Jufly < ull et [¢-u/]l, < [ju] alors

|QNul n-+1) (181, + Q181 + =2, lull + loll, o(lul)))

k
» S )

puisque ||u|| < r alors on obtient :

Nl < s+ 1) (181, + 81, + 125l )r + ol o) 313)
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Donce QNu(Q) est borné. Montrons présent que K,(I — Q)N(f) est compacte pour tout
u € (Q)

INul, = £t uls), /()]
< (181, + 181, el + =2, 122l + loll, &lulo))
< (181, + 181, lwll + Iy, el + el &) )
< (11811, + CUBHL, + I, )r =+ Nl 6(r))

De plus

/0 (t =)' (I = Q)Nu(s)ds

ko[ )
bmma— _Oé[ N d
= /Ol(t><@u\s

(t—5)"""|(I = Q)Nu(s)| ds

Donc
S (INullp+QNzll,) (3.14)

et
£ p(1 = QN (8] = |17 (1 = Q)Nu)(®)

k t a2 - uls)as
F(a—l)/0<t_8) (I = Q)Nu(s)d

k t
= T(a— 1) ity /0 (t =) [(I — Q)Nu(s)| ds

k 2—a ! a—2
<ty a0 [ ) — @)

2—«
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Donc

[ [Kp(I = Q)Nu'(t)]|, < (ullp+@Null) (3.15)

Dla—1)

alors

IKp(I = QN@)I< =—— (INull,+|QNu],) (3.16)

k
Pla—=1)
Donc Kp(I—Q)N(Q) est borné. Prouvons maintenant que Kp(I —Q)N () est équicontinu.
En effet pour t1,t, € [0,1],¢; < t9, on a:

[Kp(I = Q)Nu(ty) = Kp(I = Q)Nul(ty)]

N ’La( (2 = 9)° 7N = Q)Nu(s)ds — [yt — )" (I — Q) Na(s)ds)

I'(a)
< % Pt — 5)°7 Y1 — Q) Nu(s)ds + [;*((t2 — 5)°7 = (t — 5)°"H)(I — Q)Nu(s)ds
< % P (ta— 9) (I — Q)Nu(s)|ds + [y ((t2 — )71 = (t1 — 5)°7 ) [(I — Q)Nu(s)| ds

k _s)(@-Da+17] "2 Ha _\(e=Dg+1 (4, (a—1)g+1 ]t 1/q
(t2—s) _ (ta—s) (t1—s) B
= T(a) (([ e L) [t ) 1) ) (1 - Q)N

1
a—1+4+—

1
(ts—t1) @+ ((to — ty) (@ Datt —gioDatt _yla=batlyg )w Q)Nul|,

<
T Ia)((a=1)+7)

q

1 1
a—1+—
< ((tz —t1) T+ ((tp — ty) @~ Datl — tga_l)qﬂ tga 1)q+1) ) (I = Q)Null,

et

|27 [Kp(I = Q)Nu]'(t2) — 7 [Kp(I — Q)NuJ'(t1)|

= |7 (17 (I = @) Nu(ty) — I*7H(I = Q)Nu(t))]

— ’tQ_aﬁ ( OtQ (ty — 8)272(I — Q)Nu(s)ds — fgl (ty — s)*2(I — Q)Nu(s)ds)
= [y (i = )220 = QNu(s)ds + [ ((t2 = 572 = (0 = 5)* )(I = Q)Nu(s)ds )|
< i (S22 = 972 (2 = Q)Nuls) [ ds + [ (02 = )72 = (0 = £)°72) | (1 = Q)Nu(s)] ds )

a—2+4—

1 1
< T 1)((]; YNy ((tZ —t) 1+ ((tQ — ) (e 2att _glemBarl _ylas 2)‘1“) ) I — Q)Nul|,

1 1
a—2+— (a—2)g+1 (a—2)g+1
Sey|(t=t) 9+ ((b— 0D 20D g (7 Q)N
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ol ¢y et c3 est une constante générique qui ne dépendque de « et p.
Donc [|[Kp(I — Q)Nu(ty) — Kp(I — Q)Nu(ty)|| — 0 quand t; — to par conséquent
Kp(I—Q)N(Q) est équicontinu, alors d’aprés le théoréme d’Ascoli-Arzela Kp(I — Q)N (Q)
est compacte, donc N est L-compacte sur . Le lemmme établit que L est un Fredholm
de l'indice zéro.
Définir

H(u,\) = £ du+ (1 = X\)JQNu

par la propriété de degré d’invariance sous une homotopie, si u € KerL N 0f2, alors

deg(JQN |ker(r)non, 2N Ker(L),0) = deg(H(.,0),Q2N Ker(L),0)
=deg(H(.,1),QN Ker(L),0)
= deg(£Id, Q2N Ker(L),0) #0

par conséquent, I’hypothése(iii) du théoréme est remplie et la preuve est complétée. m
Supposons que I'hypothése (H2) soit remplacée par

(H2') Tl exist 6,8,t“ 2y,t*2p € LP[0,1] et une fonction continue non décroissante ¢ :

[0,00) — [0,00) est yo > 0 avec les proprités :

(a)
) I'a
|wm+wavm<f:%%x

(b) pour tout y € [0,00) et t € [0, 1],
27(y) < ¢(2 — ay).

(c) pour tout y > yo
- K+ (1+T(w)A) H(SHp
Y= Ta) = A+ T (@M, + 21 )
(1+T()A) [l
() — L+ @M (I8], + [221,)

(d) f:[0,1] x R*? — R satisfies

_|_

o(y)-

[f (2, y)] < 0(8) + B o] + () [yl + pt)(ly])-
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Alors nous avons le critére d’existence suivant dont la preuve est analogue & celle du théo-

réme [(Y

Théoréme 80 Si les hypothéses(P),(H1),(H2'),(H3) sont satisfaites, alors la frontiére
probleme de valeur et a une solution.
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Conclusion

Dans cette thése, nous avons présenté une étude de 'existence de quelque problémes
aux limites en résonance, en appliquant la théorie de coincidence de Mawhin, et cela en réa-
lisant trios conditions pour prouver 'existence d’une solution, par 1'utilisation de théoréme

et des lemmes auxiliaires.
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Abstract

In this dissertation, we study the ability of a solution to the
problem of boundary values at the resonance of a nonlinear
differential equation for a fractional order, we apply a well-known

theorem of degree theory for coincidences due to Mawhin.

Key words: boundary problem, fixed point theorems, resonance.

Résumé

Dans ce mémoire, nous étudions I’abilité d'existence d’une
solution au probléme aux limites a la résonance d'une équation
différentielle non linéaire pour un ordre fractionnaire, nous
appliquer un théoréme bien connu de théorie de degré pour des

coincidences dues a Mawhin.

Mots clés: probléme aux limites, théorémes de point fixe,
résonance.
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