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Notations

• R : l’ensemble des nombres réels.

• (M,d) : espace métrique.

• d(., .) : application de distance.

• C([a, b]) : l’espace des fonctions continues.

• Ω : un ensemble ouvert borné.

• Ω = Ω + ∂Ω : c’est la fermeture de Ω.

• U : un ensemble ouvert.

• CK
(., .) : l’espace des fonction à valeurs dans R, K fois différentiable dans Ω.

• deg : degré topologique.

• degB : degré topologique de Brouwer.

• degLS : degré topologique de Leray-Schauder.

• B : la boule unité fermée.

• Im : image d’une application.

• Ker : noyau.

• P,Q : deux projections continues.

• ⊕ : la somme direct.
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• L : l’opérateur de Fredholm.

• dom : domaine.

• ind : indice.

• dim : dimension.

• codim : codimension.

• coker : conoyau.

• Kp : l’opérateur linéaire.

• N : L-compact sur Ω.

• ‖.‖∞= max|.|.

• W 3,1 : espace de Sobolev.

• α, β, γ : fonctions ∈ L1[0, 1].
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Introduction

Dans ce mémoire, on étude l’existence de quelque problémes aux limites en résonance,
qu’ écrit sous la forme :

Dαu(t) = f(t, u(t), u′(t)), avec t ∈ (0, 1),

avec conditions non local suivente :

Dα−2
0+ u(0) = 0, ηu(ξ) = u(1),

où 1 < α < 2 ,0 < ξ < 1 et ηξα−1 = 1. Pour trouver l’existence de quelque problémes, on
utilise la théorie de degré coïncidence de Mawhin.
Les monographies [10, 20, 21, 22] sont couramment citées pour la théorie du fractionnement
dérivés et intégrales et applications aux équations différentielles d’ordre fractionnaire. Des
contributions à la théorie des problèmes de valeurs initiales et aux limites pour les équations
différentielles non linéaires d’ordre fractionnaire ont été apportées par plusieurs auteurs y
compris une monographie récente [13] et les articles [1, 2, 9, 15, 24]. Bien qu’une application
de la théorie du degré de coïncidence à un problème d’ordre fractionnaire ne soit pas connue
pour l’auteur, on peut rendre compte de plusieurs résultats qui ont été consacrés à la fois aux
développements théoriques [5, 17, 19] et aux applications [23] à différents types de frontières
et les problèmes de valeur initiale. Un large éventail de scénarios de problèmes résonnants
ont été étudiées dans le cadre des équations différentielles et différentielles ordinaires [17]
(plus généralement, équations dynamiques sur des échelles de temps [3, 11]) sur borné et
illimité [12] domaines avec des conditions aux limites périodiques [18], non locales [4, 6, 7,
8, 23] ainsi que problèmes de valeur limite avec impulsions [14].
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Chapitre 1

Rappels et notions fondamentales

Le but de ce chapitre est l’étude de quelques théorèmes du point fixe. On commencera
par le plus simple et le plus connu d’entre eux : le théorème du point fixe de Banach pour les
applications contractantes. On verra ensuite le théorème du point fixe de Brouwer (valable
en dimension finie) puis le théorème du point fixe de Schauder (qui est la “généralisation”
en dimension infinie) Enfin nous abordons le théorème du point fixe de Krasnoselskii.

1.1 Théorème du point fixe

Dans cette section, nous présentons quelque théories et caractéristiques du poit fixe de
Banach, et aussi point fixe pour l’application ne soit pas une contraction sur tout l’espace
métrique, avec etudier les principes de continuité.

1.1.1 Théorème du point fixe de Banach

Le théorème du point fixe de Banach (connu aussi sous le nom le théorème de l’appli-
cation contractante) est un théorème simple à prouver, qui garantit l’existence d’un unique
point fixe pour toute application contractante, s’applique aux espaces complets et qui pos-
sède de nombreuses applications. Ces applications incluent les théorèmes d’existence de
solution pour les équations différentielles ou les équations intégrales et l’étude de la conver-
gence de certaines méthodes numériques.

Définition 1 (Point fixe) Soit T : X −→ X une application . On appelle point fixe tout
point x ∈ X tel que T (x) = x.
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Définition 2 (L’application lipschitzienne) Soit (M,d) un espace métrique complet et
l’application T : M −→ M , on dit que T est une application Lipschitzienne s’il existe une
constante positive k ≥ 0 telle que l’on ait, pour tout couple d’éléments x,y de M, l’inégalité :

d(T (x), T (y)) ≤ k(d(x, y)), ∀x, y ∈M (1.1)

Si k ≤ 1, l’application T est appelée non expansive.
Si k < 1, l’application T est appelée contraction.

Théoréme 3 [27] (Théorème du point fixe de Banach(1922)) Soit (M,d) un espace
métrique complet et soit T : M −→ M une application contractante avec la constante de
contraction k, alors T a un unique point fixe x ∈M . De plus on a :
Si x0 ∈M et xn = T (xn−1),limn−→∞ xn = x et

d(xn, x) ≤ kn(1− k)−1d(x1, x0) n ≥ 1, (1.2)

x étant le point fixe de T .

Preuve.

(1) Nous montrons d’abord l’unicité :
On suppose que il existe x, y ∈M avec x = T (x) et y = T (y) alors
d(x, y) = d(T (x), T (y) ≤ kd(x, y).
Puisque 0 < k < 1 alors la dernier inégalité implique que d(x, y) = 0 =⇒ x = y, alors
∃!x ∈M tel que T (x) = x.
(2)Pour montrer l’existence :
sélectionnez x ∈M . Nous montrons d’abord que xn est un suite de cauchy.
Remarquez pour n ∈ {0, 1, ...}

d(xn, xn+1) = d(T (xn−1), T (xn)) ≤ kd(xn−1, xn) ≤ k2d(xn−2, xn−1) ≤ ....... ≤ knd(x0, x1)

Si m > n où n ∈ {0, 1, ...}

d(xn, xm) ≤ d(xn, xn+1) + d(xn+1, xn+2) + ......+ (xm−1, xm)

≤ knd(x0, x1) + kn+1d(x0, x1) + ......+ km−1d(x0, x1)

≤ knd(x0, x1)
[
1 + k + k2 + .......

]
≤ kn

1− k
d(x0, x1)
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Pour m > n, n ∈ {0, 1, ...} on a

d(xn, xm) ≤ kn

1− k
d(x0, x1) (1.3)

alors xn est une suite de Cauchy dans l’espace complet X en suite alors il existe x ∈M avec

lim
n−→+∞

xn = x

De plus par la continuité de T

x = lim
n−→∞

xn+1 = lim
n−→∞

T (xn) = T (x)

Donc x est un point fixe de T.
Finalement, m −→∞ in (1.3), on obtient

d(xn, x) ≤ kn

1− k
d(x0, x1)

Exemple 4 Considérons l’application T : R → R défini par T (x) = x+sin(x)
3

, alors T une
contraction avec 0 < k = 2

3
< 1, et admet comme point fixe x = 0 et lim{T n(x)}∞n=1 = 0 .

Remarque : Les conditions du cette théoréme sont nécessaires, consdérons les exemples
suivants .

Exemple 5 (Condition de fermeture) T :]0, 1] −→]0, 1] , T (x) = x
2
, est contractante

et vérifie T (]0, 1]) ⊂]0, 1] mais n’admet pas de point fixe. Le problème est que ]0, 1] n’est pas
fermé : limxn = 0 n’est pas contenue dans ]0, 1] .

Exemple 6 T : [0, 1] −→ R, T (x) = x
2

+2, est contractante mais n’admet pas de point fixe.
Le problème est que T ([0, 1]) * [0, 1] et on ne peut pas itérer : x0 = 0, x1 = 1, x2 = 1.5,
mais x3 n’est pas défini.

Exemple 7 (Condition de contraction) T : R → R , T (x) = x + 1
1+ex

vérifie |T (x) −
T (y)| < |x−y| pour tout x 6= y, mais n’admet pas de point fixe. Le probléme est que T n’est
pas contractante, et pour tout x0 ∈ R on obtient xn −→ +∞.
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1.1.2 Théorèmes du point fixe pour l’application ne soit pas une
contraction sur tout l’espace métrique

Soit (M,d) un espace métrique complet, les fonctions définie seulement sur un sous-
ensemble de M n’aura pas forcément un point fixe. Des conditions supplémentaires seront
nécessaires, Pour assurer cela.

Théoréme 8 Soient K un ensemble fermé dans M et T : K −→ M une k-contraction.
Supposons qu’il existe x0 ∈ K et r > 0 tel que

B(x0, r) ⊂ K et d(x0, T (x0)) < (1− k)r

alors T a un unique point fixe x∗ ∈ B(x0, r).

Théoréme 9 Soit (M,d) un espace métrique complet, T : M −→ M une application
Lipschitzienne (pas nécessairement une contraction) mais l’une de ces itérées T p est une
contraction, alors T a un seul point fixe x∗ ∈M .

Preuve. comme T p est une contraction, il en resulte du théorème 8 que T p a un unique
point fixe, donc x∗ = T px∗. Alors T p(T (x∗)) = T (T p(x∗)) = T (x∗), alors T (x∗) est un point
fixe de T p . Mais T p admet un unique point fixe, d’où T (x∗) = x∗. Donc T a un unique
point fixe (x∗), et il est unique car tout point fixe de T est également point fixe de T p

1.1.3 Principes de continuation

une autre façon d’obtenir l’existence de point fixe pour une application non définie
sur tout l’espace s’obtient via un processus de continuation. Celui-ici consiste à déformer
notre application en une autre plus simple pour laquelle nous connaissons l’existence d’un
point fixe. Il va sans dire que cette déformation connue sous le nom devra vérifier certaines
condition voir [25].

Définition 10 (les application homotopes) Soient X et Y deux espaces topologiques.
Deux applications continues f, g : X −→ Y sont dites homotopes lorsqu’il existe une appli-
cation continue

H : X × [0, 1] −→ Y

telle que : H(x, 0) = f(x) et H(x, 1) = g(x). On note f ' g.
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Remarque : En d’autres termes, pour cette définition , il existe une famille d’applications
de X dans Y, à savoir x −→ H(x, t) pour 0 ≤ t ≤ 1, qui part de f pour arriver à g, et varie
continument.

Exemple 11 Soit f : Rn → Rn l’application constante f(x) = 0, et g : Rn → Rn l’appli-
cation g(x) = x. Montrons que f et g sont homotopes. Il suffit de prendre :

H : Rn × [0, 1]→ Rn

H(x, t) = tx.

Alors H(x, 0) = 0 ∗ x = 0 = f(x) et H(x, 1) = x ∗ 1 = g(x).

Exemple 12 Soit X = Y = Rn−{0}, on considère cette fois, f(x) =
x

‖x‖
et g(x) = x. On

voit que f et g sont homotopes en prenant :

H : (Rn − {0})× [0, 1] −→ Rn − {0}

tel que : H(x, t) = (1− t)i(x) + tp(x), on a

H(x, 0) = (1− 0)× x+ 0× x

‖x‖
= x

et
H(x, 1) = (1− 1)× x+ 1× x

‖x‖
=

x

‖x‖

alors H(x, t) = (1− t)x+ t
x

‖x‖
et H(x, 0) = g(x) et H(x, 1) = f(x).

Définition 13 (Équivalence d’homotopie) Soit f : X −→ Y une application continue.
On dit que f est une équivalence d’homotopie lorsqu’il existe g : Y −→ X telle que g◦f = idX

et f ◦ g = idy. On dit que X et Y sont du même type d’homotopie, et on note X ' Y .

Exemple 14 Soit X = Rn − {0} et Y = Sn−1, on prend alors f : X −→ Y définie par
f(x) = x/‖x‖, et g : Y −→ X l’inclusion. Alors f ◦ g = idY , et l’exemple (12) montre que
g ◦ f ' idX . Donc Rn − {0} a le même type d’homotopie que la sphère Sn−1.

Soit (X,d) un espace métrique complet, et U un sous ensemble ouvert de X.
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Définition 15 (Les propriétés d’homotopie) on considére F : U −→ X et G : U −→
deux contractions, on dit que F et G sont homotopes s’il existe H : U×[0, 1] −→ X vérifiant
les propriétés suivantes :

(1) H(., 0) = G et H(., 1) = F .

(2) H(x, t) 6= x pour tout x ∈ ∂U et t ∈ [0, 1].

(3) Il existe α ∈ [0, 1) tel que d(H(x, t);H(y, t) ≤ αd(x, y) pour tout x, y ∈ U , et t ∈ [0, 1].

(4) Il existe M ≥ 0 tel que d(H(x, t), H(x, s) ≤M |t− s| pour tout x ∈ U ,et t, s ∈ [0, 1].

Théoréme 16 Soit F : U −→ X et G : U −→ X deux applications homotopiquement
con-tractives et G a un point fixe dans U. Alors, F admet un point fixe dans U.

Preuve. On pose l’ensemble Q = {λ ∈ [0, 1] : x = H(x, λ)} pour certain x ∈ U et H est
une homotopie entre F et G a décrite dans la définition (10) Notons que Q est non vide
puisque G a un point fixe et que 0 ∈ Q.
On montre que Q est à la fois ouvert et fermé dans [0,1] alors montre Q = [0, 1]. Par
conséquent F a un point fixe.
(i) montrons que Q est un ensemble fermé dans [0,1] :
soit {λn}n∈N une suite dans Q telle que limn−→∞ λn = λ, alors, nous devons montrer que
λ ∈ Q. Comme λn ∈ Q pour n = 1, 2...., il existe xn ∈ U où xn = H(xn, λn). On a pour
n,m ∈ {1, 2, ....}

d(xn, xm) = d(H(xn, λn)H(xm, λm)

≤ d(H(xn, λn)H(xm, λm)) + d(H(xn, λm), H(xm, λm)

≤M |λn − λm|+αd(xn, xm)

Alors,
d(xn, xm) ≤ M

1− α
|λn − λm|

Donc {xn}est une suite de Cauchy de X(car {λn}l’est aussi) et, puisque X est complet, il
existe x ∈ U telle que limx−→∞ xn = x.
Par la continuité de H,

x = lim
n−→∞

xn = limn−→∞H(xn, λn) = H(x, λ)

8



Donc λ ∈ Q et Q est fermé dans [0, 1].
(ii )montrons que Q est un ensemble ouvert dans [0,1] :
Soit λ0 ∈ Q, Alors il existe x0 ∈ U avec x0 = H(x0, λ0). Puisque, par hypothèse, x0 ∈ U ,
nous pouvons trouver r > 0 tel que la boule ouverte B(x0, r) = {x ∈ X : (x, x0) < r} ⊆ U .
Choisissons ε > 0 tel que ε ≤ (1−α)r

M
où r ≤ dist(x0, ∂U), et dist((x0, ∂U)) = inf{(x0, x) :

x ∈ ∂U}. Fixons λ ∈ (λ0 − ε, λ0 + ε). alors, pour x0 ∈ B(x0, r)

d(x0, H(x, λ)) ≤ d(H(x0, λ0)H(x, λ0)) + d(H(x, λ0), H(x, λ)

≤ αd(x0, x) +M |λ, λ0|

≤ αr + (1− α)r = r

Alors pour tout λ ∈ (λ0 − ε, λ0 + ε) fixé

H(., λ) : B(x0, r) −→ B(x0, r)

Par le théorème (3), (8), on déduit que H(., λ) un point fixe dans U. Alors, λ ∈ Q pour
tout λ ∈ (λ0 − ε, λ0 + ε).Et parconséquent Q est ouvert dans [0, 1] .
Donc Q=[0, 1].
Remarque :Du théorème précédent, nous déduisons le résultat suivant.

Théoréme 17 [25] (Alternative non-linéaire de Leray-Schauder) Soit U ⊂ E un
ensemble ouvert d’un espace de Banach E tel que 0 ∈ U , et soit F : U −→ E une contraction
telle que F (U) soit bornée. Alors un des deux énoncés suivant est vérifié :

(a) F a un point fixe dans (U).

(b) il existe λ ∈ (0, 1) et x ∈ ∂U tels que x = λF (x).

Preuve. Supposons que (b) n’est pas vérifié et que F n’a pas de point fixe sur ∂U c’est à
dire x 6= λF (x) pour tout x ∈ ∂U et λ ∈ [0, 1].
Soit H : U × [0, 1] −→ E donnée par H(x, λ) = λF (x), et soit G l’application nulle
(G(x)=0).
Notons que G a un point fixe dans U (à savoir (G(0) = 0) et que F et G sont deux
applications homotopiquement contractives. Par le théorème (16)F a également un point
fixe et donc l’ennoncé (a) est vérifié.
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1.2 Degré topologique

Dans cette section, nous donnons un brèf aperçu de la notion du degré topologique
que ce soit en dimension finie ou infinie. Le degré, deg(f,Ω, y) de f dans Ω par rapport à y
donne une information sur le nombre de solutions de l’équation f(x) = y dans un ensemble
ouvert Ω ⊂ X, où f : X −→ X est continue, y /∈ f(∂Ω) et X est un espace topologique
métrique la plupart du temps. Voir [28] [29] [31] [32].

1.2.1 Degré topologique de Brouwer

Soit Ω un ouvert borné et de Rn de frontière ∂Ω et de fermeture Ω.Ck
(Ω,Rn) l’espace

des fonctions à valeur dans Rn, k fois différentiables dans Ω quI sont continues sur Ω. Cet
espace sera muni de sa topologie usuelle.

Définition 18 (Jacobien) Soit x0 ∈ Ω, si f est différentiable en x0, on note par Jf (x0) =

detf ′(x0) le Jacobien de f en x0.

Définition 19 (Le point critique) Soit f une fonction de classe C1 sur Ω. Notons par
Jf (x0) le Jacobien de f en un point x0 de Ω .Le point x0 est dit point critique si Jf (x0) = 0.
sinon, x0 est dite point régulier.

On pose Sf (Ω) l’ensemble des points critiques. C’est à dire :

Sf (Ω) = {x ∈ Ω, Jf (x) = 0}

Définition 20 (Valeur régulière) Considérons y un élément dans Rn est dit valeur ré-
gulière de f si f−1(y) ∩ Sf (Ω) = ∅. Sinon, y est dit valeur singulière.

Définition 21 (Degré topologique) Soit f ∈ C
1
(Ω,Rn) et y ∈ Rn\f(∂Ω) une valeur

régulière de f. On appelle degré topologique de f dans Ω par rapport à y le nombre entier

deg(f,Ω, y) =
∑

x∈f−1(y)

Sgn Jf (x)

où Sgn Jf(x) Représente le signe de Jf (x), défini par

sgn(t) =

{
1 si t>0
−1 si t<0

Avec l’ajout de ces deux notes
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1) si f−1(y) = ∅, deg(f,Ω, y) = 0.

2) f−1(y) contient un nombre fini d’éléments

Dans le cas où f−1(y) ∩ Sf (Ω) 6= 0, Nous passons à le lemme suivant :

Lemme 1 (Lemme de Sard) Soit une fonction f ∈ C1(Ω,Rn). Alors l’ensemble f(Sf )

des valeurs critiques de f est de mesure nulle.

Nous verrons maintenant qu’on peut étendre la notion de degré au cas où la fonction
f est est seulement continue.

Définition 22 Soient Ω ⊂ Rn un ouvert borné, f ∈ C(Ω,Rn) et y ∈ Rn tel que y /∈ f(∂Ω).
On définit le degré topologique de f dans Ω par rapport y par

deg(f,Ω, y) = [ lim
n→∞

deg(fn,Ω, y)]

où {fn}n∈N∗ est une suite de fonction C1(Ω,Rn) qui converge uniformément vers f dans
Ω.

Théoréme 23 [28](Quelques propriétés importantes du degré topologique de Brou-

wer) Soit Ω ⊂ Rn un ouvert borné, et posons A(Ω) = {f ∈ C(Ω,Rn) : y /∈ f(∂Ω))} .L’ap-
plication deg(f,Ω, y) : A(Ω)→ Z satisfait les propriés suivantes

1. (Normalisation) deg(I; Ω, y) = 1 si y ∈ Ω et deg(IΩ, y) = 0 si y ∈ Rn\Ω où I désigne
l’application identité sur Ω.

2. (Solvabilité) Si deg(f,Ω, y) 6= 0, alors f(x) = y admet au moins une solution dans Ω.

3. (Invariance par homotopie) Pour tout h : [0, 1]×Ω→ Rn et tout y : [0, 1]→ Rn continues
telles que y(t) /∈ h(t, ∂Ω) pour tout t ∈ [0, 1], deg(h(t, .),Ω, y(t)) est indépendant de t.

4 .( Additivité) Supposons que Ω1 et Ω2 sont deux sous-ensembles disjoints et ouverts de Ω

et y /∈ f(Ω�(Ω1

⋃
Ω2)) . Alors

deg(f,Ω, y) = deg(f,Ω1, y) + deg(f,Ω2, y)

5.deg(f,Ω, y) est constant sur toute composante connexe de Rn�f(∂Ω)

11



6.deg(f,Ω, y) = deg(f − y,Ω, 0).

7. Soit g : Ω→ Fm une application continue où Fm est un sous espace de Rn, dimFm = m,
1 ≤ m ≤ n : Supposons que y est tel que y /∈ (I − g)∂Ω . Alors

deg(f,Ω, y) = deg((I − g)Ω∩Fm ,Ω ∩ Fm, y)

Remarque 24 Dans le but de démontrer l’existence de solutions d’équations non linéaires
dans Rn, la proprié (2) du théoréme ci dessus est souvent complétée par la propriété d’in-
variance par homotopie du degré. L’intérét principal de cette notion réside dans le fait que
si deux applications sont homotopes, elles ont le méme degré.

Exemple 25 Soit Ω = (−1; 1) et considérons

h : (t;x) ∈ [0, 1]× Ω→ h(t, x) = (1− t)x+ t(x2 + 1)ex

Alors,

1. h est continue sur [0; 1]× Ω.

2.h(0;x) = (1− 0)x+ 0 ∗ (x2 + 1)ex = x = I(x).

3. h(1;x) = (1− 1)x+ 1 ∗ (x2 + 1)ex = (x2 + 1)ex = f(x).

4. Pour tout t ∈ [0; 1] , les fonction I et f sont homotopes , Donc deg(f, (−1, 1), 0) =

deg(I, (−1, 1), 0) = 1.

1.2.2 Degré topologique de Leray-Schauder

Soient X un espace vectoriel normé de dimension infinie, Ω ⊂ X un ensemble ouvert
et borné, f : Ω̄ → X une fonction continue et y ∈ X tel que y /∈ f(∂Ω) .Dans la section
précédente, nous avons vu qu’en dimension finie, C(Ω̄, X) est une classe convenable de
fonctions pour laquelle il existe une unique fonction degré, le degré de Brouwer, satisfaisant
les propriétés 1,2 et 3 du théorème . Malheureusement, en dimention infinie, C(Ω̄, X) ne
l’est pas. En effet, un exemple du à Leray montre qu’il faut restreindre la classe des fonc-
tions pour laquelle il y a existence et unicité d’une fonction degré de Leray-Schauder, a un
ensemble strictement contenu dans C(Ω̄, X).
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Définition 26 [31] Soient X un espace de Banach et Ω une partie fermé de X. Si T : Ω→
X est un opérateur continu, on dit que T est compact si pour toute partie bornée B de Ω,
T (B) est relativement compact dans X.

Remarque 27 On notera en particulier que si T est compact, alors T est borné sur les
parties bornées de X.

Définition 28 Soient X un espace de Banach et Ω une partie de X. On dit que l’application
T : Ω→ X est de rang fini si dim(Im(T )) <∞, autrement dit, si Im(T ) est un sous-espace
de dimension finie de X.

Lemme 2 Soient X un espace de Banach, Ω ⊂ X. Un ouvert borné et T : Ω̄ → X une
application compacte. Alors, pour tout ε > 0, il existe un espace de dimension fini noté F
et une application continue Tε : Ω̄→ F telle que

‖Tεx− Tx‖ < ε ∀ x ∈ Ω̄.

Définition 29 Soient X un espace de Banach , Ω ⊂ X. Un ouvert borné et T : Ω̄ → X

une application compacte. Supposons maintenant que 0 /∈ (I − T )(∂Ω). Il existe ε0 > 0 tel
que pour ε ∈ (0, ε0), le degré de Brouwer deg(I − Tε,Ω ∩ Fε, 0) est bien défini comme dans
le lemme 11. Par conséquent , nous définissons le degré de Leray-Schauder par

deg(I − T,Ω, 0) = deg(I − Tε,Ω ∩ Fε, 0).

Cette définition ne dépend que de T et de Ω. Si Y ∈ X est tel que y /∈ (I − T )(∂Ω), le
degré de I − T dans Ω par rapport à y est défini comme étant

deg(I − T,Ω, y) = deg(I − T − y,Ω, 0).

Théoréme 30 [28](Quelques propriétés importantes du degré topologique de Leray-

Schauder ) Soit X un espace de Banach et
A =

{
(I − T,Ω, 0) ,Ω un ouvert borné de X,T : Ω→ X compacte , 0 /∈ (I − T ) (∂Ω)

}
alors, il existe une unique application deg(f,Ω, y) : A→ Z appelé le degré topologique

de Leray-Schauder telle que :
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1. (Normalité) Si 0 ∈ Ω alors deg(I,Ω, 0) = 1.

2. (Solvabilité) Si deg(I − T,Ω, 0) 6= 0, alors exists x ∈ Ω tel que (I − T )x = 0.

3. (Invariance par homotopie) Soit H : [0, 1]Ω̄ une homotopie compacte, telle que 0 /∈
(I −H(t, .))(∂Ω). Alors deg(I −H(t, .),Ω, 0) ne dépend de t ∈ [0, 1].

4. (Additivité) Soient Ω1 et Ω2 deux sous-ensembles disjoints ouverts de Ω et

0 /∈ (I − T )(Ω̄ \ (Ω1 ∪ Ω2)).

Alors,
deg(I − T,Ω, 0) = deg(I − T,Ω1, 0) + deg(I − T,Ω2, 0).

Remarque 31 Le degré de Leray-Schauder conserve toutes les propriétés de base du degré
de Brower.

Comme conséquence de cette notion du degré nous allons prouver quelques théorèmes
de points fixe topologiques en particulier l’alternative non linéaire de Leray-Schauder.

1.3 Théorème du point fixe topologiques

Théoréme 32 (Brouwer) Soit B̄ la boule unité fermée de Rn et f : B̄ → B̄ continue.
Alors f a un point fixe : il existe x ∈ B̄ tel que f(x) = x.

Preuve. S’il existe un x ∈ ∂B, alors il n’y a rien à prouver. Sinon considérons l’application
continue h(t, x) = x− tf(x). Alors,
h(0, x) = x−0∗f(x) = x et h(1, x) = x−1∗f(x) = x−f(x). Si on suppose que h(t, x0) = 0

comme x0 ∈ ∂B, alors on obtient x0 = tf(x0) ce qui implique comme 0 6 t 6 1, que
f(x0) ∈ ∂B, contradiction. Comme est une homotopie admissible entre I − f et I. Donc

deg(I − f,Ω, 0) = deg(I,Ω, 0) = 1.

En conclusion, ∃x ∈ B, tel que x− tf(x) = 0 i.e. f(x) = x.

Théoréme 33 (Schauder) Soit B̄ la boule unité fermée d’un Banach E et f : B̄ → B̄

compacte. Alors f a un point fixe : il existe x ∈ B̄ tel que f(x) = x.
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Preuve. Soit h(t, x) = tf(x) fonction compacte sur [0, 1] × B̄. Si, pour t ∈ [0, 1] et un
x ∈ ∂B, on a x − h(t, x) = 0, alors tf(x) = x comme |x| = 1 et |f(x)| ≤ 1, ceci impose
t = 1 et x = f(x) donc un point fixe sur ∂B situation que l’on a exclue. On peut donc
appliquer les propriétés de normalisation et d’invariance par homotopie du degré donne

1 = deg(I, B, 0) = deg(I − f,B, 0)

puisque h(0, .) = 0 et h(1, 0) = f donc l’existence d’un point fixe .

Théoréme 34 [26] (Alternative non-linéaire de Leray-Schauder) Soit Ω ⊂ X un
sous ensemble ouvert borné d’un espace de Banach X tel que 0 ∈ Ω, et soit T : Ω→ X un
opérateur compact. Alors un des deux énoncés suivants vérifié :

(1) T a un point fixe dans Ω.

(2) il existe λ > 1 et x ∈ ∂Ω tels que Tx = λx.

Preuve. Si (2) est vraie alors on a rien à prouver. Sinon, on définit l’homotopie

H(t, x) = tTx ∀ t ∈ [0, 1].

Ainsi définiH(t, x) est compacte,H(0, x) = 0 etH(1, x) = Tx. Supposons queH(t, x0) = x0

pour un certain t ∈ [0, 1] et x0 ∈ ∂Ω. Alors on a tTx0 = x0. Si t = 0 ou t = 1 on a (1) ?
Sinon

Tx0 =
1

t
x0 pour un certain t ∈ (0, 1),

et alors on a (2). Sinon, on a deg(I − T,Ω, 0) = deg(I,Ω, 0) = 1 et alors T a un point fixe
dans Ω.

Théoréme 35 (Brouwer) Soit M une partie convexe, compacte et non vide d’un espace
normé de dimension finie (X, ‖.‖) et soit A : M → M une application continue, alors A
admet un point fixe .

Théoréme 36 (Schauder) Soit M une partie bornée, fermée, convexe et non vide d’un
espace de Banach X et soit A : M →M une application compacte, alors A admet un point
fixe.
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Théoréme 37 (Krasnoselskii) Soit X un espace de Banach et M un ensemble non vide
de X fermé, borné et convexe. U, V sont deux applications de M dans X telles que :
U est une contraction (de constante k) et V est compacte et continue. Ux + V y ∈ M

∀x, y ∈M , Alors il existe x ∈M tel que Ux+ V x = x.

Maintenant Considérons X = C([a, b]) muni de la norme ‖u‖ = max
a6t6b
|u(t)|, avec −∞ < a <

b < +∞.Si M est un sous ensemble de X .

Définition 38 (Ensemble borné) M est borné, alors
‖u‖ 6 r, ∀u ∈M et r > 0 un nombre fixé.

Définition 39 (Ensemble équicontinu) M est équicontinu, alors

∀ε > 0,∃δ > 0, tq |t1 − t2| < δ et ∀u ∈M ⇒ |u(t1)− u(t2)| < ε.

Théoréme 40 (Ascoli-Arzela) si M est borné et équicontinu alors M est relativement
compact.

Théoréme 41 Soient Ω un ouvert de Rn et (fn)n∈N une suite de Lp(Ω) telle que

1. fn(x)→ f(x) presque partout sur Ω.

2. |fn(x)| 6 g(x) presque partout sur Ω, ∀n avec g ∈ Lp(Ω). Alors,

f ∈ Lp(Ω) et ‖fn − f‖Lp → 0.

1.4 Outils de base

on donne quelques définitions et propriétés que nous utiliserons dans la suite de ce travail.

1.4.1 Fonctions utiles

La fonction Gamma :

La fonction Gamma (ou fonction d’Euler de deuxième espèce) est fonction qui prolonge la
factorielle aux valeurs réelles.
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Définition 42 Soit x ∈ R+
∗ , la fonction Gamma est donnée par :

Γ(x) =

∫ +∞

0

e−ttx−1dt

(cette intégrale convergente pour tout x > 0 ).
En intégrant par parties, on peut voir que

Γ(x+ 1) = xΓ(x),∀x > 0

En particulier
Γ(n+ 1) = n!,∀n ∈ N∗

La fonction Bêta :

Définition 43 [4]
Soit x, y > 0, la fonction Bêta (ou fonction d’Euler de premier espèce) est définit par :

β(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt

La fonction Bêta est reliée aux fonctions Gamma par la relation suivante

∀x > 0, y > 0, on a β(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
,

1.5 L’intégrale fractionnaire sur un intervalle [a,b]

Soit f une fonction continue sur l’intervalle [a, b]. On considère l’intervalle

I(1)f(x) =

∫ x

a

f(t)dt

I(2)f(x) =

∫ x

a

dt

∫ t

a

f(u)du

En permutant l’ordre d’intégration, on obtient

I(2)f(x) =

∫ x

a

(x− t)f(t)dt

plus généralement le nime itéré de l’opérateur I peut s’écrire

Inf(x) =

∫ x

a

dx1

∫ x1

a

dx2...

∫ xn−1

a

f(xn)dxn =
1

(n− 1)!

∫ x

a

(x− t)(n−1)f(t)dt (1.4)
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Pour tout entier n.
Cette formule est appelée formule de Cauchy et depuis la généralisation du factoriel par la
fonction Gamma : (n− 1)! = Γ(n), Riémann rendu compte que la second membre de (1.4)

pourrait avoir un sens même quand n prenant une valeur non entière, il était naturel de
définir l’intégration fractionnaire comme suite :

Définition 44 si f ∈ C[a, b], α ∈ R+ l’intégrale

Iαa+f(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)(α−1)f(t)dt telle que a ∈]−∞,+∞[

est appelée intégrale fractionnaire (á gauche) de Riemann-Liouville d’ordre α.

Iαb−f(x) =
1

Γ(α)

∫ x

b

(x− t)(α−1)f(t)dt tel que b ∈]−∞,+∞[

est appelée intégrale fractionnaire (á droite) de Riemann-Liouville d’ordre α.

Cas particulier :
I0
a+f(x) = f(x) (i.e I0

a+ est l’opérateur identité)

Théoréme 45 Pour f ∈ C[a, b] integrale fractionnaire de Riemann-Liouville possède la
propriété de semi-groupe :

Iαa+ [Iβa+f(x)] = I
(α+β)

a+ f(x), α, β > 0

Preuve. la preuve découle directement de la définition

Iαa+ [Iβa+f(x)] =
1

Γ(α))Γ(β)

∫ x

a

1

(s− t)α−1

∫ x

a

f(u)

(t− u)1−β)du

Or f ∈ C[a, b],d’après le théorème de Fubini on et par le changement t = u + s(x − u) on
obtient

Iαa+ [Iβa+f(x)] =
B(α, β)

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

f(u)

(t− u)1−β du = I(α+β)
α+

f(x)

Ou B(α, β) désigne la fonction Beta.

Exemple 46 On a f(t) = (t− a)m.
A l’aide de changement de variable τ = a+ x(t− a)on trouve :

Iα(t− a)m =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1(τ − a)mdτ
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=
1

Γ(α)
(t− a)α+m

∫ 1

0

(1− x)α−1xmdx

=
1

Γ(α)
(t− a)α+mβ(m+ 1, α)

=
Γ(m+ 1)

Γ(α +m+ 1)
(t− a)α+m.

pour α = 0.5,m = 1 et a = 0, on aura

I0.5(t) =
Γ(2)

Γ(2.5)
t1.5 =

√
t3

Γ(2.5)

1.6 La dérivation fractionnaire

Nous donnons quelques définitions des dérivés fractionnaires.

1.6.1 Dérivées fractionnaire au sens de Grunwald-letnikov

L’idée de cette approche est de généraliser la définition classique de la dérivation entière
d’une fonction à des ordres de dérivée arbitraires, donc on peut exprimer la dérivée d’ordre
entierp (si p est positif ) et l’intégrale répétée (−p) fois (si p est négatif ) d’une fonctionf
par la formule suivante

Dpf(t) = lim
h→0

h−p
n∑
k=0

(−1)k(pk)f(t− kh), avec (pk) =
p(p− 1)..(p− k + 1)

k!

La généralisation de cette formule pour p non entier ( avec 0 6 n− 1 < p < n) et comme

(−1)k(pk) =
−p(1− p)..(k − p− 1)

k!

=
Γ(k − p)

Γ(k + 1)Γ(−p)
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Nous obtenons

GDpf(t) = lim
h→0

h−p
n∑
k=0

Γ(k − p)
Γ(k + 1)Γ(p)

f(t− kh)

GDpf(t) = lim
h→0

hp
n∑
k=0

Γ(k + p)

Γ(k + 1)Γ(p)
f(t− kh)

Si f est de classe Cn, alors en utilisante l’intégration par parties on obtient :

GD−pf(t) =
f (k)(a)(t− a)k+p

Γ(k + p+ 1)
+

1

Γ(n+ p)

∫ t

a

(t− τ)n+p−1f (n)(τ)dττ

Aussi
GDpf(t) =

f (k)(a)(t− a)k+p

Γ(k − p+ 1)
+

1

Γ(n+ p)

∫ t

a

(t− τ)n+p−1f (n)(τ)dττ

Exemple 47 1. La dérivée d’une fonction f(t) = c au sens de Grünwald-

Letnikov En générale la dérivée d’une fonction constante au sens de Grünwald-
Letnikov n’est pas nulle ni constante
Si f(t) = c et p non entier positif on a :

f (k)(t) = 0 pour k = 1, 2.., n

GDpf(t) =
c

Γ(1− p)
(t− a)−p +

f (k)(a)(t− a)k−p

Γ(k − p+ 1)
+

1

Γ(n− p)

∫ t

a

(t− τ)n−p−1fn(τ)dτ

=
c

Γ(1− p)
(t− a)−p

2. La dérivée d’une fonction f(t) = (t−a)α au sens de Grünwald-Letnikov Soit
p non entier et 0 < n− 1 < p < n avec α > n− 1 alors on a :

f (k)(a) = 0 pour k = 0, 1, ..., n− 1,

et
f (n)(τ) =

Γ(α + 1)

Γ(α− n+ 1)
(τ − a)α−n,

d’ou
GDpf(t) =

Γ(α + 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)

∫ t

a

(t− τ)n−p−1(τ − a)−pdτ.
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En faisant le changement de variable τ = a+ s(t− a) on trouve :

GDp(t− a)α =
Γ(α + 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)

∫ t

a

(t− τ)n−p−1(τ − a)α−ndτ.

=
Γ(α + 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)
(t− a)α−p

∫ 1

a

(1− s)n−p−1sα−nds

=
Γ(α + 1)B(α− p, α− n+ 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)
(t− a)α−p

=
Γ(α + 1)Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)Γ(α− p+ 1)
(t− a)α−p

=
Γ(α + 1)

Γ(α− n+ 1)
(t− a)α−p

A titre d’exemple
GD1/2t =

Γ(2)

Γ(1.5)

√
t =

√
t

Γ(1.5)

1.6.2 Dérivées fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 48 Soit F une fonction intégrable sur [a; t[ alors la dérivée fractionnaire d’ordre
p (avec n− 1 ≤ p < n) au sens de Riemann-Liouville est définie par :

R
aD

pf(t) =
1

Γ(n− p)
dn

dtn

∫ t

a

(t− τ)n−p−1f(τ)dτ

=
dn

dtn
(In−pf(t)).

Remarque 49 Si f est de classe Cm alors en faisant des intégrations par parties et des
différentiations répétées on obtient

R
aD

pf(t) =
n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k−p

Γ(k − p+ 1)
+

1

Γ(n− p)

∫ t

a

(t− τ)n−p−1f (n)(τ)dτ =G
a D

pf(t).

Dans ce cas l’approche de Grünwald-Letnikow et l’approche de Riemann-Liouville sont équi-
valentes.

Exemple 50 1. La dérivée non entiére d’une fonction constante au sens de

Riemann-Liouville.
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En générale la dérivée non entière d’une fonction constante au sens de Riemann-
Liouville n’est pas nulle ni constante mais on a

R
aD

pC =
c

Γ(1− p)
(t− a)−p

2. La dérivée de f(t) = (t− a)α au sens de Riemann-Liouville.

Soit p non entier et 0 ≤ n− 1 < p < n et α > −1 alors an a :

R
aD

p(t− a)α =
1

Γ(n− p)

∫ t

a

(t− τ)n−p−1(τ − a)αdτ

En faisant le changement de variable τ = a+ s(t− a) on aura :

R
aD

p(t− a)α =
1

Γ(n− p)
dn

dtn
(t− a)n+α−p

∫ t

a

(1− s)n−p−1sαds

=
Γ(n+ α− p+ 1)β(n− p, α + 1)

Γ(n− p)Γ(α− p+ 1)
(t− a)α−p

=
Γ(n+ α− p+ 1)Γ(n− p)Γ(α + 1)

Γ(n− p)Γ(α− p+ 1)Γ(n+ α− p+ 1)
(t− a)α−p

=
Γ(α + 1)

Γ(α− p− 1)
(t− a)α−p

Par exemple R
0 D

0.5t0.5 =
Γ(1.5)

Γ(1)
= Γ(1.5).

Proposition 51

composition avec l’intégrale fractionnaire

- L’opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est un inverse
gauche de l’opérateur d’intégration fractionnaire,

RDp(Ipf(t)) = f(t),

en général on a
RDp(Iqf(t)) =R Dp−qf(t)

et si p− q < 0,RDp−qf(t) = Iq−pf(t)

- En général la dérivation et l’intégration fractionnaire ne commutent pas

RD−p(RaD
q
t f(t)) =R Dq−pf(t)−

m∑
k=1

[RDq−k
t f(t)]t=a

(t− a)p−k

Γ(p− k + 1)

avec m− 1 6 q < m.
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Composition avec les dérivées d’ordre entier

La dérivation fractionnaire et la dérivation conventionnelle (d’ordre entière) ne commutent
que si :f (k)(a) = 0 pour tout k = 0, 1, 2, ..., n− 1.

dn

dtn
(RDpf(t)) =R Dn+pf(t),

mais
RDp(

dn

dtn
f(t)) =R Dn+pf(t)−

m∑
k=1

f (k)(a)(t− a)k−p−n

Γ(k − p− n+ 1)

Composition avec les dérivées fractionnaires

Soit n− 1 6 p < n et m− 1 6 q < m, alors

RDp(RDq
t f(t)) =R Dp+qf(t)−

m∑
k=1

[RDq−kf(t)]t=a
(t− a)−p−k

Γ(q − k + 1)

RDp(RDq
t f(t)) =R Dp+qf(t)−

m∑
k=1

[RDq−kf(t)]t=a
(t− a)−p−k

Γ(−q − k + 1)

par la suite deux opérateurs de dérivation fractionnaire RDp et RDq(p = q), ne commutent
que si et

[RDp−kf(t)]t=a = 0

pour tout k = 1, 2, .., n, et [RDq−kf(t)]t=a pour tout k = 1, 2, ..,m.

1.6.3 Dérivées fractionnaire au sens de Caputo

Définition 52 Soit p > 0 avec n − 1 < p < n (n ∈ N∗), et une fonction f donnée sur
l’intervalle [a, b], la dérivées fractionnaire d’ordre p de f au sens de Caputo est définie par :

cDpf(t) =
1

Γ(n− p)

∫ t

a

(t− τ)n−p−1f (n)(τ)dτ

= In−p
dn

dtn
(f(t))

23



Remarque 53 La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre ]n − 1, n[

s’obtient par une application de l’opérateur d’intégration fractionnaire d’ordre n− α suivit
d’une dérivation classique d’ordre n, alors que la dérivée fractionnaire au sens de Caputo
est le résultat de la permutation de ces deux opérations.

Exemple 54 1. La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo

La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle

cDpC = 0

2. La dérivée de f(t) = (t− a)α au sens de Caputo

Soit p un entier et 0 ≤ n− 1 < p < n avec α > n− 1, alors on a

f (n)(τ) =
Γ(α + 1)

Γ(α− n+ 1)
(τ − a)α−n

d’où
cDp(t− a)α =

Γ(α + 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)

∫ t

a

(t− τ)n−p−1(τ − a)α−ndτ (1.5)

effectuant le changement de variable τ = a+ s(t− a) on obtient

cDp(t− a)α =
Γ(α + 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)

∫ t

a

(t− τ)n−p−1(τ − a)α−ndτ

=
Γ(α + 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)
(t− a)α−p

∫ 1

a

(1− s)n−p−1sα−nds

=
Γ(α + 1)β(n− p, α− n+ 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)
(t− a)α−p

=
Γ(α + 1)Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)Γ(α− p+ 1)
(t− a)α−p

=
Γ(α + 1)

Γ(α− p+ 1)
(t− a)α−p,

1.7 Relation entre la dérivée de Riemann-Liouville et
celle de Caputo :

Théoréme 55 Soit p ≥ 0, n = [p] + 1, si f posséde n − 1 dérivée en a et si RDp
a existe

alors :
cDp

af(x) =R Dp
a[f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k]

24



pour presque tout x ∈ [a, b].

Preuve. D’après la définition on a :

RDp
a[f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k] =R DnIn−pa [f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k]

=
1

Γ(n− p)
dn

dxn

∫ x

a

(x− t)n−p−1[f(t)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k]dt

=
−1

Γ(n− p+ 1)
[(x− t)n−p(f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k)]xa

+
1

Γ(n− p+ 1)

∫ x

a

(x− t)n−p[D(f(t)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k)]dt

= In−p+1
a D[f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k]

de même façon pour n fois alors :

In−pa D[f(x)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k] = In−pa InaD

n[f(x)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k]

Or
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k est un polynôme de degré n− 1 alors :

In−pa D[f(x)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k] = In−pa InaD

nf(x)

= DnIn−pa [f(x)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k]

= DnIna I
n−p
a Dnf(x)

= In−pa Dnf(x)

=c Dp
af(x)

Remarque 56 d’apres le relation on remarque que la dérivation au sens de Caputo d’une
fonction f est une dérivation fractionnaire de reste dans le développement de Taylor de f .
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1.8 Propriétés générales des dérivées fractionnaires

1.8.1 Linéarité

La dérivation fractionnaire est une opération linéaire

Dα(λλf(t) + µg(t)) = λDαf(t) + µDαg(t)

1.8.2 La règle de Leibniz

Pourn entier on a
dn

dtn
(f(t)g(t)) = f (k)(t)g(n−k)(t)

La généralisation de cette formule nous donne

Dp(f(t)g(t)) = f (k)(t)D(p−k)g(t) +Rp
n(t)

ou n > p+ 1 et

Rp
n(t) =

1

Γ(−p)

∫ t

a

(t− τ)−p−1g(τ)dτ

∫ t

τ

f (n+1)(ξ)(τ − ξ)ndξ

avec
lim Rp

n(t) = 0

Si f et g sont continues dans [a, t] ansi que toutes leurs dérivées ; la formule devient :

Dp(f(t)g(t)) = f (k)(t)D(p−k)g(t)

Dα est la dérivée fractionnaire au sens de Grünwald-Letnikov et au sens de Riemann-
Liouville.

1.9 Lemmes fondamentaux

Lemme 3 Soit p > 0 alors l’équation différentielles

cDpf(t) = 0

admet les solutions
f(t) = c0 + c1t+ c2t

2 + ...+ cn−1t
n−1, ci ∈ R, i = 0, 1, 2, ..., n− 1, n = [p] + 1
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Preuve. Supposons que
cDpf(t) = 0

d’après la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo on obtient

In−p
(
d

dt

)n
f(t) = 0

c’est à dire
1

Γ(n− p)

∫ t

0

(t− s)n−p−1

(
d

ds

)n
f(s)ds = 0.

puisque
1

Γ(n− p)
6= 0, on a

∫ t

0

(t− s)n−p−1

(
d

ds

)n
f(s)ds = 0,

et par suite
In−p−1 ∗ f (n)(s) = 0.

On applique la transformée de Laplace aux deux membres de l’égalité

L(In−α−1 ∗ f (n)(t))(p) = L(0)(p) = 0

Posant F (p) = L(f)(p) on obtient

Γ(n− p)
pn−p

(
pnF (p)−

n∑
k=1

pn−kf (k−1)(0)

)
= 0

alors

pnF (p)−
n∑
k=1

pn−kf (k−1)(0) = 0.

donc

F (p) =
n∑
k=1

p−kf (k−1)(0).

appliquant maintenant la transformée inverse de Laplace :

L−1(f(p))(t) = L−1

(
n∑
k=1

p−kf (k−1)(0)

)
(t)
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il s’ensuit que

f(t) =
n∑
k=1

f (k−1)(0)L−1(p−k)(t)

=
n∑
k=1

f (k−1)(0).
tk−1

Γ(k)
,

en faisant le changement de variable i = k − 1 on trouve

f(t) =
n−1∑
i=0

f (i)(0)

i!
ti.

Pour ci =
f i(0)

i!
on a

f(t) =
n−1∑
i=0

cit
i

supposons maintenant que

f(t) =
n−1∑
i=0

cit
i

on applique l’opérateur de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo au deux membres de
l’égalité

cDpf(t) =c Dp

(
n−1∑
i=0

cit
i

)

=
n−1∑
i=0

cciD
pti

=
n−1∑
i=0

ciI
n−p
(
d

dt

)n
ti

puisque (0 ≤ i ≤ n− 1 < n) on a
cDpf(t) = 0

ce qui achève la démonstration.

Lemme 4 Soit p > 0, alors

IpcDpf(t) = f(t) + c0 + c1t+ c2t
2 + ...+ cn−1t

n−1

pour ci ∈ R, i = 0, 1, ..., n− 1, n = [p] + 1.
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Preuve. On a par la définition de la dérivée fractionnaire de Caputo

cDpf(t) = In−pf (n)(t),

On applique l’opérateur de l’intégral fractionnaire aux deux membres de l’égalité

IpcDpf(t) = IpIn−pf (n)(t)

= InRLDnf(t)

= f(t)−
n∑
j=1

tn−j

Γ(n− j + 1)
lim
t→0

(
d

dt

)n−j
In−nf(t)

= f(t)−
n∑
j=1

tn−j

Γ(n− j + 1)

((
d

dt

)n−j
f(t)

)
(0)

= f(t)−
n∑
j=1

tn−j

Γ(n− j + 1)
f (n−j)(0).

par le changement de variable k = n− j on obtient :

IpcDpf(t) = f(t)−
n−1∑
k=0

f (k)(0)tk

k!

= f(t)−
n−1∑
k=0

C1
kt
k

k!

= f(t) +
n−1∑
k=0

Ckt
k

k!
.
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Chapitre 2

Théorème de continuation de Mawhin

Dans ce chapitre, on fait la présentation du théorème de continuation de Mawhin.
Mais avant de faire la présentation plus détaillée du théorème, faisons brièvement l’état de
l’art sur les opérateurs de Fredholm ainsi que les principales notions qui s’y rapportent. En
revanche comme nous le verrons par la suite, ces opérateurs peuvent être obtenus à partir
des projections, alors nous y consacrons une autre section.

2.1 Supplémentaire topologique

Définition 57 (Supplémentaire topologique) Soit E et F deux sous-espaces fermés d’un
R-espace vectoriel normé X. On dit que E est un supplémentaire topologique de F si X est
la somme directe de F et E c-à-d X = F ⊕ E.

Remarque 58 1. Tout sous espace vectoriel de dimension finie admet un supplémen-
taire toppologique.

2. Tout sous espace vectoriel fermé de codimension finie admet un supplémentaire top-
pologique

2.2 Projection

Définition 59 (Projection) Soit X un espace vectoriel. On dit qu’un opérateur linéaire
P : X −→ X est une projection si P (P (x)) = P (x), ∀ x ∈ X (c-à-d si P 2 = P ).
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Proposition 60 Soit X, un espace vectoriel. Un opérateur linéaire P : X −→ X est une
projection si et seulement si (I − P ) est une projection. De plus, si l’espace X est normé,
alors P est continue si et seulement si (I − P ) est continue.

Preuve. (1)On montre que : P projection ⇐⇒ (I − P ) projection
(=⇒) P une projection, alors :

(I − P )2 = (I − P )[(I − P )(x)]

= (I − P )[x− P (x)]

= I(x− P (x))− P (x− P (x))

= x− P (x)− P (x) + P 2(x)

= x− 2P (x) + P (x)

= x− P (x)

= (I − P )(x)

donc (I-P) est une projection.
(⇐=) (I-P) est une projection, alors I − (I −P ) projection et I − (I −P ) = I − I +P = P

donc P est une projection.
(2) On montre que : P est continue ⇐⇒ (I − P ) est continue
(=⇒) P est continue et I est continue , alors (I-P) continue
(⇐=) (I-P) est continue, alors p est continue car(l’identité est une application continue)

Proposition 61 Si P est une projection dans X, alors :

Ker(P ) = Im(I − P ) et Im(P ) = Ker(I − P ).

Preuve. (1) On montre que Ker(P ) = Im(I − P )

D’abord, on montre Ker(P ) ⊂ Im(I − P )

Si x ∈ Ker(P ) =⇒ P (x) = 0. En remplaçant P par (I − P ) alors

(I − P )(x) = x− P (x) = x− 0 = x =⇒ x ∈ Im(I − P )

Alors Ker(P ) ⊂ Im(I − P )

En suite, On montre Ker(P ) ⊃ Im(I − P ).
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Si x ∈ Im(I − P ), on définie l’application :

P ((I − P )(x)) = P (x)− P 2(x) = P (x)− P (x) = 0 =⇒ x ∈ Ker(P )

alors Ker(P ) ⊃ Im(I − P ) . Donc Ker(P ) = Im(I − P )

(2) On montre que Im(P ) = Ker(I − P ).
D’abord, on montre que Im(P ) ⊂ Ker(I − P ).
Si x ∈ Im(P ) =⇒ P (x) = x, on remplaçant P par (I − P ) alors

(I − P )(x) = x− P (x)x− x = 0 =⇒ x ∈ Ker(I − P )

Alors, Im(P ) ⊂ Ker(I − P )

En suite, on montre Im(P ) ⊃ Ker(I − P ).
Si x ∈ Ker(I−P )(x) alors (I−P )(x) = 0⇐⇒ x−P (x) = 0⇐⇒ x = P (x) =⇒ x ∈ Im(P )

alors Im(P ) ⊃ Ker(I − P ). Donc Im(P ) = Ker(I − P )

Définition 62 (Un espace de Hausdorff) Un espace topologique X est séparé ( ou de
Hausdorff) si ∀x 6= y ∈ X, ∃ x ∈ Vx, y ∈ Vy ouverts tel que Vx ∩ Vy = ∅.

Corollaire 63 Toute projection continue dans un espace de Hausdorff est à image fermée.
En particulier, les projections continues des espaces de Banach sont à images fermées.

Théoréme 64 Si P est une projection continue dans un espace vectoriel topologique de
Hausdorff X, alors X est la somme directe de Im(P ) et Ker(P ), (c-à-d X = Im(P ) ⊕
Ker(P )).

Preuve. Par le corollaire précédant, Im(P ) et Ker(P ) sont fermé dans X, on a :

Ker(P ) = {x ∈ X;P (x) = 0} .

et
Im(P ) = {x ∈ X;P (x) = x} .

on pose
x = P (x) + (I − P )(x)
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(1) P (x) ∈ Im(P ) car P (P (x)) = P 2(x) = P (x).
(I − P )(x) ∈ Ker(P ) car P ((I − P )(x)) = P (x)− P 2(x) = P (x)− P (x) = 0.
Alors

X = Im(P ) +Ker(P )

(2) P (x) ∈ Im(P ) = Ker(I − P ) =⇒ P (x) = (I − P )P (x) = P (x) − P 2(x) = P (x) −
P (x) = 0.
(I − P )(x) ∈ Ker(P ) =⇒ (I − P )(x) = 0.
Alors x ∈ Im(P ) ∩Ker(P ) = {0}.
D’aprés (1) et (2)

X = Im(P )⊕Ker(P )

2.3 Sous-espace de dimension et de codimension finie

Lemme 5 (Projection sur un sous-espace de dimension finie) Si E est un sous-
espace vectoriel de dimension finie d’un espace normé X, alors il existe un projection P
continu sur X tel que Im(P ) = E.

Preuve. On choisit une base e1, ..., en de E, et on désigne par Bk, k = 1, ..., n les formes
linéaires coordonnées sur E associées reprectivement à e1, e2, ..., en,

Bj(ei) = δij =

{
1 si j = i

0 si j 6= i

En utilisant le théorème de Hahn-Banach on peut prolonger B1, B2, ..., Bn en formes linéaire
f1, f2, ..., fn continues sur X, on obtient que l’application P définie par

∀x ∈ X, P (x) =
n∑
i=1

fi(x)ei

est un projection continue de X sur E que répond au probléme.

Corollaire 65 Si E est un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace normé X,
il existe un sous-espace vectoriel fermé Y ⊂ X tel que X = E ⊕ Y .
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Définition 66 (Codimension d’un sous-espace vectoriel)Si l’espace quotient X/Y
est de dimension finie, on dit que le sous-espace vectoriel fermé Y ⊂ X est de codimension
finie dans X qu’on écrit

codim(Y ) = dim(X/Y )

Lemme 6 Soient E un espace vectoriel normé, M et N deux sous-espace vectoriels fermés
de E tels que M ∩N = {0}. Si dim(M) = codim(N) <∞, alors E = M ⊕N .

Preuve. Soit π = π|N la surjection canonique de E sur E/N . Comme M ∩ N = {0},
l’application πM est injective. D’où

dim(π(M)) = dim(M) = codim(N) = dim(E/N)

Ainsi π(M) = E/N = π(E). Maintenant si x ∈ E quelconque, alors π(x) ∈ π(E) = π(M).
Ainsi il existe xM ∈M tel que π(x) = π(xM). D’où π(x− xM) ∈ Kerπ = N .
On en déduit donc que x ∈ M + N . Ceci prouve que E = M + N et donc finalement
E = M ⊕N .

2.4 Opérateur de Fredholm

Définition 67 (Opérateur de Fredholm) Soient X et Y deux R-espaces vectoriels nor-
més, on dit qu’une application linéaire L : dom(L) ⊂ X −→ Y est de Fredholm si elle
vérifie les conditions suivantes

1. Ker(L) = L−1({0}) est de dimension finie.

2. Im(L) = L(dom(L)) est fermée et de codimension finie.

Rappelons que la codimension de Im(L) est la dimension de coker(L) = dim(Y/Im(L)).

Définition 68 (L’ndice ) Si L est un opérateur de Fredholm, alors son indice est l’entier

ind(L) = dim(Ker(L))− codim(Im(L))
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Exemple 69 l’identité I : X −→ X est un opérateur de Fredholm d’indice 0.

ind(L) = dim(Ker(I))− codim(Im(I))

= dim(Ker(I))− dimcoKer(Im(I))

= dim(Ker(I))− dim
(

X

Im(I)

)
= dim{0} − dim{0} = 0

Exemple 70 Si X et Y sont de dimensions finies, alors tout application linéaire L : X −→
Y est de Fredholm avec

ind(L) = dim(Ker(L))− codim(Im(L))

= dim(Ker(L))− dimcoKer(L)

= dim(Ker(L))− (dim(Y )− dim(Im(L)))

= dim(Ker(L)) + dim(Im(L))− dim(Y )

= dim(X)− dim(Y )

Exemple 71 Si X et Y sont des espaces de Banach et L : X −→ Y est une application
linéaire bijective alors L est un opérateur de Fredholm d’indice 0. E n effet, il découle de la
bijectivité que Ker(L) = {0X}, dont la dimension est nulle, et Im(L) = Y et sa codimension
est nulle, ainsi

ind(L) = dim(Ker(L))− codim(Im(L))

= dim(Ker(L))− dim
(

Y

Im(Y )

)
= dim{0X} − dim{0} = 0

Théoréme 72 Si L est un opérateur de Fredholm, K est une application linéaire compacte
, alors L+K est de Fredholm et

ind(L+K) = ind(L).

En particulier, toute perturbation compacte de l’identité est un opérateur de Fredholm d’in-
dice 0.
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Proposition 73 Si L est un opérateur de Fredholm d’indice nul, alors L est surjectif si et
seulement si L est injectif.

Preuve. L est surjective, alors Im(L) = Y = Y+{0} et par suite, dim{0} = dim(Ker(L)) =

0, donc Ker(L) = {0}, d’où L est injective.
Dans tout ce qui suit (sauf mention de contraire) L : dom(L) ⊂ X −→ Y désigne un

opérateur de Fredholm d’indice 0.
Si L est de Fredholm, alors d’aprés ce qui précède, (voir aussi [2] et [8]), il existe deux

projections continues, P : X −→ X et Q : Y −→ Y tel que

Im(P ) = Ker(L) et Ker(Q) = Im(L)

On pose
X1 = Im(I − P ) = Ker(P ) et Y1 = Im(Q)

alors,
X = Ker(L)⊕X1et Y = Im(L)⊕ Y1

Considérons un isomorphisme

J : Ker(L) −→ Im(Q)

dont l’existence est assurée par le fait que dimker(L) = dimIm(Q) = n. Remarquons que

dom(L) = Ker(L)⊕ (dom(L) ∩X1)

et que la restriction de L à dom(L) ∩ X1 est un isomorphisme sur Im(L), notons par Lp
cette restriction c’est à dire Lp : dom(L) ∩X1 −→ Im(L), alors

Lemme 7 Lp est un isomorphisme algébrique.

Preuve.

(1) Montrons que Lp est injective :
soit x ∈ Ker(Lp) ⊂ Ker(L) = Im(P ) alors, il existe un y ∈ Dom(P ) tel que x = Py.
Comme P est une projection, on obtient x = Py = P 2y = P (Py) = Px = 0. Par consé-
quent, x = 0, et donc Ker(Lp) = {0}, alors Lp est injective.
(2) Montrons que Lp est surjection :
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on a P est une projection , alors nous pouvons écrire l’espace vectoriel X comme somme
directe X = Ker(P )⊕ Im(P ) = Ker(P )⊕Ker(L).
Prenons z ∈ Im(L), donc il existe x ∈ dom(L) ⊂ X tel que Lx = z. Comme X =

Ker(P ) ⊕Ker(L), alors il existe deux éléments uniques e ∈ Ker(P ) et f ∈ Ker(L), tels
que x = e+ f . On a z = Lx = L(e+ f) = Le+ Lf = Le+ 0 = Le, ainsi e ∈ dom(L).
Finalement, on obtient e ∈ dom(L), e ∈ Ker(P ) et Lpe = z, d’où Lp est bien surjective.

Soit Kp : Im(L) ⊂ Y −→ dom(L) ∩ Ker(P ) est bijectif, défini par Kp := L−1
p , que

PKp = 0, et qu’il vérifie les propriétés suivant :

Lemme 8 a. Sur Im(L), on a LKp = I.

b. Sur dom(L), on a KpL = (I − P ).

Preuve.

(a) Prenons x ∈ Im(L), alors LKpx = L(Kp(x)) = Lp(Kp(x)) = Ix.

(b) Comme Im(P ) = Ker(L), alors LP = 0, et par suite KpL = KpL(I − P ). Donc
montrer (b), revient à vérifier que KpL(I − P ) = KpLp(I − P ).
Si on a Im(I−P ) ⊆ dom(Lp) = dom(L)∩Ker(P ), alors le résultat s’ensuit. Prenons
x ∈ dom(L) Comme P (x) ∈ Ker(L) ⊂ dom(L) et dom(L) est un sous espace vectoriel
de X, on a (x− Px) ∈ dom(L).
Puisque P (x−Px) = P (x)−P 2(x) = P (x)−P (x) = 0, alors (x−Px) ∈ Ker(P ) et par
conséquent (x−Px) ∈ dom(L)∩Ker(P ). D’ici obtient Im(I−P ) ⊂ dom(L)∩Ker(P ).
D’où en utilisant (a) KpL(I − P ) = KpLp(I − P )s′ensuit.

Définition maintenant l’opérateur KP,Q : Y −→ X avec KP,Q = L−1
p (I −Q) on a

Lemme 9 L’opérateur L+ JP : dom(L) −→ Y est un isomorphisme et

(L+ JP )−1 = KP,Q + J−1Q

En particulier,
(L+ JP )−1x = J−1x ∀ x ∈ Im(Q)
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Preuve. Pour l’injectivité de L+ JP , soit x ∈ dom(L) tel que

(L+ JP )x = 0

De cette égalité on en déduit que

Lx ∈ Im(L) ∩ Im(J) = Ker(Q) ∩ Im(Q) = {0}

d’où x ∈ Ker(L). Par conséquence, Px=x et compte tenu de u′′′+ f(t, u) = 0 où 0 < t < 1,
Jx = 0, par suite x = 0. Pour la surjectivité de L+ JP, y ∈ Y . Affirmons que

x = (KP,Q + J−1Q)y

est une solution de
(L+ JP )x = y

Alors, comme J−1Qy ∈ Ker(L), il en résulte que

Lx = LKP,Qy = LL−1
p (I −Q)y = (I −Q)y

Comme KP,Qy ∈ dom(L) ∩Ker(P ), il en s’ensuit que

JPx = JJ−1Qy = Qy

Donc
(L+ JP )x = (I −Q)y = Qy

et
(L+ JP )−1 = KP,Q + J−1Q

Lemme 10 Si N : dom(N) ⊂ X −→ X est une application, le problème

x ∈ dom(L) ∩ dom(N), Lx = Nx

est équivalent au problème de point fixe

x ∈ dom(N), x = Px+ J−1QNx+KP,QNx.
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Preuve. On a

[x ∈ dom(L) ∩ dom(N), Lx = Nx]

⇔ [x ∈ dom(L) ∩ dom(N), (L+ JP )x = (N + JP )x]

⇔
[
x ∈ dom(N), x = (L+ JP )−1(N + JP )x

]
il s’ensuit que utilisantle lemme 9

(L+ JP )−1(N + JP ) = (KP,Q + J−1Q)(N + JP )

= KP,QN +KP,QJP + J−1QN + J−1QJP.

Puisque Im(J) = Im(Q) = Ker(I −Q), il en résulte que

KP,QJP = L−1
p (I −Q)JP = 0

Puisque Q|Im(Q) = I|Im(Q) et Im(J) = Im(Q), on en déduit que

J−1QJP = J−1JP = P

Donc, (L+ JP )−1(N + JP ) = P + J−1QN +KP,QN.

Soient X, Y deux espaces de Banach et L : dom(L) ⊂ X −→ Y un opérateur de
Fredholm d’indice 0.

Définition 74 (L’application L-compacte) Soit Ω un sous ensemble ouvert borné de X
tel que dom(L) ∩ Ω 6= ∅, l’application N : X −→ Y est dite L-compacte sur Ω si QN(Ω)

est borné et KP,QN : Ω −→ X est compacte.

Comme conséquence des lemmes (9) et (10) on a la définition suivant :

Définition 75 [30] (Le degré de Mawhin)Si les opérateur L et N satisfont les propriétés
mentionnées ci dessus, alors le degré de coïncidence de L et N sur Ω est définit par

deg[(L,N),Ω] = degLS(I −M,Ω, 0)

où M désignera la quantité donnée par M(P, J,Q) = P + J−1QN +KP,QN .
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2.5 Théorème de Mawhin

Théoréme 76 Soit L un opérateur de Fredholm d’indice zéro, et N est L-compact sur Ω.
Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :

(i) Lx 6= λNx pour tout (x, λ) ∈ [(dom(L)\Ker(L)) ∩ ∂Ω]× ]0, 1[.

(ii) QNx 6= 0 pour tout x ∈ Ker(L) ∩ ∂Ω.

(iii) degB(J−1QN |Ker(L),Ω ∩Ker(L), 0) 6= 0, où Q : Y −→ Y est la projection définie ci
dessus avec Im(L) = Ker(Q).

Alors l’équation Lx = Nx admet au moins une solution dans dom(L) ∩ Ω.

Preuve. Pour λ ∈ [0, 1], considérons la famille de problèmes

x ∈ dom(L) ∩ Ω, Lx = λNx+ (1− λ)QNx (2.1)

Soit M : [0, 1]× Ω −→ Y une homotopie définie par

M(λ, x) = Px+ J−1QNx+ λKP,QNx

En vertu du(10), le problème (2.1) est équivalent à un problème de point fixe x ∈ Ω et

x = Px+ J−1Q(λN + (1− λ)QN)x+KP,Q(λN + (1− λ)QN)x

= Px+ λJ−1QNx+ (1− λ)J−1QNx+ λKP,QNx+ (1− λ)KP,QQNx

= M(λ, x)

Donc, cette dernière équation est équivalente à un problème de point fixe

x ∈ Ω, x = M(λ, x). (2.2)

S’il existe un x ∈ ∂Ω tel que Lx = Nx, alors nous avons terminé. Maintenant supposons
que

Lx 6= Nx pour tout x ∈ dom(L) ∩ Ω (2.3)

et d’autre part
Lx 6= λNx+ (1− λ)QNx (2.4)
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pour tout (λ, x) ∈ ]0, 1[× (dom(L) ∩ Ω). Si

Lx = λNx+ (1− λ)QNx

pour tout (λ, x) ∈ ]0, 1[× (dom(L)∩Ω), on obtient par application de Q aux deux membres
de l’égalité précédente

QNx = 0, Lx = λNx

La première de ces égalités et la condition (ii) impliquent que x /∈ Ker(L) ∩ ∂Ω i.e x ∈
∂Ω ∩ (dom(L)\Ker(L)) et donc la seconde égalité contredit (i). En utilisant une nouvelle
fois (ii), il s’ensuit que

Lx 6= QNx pour tout x ∈ dom(L) ∩ ∂Ω. (2.5)

En vertu de (2.3), (2.4) et (2.5), on déduit que

x 6= M(λ, x) pour tout (λ, x) ∈ [0, 1]× ∂Ω (2.6)

Il est facile de vérifier que M(λ, x) est compacte car N est L-compacte sur Ω, dés lors en
utilisant la propriété d’invariance par homotopie du degré de Leray-Schauder, on obtient

degLS(I −M(0, .),Ω, 0) = degLS(I −M(1, .),Ω, 0) (2.7)

D’autre part on a

degLS(I −M(0, .),Ω, 0) = degLS(I − (P + J−1QN),Ω, 0) (2.8)

Mas le rang de P + J−1QN est contenu dans Ker(L), d’où en utilisant la propriété de
reduction du degré de Leray-Schauder et le fait que P |Ker(L) = I|Ker(L), (car Ker(L) =

Im(P ) = Ker(I − P )), on obtient

degLS(I − (P + J−1QN),Ω, 0) = degB(I − (P + J−1QN),Ω ∩Ker(L), 0)

= degB(J−1QN,Ω ∩Ker(L), 0) (2.9)

En vertu de (2.7), (2.8) et (2.10), il s’ensuit que degLS(I −M(1, .),Ω, 0) 6= 0, et donc la
propriété d’existence du degré de Leray-Schauder implique l’existence d’un x ∈ Ω tel que
x = M(1, x) i.e x ∈ dom(L) ∩ Ω, Lx = Nx
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Chapitre 3

Application de théorème de
continuation de Mawhin

3.1 Introduction

Ce chapitre est une étude du problème de valeur de l’ordre fractionnaire avec condi-
tions non-local suivente :

Dαu(t) = f(t, u(t), u′(t)), avec t ∈ (0, 1),

Dα−2
0+ u(0) = 0, ηu(ξ) = u(1),

où 1 < α < 2 ,0 < ξ < 1 et ηξα−1 = 1.On lui montrera que, avec le présent le choix des
états de frontière, le problème de valeur est à la résonance. Nous appliquer un théorème
bien connu de théorie de degré pour des coïncidences dues à Mawhin [ 16 ].

3.2 Préliminaires techniques

Dans cette section, nous présentons quelques définitions et théorèmes que nous utili-
serons pour la preuve des principaux résultats.

Nous commençons par présenter au lecteur les outils fondamentaux de la calcul et
théorie des degrés de coïncidence dans chapitre 1 et 2.

Dans cette note nous sommes concernés par opérateur de Fredholm de l’index zéro.
De
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Définition 77 Il suit que là existent les projecteurs continus P : X −→ X et Q : Z −→ Z

tels que

ImP = kerL, kerQ = ImL, X = kerL⊕ kerP, Z = ImL⊕ ImQ

et que opérateur
L|domL∩kerP : domL ∩ kerP −→ ImL

est linéaire et sur. L’inverse de L|domL∩kerP nous dénotons par Kp : ImL −→ domL ∩
kerP . L’inverse généralisé de L dénoté par KP,Q : Z −→ domL ∩ kerP est défini par
KP,Q = KP (I − Q). Si L est opérateur de Fredholm de l’index zéro, puis, pour chaque
J : ImQ −→ kerL l’opérateur JQ+KP,Q :−→ domL est un isomorphisme et, pour chaque
u ∈ domL,

(JQ+KP,Q)−1u = (L+ J−1P )u

L’existence d’une solution de l’équation Lu = Nu sera montrée en utilisant [16,
Théorème IV.13].

Théoréme 78 Soit Ω ⊂ Xouvert et borné, L un opérateur de Fredholm d’indice zéro, et
N est L-compact sur Ω. Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :

(i) Lu 6= λNu pour tout (u, λ) ∈ [(dom(L)\Ker(L)) ∩ ∂Ω]× ]0, 1[.

(ii) Nu /∈ ImL pour tout u ∈ Ker(L) ∩ ∂Ω.

(iii) degB(JQN |Ker(L),Ω ∩ Ker(L), 0) 6= 0, où Q : Z −→ Z est la projection définie ci
dessus avec Im(L) = Ker(Q) et J : ImQ −→ kerL est un isomorphisme.

Alors l’équation Lu = Nu admet au moins une solution dans dom(L) ∩ Ω.

Supposons maintenant que la fonction f satisfait les conditions de Carath par rapport
à Lp[0, 1],p ≥ 1, c’est-à-dire que les conditions suivantes sont réunies :

(c1) pour chaque z ∈ Rn, la cartographie t 7−→ f(t, z) est mesurable par Lebesgue.

(c2) pour a. e.t ∈ [0, 1], le mappage t 7−→ f(t, z) est continu sur Rn .

(c3) pour chaque r > 0, il existe un φr ∈ Lp[0, 1] non négatif tel que, pour a. e. t ∈ [0, 1]

et tout z tel que |z| ≤ r, on a |f(t, z)| ≤ φr(t).
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3.3 Principaux résultats

Dans ce section,on étude d’existence de solution de l’equation diffrentielle :

Dαu(t) = f(t, u(t), u′(t)), t ∈ (0, 1), (3.1)

d’ordre fractionnaire 1 < α < 2, avec les conditions :

Dα−2u(0) = 0, (3.2)

ηu(ξ) = u(1), (3.3)

où 0 < ξ < 1 et
ηξα−1 = 1. (3.4)

et l’ypothése suivante : (P) p > 1
α−1

et q = p
p−1

.
Soit AC(0,1] l’espace de fonctions absolument continues sur chaque intervelle [a, 1] ⊂ (0, 1].
Nous introduisons l’espace

X0 = {u : u ∈ AC[0, 1], u′ ∈ ACloc(0, 1], Dαu ∈ Lp[0, 1]}.

Alors que AC[0,1] l’espace de fonctions absolument continues sur l’intervelle [0,1] etACn[0, 1] =

{u ∈ AC[0, 1] : u(n) ∈ AC[0, 1]}, n = 0, 1, 2, ...

Soit
X = {u ∈ C[0, 1] ∩ C1(0, 1] : lim

t→0+
t2−αu′(t)existe}

avec la norme ‖u‖ = max{‖u‖0, ‖t2−αu′‖0} où ‖.‖0 est la norme max et ‖t2−αv‖0 =

sup
t∈(0,1]

|t2−αv(t)|. Soit Z = Lp[0, 1] avec la norme habituelle ‖.‖p avec p satisfait (P). Dé-

finissez l’opérateur L : dom(L) ⊂ X −→ Z avec

domL = {u ∈ X0 : u satisfait (3.2)et(3.3)}

et Lu(t) = Dαu(t). Soit l’opérateur N : X −→ Z défini par Nu(t) = f(t, u(t), u′(t)) alors
le problme limites (3.1), (3.2), (3.3), (3.4) sera équivalent à Lu(t) = Nu(t).
Nous donnons à présent le théorème principale de ce chapitre, soit celui d’existence de
solution du problème (3.1)et (3.2), (3.3), (3.4).

Lemme 11 L’opérateur L : domL ⊂ X −→ Z est un opérateur de Fredholm d’indice zéro.
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Preuve. On a ker(L) = {u(t) ∈ dom(L), Lu(t) = 0}
Lu(t) = 0⇐⇒ Dαu(t) = 0⇐⇒ u(t) = ctα−1 + a

où a et c sont constantes réelles, on trouve a = 0, donc : kerL = {ctα−1 : c ∈ R}.
Nous affirmons que :

ImL = {g ∈ Z : ηIαg(ξ) = Iαg(1)}

(1) Montre que {g ∈ Z : ηIαg(ξ) = Iαg(1)} ⊆ ImL

Soit g ∈ Z et
u(t) = Iαg(t) + ctα−1, c ∈ R

ensuite Dαu(t) = g(t) avec t ∈ (0, 1). Par théorème(45),

Dα−2u(t) = I2−αu(t)

= I2−α(Iαg(t) + ctα−1)

= I2−αIαg(t) + cI2−αtα−1

= I2g(t) + c
1

Γ(2− α)

∫ t

0

(t− s)1−αsα−1ds

A l’aide de changement de variable s = xt on trouve :

Dα−2u(t) = I2g(t) + c
1

Γ(2− α)

∫ 1

0

t1−α(1− x)1−αtα−1xα−1tdx

= I2g(t) + c
1

Γ(2− α)

∫ 1

0

(1− x)1−αxα−1tdx

= I2g(t) + c
1

Γ(2− α)
tB(2− α, α)

= I2g(t) + c
1

Γ(2− α)
t
Γ(2− α)Γ(α)

Γ(2)

= I2g(t) + cΓ(α)t

où, Dα−2u(0) = 0. On peut facilement vérifier que, compte tenu de 3.4, u satisfait 3.3
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on a ηξα−1 = 1 alors,

ηu(ξ) = η(Iαg(ξ) + cξα−1)

= η(Iαg(ξ)) + cηξα−1

= η(Iαg(ξ)) + c

= Iαg(1) + c

Donc η(Iαg(ξ)) = Iαg(1). Il est évident que u ∈ AC[0, 1]. Alors u′ existe.
Pour a t ∈ (0, 1], et par Théorème(45),

u′(t) = Iα−1g(t) + c(α− 1)tα−2

et,
lim
t−→0+

t2−αu′(t) = c(α− 1)

puisque

lim
t−→0+

t2−α|I2−αg(t)| ≤ lim
t−→0+

t1/q‖g‖p
Γ(α− 2)((α− 2)q + 1)1/q

= 0

car :

t2−α|I2−αg(t)| = t2−α

|Γ(α− 1)|

∣∣∣∣∫ t

0

(t− s)α−2g(s)ds

∣∣∣∣
≤ t2−α

Γ(α− 1)

(∫ t

0

(t− s)(α−2)qds

)1/q (∫ t

0

g(s)pds

)1/p

≤ t2−α

Γ(α− 1)

([
(t− s)(α−2)q+1

(α− 2)q + 1

]t
0

)1/q

‖g‖p

≤ t2−αt((α−2)q+1)1/q

Γ(α− 1)((α− 2)q + 1)1/q
‖g‖p

≤ t1/q‖g‖p
Γ(α− 1)((α− 2)q + 1)1/q

−→
t−→0+

0

Soit t1, t2 ∈ (0, 1) et t1 ≤ t2 alors
|Iα−1g(t2)− Iα−1g(t1)|
= 1

Γ(α−1)

∣∣∣∫ t20
(t2 − s)α−2g(s)ds−

∫ t1
0

(t1 − s)α−2g(s)ds
∣∣∣

= 1
Γ(α−1)

∣∣∣∫ t2t1 (t2 − s)α−2g(s)ds+
∫ t1

0
((t2 − s)α−2 − (t1 − s)α−2)g(s)ds

∣∣∣
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≤ 1
Γ(α−1)

(∫ t2
t1

(t2 − s)α−2 |g(s)| ds+
∫ t1

0
((t2 − s)α−2 − (t1 − s)α−2) |g(s)| ds

)
≤ 1

Γ(α−1)

([
(t2−s)(α−2)q+1

(α−2)q+1

]t2
t1

)1/q

‖g‖p+
1

Γ(α−1)

(([
(t2−s)(α−2)q+1

(α−2)q+1

]t1
0

)1/q

−
([

(t1−s)(α−2)q+1

(α−2)q+1

]t1
0

)1/q
)
‖g‖p

≤ −1
Γ(α−1)((α−2)q+1)1/q

(t2 − t1)α−2+1/q ‖g‖p
+ 1

Γ(α−1)((α−2)q+1)1/q

(
(t2 − t1)(α−2)+1/q − t(α−2)+1/q

2 + t
(α−2)+1/q
1

)
‖g‖p

≤ c1(t
(α−2)+1/q
1 − t(α−2)+1/q

2 ) ‖g‖p
où c1 est une constante générique qui ne dépend que de α et p. Ainsi u′ ∈ ACloc(0, 1].
En combinant lest observations précédentes, nous obtenons que u ∈ domL. Donc
{g ∈ Z : ηIαg(ξ) = Iαg(1)} ⊆ ImL

(2) Montrer que ImL ⊂ {g ∈ Z : ηIαg(ξ) = Iαg(1)}
Soit u ∈ domL.alors pour Dαu ∈ ImL, par théorème(51)et(3.2), On a

IαDαu(t) = Dα−αu(t)−
n−1∑
k=0

tα−k−1

Γ(α− k)

(
d2−k−1

dt2+k−1
I2−αu

)
(0)

= u(t)− tα−1

Γ(α)
Dα−1u(0)− tα−2

Γ(α− 1)
Dα−2u(0)

= u(t)− tα−1

Γ(α)
Dα−1u(0)

Ce que, en raison des conditions aux limites (3.2),(3.3)et(3.4) implique que Dαu sa-
tisfies ηIαDαu(ξ) = IαDαu(1). Par conséquent, ImL ⊂ {g ∈ Z : ηIαg(ξ) = Iαg(1)}.
Donc ImL = {g ∈ Z : ηIαg(ξ) = Iαg(1)}.

Définie Q : Z −→ Z par

Qg(t) = k(ηIαg(ξ)− Iαg(1))tα−1

où
k =

Γ(2α)

Γ(α)(ξα − 1)

alors,

Q2g(t) = k(ηIαQg(ξ)− IαQg(1))tα−1

= k

(
η

Γ(α)

∫ ξ

0

(ξ − s)α−1Qg(s)ds− 1

Γ(α)

∫ 1

0

(1− s)α−1Qg(s)ds

)
tα−1

= k

(
η

Γ(α)

∫ ξ

0

(ξ − s)α−1sα−1ds− 1

Γ(α)

∫ 1

0

(1− s)α−1sα−1ds

)
Qg(t)
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A l’aide de changement de variable s = xξ on trouve :
Q2g(t) = k

(
η

Γ(α)

∫ 1

0
(ξ − xξ)α−1(xξ)α−1ξdx− 1

Γ(α)

∫ 1

0
(1− s)α−1sα−1ds

)
Qg(t)

= k
(

η
Γ(α)

ξ2α−1
∫ 1

0
(1− x)α−1(x)α−1dx− 1

Γ(α)

∫ 1

0
(1− s)α−1sα−1ds

)
Qg(t)

= k
(

η
Γ(α)

ξ2α−1B(α, α)− 1
Γ(α)

B(α, α)
)
Qg(t)

= k
(

η
Γ(α)

ξ2α−1 Γ(α)Γ(α)
Γ(2α)

− Γ(α)Γ(α)
Γ(α)Γ(2α)

)
Qg(t)

= k
(
ηξ2α−1Γ(α)

Γ(2α)
− Γ(α)

Γ(2α)

)
Qg(t)

= k( Γ(α)
Γ(2α)

)(ηξ2α−1−1)Qg(t) = ηξ2α−1−1
ξα−1

Qg(t) = ηξα−1ξα−1
ξα−1

Qg(t) = ξα−1
ξα−1

Qg(t) = Qg(t)

en vue de (3.4).
Par conséquent, Q : Z −→ Z est un projecteur linéaire continu avec kerQ = ImL.
Maintenant montrer que Z = ImL⊕ ImQ

Soit g ∈ Z s’écrit g = (g−Qg) +Qg avec g−Qg ∈ kerQ = ImL et Qg ∈ ImQ. Donc
Z = ImL+ ImQ. Soit g ∈ ImL ∩ ImQ et g(t) = ctα− obtenir ce la :

ηIαg(ξ)− Iαg(1) =
η

Γ(α)

∫ ξ

0

(ξ − s)α−1g(s)ds− 1

Γ(α)

∫ 1

0

(1− s)α−1g(s)ds

=
η

Γ(α)

∫ ξ

0

(ξ − s)α−1csα−1ds− 1

Γ(α)

∫ 1

0

(1− s)α−1csα−1ds

=
c

Γ(α)

(∫ ξ

0

η(ξ − s)α−1csα−1ds−
∫ 1

0

(1− s)α−1csα−1ds

)
=

c

Γ(α)

(
ηξα−1B(α, α)−B(α, α)

)
=

c

Γ(α)

(
ηξα−1Γ(α)Γ(α)

Γ(2α)
− Γ(α)Γ(α)

Γ(2α)

)
=
cΓ(α)

Γ(2α)
(ηξ2α)−1)

=
cΓ(α)

Γ(2α)
(ξα)−1)

=
c

k
= 0 =⇒ c = 0

D’où 0 = ImL ∩ ImQ et donc Z = ImL⊕ ImQ.
Puisque ImQ=ker L alors dim ker L=dim ImQ =codim Im(L) donc

IndL = dimkerL− codimImL = 0
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C’est -à-dire que L est un opéra teur de Fredholm d’indice zéro.
Définiosons maintenant la projection P : X −→ X par

Pu(t) =
1

Γ(α)
Dα−1u(0)tα−1

puisque 0 < α− 1 < 1,

Pu(t) =
1

Γ(α)

d

dt

∫ t

0

(t− s)1−αu(s)ds

On remmarque que ImP = kerL et kerP = {u ∈ X : Dα−1u(0) = 0}. Montrons que P est
projection. En effet,
Pu(t) = 1

Γ(α)
Dα−1u(0)tα−1 ⇐⇒ P 2u(t) = 1

Γ(α)
Dα−1(pu)(0)tα−1

P 2u(t) =
1

Γ(α)

1

Γ(2− α)

(
d

dt

∫ t

0

(t− s)1−αPu(s)ds

)
|t=0t

α−1

=
1

Γ(α)

1

Γ(2− α)

(
d

dt

∫ t

0

(t− s)1−α 1

Γ(α)
Dα−1u(0)sα−1ds

)
|t=0t

α−1

=
1

Γ(α)

1

Γ(2− α)

(
d

dt

∫ t

0

(t− s)1−αsα−1ds

)
|t=0

1

Γ(α)
Dα−1u(0)tα−1

=
1

Γ(α)

1

Γ(2− α)

(
d

dt

∫ t

0

(t− s)1−αsα−1ds

)
|t=0Pu(t)

=
1

Γ(α)

1

Γ(2− α)

(
d

dt

∫ t

0

t1−α(1− x)1−αtα−1xα−1dx

)
|t=0Pu(t)

=
1

Γ(α)

1

Γ(2− α)

(
d

dt
t

∫ t

0

(1− x)1−αxα−1dx

)
|t=0Pu(t)

=
1

Γ(α)

1

Γ(2− α)
B(2− α, α)Pu(t)

=
1

Γ(α)

1

Γ(2− α)

Γ(α)Γ(2− α)

Γ(α)
Pu(t) =

Pu(t)

Γ(2)
= Pu(t)

Donc P est une projection.
On a montre que X = KerL⊕KerP

(1) On montre que X = KerL+KerP

Pour u ∈ X, on a : u(t) = (u(t) − Pu(t)) + Pu(t) avec (u(t) − Pu(t)) ∈ KerP car
(P 2u = Pu) et Pu(t) ∈ ImP = KerL, alors X = KerL+KerP
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(2) On montre que KerL ∩KerP = 0

Si u ∈ KerP =⇒ Pu = 0

Si u ∈ KerL = ImP =⇒ ∃u1 ∈ XtelquePu = u1 ⇐⇒ u1 = 0(carPu = 0)

Donc u ∈ KerL ∩KerP, alorsKerL ∩KerP = {0}

D’aprs (1) et (2), X = KerL⊕KerP , Pour u ∈ X,

‖Pu‖0 = max
t∈(0,1]

∣∣∣∣ 1

Γ(α)
Dα−1u(0)tα−1

∣∣∣∣
=

1

Γ(α)

∣∣Dα−1u(0)
∣∣

et

‖t2−α(Pu)′‖0 = sup
t∈(0,1]

∣∣∣∣ 1

Γ(α)
Dα−1u(0)tα−2(α− 1)

∣∣∣∣
=
α− 1

Γ(α)

∣∣Dα−1u(0)
∣∣

=
α− 1

(α− 1)!

∣∣Dα−1u(0)
∣∣

=
1

(α− 2)!

∣∣Dα−1u(0)
∣∣ =

1

Γ(α− 1)

∣∣Dα−1u(0)
∣∣

Donc :

‖Pu‖ = max{‖Pu‖0, ‖t2−α(Pu)′‖0} = ‖Pu‖0 =
1

Γ(α)

∣∣Dα−1u(0)
∣∣ (3.5)

Définissons l’opérateur Kp : ImL −→ domL ∩KerP par

Kpg(t) = Iαg(t), t ∈ (0, 1)

par proposition(51). Pour g ∈ ImL on a :

LKpg(t) = DαIαg(t) = g(t)

pour u ∈ domL ∩ KerP c’est dire Dα−2u(0) = 0 et Dα−1u(0) = 0. Alors par proposition
(51),

KpLu(t) = IαDαu(t)

= u(t)− Dα−1u(0)

Γ(α)
tα−1 − Dα−2u(0)

Γ(α)
tα−2 = u(t)
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Donc Kp = (L|domL∩KerP )−1

On a pour tout g ∈ ImL et t ∈ [0, 1]. Comme (Kpg)′(t) = Iα−1g(t) alors

‖t2−α(Kpg)′‖0 = sup
t∈(0,1]

∣∣t2−α(Kpg)′(t)
∣∣

= sup
t∈(0,1]

∣∣t2−αIα−1g(t)
∣∣

= sup
t∈(0,1]

∣∣∣∣t2−α 1

Γ(α− 1)

∫ t

0

(t− s)α−2g(s)ds

∣∣∣∣
≤ sup

t∈(0,1]

t2−α

Γ(α− 1)

∫ t

0

(t− s)α−2 |g(s)| ds

≤ sup
t∈(0,1]

t2−α

Γ(α− 1)

(∫ t

0

(t− s)(α−2)qds

)1/q

‖g‖p

≤ sup
t∈(0,1]

t2−α

Γ(α− 1)

([
(t− s)(α−2)q+1

(α− 2)q + 1

]t
0

)1/q

‖g‖p

≤ sup
t∈(0,1]

t2−α

Γ(α− 1)

t((α−2)q+1)1/q

((α− 2)q + 1)1/q
‖g‖p

≤ sup
t∈(0,1]

t1/q

Γ(α− 1)((α− 2)q + 1)1/q
‖g‖p

=
α− 1

Γ(α)((α− 2)q + 1)1/q
‖g‖p

et

‖Kpg‖0 = max
t∈(0,1]

|Kpg(t)|

≤ max
t∈(0,1]

1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1 |g(s)| ds

≤ max
t∈(0,1]

1

Γ(α)

(∫ t

0

(t− s)(α−1)qds

)1/q

‖g‖p

≤ max
t∈(0,1]

1

Γ(α)

([
(t− s)(α−1)q+1

(α− 1)q + 1

]t
0

)1/q

‖g‖p

≤ max
t∈(0,1]

1

Γ(α)

t(α−1)+1/q

((α− 1)q + 1)1/q
‖g‖p
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= 1
Γ(α)

1
((α−1)q+1)1/q

‖g‖p
alors

‖Kpg‖ = max{‖Kpg‖0, ‖t2−α(Kpg)′‖0}

≤ max{ α− 1

Γ(α)((α− 2)q + 1)1/q
,

1

Γ(α)

1

((α− 1)q + 1)1/q
} ‖g‖p

Donc
‖Kpg‖ ≤ Λ ‖g‖p (3.6)

avec
Λ =

1

Γ(α)
max

{
α− 1

((α− 2)q + 1)1/q
,

1

((α− 1)q + 1)1/q

}
(3.7)

Nous introduisons

QNu(t) = k (ηIαNu(ξ)− IαNu(1)) tα−1

= k

(
η

1

Γ(α)

∫ ξ

0

(ξ − s)α−1f(s, u(s), u′(s))ds− 1

Γ(α)

∫ 1

0

(1− s)α−1f(s, u(s), u′(s))ds

)
tα−1

=
k

Γ(α)

(
η

∫ ξ

0

(ξ − s)α−1f(s, u(s), u′(s))ds−
∫ 1

0

(1− s)α−1f(s, u(s), u′(s))ds

)
tα−1

et comme Kp,Q = Kp(I −Q) alors

Kp,QNu(t) = Kp(I −Q)Nu(t) = Kp(Nu(t)−Qu(t)) = Iα(Nu(t)−Qu(t))

=
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1(Nu(s)−QNu(s))ds

Maintenant, nous sommes en mesure de prouver les résultats de l’existence.
Nous imposons les condition :

(H1) Il existe une constante positive K tel que u ∈ domL \ kerL avec min
t∈[0,1]

|Dα−1(t)| > K

implique QNu(t) 6= 0 sur (0,1].

(H2) Il exist δ, β, tα−1, ρ ∈ Lp[0, 1] et une fonction continue non décroissante φ : [0,∞) −→
[0,∞) est x0 > 0 avec les proprités :

(a)

‖β‖p +
∥∥tα−2γ

∥∥
p
<

Γ(α)

1 + Γ(α)Λ
.
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(b) Pour tout x ≥ x0

x ≥
K + (1 + Γ(α)Λ) ‖δ‖p

Γ(α)− (1 + Γ(α)Λ)(‖β‖p + ‖tα−2γ‖p)

+
(1 + Γ(α)Λ) ‖ρ‖p

Γ(α)− (1 + Γ(α)Λ)(‖β‖p + ‖tα−2γ‖p)
φ(x).

(3.8)

(c) f : [0, 1]× R2 −→ R satisfies

|f(t, x, y)| ≤ δ(t) + β(t) |x|+ γ(t) |y|+ ρ(t)φ(|x|).

(H3) Il existe une constante B>0 telle que , pour tout c ∈ R satisfaisant |c| > B on a

sgn [c(ηIuc(ξ)− Iuc(1))] 6= 0.

avec uc(t) = ctα−1.

Théoréme 79 Si les hypothèses(P),(H1)-(H3) sont satisfaites, alors la frontière problème
de valeur (3.1) et (3.4)a une solution.

Preuve. Soit Ω1 = {u ∈ domL \KerL : Lu = λNu pour certainsλ ∈ (0, 1)}

(1) D’abord montre que Ω1 bornné :
Applique (H1), QNu(t) = 0 pour tout t ∈ [0, 1]. Il existe donc t0 ∈ (0, 1] tel que
|Dα−1(t0)| ≤ K.

IDαu(t0) = Dα−1u(t0)−Dα−1u(0)−Dα−2u(0)t−1
0

= Dα−1u(t0)−Dα−1u(0)

puisque u ∈ domL. Autrement dit,

Dα−1u(0) = Dα−1u(t0)−
∫ t0

0

Dαu(s)ds, (3.9)

Ce que implique∣∣Dα−1u(0)
∣∣ ≤ ∣∣Dα−1u(t0)

∣∣+

∫ t0

0

|Dαu(s)| ds

≤ K + |Dαu(t)|
∫ t0

0

ds ≤ K + ‖Lu‖ ≤ K + λ ‖Lu‖p < K + ‖Nu‖p
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par (3.5),

‖Pu‖ =
1

Γ(α)

∣∣Dα−1u(0)
∣∣ < 1

Γ(α)
(K + ‖Nu‖p). (3.10)

puisque (I − P )u ∈ domL ∩KerP = ImKp

pour u ∈ Ω1,

‖(I − P )u‖ = ‖KpL(I − P )u‖ ≤ Λ ‖L(I − P )u‖p ≤ Λ ‖Lu‖p
≤ Λλ ‖Nu‖p
< Λ ‖Nu‖p

par (3.6)et(3.7). On a Pu ∈ ImP = KerL ⊂ domL et par conséquent

‖u‖ ≤ ‖Pu‖+‖(I − P )u‖ < 1

Γ(α)
(K+‖Nu‖p)+Λ ‖Nu‖p <

K

Γ(α)
+

(
1

Γ(α)
+ Λ

)
‖Nu‖p

D’après (H2) et l’inégalité précédente, il s’ensuit que∥∥t2−αu′∥∥
0
<

K

Γ(α)
+

(
1

Γ(α)
+ Λ

)∥∥Nt2−αu′∥∥
p

<
K

Γ(α)
+

(
1

Γ(α)
+ Λ

)∥∥f(t, u, t2−αu′)
∥∥
p

<
K

Γ(α)
+

(
1

Γ(α)
+ Λ

)(
‖δ‖p + ‖β‖p ‖u‖0 +

∥∥tα−2γ
∥∥
p

∥∥t2−αu′∥∥
0

+ ‖ρ‖p φ(‖u‖0)
)

où

∥∥t2−αu′∥∥
0
−
(

1 + Γ(α)Λ

Γ(α)

)∥∥tα−2γ
∥∥
p

∥∥t2−αu′∥∥
0
<

K

Γ(α)
+

(
1 + Γ(α)Λ

Γ(α)

)
(‖δ‖p + ‖β‖p ‖u‖0

+ ‖ρ‖p φ(‖u‖0))

∥∥t2−αu′∥∥
0

(
1− 1 + Γ(α)Λ

Γ(α)

∥∥tα−2γ
∥∥
p

)
<

K

Γ(α)
+

(
1 + Γ(α)Λ

Γ(α)

)
(‖δ‖p + ‖β‖p ‖u‖0

+ ‖ρ‖p φ(‖u‖0))

∥∥t2−αu′∥∥
0

(
Γ(α)− (1 + Γ(α)Λ)

Γ(α)

∥∥tα−2γ
∥∥
p

)
<

(
K + (1 + Γ(α)Λ)

Γ(α)

)
(‖δ‖p + ‖β‖p ‖u‖0

+ ‖ρ‖p φ(‖u‖0))
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Donc∥∥t2−αu′∥∥
0
<

K + (1 + Γ(α)Λ) ‖δ‖p
Γ(α)− (1 + Γ(α)Λ) ‖tα−2γ‖p

+
K + (1 + Γ(α)Λ) ‖β‖p

Γ(α)− (1 + Γ(α)Λ) ‖tα−2γ‖p
‖u‖0

(3.11)

+
K + (1 + Γ(α)Λ) ‖ρ‖p

Γ(α)− (1 + Γ(α)Λ) ‖tα−2γ‖p
φ(‖u‖0) (3.12)

Compiner l’inégalité ci-dessus avec

‖u‖0 <
K

Γ(α)
+

(
1

Γ(α)
+ Λ

)(
‖δ‖p + ‖β‖p ‖u‖0 +

∥∥tα−2γ
∥∥
p

∥∥t2−αu′∥∥
0

+ ‖ρ‖p φ(‖u‖0)
)

On obtient

‖u‖0 <
K + (1 + Γ(α)Λ) ‖δ‖p

Γ(α)− (1 + Γ(α)Λ)(‖β‖p + ‖tα−2γ‖p)

+
(1 + Γ(α)Λ) ‖ρ‖p

Γ(α)− (1 + Γ(α)Λ)(‖β‖p + ‖tα−2γ‖p)
φ(‖u‖0),

pour tout u ∈ Ω1. Supposons que Ω1 n’est pas borné. Si {‖t2−αu′‖0 : u ∈ Ω1} n’est pas
borné, alors, par (3.11), est donc {‖u‖0 : u ∈ Ω1}. Donc il suffit de considérer le cas
où {‖u‖0 : u ∈ Ω1} n’est pas borné. Puis, au vu de(3.3), on arrive à un contradiction.
Par conséquent, Ω1 est borné.

(2) Deuxièmement preuve l’ensemble Ω2 = {u ∈ KerL : Nu ∈ ImL} est borné
Soit uc ∈ Ω2 alors uc ∈ KerL est donné par uc(t) = ctα−1, c ∈ R. Alors (QN)(ctα−1) =

0 puisque Nu ∈ ImL = KerQ. Il découle de (H3)que

‖uc‖ = max
{
‖uc‖0 ,

∥∥t2−αu′c∥∥0

}
= max

{
max
t∈[0,1]

∣∣ctα−1
∣∣ , sup

t∈[0,1]

|(α− 1)c|

}
= max {|c| , (α− 1) |c|}

= |c| ≤ B

c’est -à -dire Ω2 borné.

(3) Définissons l’isomorphisme J : ImQ −→ KerL par Juc = uc, avec uc(t) = ctα−1 pour
c ∈ R. Soit l’ensemble Ω3 = {u ∈ KerL : −λJ−1u+ (1− λ)QNu = 0, λ ∈ [0, 1]}
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Si sgn[c(ηIuc(ξ)−Iuc(1))] = −1. Alors u ∈ Ω3 implique λc = (1−λ)(ηIuc(ξ)−Iuc(1)).
Si λ = 1, alors c = 0 et, si λ ∈ [0, 1) et |c| > B, alors 0 < λc2 = (1 − λ)c(ηIuc(ξ) −
Iuc(1)) < 0, ce qui est une contradiction. Soit
Ω3 = {u ∈ KerL : −λJ−1u+ (1− λ)QNu = 0, λ ∈ [0, 1]} si sgn[c(ηIuc(ξ)−Iuc(1))] =

1, et nous arrivons à nouveau à une contradiction. Donc‖uc‖ ≤ B, Pour tout uc ∈ Ω3.
Donc Ω3 borné.
Soit Ω ouvert et borné de telle sorte que

3
∪
i=1

Ωi ⊂ Ω. alors les hypothèses (i) et (ii) du
théorème(78) sont remplies.

Maintenant, montre que l’opérateur N est L-compact sur Ω :
En effet nous devons montrer que l’application QN(Ω) est borne et Kp(I − Q)N :

Ω −→ X est compacte. Comme Ω est borné, il existe une constante r > 0 telle que ‖u‖ ≤ r

pour tout u ∈ Ω. On a :
|QNu| = |k (ηIαNu(ξ)− IαNu(1)) tα−1|

=

∣∣∣∣ k

Γ(α)

(
η
∫ ξ

0
(ξ − s)α−1f(s, u(s), u′(s))ds−

∫ 1

0
(1− s)α−1f(s, u(s), u′(s))ds

)
tα−1

∣∣∣∣
≤ k

Γ(α)

(
η
∫ ξ

0
(ξ − s)α−1 |f(s, u(s), u′(s))| ds+

∫ 1

0
(1− s)α−1 |f(s, u(s), u′(s))| ds

)
tα−1

≤ max
t∈[0,1]

k

Γ(α)

(
η
∫ ξ

0
(ξ − s)α−1 |f(s, u(s), u′(s))| ds+

∫ 1

0
(1− s)α−1 |f(s, u(s), u′(s))| ds

)
tα−1

≤ k

Γ(α)

(
η
∫ 1

0
(1− s)α−1 |f(s, u(s), u′(s))| ds+

∫ 1

0
(1− s)α−1 |f(s, u(s), u′(s))| ds

)
≤ k

Γ(α)
(η + 1)

∫ 1

0
(1− s)α−1 |f(s, u(s), u′(s))| ds

Comme la condition (c) du les condition (H2), on obtient

‖QNu‖p ≤
k

Γ(α)
(η + 1)

(
‖δ‖p + ‖β‖p ‖u‖0 +

∥∥tα−2γ
∥∥
p

∥∥t2−αu′∥∥
0

+ ‖ρ‖p φ(‖u‖0)
)

puisque ‖u‖0 ≤ ‖u‖ et ‖t2−αu′‖0 ≤ ‖u‖ alors

‖QNu‖p ≤
k

Γ(α)
(η + 1)

(
‖δ‖p + (‖β‖p +

∥∥tα−2γ
∥∥
p
) ‖u‖+ ‖ρ‖p φ(‖u‖)

)
puisque ‖u‖ ≤ r alors on obtient :

‖QNu‖p ≤
k

Γ(α)
(η + 1)

(
‖δ‖p + (‖β‖p +

∥∥tα−2γ
∥∥
p
)r + ‖ρ‖p φ(r)

)
(3.13)
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Donc QNu(Ω) est borné. Montrons présent que Kp(I − Q)N(Ω) est compacte pour tout
u ∈ (Ω)

‖Nu‖p = ‖f(t, u(s), u′(s))‖p
≤
(
‖δ‖p + ‖β‖p ‖u‖0 +

∥∥tα−2γ
∥∥
p

∥∥t2−αu′∥∥
0

+ ‖ρ‖p φ(‖u‖0)
)

≤
(
‖δ‖p + ‖β‖p ‖u‖+ ‖γ‖p ‖u‖+ ‖ρ‖p φ(‖u‖)

)
≤
(
‖δ‖p + (‖β‖p + ‖γ‖p)r + ‖ρ‖p φ(r)

)
De plus

|KP (I −Q)Nu(t)| = k

Γ(α)

∣∣∣∣∫ t

0

(t− s)α−1(I −Q)Nu(s)ds

∣∣∣∣
≤ k

Γ(α)

∫ t

0

∣∣(t− s)α−1(I −Q)Nu(s)
∣∣ ds

≤ max
t∈[0,1]

k

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1 |(I −Q)Nu(s)| ds

≤ max
t∈[0,1]

∫ t

0

k

Γ(α)
tα−1 |(I −Q)Nu(s)| ds

≤ k

Γ(α)

∫ 1

0

|Nu(s)−QNu(s)|ds

≤ k

Γ(α)

∫ 1

0

(|Nu(s)|+|QNu(s)|)ds

Donc
‖KP (I −Q)Nu(t)‖0 ≤

k

Γ(α)
(‖Nu‖p+‖QNx‖p) (3.14)

et

|t2−α[KP (I −Q)Nu]′(t)| =
∣∣t2−α(Iα−1(I −Q)Nu)(t)

∣∣
=

∣∣∣∣t2−α k

Γ(α− 1)

∫ t

0

(t− s)α−2(I −Q)Nu(s)ds

∣∣∣∣
≤ k

Γ(α− 1)
max
t∈[0,1]

t2−α
∫ t

0

(t− s)α−2 |(I −Q)Nu(s)| ds

≤ k

Γ(α− 1)
max
t∈[0,1]

t2−α
∫ t

0

tα−2|Nu(s)−QNu(s)|ds
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Donc ∥∥t2−α[KP (I −Q)Nu]′(t)
∥∥

0
≤ k

Γ(α− 1)
(‖u‖p+‖QNu‖p) (3.15)

alors
‖KP (I −Q)N(Ω)‖≤ k

Γ(α− 1)
(‖Nu‖p+‖QNu‖p) (3.16)

Donc KP (I−Q)N(Ω) est borné. Prouvons maintenant que KP (I−Q)N(Ω) est équicontinu.
En effet pour t1, t2 ∈ [0, 1], t1 < t2, on a :
|KP (I −Q)Nu(t1)−KP (I −Q)Nu(t2)|

=

∣∣∣∣ k

Γ(α)
(
∫ t2

0
(t2 − s)α−1(I −Q)Nu(s)ds−

∫ t1
0

(t1 − s)α−1(I −Q)Nx(s)ds)

∣∣∣∣
≤ k

Γ(α)

∣∣∣∫ t2t1 (t2 − s)α−1(I −Q)Nu(s)ds+
∫ t1

0
((t2 − s)α−1 − (t1 − s)α−1)(I −Q)Nu(s)ds

∣∣∣
≤ k

Γ(α)

∫ t2
t1

(t2 − s)α−1 |(I −Q)Nu(s)| ds+
∫ t1

0
((t2 − s)α−1 − (t1 − s)α−1) |(I −Q)Nu(s)| ds

≤ k

Γ(α)

(([
(t2−s)(α−1)q+1

(α−1)q+1

]t2
t1

)1/q

−
([

(t2−s)(α−1)q+1−(t1−s)(α−1)q+1

(α−1)q+1

]t1
0

)1/q
)
‖(I −Q)Nu‖p

≤ k

Γ(α)((α− 1) + 1
q
)

(t2 − t1)
α−1+

1

q + ((t2 − t1)(α−1)q+1 − t(α−1)q+1
2 − t(α−1)q+1

1 )

1

q

 ‖(I −Q)Nu‖p

≤ c2

(t2 − t1)
α−1+

1

q + ((t2 − t1)(α−1)q+1 − t(α−1)q+1
2 − t(α−1)q+1

1 )

1

q

 ‖(I −Q)Nu‖p

et
|t2−α[KP (I −Q)Nu]′(t2)− t2−α[KP (I −Q)Nu]′(t1)|
= |t2−α(Iα−1(I −Q)Nu(t2)− Iα−1(I −Q)Nu(t1))|
=
∣∣∣t2−α k

Γ(α−1)

(∫ t2
0

(t2 − s)α−2(I −Q)Nu(s)ds−
∫ t1

0
(t1 − s)α−2(I −Q)Nu(s)ds

)∣∣∣
=
∣∣∣t2−α k

Γ(α−1)

(∫ t2
t1

(t2 − s)α−2(I −Q)Nu(s)ds+
∫ t1

0
((t2 − s)α−2 − (t1 − s)α−2)(I −Q)Nu(s)ds

)∣∣∣
≤ k

Γ(α−1)

(∫ t2
t1

(t2 − s)α−2 |(I −Q)Nu(s)| ds+
∫ t1

0
((t2 − s)α−2 − (t1 − s)α−2) |(I −Q)Nu(s)| ds

)
≤ k

Γ(α− 1)((α− 2) + 1
q
)

(t2 − t1)
α−2+

1

q +
(

(t2 − t1)(α−2)q+1 − t(α−2)q+1
2 − t(α−2)q+1

1

)1

q

 ‖(I −Q)Nu‖p

≤ c3

(t2 − t1)
α−2+

1

q +
(

(t2 − t1)(α−2)q+1 − t(α−2)q+1
2 − t(α−2)q+1

1

)1

q

 ‖(I −Q)Nu‖p
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où c2 et c3 est une constante générique qui ne dépendque de α et p.
Donc ‖KP (I − Q)Nu(t2) − KP (I − Q)Nu(t1)‖ −→ 0 quand t1 −→ t2 par conséquent
KP (I−Q)N(Ω) est équicontinu, alors d’aprés le théorème d’Ascoli-Arzela KP (I−Q)N(Ω)

est compacte, donc N est L-compacte sur Ω. Le lemmme (11)établit que L est un Fredholm
de l’indice zéro.
Définir

H(u, λ) = ±λIdu+ (1− λ)JQNu

par la propriété de degré d’invariance sous une homotopie, si u ∈ KerL ∩ ∂Ω, alors

deg(JQN |Ker(L)∩∂Ω,Ω ∩Ker(L), 0) = deg(H(., 0),Ω ∩Ker(L), 0)

= deg(H(., 1),Ω ∩Ker(L), 0)

= deg(±Id,Ω ∩Ker(L), 0) 6= 0

par conséquent, l’hypothése(iii) du théoréme (78) est remplie et la preuve est complétée.
Supposons que l’hypothèse (H2) soit remplacée par

(H2′) Il exist δ, β, tα−2γ, tα−2ρ ∈ Lp[0, 1] et une fonction continue non décroissante φ :

[0,∞) −→ [0,∞) est y0 > 0 avec les proprités :

(a)

‖β‖p +
∥∥tα−2γ

∥∥
p
<

Γ(α)

1 + Γ(α)Λ
.

(b) pour tout y ∈ [0,∞) et t ∈ [0, 1],

t2−αφ(y) ≤ φ(2− αy).

(c) pour tout y ≥ y0

y ≥
K + (1 + Γ(α)Λ) ‖δ‖p

Γ(α)− (1 + Γ(α)Λ)(‖β‖p + ‖tα−2γ‖p)

+
(1 + Γ(α)Λ) ‖ρ‖p

Γ(α)− (1 + Γ(α)Λ)(‖β‖p + ‖tα−2γ‖p)
φ(y).

(d) f : [0, 1]× R2 −→ R satisfies

|f(t, x, y)| ≤ δ(t) + β(t) |x|+ γ(t) |y|+ ρ(t)φ(|y|).
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Alors nous avons le critère d’existence suivant dont la preuve est analogue à celle du théo-
rème 79

Théoréme 80 Si les hypothèses(P),(H1),(H2′),(H3) sont satisfaites, alors la frontière
problème de valeur (3.1) et (3.4) a une solution.
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Conclusion

Dans cette thése, nous avons présenté une étude de l’existence de quelque problémes
aux limites en résonance, en appliquant la théorie de coïncidence de Mawhin, et cela en réa-
lisant trios conditions pour prouver l’existence d’une solution, par l’utilisation de théorème
et des lemmes auxiliaires.
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 ملخص

  في حالة الرنينالقيمة الحدية    لةسألم  قابلية وجود الحل  ندرس  ،المذكرة  هذه  في            

 الدرجة نظرية هي  معروفة نظرية بتطبيق ،ةكسري  لمعادلة تفاضلية غير خطية لرتب

موهين.  بسبب للمصادفات  

الرنين.  الثابتة، النقطة نظريات الحدود، مشكلة :الرئيسية لكلماتا  

Abstract 

            In this  dissertation, we study the ability of a solution to the 

problem of boundary values at the resonance of a nonlinear 

differential equation for a fractional order, we apply a well-known 

theorem of degree theory for coincidences due to Mawhin. 

Key words: boundary problem, fixed point theorems, resonance . 

Résumé 

             Dans ce mémoire,  nous étudions l’abilité d'existence d’une 

solution au problème aux limites à la résonance d'une équation 

différentielle non linéaire pour un ordre fractionnaire   , nous 

appliquer un théorème bien connu de théorie de degré pour des 

coïncidences dues à Mawhin. 

Mots clés: problème aux limites, théorèmes de point fixe, 

résonance. 
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