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NOTATIONS
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INTRODUCTION

Mouvement Brownien Fractionnaire (MBF) Bf = (Bf');>, avec un parametre de
Hurst ( ou exposant de Hurst) , est un processus stochastique tres intéressant, il a attiré
une grande attention des chercheurs en raison de ses propriétés particuliéres. D'une
part, c’est un processus gaussien avec une fonction de covariance simple Ry(t,s) =
§(|zf|2H +|s|* — |t —s|*H) qui offre a ses trajectoires une propriété Holderienne d’ordre a
(avec :a < H ), d"une autre part comme montré dans [1]], le MBF est une généralisation
du mouvement Brownien standard qui posséde des incréments non indépendants,
n’est pas un processus de markov et aussi n’est pas une semi-martingale sauf dans
le cas H = ;. Le MBF est utilisé largement pour modéliser des processus réels qui
représentent le phénomene de la mémoire longue et courte. Longue mémoire si H > £
, et courte mémoire si H < 1 . Par la combinaison de ces propriétés, beaucoup de pro-
cessus qui se produisent dans des dispositifs de communications cellulaires, dans des
systemes physiques et biologiques et de méme pour la finance et I’assurance peut étre
modélisés par le MBF [1]].

Dans ce contexte, ce mémoire est focalisé sur les axes suivants : notion du mouve-
ment brownien fractionnaire, propriétés principales concernant un MBF et techniques
d’estimation du parametre de Hurst. Le présent manuscrit et structuré de la maniere
suivante :

Chapitre 01 : Donne d’une maniere détaillée les rappels et les propriétés de base
concernant le mouvement brownien standard tels que, la régularité des trajectoires,

I'autosimilarité, la propriété markovienne et la propriété de martingale.



Chapitre 0 Introduction

Chapitre 02 : Présente les grandes lignes a propos du mouvement brownien frac-
tionnaire.

Chapitre 03 : : Comporte les parties suivantes :

e La simulation d’un mouvement brownien fractionnaire sous R avec la méthode

de Choleski qui exploite la positivité de la matrice de covariance.
e L'estimation du parametre de Hurst par la technique Log-périodogramme.

A la fin, une conclusion générale est rédigée pour résumer le travail.



CHAPITRE

RAPPELS SUR LE MOUVEMENT
BROWNIEN

Le but de ce chapitre est de passer en revue certains des concepts précédents et de

donner une définition et des caractéristiques du mouvement brownien standard.

1.1 Quelques concepts de base

1.1.1 Processus stochastique

Définition : [3] Un processus stochastique X = (X;);>o est une famille de variables
aléatoires indexées par un ensemble de temps 7, toutes définies sur un méme espace
de probabilité (2, F, P) a valeurs dans un espace mesurable (£, £) appelé espace d’états
du processus X : (t,w) — Xy (w).

En général T' = [0, 7] = [0, oo] = R oulR.

— pour t fixé, w €  — 2,(w) est un variables aléatoires.

1



Chapitre 1 Rappels sur le mouvement brownien.

— pour w fixé, t € T —— x,(w) est un fonction est appellée trajectoire du processus.

1.1.2 Régularité des trajectoires

Définition : Un processus stochastique X est continu (respectivement continu a

droite, continu a gauche) si Vw € (), la trajectoire
t— Xt

est continue (respectivement continue a droite, continue a gauche).
Définition : On rappelle qu'une fonction f :R? —— R? est dite y—Holdérienne s'il
existe C' < oo tel que:

1f (@) = F)ll < Cllz =yl

ot ||.]| désigne la norme ambiante de R? ou de R,

Ce théoreme donne une condition suffisante pour qu'un processus stochastique ait

une modification continue avec des trajectoires Holdériennes .

1.1.3 Autosimilarité
Définition : Un processus X est autosimilaire si pour tout o > 0,33 > 0
X 28X, VLER

H est le coefficient d’autosimilarité ot bien le parametre de Hurst.

1.1.4 Martingales

Définition : Soit X = {X,, F;,,t > 0} un processus intégrable alors X esta:
e Martingale si et seulement si E(X;|F;) = X, .pour 0 < s <t < o0
e sur—martingale si et seulement si E(X;|F;) < X, .pour 0 < s <t < o0

e sous—martingale si et seulement si £(X;|F;) > X, .pour 0 < s <t < oo



Chapitre 1 Rappels sur le mouvement brownien.

1.1.5 Semimartingales

Définition : Soit X = (X});>0 un processus stochastique, on dit que X est une mar-
tingale locale continue s’il existe une suite croissante {7, },cy de temps d’arrét vérifie
T, — 0o comme n — oo, telle que, le processus stochastique (X, ),en est une martin-
gale uniformément intégrable.

Définition : Un processus stochastique { X, };>¢ est appelé semimartingale continu s’il
peut se décomposer en :

Xy =M, + Ay,

ot {M;}+>0 est une martingale locale et { A; };>oest un processus de variation finie.

1.1.6 La p-variation du processus stochastique

soit X = {Xt}te[o;p] un processus stochastique et soit P = t, =0, ..., ¢, = T une par-
tition de [0, 7'

— Définissez la p-variation du processus stochastique X pour p > 0 comme suit.

— Le processus stochastique X est une p-variation infinie sur [0, 7| si Vp est finie.

1.1.7 Processus de Markov

Définition : [9] Soit (X;):>o un processus défini sur (€2, F, P)a valeur dans (R, Bg),
FX = o(X,,r < s) la filtration naturelle du processus X;.

On dit que le processus X;de Markov <= 0 < s < tetpour toute fonction f : R — R

mesurable est bornée, on a :

E(f(X0)/F) = E(f(X0)/Xs).

Définition : La chaine de Markov est un processus stochastique markovien a temps
discret, et la chaine de Markov a temps continu est un processus stochastique marko-

vien a état discret et & temps continu .

1.1.8 Processus gaussien

Définition : Un processus X = (X;);>o est gaussien SSi toute combinaison linéaire

tinie de X; est une variable aléatoire gaussiens c-a-d

3



Chapitre 1 Rappels sur le mouvement brownien.

n
Vn € N* Vty,...t, > 0,Vay,...,a, € R, Z%‘Xt est gaussiens.
i=1
Proposition: Un processus gaussien est stationnaire ssi £/ (X}) est une constante.

1.2 Mouvement Brownien

Le mouvement brownien standard est défini comme suit :
— By = 0 (issue de0).
— Sity <ty < ... <t,les accroissemsnts (B;, — B;, ,) sont independantes .
Proposition :
— B, est un processus gaussien dont la fonction de covariance est :y(s,t) =
Cov(By, Bs) = min(t,s) =t A s.
— Pour tout ¢t > 0, B, suit la loi normale centrée de variance t.
— pours,t >0tq:s<t,B,— B; ~N(0,t —s).
— Autosimilarité : Pour tout a > 0, {a? B, } est un mouvement Brownien.
— Symétrie : {—B,,t > 0} est également un mouvement brownien.
Théoreme : Si (X;);>¢ est un mouvement brownien etsi 0 < ¢; < ... < ¢, alors
(X4, ..., X4,) est un vecteur gaussien.
Preuve :
Soit 0 < t; < ... < t,, alors le vecteur aléatoire (X;,, Xi,—¢,..., X4,,,—+,) €st com-
posé de variables aléatoires gaussiennes et indépendantes (d’aprés la définition
du mouvement brownien) ,ce vecteur donc est un vecteur gaussien.

Il est donc de méme pour (X, ..., X3, ) .

1.2.1 Pont Brownien

Le mouvement brownien standard {B;;t > 0} défini sur [0, 1], et conditionné
sur {B; = 0} est appelé pont brownien. Autrement dit, le pont brownien est un
mouvement brownien sur [0, 1] conditionné a retourner a 0 a I'instant 1.
Remarque : Ce conditionnement est spécifique .

Considérons un mouvement brownien {B;; ¢ € [0, 1]}, il satisfait la relation
B, =B, —tB, +tB; = B, + tB,

4



Chapitre 1 Rappels sur le mouvement brownien.

pour Bt = B, — tB; Donc B’t est un processus gaussien.

Fixons t € [0, 1];le couple (B;, B;) est un vecteur gaussien centré avec
E(By, Br) = (By, By) = tE(B}) =t =t =0

D’ou I'indépendance entre B; et B, cela implique I'indépendance entre le proces-
sus

{B,;t €[0,1]} et la variable B,. Par conséquent

{By;t€0,1] By =0} = {B, +tBy;t €[0,1] B, = 0}

= {By;t € [0,1] B, =0} = {B;;t € [0, 1]}en loi.

1.2.2 Propriétés des trajectoires du Mouvement Brownien

Il est naturel d’étudier les propriétés des trajectoires Browniennes en tant que
fonction du temps.

. . 1 .
Théoréme : [7] 11 existe une version de B, telle que, pour tout v < oY les trajec-

toires sont Holdériennes d’exposant « sur tout intervalle compact.

Corollaire : Presque stirement les trajectoires du mouvement brownien sont Héldériennes

1
dans [0, 3 [-

Proposition : Presque stirement, les trajectoires du mouvement brownien ne sont

pas différentiables.[7]

1.2.3 Propriétés du mouvement brownien

1.2.3.1 Propriété de Markov

La propriété de Markov du MB est utilisée sous la forme suivante : pour tout s,
le processus(Wt);>o définie par : W; = B, s — B; est un mouvement Brownien

indépendant de F;.
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1.2.3.2 Le mouvement Brownien comme Martingale

Soit F? = o(B,, s < t) La filtration naturelle du mouvement Brownien .
Proposition :
est (B;)i>o un mouvement Brownien. Alors les processus suivants sont des (F}?)

Martingales [8]

— (Bi)e>o.

— (B} — thio.

— Pour A € R, (e’\Bt’%t)tzo.
Preuve :

— Puisque la filtration F? est générée par le processus B, et B, ~ N(0,t), alors

B, est adapté au F? et intégrable pour tout ¢.
— Pour chaque 0 < s < t, B, est mesurable par les FSB et
E(B,|FB) = E(B, + B, — B,|F?)

= E(B, — B,|FP) + B,

S-

Alors B est FP -martingale pour tout ¢.

1.2.4 Variation quadratique du mouvement Brownien

Proposition :
Soit (By):>o un mouvement Brownien, pour ¢t > 0, pour toute suite de subdivision

A, de [0,1], tel que lim |A,[0,1]| =0ona:

2”1
3 o ) 2 _
nh_)r{.lo ZI(B;E B(z;%)t) =1 p-.S.



CHAPITRE

2

MOUVEMENT BROWNIEN
FRACTIONNAIRE

Le mouvement fractionnaire brownien est un processus aléatoire qui s’écarte
considérablement de la théorie et de la simulation du mouvement brownien, et
d’autres théories de probabilité traditionnellement utilisées. En tant que proces-
sus gaussien central, il se caractérise par la stabilité de ses augmentations et une
caractéristique de mémoire moyenne ou longue qui contraste fortement avec les
processus de Martingales et de Markov. Le but de ce chapitre est de présenter ce

processus et de présenter certaines de ses caractéristiques de base.

Définition : [12] un mouvement brownien fractionnaire de parametre de Hurst

H €]0, 1] est noté par (B/?),> qui vérifie les condition suivantes :

e un processus gaussien centré issu de 0



Chapitre 2 Mouvement Brownien Fractionnaire

e la fonction de covariance est definie par :

1
= Cou(Bi", B') = E[B' B[] = S(It}" + |s]*" — |t = s["). (2.1)

car E[Bf] =0

Cas particulier
Pour H = 1, nous avons B} = ¢t B} ;
var(B} — tB}) = E[(B} — tB})?]

= E((B;)’] — 2tE[(B; By) + "E[(B))’]
=12 - 275(%)@2 +1—(t—1)?2) 41
=0

Ensuite, B} — tB{ ~ N(0,0), cela implique que,B} = ¢t B} presque bourru.

e BY a des trajectoires continues.

e Le mouvement Brownien fractionnaire (B/?),- est un processus gaussien de

variance ¢/

e Le mouvement Brownien fractionnaire (B/);-o de parametre de HurstH €

1
(0,1)/ {5} n’est pas un processus de Markov.
Proposition : vérifant les propriétés suivantes :

e Autosimilarité :

Pour tout a > 0,BH £ ¢ BH

e Accroissements stationnaires :

Pour tout b > 0, (B[1, — Bf!);>0 ala méme loi que (B/")=0.[12]
Preuve :

e Preuve Tout d’abord, prouvons la propriété d’autosimilarité. Nous avons ¢a

B(BLBI) = S((at) + (as)?" — (alt — 5])*")
= BB B

= E((a" B{")(a" B}"))



Chapitre 2 Mouvement Brownien Fractionnaire

Ainsi, puisque tous les processus sont centrés et gaussiens, cela implique
que

(B £ ("' BI)

e Seconde , nous montrons qu’elle a des incréments stationnaires. Notez que
pour tout i > 0, nous avons
E((Bi}, — By )(BL, — BY)) = E(B{L,B.L,) — E(BL,B)) — E(BL,B) +
E((B;')?)

= I+ Y2 4 (5 B — [t = 5|2H) — (14 )2 4 H2H — 27 — (s + )2 4

B2 2H) 4 op2H]

_ %(t2H 21— 52

= E(BI!B).

Par conséquent, le mouvement Brownien fractionnaire est par incréments

stationnaires.

Remarque :
1
Soit (B}");>9p un mouvement Brownien fractionnaire, pour H = 5 on obtient le

mouvement Brownien (B;)>o.

2.1 Propriétés du Mouvement Brownien fractionnaire

2.1.1 Le MBF n’est pas markovien

Théoréeme : (Processus de Markov gaussien)
Soit ' C R et X = {X;}ier un processus gaussien. Alors X est markovien si et

seulement si, pour tout s, ¢, u € T'tel que s <t < u

K(s, t)K(t,u)
K="y

ol K(s,t) = cov(Xs, Xy).

Preuve : Voir [5] p19.

Théoréme :

Si H € (0,1) \ {3} alors, le mouvement brownien fractionnaire B¥ = {B}'},>,

avec le parametre Hurst n’est pas markovien.



Chapitre 2 Mouvement Brownien Fractionnaire

2.1.2 La propriété de Holder
Définition : Soit
f:I—R
f est Holder continu de paramétre p € [0, 1] s’il existe ¢ > 0 tel que :
[f(#) = F(s)] < clt =], s,t €1
On va citer le théoréme de KOLMOGROV qui est un théoreme de base.
Théoréme : Soit X, un processus a valeurs reélles pour lequel il existe trois constantes
strictement positives , v, ¢, € telque :
E[|X, = X < |t — s
Alors il existe une modification X de X telque :
Elsup | X, — X,|/|t — 5|*)"] < 00
t#s

Pour chaque a € [0,¢/7]

En particulier les trajectoires de X, sont Holder continues de paramétre a.
Preuve : Voir [4] page 26, 27.

Proposition :

Les trajectoires du mouvement brownien fractionnaire sont Holder continues de
paramétre o < H . Pour la démonstration on utilise le corollaire suivant :

Corollaire : Dans le cas du mouvement brownien fractionnaire on a :
E(BIBI) = L(#7 4+ 5 — (1 — 5)°")
et Pour toust¢ > 0
E((B{")?) ="
Preuve: ona:
E(|B' - BJ'P") = E(|B{" — 2B;" B, + B"|)

Par application de la linéarité de 1’espérance et du corrollaire précédent on a :

E(|B" - 2B B + BI"|) < E(|BY"|) - 2B(1B;" B:"|) + E(1B"|)

— [12H| 4 |s2H | — (127 4 2H (1 — 5)2H)|

= |t —s|*#

10



Chapitre 2 Mouvement Brownien Fractionnaire

Doncona:

E(B - BJ") =t — s (2.2)

Onprendy =2,d =1,d+¢ = 2H doue = 2H — 1 d’apres le théoreme
de KOLMOGROV , B} a une modification (vérsion) B dont les trajectoire sont

holder continues de paramétre

2H—1{: [O,H—l[

ac [0,e/p= 10, 5

On a prouvé que B holder continue de paramétre o < H .

2.1.3 Non différentiabilité des trajectoires

Proposition :
Les trajectoires d'un mouvement brownien fractionnaire B” = B’ avec le
parametre Hurst H € (0, 1) défini sur (2, F, P) ne sont pas différenciables. De

plus, pour tout ¢, € [0, 00|

. B —By|_ _\_
P limsupl———2|=o0 | =1 (2.3)
t—to t— 1o
Preuve : [10] Désignons que
B — BH
Rt,to tt _ to L

Utilisons la propriété d’autosimilarité, on a :

Rt,to — (t — tQ)HilBlH

On définit
BH
A(w) ={s>0: sup |—| > d}.
0>s>t S

Puis, pour toute suite (¢,,),cn qui décroit vers 0.
ona:

A(tpyr,w) C A(ty, w).

11
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Ainsi

P(lim A(t,)) = lim P(A(t,))

n—0o0 n—oo

et

H

B
P(A(t,) = P(|=2| > d) = P(|Bf| > tL"#d) — 1 et n— 0.
S

Cela implique que les trajectoires de By ne sont pas différenciables en probabilité.

214 Ladépendance a long et a court terme

Définition : [2] Un processus stationnaire (X;):cny est dit a long terme si y(n) =

Cov(Xy, Xiip) satisfait :
lim 20 4

n—oo CN~¢

pour « € [0, 1] et c une constante et n € N.

Le mouvement Brownien fractionnaire est 1'un des processus les plus simples qui
présente la dépendance a long terme.

Remarque :

Siun processus stationnaire (X;).cy est a dépendance a long terme , la dépendance

entre Xet X, diminue doucement quand n — oo et

Z ~v(n) = co.

Proposition :
: ) ) 5 : 1
Le mouvement Brownien présente une dépendance a long terme si H > 37 et

) 1
une dépendance a court terme si H < 3

Preuve : On consideére :

_ pH H _ npH H
X = Bk - kala Xk+n = Bk+n - BkJrn,l

12



Chapitre 2 Mouvement Brownien Fractionnaire

Puisque le mouvement Brownien fractionnaire est centré, alors
(n) = E(XpXpin) = E((BY = Bily)(Bihy = Bilin))

= BE(B{'(B,41 — B))) = E(BI'B,},) — E(B{'B,/)
1

= 5[(71 +2)2 — 2" 4 (n — 1))
L om Liom Lo

= = I+ —=)"2+(1—-—
S+ )12 4 (1= 2)2]
n?H 2H, ~ H(Q2H —1) 2H N H(2H —1) 1

:T[<1+7)+ — 241" s +o(—)]

= H(2H — 1)n*72 4 o(n*172)

(n) = %[(n 4 2)2H 92 4 (= 1)) (2.4)

1
Il s’ensuit que si H > g-ona

v(n) >0 et ny(n) = 00
n=1
1
et pour H < 5-ona
v(n) <0 et Z’y(n) < 00
n=1

Alors on dit que le mouvement Brownien fractionnaire a une dépendance a long

. . 1 . 1
terme si et seulement si H > 5 et a court terme ssi H < 5

21.5 Le mouvement Brownien fractionnaire n’est pas une semi-

martingale

Un processus X = (X;)i>o est une semimartingale continue s’il s’écrit sous la
forme :

X, = Xo+ M, + 4, (2.5)

ou M est une martingale (nulle en ¢t = 0) et A est un processus a variation finie. Le

. : . . . 1
mouvement Brownien fractionnaire n’est pas une semimartingale pour H # Y
en effet :

Soit (X¢)se[0,] un processus stochastique .

13



Chapitre 2 Mouvement Brownien Fractionnaire

Considérons la subdivisionI[I =0 =ty < ... < t,, = T . Posons

SP(X7 7T) = Z |th — Xty |p
i=1
la p variation de X dans l'intervalle [0, T'] est définie comme suit :
Vy(X, [0,T]) = sup S,(X, )

ou 7 est une subdivision finie de [0, 7] .

L’indice de la pvariation d"un processus est défini par :
I(X,[0,7]) =inf{p > 0,V,(X,[0,T]) < oo}

On affirme que
1
1By, [0.7]) =

En effet, considérons pour p > 0

n
H—1 H H

Yn,p:np § |BL _Bﬂ‘p
n n

i=1
Comme B a la propriété d’autosimilarité, la suite (V,,,).ecna la méme distribu-
tion que

n
Yop=n" Z 1B — B!, "
i=1

Par le théoreme d’ergodicité Y,,,, converges p.s vers E(|B}|P) dans L' quand n
tend vers l'infinie ; Donc il converge aussi en probabilité vers E(|Bf|") . il s’ensuit
que :

n — 0 :pH>1

Vip =3 |BY — BIL'F g 26)
=1 " oo : pH < 1.
1

Donc on peut conclure que I(B¥,[0,T]) = I Pour toute semimartingale X
I(X,[0,7T]) doit étre dans [0, 1] [ J{2}; Le mouvement Brownien fractionnaire ne

A : . . 1
peut pas étre une semimartingale sauf si H = 3"

14



Chapitre 2 Mouvement Brownien Fractionnaire

2.1.6 Lareprésentation du mouvement Brownien fractionnaire

Dans [10] Mandelbort et Van Ness ont obtenu la représentation intégrale suivante

du fBm.
Br(t) = HH;ﬁ) (/_(; [(t _ )3 (—S)Hﬂ dB(s) + /Ot@ - S)HédB(s))
~ ([ {e=at - oY ase

ouH € (0,1}, {B;}+=0est un mouvement brownien et représente la fonction gamma.
Rappelez-vous que, pour chaque o > 0,T'(a) = [;° 2* ! exp(—x)da.
L’intégrale ci-dessus peut étre écrite en termes d’intégrale itérative, suivant la

formule de Cauchy d’intégration répétée :

(n_ll)/(t—snl ds—/dtnl/ dt,_o.. /dtl/

Ou l'intégration itérative est définie par 0 < t; <ty < .. <t, o <t,; <t
I existe de nombreuses représentations de fBm (pour plus de détails, voir [12])

certaines d’entre elles sont les suivantes;

2.1.6.1 Représentation par Moyenne Mobile :

Le mouvement Brownien fractionnaire B” a eu une représentation dans les tra-

vaux de Mandelbort et Van Ness (1968)[8] dans R , présentée comme suit :

B = #H) /((t — u)f_% — (—w)"z | dB,,t e R (2.7)

ou

Co(H) = /((t )b gHhygs ¢ %

et on note z; = max(x,0) .

2.1.6.2 Représentation harmonizable

Soit 0 < H < 1.Le mouvement Brownien fractionnaire a la représentation sui-

vante :

1 ite 1 ~
BH = )/6 — |z ¥ 2)dB,, teR
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™

ol B, est un mouvement Brownien a valeur complexe, et C(H) = < HT(2H) sin(Hx)
m

2.1.6.3 Représentation de Levy-Hida

11 y a aussi une autre représentation du mouvement Brownien fractionnaire comme
une intégrale de Wiener sur un intervalle finie [0, 7’| de la forme ci-dessous :

On a un processus de Wiener B; et le noyau :

1 t
Ky(t,s) =dy(t—s)7 2 +s7 2 (;)

avec dy est une constante et

z—1
1
F =dy (5 — H) / 013 (1— (64 1)72)de
0

si H € (0,1) le noyau Ky est donné par :

Kn(t,s) = by <(§) " (t— )5 — (H _ %S%H) /St(u _ S)HéuHSdu>

ou

_ 2H :

T \1-2HB(1 - 2H,H + 1)
avec 3 est la fonction Béta (8(a,b) = [ t*~(1 — t)*~'dt)
sile(3,1):

Le noyau a la simple expression suivante :

t
Ky(t,s) = cHsé_H/ lu — 3|H_%uH_%du, t>s
S

o= ()

la représentation de Levy-Hida du mouvement Brownien fractionnaire est la sui-

ou

vante :

t
BtH:/KH(t,s)dBS, D<s<t<oo
0

16
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Chapitre 2 Mouvement Brownien Fractionnaire

2.2 Etude de Variation

On procéde dans ce de facon similaire a 'article de F. Russo, P Valois.

2.2.1 Variation Quadratique du Mouvement Brownien Classique

Nous verrons la différence carrée du mouvement brownien.

(Voir[14]).

Définition :

Un processus X est dit a variation quadratique finie sur [0, T'] si pour toute famille

de subdivisions 0 =ty < t; < ... <t, =T ona:

n

Z(Xti+1 - th‘)2
=0
Pour que les subdivisions sur [0, 7| vérifient : (t?)i(g Vet §(n) = sup(ty, — t7')

)

Proposition : Pour toute famille de subdivision (¢}) tel que 6(n) — 0

N(n)
> (Bi,, = B,)> — TP,ps

=0
Remarque :

En fait,on peut montrer la convergence dans L? ce qui signifie que :

N(n)
E Z(Bti—H - Bti)2 — TP, ps

1=0

2.2.2 Variation du mouvement brownien Fractionnaire

En cela, nous calculerons les variations a« du mouvement brownien fractionnaire.
Définition :
Un processus X est dit a a variation finie si pour toute famille de subdivisions

O=to<ti<..<t,=Tona:
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qui converge en probabilité vers une variable aléatoire Y ,dans ce cas Y sera ap-
pelée la o variation de X.

Proposition :

La « variation de B/ vaut TE(|N|*) pour a = %

Lemme : Soit

_C’OU(BH - B[, Bl - B[T)

tit1 tit1

(tigr —t)H (tj4 —t;)H

Alors  sup;; A — 0 Vi, j.

18



CHAPITRE

3

SIMULATION D’'UN MOUVEMENT

BROWNIEN FRACTIONNAIRE ET

ESTIMATION DU PARAMETRE DE
HURST

Dans ce chapitre nous essayons de réaliser des simulations de trajectoires du MBF
basées sur la méthode de Choleski sous le langage R, ensuite nous exposons la
technique du Log-périodogramme qui estime le parametre d’autosimilarité d’un

MBEF avec une implémentation sous R.
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Simulation d"un mouvement brownien fractionnaire et estimation du parameétre de
Chapitre 3 Hurst

3.1 Simulation de trajectoires du mouvement brow-

nien fractionnaire

3.1.1 Méthode Cholesky

[6] La méthode de Cholesky se formule avec la fagon suivante :

e Soit I' la matrice de covariance du MBF discrétisée aux instants t; = — /i =
n

0;...;n — 1. On a d’apres 'équation (2.1) :

1 1
I = Cov(Bg,Bg) ~ 9 (|ti|2H + [t — |t — tj|2H) T2 <

?

n

e Posons I la matrice I' privée de sa premiere ligne et de sa premiere colonne.
Par la décomposition de Cholesky nous pouvons écrire I' = LL' avec L
est une matrice triangulaire inférieure (puisque I'" est une matrice définie
positive et symétrique).

e La simulation d"une trajectoire d'un MBF aux instants ¢; = — est effectuée

n
par un vecteur aléatoire Y généré de (n — 1) composantes gaussiennes stan-
dard indépendantes avec la maniere suivante : B¥ = (0, (LY)")" (ou le vec-
teur B définit une trajectoire discrétisée d'un MBF aux instants
{
ti=—).
n

En effet, le vecteur LY est un vecteur gaussien centré et de plus
E(LY(LY)) = LE (YY) L' = LL' =T

Finalement, 1’ordre de complexité des calculs de cette méthode est (O(n)?).

3.1.1.1 Programme de simulation d'un MBF sous R avec la méthode de Cho-

lesky

N<-scan$ (n=1) #nombre de points.

H<-c(0.2,0.5,0.7)# Les différentes veleurs de H.

20



Simulation d"un mouvement brownien fractionnaire et estimation du parameétre de
Chapitre 3 Hurst

time <- (0:(n - 1))/n
m<-length (time)
a<-matrix (0, m,m)

for(i in (1:3)){

layout (matrix(1:3,3,1))

plot (time, all,], type = "1", main = "mbf avec le parametre
H=0.2",xlab="t",ylab="fbm(t) ", col="blue")

grid()

plot (time, al2,]1, type = "1", main = "mbf avec le parametre
H=0.5",xlab="t",ylab="fbm(t)",col="blue")

grid()

plot (time, a([3,1, type = "1", main = "mbf avec le parametre
H=0.7",xlab="t",ylab="fbm(t)",col="blue")

grid()

La fonction fbm

fbm<—function (H, n) {

H2 <- 2 x H

matcov <- matrix(0, n - 1, n - 1)
for(i in (1:(n — 1))) {
J <= i:(n - 1)

r <- 0.5 % (abs (i) "H2 + abs(j) "H2 - abs(j - 1) "H2)
r <- r/n"H2

matcov([i, Jj] <- r

matcov[j, i] <- matcov([i, 7]

}

21



Simulation d"un mouvement brownien fractionnaire et estimation du parameétre de
Chapitre 3 Hurst

L <= chol (matcov)
Z <— rnorm(n - 1)
Bm <- t (L) %*% Z
Bm <- ¢ (0, Bm)

return (Bm)

22



Simulation d"un mouvement brownien fractionnaire et estimation du parameétre de
Chapitre 3 Hurst

3.1.1.2 Résultats de simulation

mbf avea le parametre H=0.2 et le nombre de points n=100

aa

R W T Ty N
A~ AN VIV ANy
: '

AT
15
I I |

=
= 1 ] 1 I
oo 0z 0.4 ne 0 1o
1
mbf avea le parametre H=0.6 et le nombre de point= n=100

-
= Moq N A
E | !
f = Yl b s Vian /™ o T 'Hf

o ¥

J T T

|| ||
1]1] {10 .4 1} ] a4 1.0

mbf avea le parametre H=0.7 et le nombre de points n=100

/
|
1
F(
‘;

FIGURE 3.1: Simulation d’un Mbf avec la méthode de Choleski H = 0,2,0,5,0,7 et le

nombre de points n = 100
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Simulation d"un mouvement brownien fractionnaire et estimation du parameétre de
Chapitre 3 Hurst

mbf aven le parametre H=0.2 et le nombre de points =00

o " I
§ 71 iy Ay
nB nB i.0
1
mbf aveo le parmametre H=0.6 et le nombre de points n=600
E W ¥ H e A
N i i i i
oo o ot nB nB i.0
1
mbf aveo le parametre H=0.7 et |2 nombre de point= n=600
- 'h-'\_l"'"""l.‘.r.l.l-l.l.l...'"’.-
E. ; = hu.hduxhxﬂuuf‘ﬂr‘ﬁ
3I - ““"'u'-a..r'-l-l._u-.-,.
T

1 1 1 1 1
LD i D4 OLE OLE 1.0

FIGURE 3.2: Simulation d’un Mbf avec la méthode de Choleski H = 0,2,0,5,0,7 et le

nombre de points n = 500
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Simulation d"un mouvement brownien fractionnaire et estimation du parameétre de
Chapitre 3 Hurst

mbf awen le parametre H=0.2 et le nombre de paint= n=1000

| =0y
1.4
|

[ =}
5
1
mbf awea le parametre H=0.6 el le nombre de painis n=1000
=}
L= | F%M
. a
E =
= u
i W" Mﬁ“
= - i i i i
LD L 0.4 0.B 0.8 i
1
mbf awen le parametre H=0.7 et le nembre de paints n=1000
- . ,_',,L-""#“‘ll.\k
- =} -
=, o : 1‘*' M 1 .
I B VR W...-.f,f""“uf W
7 L.

I 1 I I I I
(1] ] .= .4 . a.B 1.

FIGURE 3.3: Simulation d’un Mbf avec la méthode de Choleski H = 0,2,0,5,0,7 et le

nombre de points n = 1000
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Simulation d"un mouvement brownien fractionnaire et estimation du parameétre de
Chapitre 3 Hurst

3.2 estimateurs du parameétre de Hurst

3.2.1 Laméthode Log-périodogramme

Log-périodogramme est une méthode que a été utilisée dane 'estimation du pa-
rametre de Hurst pour un mbf .Elle est classée dans les méthodes spectrales qui
sont des méthodes semi-paramétreques. Dans ce contexte nous essayons d’expléquer
cette la technique ci-dessous.

Définition : Soit (Bf);>( est un MBE.

— Posons X; = B,11 — By, le processus (X;);>( est appelé bruit gaussien frac-

tionnaire (BGF).
— 1(j) = E(X0Xj)/j € Z représent la fonction d’autocovariance.

— La densité spectrale du processus (X;);>o est la transfarmée de faurier de

r(j) est définie par

MO = 5= 3 r(e™

Théoreme; Soit (X;):>o bruit gaussien fractionnaire définie par :

X, = B, — B ot (B}")>0 est un MBFalors

N : :
— 1) =5 (li+ 1" = 205P" + 1 - 1),

A 2 +oo 1
— h(\) = Cy (2sin (|5 —
W H< (M)) 2 Py z

j=—o0

ou A € [—7, 7| et Cy est une constante.
Remarque : h(\) ~ Cy |\ quand A — 0.

Démonstration : On a :

| >

2 +oo 1
D) Z A+ 2k |2

k=—o0

hN) = Cir (2 (‘

au vaisinage de A = 0.

h()\)NCH|/\|2< L . ;>

e
2H11 2H11
I\l + Py A+ 2k7| +

“+oo
1
= h(\) ~ Cy A2+ Oy A — | -
() ~ i A WS rver=cc
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Simulation d"un mouvement brownien fractionnaire et estimation du parameétre de

Chapitre 3 Hurst
+oo
1
Cy I\ = | —0, A—=o0.
i (k§k¢0 |)\+2k:7r|2H“>

puisque est une quantité bornee.
= h(\) ~ Cy [N

Définition : (Le périodogramme)

_ k 2k
Soit (X¢)i>0 est un processus stochastique pasous :t;, = — et A\, = — avec k =
- n n

0,..,n

Le périodogramme pour les fréquences \; de (X;):>o est défini par 1’expressions

suivante : )
n—1
1 it
[n()\> = % kZ_Othe ketk

Théoreme : Soit h(\) est une densité spectrale d'un BGF,(X;);>¢ qui vérifie la

condition suivante :

h(A) ~ Cy [N

quand A — 0. alors /,,(\) est un estimateur asymptotiquement sans biais de la
densité spectrale h(\).

Finalement la méthode Log-périodogramme est basée sur le théoréme précédent
avec la maniere suivante :

D’apres le théoréeme précédente on a :
E(I,(\) = h(\) ~ Cy [N /x— 0.

& log (E(I,(\)) = log(C) + (1 — 2H)log |A| /A — 0.

Donc il y a une relation affine entre log (£(1,()))) est log || au voisinage de zéro.
= 3m,, my au voisinage de zéro tq : la droite de y = log(Cy) + (1 — 2H)\ est une
droite de régression linéaire {log | \x| }m,<k<m, de {log(L(Ak)) by <k<ms-

Alors 'estimateur de H par la méthode Log-périodogramme est défini par la
rélation suivante :

1 .
H,(mq,mg) = 5(1 )

avec &, est I'estimateur du coeffiaient targeute de la droite de regression.
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Chapitre 3 Hurst

3.2.2 Programme de la méthode Log-périodogramme sous R

#Estimation du parametre de hurst avec la méthode log-périodogramme
n<-scan (n=1)

H<-scan (n=1)

N<-scan (n=1)
HN<-matrix (0,1, N)
for(i in (1:N)) {
HN[i]<-Hurst (n, H)

}

Hest<-mean (HN)

print (Hest)

La function Hurst:
Hurst<-function (n, H) {

MBF<-fbm (H, n)

m2 <- trunc((length(MBF) - 1)/2)

BGF<- c(MBF[1], diff (MBF))

n <— length (BGF)

I<- (Mod(fft (BGF, inverse = F)))"2/(2 * pi * n)
lam<- (2 » pi * (ml:m2))/n

I<- I[ml:m2]



Simulation d"un mouvement brownien fractionnaire et estimation du parameétre de
Chapitre 3 Hurst

Reg<- 1lsfit (log(lam), log(I), intercept = T)
Hurst<- 0.5 » (1 - RegS$coef[2])
return (Hurst)

}

3.2.3 Résultats de simulation

Posons
e H, :L'estimateur de H par la méthode Log-périodogramme.
e n:Nombre de points.
e N :Nombre de réalesations de H,,.

e E(H) :L'expérance de H (La valeur moyenne de H ).

Pour N =10

n H E(H)
0.2 0.0794

0.3 0.2384

100 0.5 0.5552
0.6 0.6187

0.8 0.8635

0.2 0.1076

0.3 0.2591

500 0.5 0.4979
0.6 0.6095

0.8 0.8492

0.2 0.1120

0.3 0.2560

1000 0.5 0.5025
0.6 0.5996

0.8 0.8259

TABLE 3.1: Tableau 01
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Chapitre 3 Hurst
Pour N = 100

n H E(H)

0.2 0.5456

0.3 0.2253

100 0.5 0.4849

0.6 0.6099

0.8 0.8597

0.2 0.0866

0.3 0.2353

500 0.5 0.4976

0.6 0.6135

0.8 0.8444

0.2 0.1057

0.3 0.2452

1000 0.5 0.4983

0.6 0.6142

0.8 0.8458

TABLE 3.2: Tableau 02
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Chapitre 3 Hurst
Pour N = 1000

n H E(H)

0.2 0.4642

0.3 0.1981

100 0.5 0.4714

0.6 0.6135

0.8 0.8846

0.2 0.0994

0.3 0.2397

500 0.5 0.4933

0.6 0.6129

0.8 0.8502

0.2 0.1087

0.3 0.2486

1000 0.5 0.4963

0.6 0.6134

0.8 0.8411

TABLE 3.3: Tableau 03

Remarque:
D’apres les résultats des tableaux précédents, on remarque que l'estimateur de
H par la méthode Log-périodogramme est sans biais si H > 1/2, siH < 1/2

I'estimateur est biaisé.
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CONCLUSION

Durant la préparation de ce modeste travail que nous nous sommes fixé, nous
avons essayé de donner d'une manieére détaillée la majorité des propriétés de
base concernant le mouvement brownien standard (MB) dans le premier volet,
puis nous avons concentré sur le mouvement brownien fractionnaire (MBF) et
ses caractéristiques qui affirment la différence avec le mouvement brownien stan-
dard siH # 1/2.

A la fin de ce mémoire nous avons réalisé une simulation d"'un mouvement brow-
nien fractionnaire sous R a l'aide de la méthode de Choleski qui exploite la po-
sitivité de la matrice de covariance, et nous avons estimé le parametre de Hurst
par la technique Log-périodogramme.

Finalement, nous espérons avoir la capacité de continuer a explorer le vaste monde

du calcul stochastique fractionnaire.
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Résumé

4 Résumé )

Notre objectif dans ce mémoire est de focaliser sur les propriétés générales
d’un mouvement brownien fractionnaire (Mbf) avec un parametre de Hurst
H €10, 1], réaliser des simulations sous R concernant les trajectoires d'un mou-
vement brownien fractionnaire avec la méthode de Choleski et estimer le pa-
rametre de Hurst par I’estimateur Log-périodogramme.

Mots-clés : processus stochastique , Mouvement Brownien ,Fractionnaire,

Q/Iéthode de Choleski, Log-périodogramme. /

4 Abstract )

Our aim in this dissertation is to focus on the general properties of a fractional
Brownian motion (Fbm) with a Hurst parameter H € |0, 1|, perform simulations
in R concerning the trajectories of a fractional Brownian motion with Choleski
method and estimate the Hurst parameter by the Log-periodogram estimator.

Key Words : stochastic process, Brownian motion, Fractional Brownian motion,

tholesky method, Log-periodogram . /
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