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 .هذه الدراسة المتواضعةالذي وفقني لإتمام  أولا وأخيرا للهالشكر 
 الله(.)) من لم يشكر الناس لم يشكر تجسيدا لقوله صلى الله عليه وسلم 
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 المحترمة. موإلى كل عائلته

 .في الدفعة زملائيكما أتقدم بالشكر إلى كل 

 .أقول له شكراولو بكلمة طيبة   لى كل من ساعدنيإو
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 مقدمة

في المعادلات التكاملية و خاصة المعادلات التكاملية الشاذة منها و التي تظهر في العديد من  الاهتمام زدادافي السنوات الأخيرة 

م  العديد  09ظهرت في أواخر القرن  و  ،...، الخلكترونا انبعاثفروع مجالات العلم  مثل علم الزلازل و علم الفلك الراديوي و 

على سبيل المثال حل حالات خاصة مثل معادلات فولتيرا التكاملية الشاذة من الطرق العددية لحل المعادلات التكاملية الشاذة و 

 من النمط الأول و الثاني و معادلات آبل.

م أقدم ثلاث معادلات تكاملية له و التي طبقت عليها العديد من طرق 0800حيث وضع عالم الرياضيات النرويجي نايلز آبل سنة 

-0] قام الكثير من الكتاب و الباحثين في البحث و الكتابة  حول المعادلات التكاملية لآبل قدلو حلول المعادلات التكاملية الشاذة.

8.] 

لذا سنحاول في هذه المذكرة إعطاء بعض المفاهيم وبعض طرق الحل المتعلقة بمعادلات آبل و معادلات فولتيرا الشاذة و سنحاول 

الأمثلة العملية دون أن نخل بالدقة العلمية لتكون المعلومة سهلة المأخذ  عن الجانب النظري البحت ونكثر من الابتعاد الإمكانقدر 

 لي ثلاث فصول:إ‘عظيمة الفائدة. ولذا قسمنا مذكرتنا 

  ففي الفصل الأول: تعرضنا لمفهوم المعادلات التكاملية و بعض أنواعها و إلي تحويل لابلاس و إلي معادلات آبل

حلها و تعرضنا أيضا إلي معادلات فولتيرا  الخطية الضعيفة  صنافهاوبعض طرقالتكاملية الخطية ذات مجهول واحد وأ

 الشاذة و بعض الطرق لحلها.

  الفصل الثاني: فقد تعرضنا إلي معادلات آبل التكاملية الخطية لأكثر من مجهول و تصنيفاتها و بعض طرق حلها، كما

 من مجهول و بعض طرق حلها. تعرضنا أيضا معادلات فولتيرا الخطية الشاذة الضعيفة لأكثر

  الفصل الثالث: تعرضنا في هذا الفصل إلي معادلات آبل التكاملية الغير الخطية و أصنافها و بعض طرق حلها و تعرضنا

 أيضا إلي معادلات فولتيرا الغير الخطية الضعيفة الشاذة و بعض الطرق لحلها.

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الفصل الأول

المعادلات التكاملية الخطية لآبل ذات مجهول 
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 تحويل لابلاس-9

 مدخل إلى معادلات آبل التكاملية-3

 معادلة آبل التكاملية-4

 المعادلة التكاملية العامة لآبل-5

 بل الرئيسية المعممةآمعادلة -6
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 المعادلات التكاملية 1.1

الشكل تحت إشارة التكامل في المعادلة. و  𝑢(𝑥)هي أي معادلة تظهر فيها الدالة المجهولة المعادلة التكاملية : 1.1 تعريف

 الأكثر تداولا للمعادلات التكاملية هو

(0.0)                                   𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥) + ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡.
𝛽(𝑥)

∝(𝑥)
 

,𝑘(𝑥حيث أن  𝑡), 𝑓(𝑥), 𝛽(𝑥), 𝛼(𝑥) هي دوال معلومة و𝑘(𝑥, 𝑡)  تسمى نواة المعادلة التكاملية و يطلب تعين الدالة

 .𝑢(𝑥)المجهولة 

 نماذج وضع يمكن التي الهندسية التطبيقات و البيولوجية و الكيميائية و الفيزيائية الدراسات في عادة   التكاملية المعادلات تظهر

 .حدية أو ابتدائية قيم بمسائل موصوفة لها رياضية

 أنواع المعادلات التكاملية1.1.1

 المعادلات التكاملية وهي نوعان :

تحت إشارة التكامل  𝑢نقول عن معادلة تكاملية أنها خطية إذا و فقط إذا ظهرت الدالة المجهولة  :المعادلات التكاملية الخطية

 بشكل خطي .

 تنقسم المعادلات التكاملية الخطية إلي صنفين أساسيين و هما 

 معادلات فولتيرا التكاملية 

        تكتب معادلة فولتيرا التكاملية من الشكل

(0.0                                 )φ𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥) + ∫ k(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡.
𝑥

0
 

φو تكون من النمط الأول إذا كان  = 0 

φو من النمط الثاني إذا  = 𝑐𝑒𝑠𝑡 ≠ 0 

φومن النمط الثالث لما  = φ(𝑥) 

 .ابتدائيةو قد نشأت معادلة فولتيرا من مسألة تفاضلية ذات شروط 

 هولم التكاملية معادلة فريد 

        وتكتب من الشكل

(0.0                     )φ𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥) + ∫ k(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡.
𝑏

𝑎
 

 هي ثوابت. a,bحيث 

𝜑و تكون من النمط الأول إذا كان  = 0 

𝜑و من النمط الثاني إذا  = 𝑐𝑒𝑠𝑡 ≠ 0 

𝜑ومن النمط الثالث لما  = 𝜑(𝑥)
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𝜑هولم أنها متجانسة إذا كانمعادلة فولتيرا و فريدو نقول عن  = 𝑓(𝑥)و 1 = 0 

 و هم الأساسيينونميز أيضا أربعة أصناف أخرى إضافة للصنفين 

 والدالة المعادلة من طرف في المجهولة الدالة مشتق فيها يظهر التي المعادلات هي و :التفاضلية – التكاملية المعادلات 
 معادلات نمط من تكون أن التكاملية المعادلات من النوع لهذا يمكن و .التكامل إشارة تحت الآخر الطرف في المجهولة
 .فولتيرا معادلات أو فريدهولم

 كانت إذا أو ,لانهاية كليهما أو التكامل حدود أحد كان إذا شاذة أنها تكاملية معادلة عن نقول :الشاذة التكاملية المعادلات 
من المعادلات التكاملية  آبل معادلة تعتبر و .التكامل مجال نقاط من أكثر أو نقطة في منتهية غير المعادلة نواة قيمة

 الشاذة.

 و تكتب من الشكل :التكاملية فريدهولم – فولتيرا معادلات   

  (4.1                 )𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥) + ∫ 𝑘1(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡 + ∫ 𝑘2(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡.
𝑏

0

𝑥

0
 

 الشكل القياسي لهذه المعادلات من الشكل   التفاضلية–فريد هولم التكاملية   – معادلات فولتيرا                          

𝑢(n)(𝑥) = 𝑓(𝑥) + ∫ 𝑘1(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡 + ∫ 𝑘2(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡.
𝑏

0

𝑥

0
                          (5.1) 

بشكل غير  𝑢 المجهولة الدالة ظهرت إذا فقط و إذا خطية غير أنها التكاملية المعادلة عن نقول المعادلات التكاملية الغير خطية:

 . تحت إشارة التكامل خطي

 التكاملية المعادلة حل 1.1.1

 .التكاملية المعادلة هذه  𝑢(𝑥) حققت إذا فقط و إذا تكاملية لمعالة حل أنها 𝑢(𝑥)نقول عن دالة 

 تحويل لابلاس 1.1

 .𝑡دالة معرفة من أجل القيم الموجبة ل  𝑓(𝑡)لتكن 

   هو: 𝑓(𝑡)تحويل لابلاس للدالة 

(1.1                                 )𝐹(𝑠) = 𝐿(𝑓(𝑡)) = ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡.
+∞

0
 

 .حقيقي هو وسيط sحيث 

 أن يكون الطرف الثاني للمعادلة متقاربا.بشرط 

 خواص تحويل لابلاسبعض  1.1.1

1. 𝐿(𝑎𝑓(𝑡) + 𝑏𝑔(𝑡)) = 𝑎𝐿(𝑓(𝑡)) + 𝑏𝐿(𝑔(𝑡)) 
𝑓نفرض أن  .1 ∈ 𝑐𝑛([0, +∞[)                           

(
𝑑𝑛𝑓

𝑑𝑡𝑛
) = 𝑠𝑛𝑓(𝑠) − [𝑠𝑛−1𝑓(0) + 𝑠𝑛−2

𝑑𝑓

𝑑𝑡
(0) + ⋯+

𝑑𝑛−1

𝑑𝑡𝑛−1
𝑓(0)]  

3. 𝐿 (∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑡

0
) =

1

𝑠
𝐹(𝑠) 

4. 𝐿(𝑒𝑎𝑡𝑓(𝑡)) = 𝐹(𝑠 − 𝑎) 

5. 𝑓(𝑡) = {
0,                𝑡 < 𝑎
𝑔(𝑡 − 𝑎),    𝑡 ≥ 𝑎  

 

𝐹(𝑠)فإن  = 𝑒−∝𝑠𝐺(𝑠)    , 𝐺(𝑠) = 𝐿(𝑔(𝑡)) 

1. 𝐿(𝑡𝑛𝑓(𝑡)) = (−1)𝑛
𝑑𝑛𝐹(𝑠)

𝑑𝑠𝑛
 

7. 𝐿(∫ 𝑔(𝑡 − 𝑝)𝑓(𝑝)𝑑𝑝) = 𝐺(𝑠)𝐹(𝑠)
𝑡

0
 

𝐹(𝑠)حيث  = 𝐿(𝑓(𝑡)), 𝐺(𝑠) = 𝐿(𝑔(𝑡)) 
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8. 
𝑑𝐹(𝑠)

ds
= −𝐿(𝑡𝑓(𝑡)) 

9. ∫ F(s)ds = L(
𝑓(𝑡)

t
)

+∞

𝑠
 

  [1]آبل التكاملية معادلاتمدخل إلى  3.1

,𝜉) المستوي الشاقوليحركة جسيم ينزلق على  0800عام ل بدرس آ 𝜂) فإذا كانت ، تحت تأثير الجاذبيةβ  هي زاوية ميل المماس

        . فإن سرعة هذا الجسم ستكون0ξللمسار مع المحور

(7.1 )                                  𝑣 = √1g(𝑥 − 𝜂), 

        و بالتالي

(8.0                          )       
𝑑𝜂

dt
= −√1g(𝑥 − 𝜂) sin 𝛽,    

(9.0                  )                        𝑑𝑡 = −
𝑑𝜂

√2g(𝑥−𝜂) 𝑠𝑖𝑛𝛽
 , 

     و بوضع 𝑥و بالمكاملة من الصفر إلي 

(01.0                                            )        φ(η) =
1

sinβ
 , 

    آبل نحصل على معادلة  

(00.0                                 )         ∫
φ(η)dη

√𝑥−𝜂

𝑥

0
= −√1g𝑓1(𝑥), 

    نضع

(00.0                                                   )−√1g𝑓1(𝑥) = 𝑓(𝑥), 

        نجد

(00.0                                                        )∫
φ(η)dη

√𝑥−𝜂

𝑥

0
= 𝑓(𝑥), 

 هو التابع المعلوم. 𝑓(𝑥)هو التابع المطلوب و  φ(η)حيث

         نستطيع تشكيل معادلة منحنى φ(η)بعد إيجاد 

(00.0                                                                )φ(η) =
1

sinβ
 

     عندئذ

(00.0                                                              )η = Ф(β), 

        إضافة إلي ذلك فإن

(01.0                                                  )𝑑𝜉 =
𝑑𝜂

tan𝛽
=

Ф′(β)dβ

tanβ
 

    وبالتالي
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(01.0                    )                          ξ = ∫
Ф′(β)dβ

tanβ
= Ф1(β),

𝑥

0
  

    وبالنتيجة فإن المنحنى المطلوب يتعين بالمعادلات الوسيطية

(08.0                                                          ){
𝜉 = Ф1(β) 

η = Ф(β)
 

          آبل تؤول إلي المعادلة التكاملية: سألةوهكذا فإن م

(09.0                                                 )𝑓(𝑥) = ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)𝜑(𝑡)𝑑𝑡.
𝑥

0
 

 [2] معادلة آبل التكاملية 4.1

     ل الخطية من الشكلتكتب معادلة آب

(01.0                              )              𝑓(𝑥) = ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡.
𝑥

0
 

,𝑘(𝑥و   الذي سيتم تحديده الحلهي  𝑢(𝑡)هي دالة محددة و𝑓(𝑥)حيث  𝑡) هي نواة آبيل     

(00.0                                                           )𝑘(𝑥, 𝑡) =
1

√𝑥−𝑡
, 

𝑘(𝑥, 𝑡) → 𝑡  لما∞ → ∞  
       مثال

(00.0                                          )         √𝑥 = ∫
1

√𝑥−𝑡
u(t)d

x

0
𝑡. 

 هي أيضا تسمى معادلة فولتيرا من النمط الأول. (01.0) التكاملية لمعادلة آب:ملاحظة

التكاملية من النوع الأول ،  افولتيرمعادلة ل التكاملية هي بآمن أن معادلة  من المثير للاهتمام أن نشير إلى أنه على الرغم    

والتحويل إلى معادلة  عن طريق سلسلة وهي طريقة الحل نين من الأساليب المستخدمة في حل المعادلات التكامليةولكن اث

 فولتيرا من النوع الثاني ، لا تنطبق هنا. 

 تحليلية.  𝑢(𝑥) لا يمكن استخدامه في هذه الحالة خاصة إذا لم تكن الحل عن شكل سلسلة

لا يمكن الحصول عليه لأنه لا يمكننا استخدام  عادلة فولتيرا من النوع الثانيل التكاملية إلى مبتحويل معادلة آعلاوة على ذلك 

 .)01.0)في  سلوك النواة  بسبب شذوذ Leibnitzقاعدة 

 بلاس لإيجاد الحلو لذلك سنستخدم طريقة تحويل لا

 بلاسطريقة تحويل لا 1.4.1

، ل لابلاسالالتفاف لتحويسيكون الملخص مفيد ا. في نظرية حيث  موجز سنقدم ملخص ، ولكنبلاس بأكملهلن نتطرق لتحويل لا

,𝑘(𝑥 أنه إذا كانت النواة حيث 𝑡) من المعادلة التكاملية      

(00.0                     )                     𝑓(𝑥) = ∫ 𝑘(𝑥, 𝑦)𝑢(𝑡)𝑑𝑡,
𝑥

0
 

𝑥عتمد على الفرق ت − 𝑡 بين عمداتها ا نواة الفرق، ثم يطلق عليه. 

      التاليالمعادلة التكاملية كوبالتالي يمكن التعبير عن 

(00.0             )                           𝑓(𝑥) = ∫ k(x − t)𝑢(t)dt,
x

0
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ƒ ضع في الاعتبار دالتين
1
(𝑥)وƒ

2
(𝑥) متلك الشروط المطلوبةت 

 ود تحويل لابلاس لكل منهما.لوج

𝐿 (ƒ
1
(𝑥)) = 𝐹1(𝑠), 

(00.0                                                   )𝐿 (ƒ
2
(𝑥)) = 𝐹2(𝑠),   

 يتم تحو يل لابلاس لهاتين الدالتين بواسطة

(ƒ
1
∗ ƒ

2
)(𝑥) = ∫ ƒ

1
(𝑥 − t)ƒ

2
(t)dt,     

𝑥

0

 

(01.0         )                           (ƒ
2
∗ ƒ

1
)(𝑥) = ∫ ƒ

2
(𝑥 − t)ƒ

1
(t)𝑑𝑡,

𝑥

0
 

           أن ذلككأذكر 

(01.0          )                                  (ƒ
1
∗ ƒ

2
)(𝑥) = (ƒ

2
∗ ƒ

1
)(𝑥), 

          يمكننا أن نظهر بسهولة أن تحويل لابلاس 

(08.0   )                                      𝐿((ƒ
1
∗ ƒ

2
)(𝑥)) = 𝐹1(𝑥)𝐹2(𝑥) 

 التكاملية حيث النواة هي نواة الفرق.  لآباستناد ا إلى هذا الملخص ، سندرس معادلة 

       لاس لكلا الجانبين للمعادلةأخذ تحويلات لابن

(09.0         )                                         𝑓(𝑥) = ∫
1

√𝑥−𝑡
𝑢(𝑡)𝑑𝑡,

𝑥

0
 

          نجد

(01.0)                                            𝐿(𝑓(𝑥)) = 𝐿(𝑢(𝑡))𝐿 (𝑥−
1
2), 

 ومنه حسب الجدول التالي:

𝑥−
1
2 u(t) 𝑓(𝑥) الدالة 

Г (
1
1)

𝑠
1
2

=
√𝜋

𝑠
1
2

 

U (s) F(s) بلاستحويل لا  

 

   ( تصبح01.0)المعادلة  فإن

(00.0                                                       )𝐹(𝑠) = 𝑈(𝑠)
√𝜋

𝑠
1
2

 

        ومنه فإن

(00.0                                                       )𝑈(𝑠) =
𝑠
1
2

√𝜋
𝐹(𝑠),        
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(00.0                                          )𝑈(𝑠) =
𝑠

𝜋
(√𝜋𝑠−

1
2𝐹(𝑠)),            

(00.0                                              )𝐿(𝑢(𝑥)) =
𝑠

𝜋
𝐿(𝑦(𝑥)), 

       حيث 

(00.0                                            )𝑦(𝑥) = ∫
1

(𝑥−𝑡)
𝑓(𝑡)𝑑𝑡,

𝑥

0
 

        ومنه حسب خواص  تحويل لابلاس فإن

(01.0                                   )𝐿(𝑦’(𝑥) = 𝑠𝐿(𝑦(𝑥)) − 𝑦(0), 

       نجد (00.0)العلاقة  باستخدامو 

(01.0                                           )𝐿(𝑢(𝑥)) =
1

𝜋
𝐿(𝑦’(𝑥)), 

         على طرفي المعادلة نجد 𝐿−1تحويل لابلاس العكسي و بإدخال 

(08.0                                          ) 𝑢(𝑥) =
1

𝜋

d

dx
∫

𝑓(𝑡)

√𝑥−𝑡
𝑑𝑡.

x

0
 

 .𝑢(𝑥)التي سيتم استخدامها لتحديد الحل 

تحويل من الضروري استخدام طريقة و كذلك ليس ل التكاملية ، ب( لحل معادلة آ08.0نلاحظ أنه  سيتم استخدام الصيغة )

تم استبدال الدالة غير  ( حيث08.0( مباشرة باستخدام الصيغة )01.0)يمكن حلها بواسطة  لبلابلاس لكل مشكلة. مشكلة آ

 من الشكل:  𝑓(𝑥)المعينة دالةبال  𝑢(𝑥) المعروفة 

0.  𝑓(𝑥) = 𝑥n ،n هو عدد صحيح موجب 

               من النموذج تللتكاملا :1الجدول

(09.0                                                   )𝑢(𝑥) = ∫
𝑡𝑛

√𝑥−𝑡
𝑑𝑡,

𝑥

0
 

12𝑛+1Г(𝑛 + 11)𝑥𝑛+
1
2

1.3.5… (1n + 1)
 

... 31

35
𝑥
7
2 

11

15
𝑥
5
2 

4

3
𝑥
3
2 

1c√𝑥 𝑢(𝑥) 

𝑡n ... 𝑡3 𝑡2 𝑡 
 

𝑐 𝑓(𝑡) 

0. 𝑓(𝑥) = 𝑥
𝑛

2 ،n هو عدد صحيح موجب فردي 

 

    ملات من النموذج اللتك :2الجدول

(01.0                                                )𝑢(𝑥) = ∫
𝑡
𝑛
2

√𝑥−𝑡
𝑑𝑡

𝑥

0
, 

Г(
n + 1
1 )

Г(
n + 3
1 )

√π𝑥
n+1
2  

... 5

11
π𝑥3 

3

8
π𝑥2 

1

1
π𝑥 

1𝑐√𝑥 𝑢(𝑥) 

𝑡
n
2 

... 
𝑡
5
2 𝑡

3
2 𝑡

1
2 

𝑐 𝑓(𝑡) 
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 ل.لتحديد حل مشكلة آب( 08.0)وسيتم استخدام الصيغة 

 مثال

        التالية ل التكامليةحل معادلة آب

(00.0                                                      )𝑥3 = ∫
1

√x−t
u(t)dt,

x

0
 

𝑥حيث  ∈ [0,1] 

 الحل

𝑓(𝑥) نعوض الدالة = 𝑥3 نجد (38.1) في         

(00.0    )                                                  𝑢(𝑥) =
1

𝜋

d

dx
∫

t3

√x−t
dt,

x

0
 

=
1

π

d

dx
(
31

35
𝑥
7
2) 

=
11

5π
𝑥
5
2 

(43.1) 

         هو𝑢(𝑥)ومنه الحل 

(00.0                                                   )𝑢(𝑥) =
16

5π
𝑥
5

2. 

 [2] لالمعادلة التكاملية العامة لآب 5.1

   من الشكل مشكلته الأصلية بحيث أصبحت تكتب  لآبعمم 

(00.0   )                            𝑓(𝑥) = ∫
1

(𝑥−𝑡)𝛼
𝑢(𝑡)𝑑𝑡,   0 <∝< 1.

𝑥

0
 

 :المعممة حيثل آبتعُرف باسم معادلة  (45.1)المعادلة 

 α 0 هي ثوابت معروفة و <∝< 1    

𝑓  محددة مسبق ا ،  معروفةهي دالة 

𝑢(𝑥).هو الحل الذي سيتم تحديده 

   
1

(𝑥−t)∝
 ل التكامليةمعادلة آب تسمى نواة

 = αهي حالة خاصة من المعادلة المعممة حيث  أعلاهالتي نوقشت  لآبمشكلة  
1

2
 

 طريقة تحويل لابلاس 1.5.1

 سنطبق طريقة لابلاس. (00.0)ل للمعادلة التكاملية المعممة لآب 𝑢(𝑥)لتحديد صيغة الحل 

 كلا جانبيل أخذ تحويلات لابلاسنمن قبل. ل التكاملية في حل معادلة آب استخدمناهاالتي تحويل لابلاس  طريقةبطريقة موازية ل

   ( يؤدي إلى00.0للمعادلة )
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(01.0                                )𝐿(𝑓(𝑥)) = 𝐿(𝑢(𝑥))𝐿(𝑥−∝), 

         و يكافئ

(01.0                                               )F(s) = U(s)
Г(1−∝)

s1−∝
, 

      وذلك يعطي

(08.0                                                 )U(s) =
𝑠1−∝

Г(1−∝)
F(s), 

 𝑓(𝑥)ل  سبلالاهي تحويل  𝐹(𝑠)حيث: 

      𝑈(𝑠) بلاس ل هي تحويل لا𝑢(𝑥) 

        Г  حيث هي الدالة غاما    

(09.0                                        )Г(𝑥) = ∫ 𝑡𝑥−1
𝑥

0
e−tdt. 

          يكالتال( 08.0كتابة المعادلة )و يمكن 

(01.0                                                )U(s) =
s

Г(∝)Г(1−∝)
F(s),   

(00.0                                  )       L(𝑓(𝑥)) =
s

Г(∝)Г(1−∝)
L(y(𝑥)), 

               حيث

(00.0                                                  )y(𝑥) = ∫
1

(𝑥−t)∝−1

𝑥

0
𝑓(t), 

    لابلاس نجدومنه حسب خواص تحويل  

(00.0                                )          𝐿(𝑦’(𝑥) = 𝑠𝐿(𝑦(𝑥)) − 𝑦(0), 

             و

(00.0          )                                     Г(∝)Г(1−∝) =
𝜋

sin(∝𝜋)
,  

        ( نجد00.0( في)53.1بتعويض )

(00.0                                           )𝐿(𝑢(𝑥)) =
sin(∝𝜋)

𝜋
𝐿 (𝑦 ′(𝑥)) 

    ( نجد00.0على جانبي المعادلة ) 𝐿−1و بتطبيق 

(01.0                                        )𝑢(𝑥) =
sin(∝𝜋)

𝜋

d

dx
∫

𝑓(𝑡)

(𝑥−t)1−∝
dt,

𝑥

0
 

   مةملائنحصل على صيغة أكثر ( 01.0)مشتق التكامل للمعادلة ب بعد حسا

  (57.1)                   u(𝑥) =
sin(∝𝜋)

𝜋
(
𝑓(0)

𝑥1−∝
+ ∫

𝑓′(𝑡)

(𝑥−t)1−∝ 
dt

𝑥

0
),  

0حيث  <∝< 1 
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 مثال

   ل التكاملية المعممة التاليةمعادلة آب حل

(08.0)                                         
128

231
𝑥
11

4 = ∫
1

(𝑥−t)
1
4

u(t)dt.
𝑥

0
 

 الحل

=∝نلاحظ 
1

4
𝑓(𝑥)و   =

128

231
𝑥
11

 ( يعطي0.01و بإستخدام ) 4

𝑢(𝑥) =
sin(

1
4𝜋)

𝜋

d

d𝑥
∫

118
131 𝑡

11
4

(𝑥 − t)
3
4

𝑥

0

𝑑𝑡,                      

=
1

√1π

d

d𝑥
∫

118
131 t

11
4

(x − t)
3
4

𝑥

0

𝑑𝑡,               

=
1

√1π

d

d𝑥
(
√1

3
π𝑥3) = 𝑥2. 

(59.1) 

   ( هو08.0ومنه حل المعادلة )

(11.0    )                                                        u(𝑥) = 𝑥2. 

 ل الرئيسية المعممةبآمعادلة  6.1

,𝑘(𝑥المعممة بدلا من شاذة المعمم في النواة ال ل من خلال النظرعادلة آبالمزيد من التعميم على ممن المفيد إدخال  𝑡) =
1

√𝑥−𝑡
 

      ستكون النواة من الشكل

(10.0                                              )𝑘(𝑥, 𝑡) =
1

[𝑔(𝑥)−𝑔(𝑡)]∝
, 0 ∝< 1, 

     بواسطةالرئيسية المعممة الرئيسية معطاة ل آبمعادلة 

(10.0                            )𝑓(𝑥) = ∫
1

[𝑔(𝑥)−𝑔(𝑡)]∝
𝑢(𝑡)𝑑𝑡, 0 <∝< 1,

𝑥

0
 

𝑡لمتزايدة ورتيبة و تكون قابلة للتفاضل في المجا 𝑔(𝑡)حيث  ∈ ]0, 𝑏[ 

𝑔′(𝑡)  و ≠ 0, ∀𝑡 ∈ [0, 𝑏]   

  يعطى 𝑢(𝑥)و بنفس الطرق السابقة نجد الحل 

(10.0                                )𝑢(𝑥) =
sin(∝𝜋)

𝜋

𝑑

𝑑𝑥
∫

𝑔′(𝑡)𝑓(𝑡)

[𝑔(𝑥)−𝑔(𝑡)]1−∝
𝑑𝑡,

𝑥

0
 

  ونأخذ بعين الاعتبار التكامل [6-5]،نتبع لإثبات هذه الصيغة

(64.1)                                                       ∫
𝑔′(𝑦)𝑓(𝑦)

[𝑔(𝑥)−𝑔(𝑦)]1−∝
𝑑𝑦

𝑥

0
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    ( نجد62.1بما يساويها حسب ) 𝑓(𝑡)نعوض 

(10.0                                )∫ ∫
u(t)𝑔′(𝑦)

[𝑔(𝑦)−𝑔(𝑡)]∝[𝑔(𝑥)−𝑔(𝑦)]1−∝
dtdy,

y

0

𝑥

0
 

 نغير ترتيب التكامل نجد

 (11.0                         )∫ u(t)dt ∫
𝑔′(𝑦)

[𝑔(𝑦)−𝑔(𝑡)]∝[𝑔(𝑥)−𝑔(𝑦)]1−∝
dy,

y

0

𝑥

0
 

 

     نحسب التكامل التالي

(11.0)              ∫
𝑔′(𝑦)

[𝑔(𝑦)−𝑔(𝑡)]∝[𝑔(𝑥)−𝑔(𝑦)]1−∝
dy

y

0
= β(α, 1 − 𝛼) =

𝜋

sin(𝛼𝜋)
, 

       ومنه فإن

(18.0                             )∫
𝑔′(𝑦)𝑓(𝑦)

[𝑔(𝑥)−𝑔(𝑦)]1−∝
𝑑𝑦 =

x

0

𝜋

sin(𝛼𝜋)
∫ 𝑢(𝑡)𝑑𝑡,
𝑥

0
 

  ومنه

(19.0                             )𝑢(𝑡) =
sin(𝛼𝜋)

𝜋

d

dx
∫

𝑔′(𝑦)𝑓(𝑦)

[𝑔(𝑥)−𝑔(𝑦)]1−∝
𝑑𝑦.

x

0
 

0حيث  <∝< 1 

 ملاحظات:

,β(αالدالة  .0 1 − 𝛼) :هي الدالة بيتا حيث                                                 

β(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑡𝑥(1 − 𝑡)𝑦−1
1

0
𝑑𝑡.                                 (70.1) 

𝑔(𝑥)ل التكاملية الرئيسية المعممة حيث هي حالة خاصة من معادلة آب ل التكامليةمعادلة آب .0 = 𝑥 

 مثال

            المعممة التاليةل التكاملية آبحل معادلة 

(10.0          )                              1𝑥
3

2 = ∫
1

(𝑥3−t3)
1
2

u(t)dt
𝑥

0
. 

 الحل 

=∝نلاحظ أن  
1

2
 𝑓(𝑥) = 1𝑥

2

𝑔(𝑥)و ,3 = 𝑥3  و ]0,1[متزايدة بشكل رتيب على𝑔′(𝑥) = 3𝑥2 ≠  على كل المجال  0

]0,1[ 

         ( نجد18.0) باستخدام

(10.0                                  )𝑢(𝑥) =
1

𝜋

𝑑

𝑑𝑥
∫

2t
7
2

(𝑥3−t3)
1
2

𝑥

0
𝑑𝑡,       

(10.0                               )=
1

𝜋

𝑑

𝑑𝑥
(𝜋𝑥3) = 3𝑥2,  
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     ( هو10.0ومنه حل المعادلة )

(10.0                                             )𝑢(𝑥) = 3𝑥2. 

 

 [2] الضعيفة شاذةالمعادلات فولتيرا  7.1

             وع فولتيرا من النوع الثاني تكتب من الشكلن نالمعادلات التكاملية الضعيفة م

(75.1)                    𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥) + ∫
𝛽

√𝑥−𝑡
𝑢(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0
, 𝑥 ∈ [0, 𝑇], 

  أو

(11.0                           )𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥) + ∫
𝛽

[𝑔(𝑥)−𝑔(𝑡)]∝
𝑢(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0
, 

0حيث  <∝< 1, 𝑥 ∈ [0, 𝑇] 

β .ثابت 

 الضعيفة المعممة شاذة( هي معادلة فولتيرا ال11.0المعادلة) 

 ... الفيزياء والكيمياء مثل علم الفراغ ، التوصيل الحراري ، البلورةو الرياضيات تطبيقات تنشأ هذه المعادلات في العديد من

 سلسة بما فيه الكفاية بحيث تضمن 𝑓(𝑥) دالةعلى افتراض أن الو

 .معممضعيف و (11.0و)( 10.0)حل فريد لـ 

 شاذةبنوى  شاذةمعادلات  تحت فئة (11.0( و)10.0) تقع المعادلات الضعيفة

(11.0                                  )       𝑘(𝑥, 𝑡) =
1

√𝑥−𝑡
 .          

(18.0                                 )𝑘(𝑥, 𝑡) =
1

[𝑔(𝑥)−𝑔(𝑡)]∝
. 

  .على التوالي

الطرق لحل معادلة فولتيرا المفردة الضعيفةبعض  1.7.1  

( لأن 11.0المعادلة )سنتعامل مع ن نحن سنختار ثلاث طرق فقط منها وطرق لحل المعادلات التكاملية و لكهناك العديد من ال

=∝( حيث 11.0( هي حالة خاصة من )10.0)
1

2
 

 الطريقة التحليلية لأدوميان        

(19.0)                             𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥) + ∫
𝛽

[𝑔(𝑥)−𝑔(𝑡)]∝
𝑢(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0
, 0 <∝< 1, 

                         نضع

(81.0    )  𝑢(𝑥) = ∑ 𝑢𝑛(𝑥)
∞
𝑛=0 

= u0 + u1 + u2 + u3 +⋯ 

∑            على: حصلن( 79.1بقيمتها في المعادلة ) 𝑢(𝑥)نعوض  𝑢𝑛(𝑥)
∞
𝑛=0 = 𝑓(𝑥) +

∫
𝛽

[𝑔(𝑥)−𝑔(𝑡)]∝
(∑ 𝑢𝑛(𝑡))

∞
𝑛=0 )𝑑𝑡

𝑥

0
,                          (81.1) 
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  وبالمطابقة نجد 

𝑢0(𝑥) = 𝑓(𝑥), 

𝑢1(𝑥) = ∫
𝛽

[𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑡)]∝
𝑢0(𝑥)𝑑𝑡, )

𝑥

0

 

𝑢2(𝑥) = ∫
𝛽

[𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑡)]∝
𝑢1(𝑥)𝑑𝑡,

𝑥

0

 

𝑢3(𝑥) = ∫
𝛽

[𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑡)]∝
𝑢2(𝑥)𝑑𝑡

𝑥

0

, 

                                 ⁞ 

(80.0) 

,𝑢0(𝑥)بعد تحديد  𝑢1(𝑥), 𝑢2(𝑥),  .كل سلسلة متقاربة في ش 𝑢(𝑥)سيتم تحديد الحل  .…

 تفيد في تسريع أيجاد الحل من الضروري جدا إلي أن نشير إلي أنه توجد طريقة معدلة لطريقة أدوميان التحليلية

 المعدلة ةالتحليليطريقة أدوميان 

𝑓(𝑥) حيث 𝑓2(𝑥) و 𝑓1(𝑥)إلي جزئين  𝑓(𝑥)المعدلة في تسريع إيجاد الحل و هي تقتضي تجزئة  ةالتحليليتفيد الطريقة  =
𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑥) ومنه فإن 

𝑢0(𝑥) = 𝑓1(𝑥),                  

𝑢1(𝑥) = 𝑓2(𝑥) + ∫
𝛽

[𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑡)]∝
𝑢0(𝑥)𝑑𝑡

𝑥

0

, 

𝑢2(𝑥) = ∫
𝛽

[𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑡)]∝
𝑢1(𝑥)𝑑𝑡,

𝑥

0

 

𝑢3(𝑥) = ∫
𝛽

[𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑡)]∝
𝑢2(𝑥)𝑑𝑡,

𝑥

0

 

(80.0) 

 مثال  

        الطريقة التحليلية المعدلة المعادلة التكاملية التالية باستخدامحل  

(80.0                                       )𝑢(𝑥) = 𝑥 −
9

10
𝑥
5

3 + ∫
1

(𝑥−𝑡)
1
3

𝑢(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0
. 
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 الحل

𝑓1(𝑥) :لدينا  = 𝑥 , 𝑓2(𝑥) = −
9

10
𝑥
5

3 

u0(𝑥) = 𝑥, 

𝑢1(𝑥) = −
9

10
𝑥
5
3 +∫

𝑡

(𝑥 − 𝑡)
1
3

𝑑𝑡 = 0,

𝑥

0

 

(80.0) 

        ومنه

(81.0                                                         )𝑢(𝑥) = 𝑥. 

 لإيجاد الحل الضوضاءشروط  ظاهرة  استعمالإلي  أيضا نلجأ في الحل بطريقة أدوميان التحليلية وفي بعض الأحيان

 ظاهرة  شروط الضوضاء

بين المكونين  ذه الضوضاء. بإلغاء ه𝑢(𝑥)بين مكونات  متماثلة بإشارات متعاكسةبظهور مصطلحات  شروط الضوضاء تعرف

𝑢1(𝑥)و 𝑢0(𝑥)   و الذي يجب التحقق منه بالتعويض في المعادلة الأصلية الحل الدقيققد تعطي. 

 مثال

      حل المعادلة التكاملية التالية

(81.0                              )𝑢(𝑥) = 1 −
𝜋

2
+ ∫

1

√𝑥2−𝑡2
𝑢(𝑡)𝑑𝑡.

𝑥

0
 

 الحل

𝑢0(𝑥) = 1 −
𝜋

1
, 

𝑢1(𝑥) = ∫
1 −

𝜋
1

√𝑥2 − 𝑡2
𝑑𝑡 =

𝜋

1

𝑥

0

−
𝜋2

4
, 

(88.0) 

∓هي   𝑢0(𝑥) و𝑢1(𝑥)شروط الضوضاء بين المكونين 
𝜋

2
وتعويض المصطلح الغير و  𝑢0(𝑥)و بإلغاء شرط الضوضاء من  

 ه يحققها( نجد81.0دلة )امعلفي ا 𝑢0(𝑥)ملغي من 

𝑢(𝑥)الحل  ومنه    = 1 

 طريقة التقريب المتتالي 

    الطريقة سندرس معادلة فولتيرا الضعيفة من النوع الثانيفي هذه 

(89.0              )                       𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥) + ∫
1

√𝑥−𝑡
𝑢(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0
, 

         بالعلاقة التراجعية تقدم طريقة التقارب المتتالي
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(91.0                       )𝑢𝑛+1(𝑥) = 𝑓(𝑥) + ∫
1

√𝑥−𝑡
𝑢𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0
, n ≥ 1 

,0,1و في الغالب ما نختار 𝑢0(𝑥)نبدأ دائما بتخمين أولي لقيمة  𝑥,      بواسطةيعطى  𝑢(𝑥)و الحل  …

  𝑢(𝑥) = lim
𝑛→∞

𝑢𝑛+1(𝑥),                                           (91.1) 

 مثال

 المعادلة التكاملية التالية حل

𝑢(𝑥) = 1 + 𝑥2 − 1√𝑥 −
16

15
𝑥
5

2 + ∫
1

√𝑥−𝑡
𝑢(𝑡)𝑑𝑡.

𝑥

0
                               (92.1) 

 الحل

𝑢0(𝑥)نختار  =  ومنه حسب العلاقة التراجعية 0

𝑢1(𝑥) = 1 + 𝑥2 − 1√𝑥 −
11

15
𝑥
5
2, 

𝑢2 = 1 + 𝑥
2 − 1√𝑥 −

11

15
𝑥  

5
2 +∫

1 + t2 − 1√t −
11
15
t
5
2

√x − t

𝑥

0

dt 

𝑢2 = 1 + 𝑥
2 − 1√𝑥 −

11

15
𝑥
5
2 + 1√𝑥 +

11

15
𝑥
5
2 − 𝜋𝑥 −

𝜋

3
𝑥3 

𝑢𝑛+1 = (1 + 𝑥2) − (1√𝑥 +
11

15
𝑥
5
2) + (1√𝑥 +

11

15
𝑥
5
2) − (𝜋𝑥 +

𝜋

3
𝑥3) + ⋯ 

(90.0) 

   يكون  𝑢(𝑥)ومنه الحل 

(90.0                                         )𝑢(𝑥) = 1 + 𝑥2 . 

 بلاسطريقة تحويل لا 

𝑓1(𝑥)) الالتفافس لمنتج بلالابلاس سابقا ونذكر ان تحويل تم دراسة تحويل لا ∗ 𝑓2(𝑥) يعطى بواسطة  

 (90.0                             )             𝐿(𝑓1(𝑥) ∗ 𝑓2(𝑥)) = 𝐹1(𝑠)𝐹2(𝑠).  

   التي تكتب من الشكلسوف نركز دراستنا على معادلة فولتيرا المفردة الضعيفة المعممة و

(91.0                   )      𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥) + ∫
1

(𝑥−𝑡)∝
𝑢(𝑡)𝑑𝑡, 0 <∝< 1

𝑥

0
.    

      نجد (1.69لة )بلاس على المعادو بإدخال تحويل لا

(91.0)                                𝐿(𝑢(𝑥)) = 𝐿(𝑓(𝑥)) + 𝐿(𝑥−∝)𝐿(𝑢(𝑥)), 

        و يكافئ

(98.0                                     )𝑈(𝑠) = 𝐹(𝑠) +
Г(1−∝)

𝑠1−∝
𝑈(𝑠),         
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(99.0                                   )𝑈(𝑠) −
Г(1−∝)

𝑠1−∝
𝑈(𝑠) = 𝐹(𝑠),          

(011.0                                            )𝑈(𝑠) =
𝑠1−∝

𝑠1−∝−Г(1−∝)
F(s), 

 حيث

𝑈(𝑠) = 𝐿(𝑢(𝑥)), 

𝐹(𝑠) = 𝐿(𝑓(𝑥)), 

(010.0) 

              نجد (0.010)ندخل تحويل لبلاس العكسي لطرفي المعادلة  𝑈(𝑠)بعد إيجاد 

(010.0                                         )      𝑢(𝑥) = 𝐿−1 (
𝑠1−∝𝐹(𝑠)

𝑠1−∝−Г(1−∝)
). 

  العلاقة   استخدامبلاس لكل مشكلة يمكن طريقة تحويل لا استخدامليس من الضروري 

                                                     مباشرة.

                                                                              مثال

    المعادلة التكاملية التاليةخل 

(010.0                                )𝑢(𝑥) = 𝑥 −
9

4
𝑥
4

3 + ∫
1

(𝑥−𝑡)
2
3

𝑢(𝑡),
𝑥

0
 

       الحل

𝑓(𝑥)لدينا  = 𝑥 −
9

4
𝑥
4

=∝و     3
2

3
            

(010.0                             )𝐹(𝑠) = 𝐿 (𝑥 −
9

4
𝑥
4

3) =
1

𝑠2
− Г (

1

3
) 𝑠−

7

3 , 

 نجد (010.0)و باستخدام العلاقة 

(010.0                 )𝑢(𝑥) = 𝐿−1(
𝑠
1
3(

1

𝑠2
−Г(

1

3
)𝑠
−
7
3)

𝑠
1
3−Г(

1

3
)

) = 𝐿−1 (
1

𝑠2
) = 𝑥. 

 ومنه الحل هو  

(011.0                                                             )𝑢(𝑥) = 𝑥. 

 



 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الفصل الثاني: 

 مجهول ملية الخطية لآبل لأكثر منالمعادلات التكا

 

 مقدمة-0

 جهولينمعادلة آبل التكاملية الخطية المعممة لم-0

 جاهيلمعادلة آبل التكاملية الخطية المعممة لثلاث م-0

 الضعيفة شاذةمعادلات فولتيرا التكاملية ال-4
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الضعيف و تم التعامل  شاذو شكلها المعمم و الواحد  جهولتمت دراسة معادلات آبل الخطية لمفي الفصل الأول مقدمة:  1.2

بواسطة تحويل  جهولية الخطية المعممة لأكثر من مل التكاملمعادلة آب معها بمجموعة من الطرق و في هذا الفصل سيتم دراسة

 في الفصل الأول . استخدمناهابلاس  التي لا

 [2] جهولينمعادلة آبل التكاملية الخطية المعممة لم 2.2

 الخطية المعممة لمتغيرين تكتب من الشكل:ل التكاملية المعممة معدلة آب

𝑓1(𝑥) = ∫(𝑘11(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑡) + 𝑘12(𝑥, 𝑡)𝑣(𝑡))𝑑𝑡,

𝑥

0

 

𝑓2(𝑥) = ∫(𝑘21(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑡) + 𝑘22(𝑥, 𝑡)𝑣(𝑡))𝑑𝑡

𝑥

0

. 

(0.0) 

 هما مجهولين و النواة 𝑣(𝑡) و𝑢(𝑡)هي دوال  حقيقية معطاة و𝑓2و𝑓1 حيث الدوال 

 𝑘𝑖𝑗(𝑥, 𝑡), 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤     معطاة بالشكل  شاذةهي نواة  1

(2.2)                                                   𝑘𝑖𝑗(𝑥, 𝑡) =
1

(𝑥−𝑡)
∝𝑖𝑗
, 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 1. 

 هو ثابت ij∝و 

  حل إذا كان( 0.0)يكون لمعادلة ملاحظة: 

(0.0                                                    )          𝑑𝑒𝑡 ([
𝑘11 𝑘12
𝑘21 𝑘22

]) ≠ 0. 

 بلاسطريقة تحويل لا 1.2.2

 نحصل على  (1.2) بلاس على كلا جانبي المعادلةنطبق تحويل لا

𝐹1(𝑠) = 𝐾11(𝑠)𝑈(𝑠) + 𝐾12(𝑠)𝑉(𝑠), 

𝐹2(𝑠) = 𝐾21(𝑠)𝑈(𝑠) + 𝐾22(𝑠)𝑉(𝑠), 

(4.9) 

 حيث:

𝑈(𝑠) = 𝐿(𝑢(𝑡)), 

𝑉(𝑠) = 𝐿(𝑣(𝑡)), 

𝐹𝑖(𝑠) = 𝐿(𝑓𝑖(𝑡)), 1 ≤ 𝑖 ≤ 1, 
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𝐾𝑖𝑗(𝑠) = 𝐿 (𝑘𝑖𝑗(𝑡)) , 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 1.                                       (5.2)        

   قاعدة كرامر نجد باستخدامو 

(1.0     )                                    𝑈(𝑠) =
|
𝐹1(𝑠) 𝐾12(𝑠)
𝐹2(𝑠) 𝐾22(𝑠)

|

|
𝐾11(𝑠) 𝐾12(𝑠)
𝐾21(𝑠) 𝐾22(𝑠)

|
 , 𝑉(𝑠) =

|
𝐾11(𝑠) 𝐹1(𝑠)
𝐾21 𝐹2(𝑠)

|

|
𝐾11(𝑠) 𝐾12(𝑠)
𝐾21(𝑠) 𝐾22(𝑠)

|
. 

        حيث أن

(1.0                                )                        |
𝐾11(𝑠) 𝐾12(𝑠)
𝐾21(𝑠) 𝐾22(𝑠)

| ≠ 0. 

 .  𝑣(𝑡)و𝑢(𝑡)بلاس العكسي لنجد الحل الوحيد نطبق تحويل لا 𝑉(𝑠) و𝑈(𝑠)بعد تحديد 

و  Mapleبعض برامج الحاسوب مثل  استخدامالعمل و تجنب بعض الحسابات المملة يمكن  لتسهيل ملاحظة:

Mathematica. 

و يمكن التعامل مع باقي  21∝=12∝و 22∝=11∝لتبسيط الدراسة سنركز دراستنا على حالة معينة فقط و هي في حالة   

 الحالات بنفس الطريقة و بإستخدام برامج الحاسوب المذكورة سابقا.

 مثال 

 حل المعادلة التكاملية التالية

{
 
 

 
 4

3
√𝑥(𝑥 + 9) +

5

31
𝑥
4
5(5𝑥 − 54) = ∫(

1

√𝑥 − 𝑡
𝑢(𝑡) +

1

(𝑥 − 𝑡)
1
5

𝑣(𝑡))𝑑𝑡,

𝑥

0

4

3
√𝑥(𝑥 − 9) +

5

31
𝑥
4
5(5𝑥 + 54) = ∫(

1

(𝑥 − 𝑡)
1
5

𝑢(𝑡) +
1

√𝑥 − 𝑡
𝑣(𝑡))𝑑𝑡.

𝑥

0

 

(8.0) 

 الحل

 على نحصل( 8.0ندخل تحويل لابلاس على طرفي المعادلة )

√𝜋s
−
5
2(1 + 1s) + Г (

4

5
) s−

14
5 (1 − 111s) = √πs

−
1
2U(s) + Г (

4

5
) s−

4
5𝑉(𝑠), 

√𝜋s
−
5
2(1 − 1s) + Г (

4

5
) s−

14
5 (1 + 111s) = Г (

4

5
) s−

4
5U(s) + √πs

−
1
2V(𝑠). 

(9.0) 

 ومنه
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𝑈(𝑥) =

|
√𝜋s

−
5
2(1+6s)+Г(

4

5
)s
−
14
5 (1−216s) Г(

4

5
)s
−
4
5

√𝜋s
−
5
2(1−6s)+Г(

4

5
)s
−
14
5 (1+216s) √πs

−
1
2

|

|
√πs

−
1
2 Г(

4

5
)s
−
4
5

Г(
4

5
)s
−
4
5 √πs

−
1
2

|

=
1+6𝑠

𝑠2
,                                 (10.2) 

𝑉(𝑥) =

|
√πs

−
1
2 √𝜋s

−
5
2(1+6s)+Г(

4

5
)s
−
14
5 (1−216s)

Г(
4

5
)s
−
4
5 √𝜋s

−
5
2(1−6s)+Г(

4

5
)s
−
14
5 (1+216s)

|

|
√πs

−
1
2 Г(

4

5
)s
−
4
5

Г(
4

5
)s
−
4
5 √πs

−
1
2

|

=
1−6𝑠

𝑠2
,                                (11.2) 

  ومنه

(00.0                                                        )(𝑢(𝑥), 𝑣(𝑥)) = (𝑥 + 1, 𝑥 − 1). 

 [2] جاهيلمعادلة آبل التكاملية الخطية المعممة لثلاث م 2.2

 من الشكل جاهيللية الخطية المعممة لثلاث مل التكامتكتب معادلة آب

 𝑓1(𝑥) = ∫𝑘11(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑡) + 𝑘12(𝑥, 𝑡)𝑣(𝑡) + 𝑘13(𝑥, 𝑡)𝑤(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0

, 

𝑓2(𝑥) = ∫𝑘21(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑡) + 𝑘22(𝑥, 𝑡)𝑣(𝑡) + 𝑘23(𝑥, 𝑡)𝑤(𝑡)𝑑𝑡,

𝑥

0

 

𝑓3(𝑥) = ∫𝑘31(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑡) + 𝑘32(𝑥, 𝑡)𝑣(𝑡) + 𝑘33(𝑥, 𝑡)𝑤(𝑡)𝑑𝑡.

𝑥

0

 

(04.9) 

 و النواةجاهيل مهم  𝑤(𝑡)و 𝑣(𝑡)و𝑢(𝑡)هي دوال  حقيقية معطاة و𝑓1(𝑥)و𝑓2(𝑥)و𝑓3(𝑥) حيث الدوال 

 𝑘𝑖𝑗(𝑥, 𝑡), 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤      هي نواة مفردة معطاة بالشكل  3

(00.0)                                                 𝑘𝑖𝑗(𝑥, 𝑡) =
1

(𝑥−𝑡)
∝𝑖𝑗
, 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 3. 

                                      حلا فقط إذا كان:جاهيل مل التكاملية من ثلاث يعطي نظام معادلات آب

 𝑑𝑒𝑡 ([

𝑘11 𝑘12 𝑘13
𝑘21 𝑘22 𝑘23
𝑘31 𝑘32 𝑘33

]) ≠ 0.                                                          (16.2) 

 بلاستحويل لاطريقة  1.2.2

 نجد (00.0)بلاس على المعادلة بتطبيق تحويل لا
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𝐹1(𝑠) = 𝐾11(𝑠)𝑈(𝑠) + 𝐾12(𝑠)𝑉(𝑠) + 𝐾13(𝑠)𝑊(𝑠), 

 𝐹2(𝑠) = 𝐾21(𝑠)𝑈(𝑠) + 𝐾22(𝑠)𝑉(𝑠) + 𝐾23(𝑠)𝑊(𝑠), 

𝐹3(𝑠) = 𝐾31(𝑠)𝑈(𝑠) + 𝐾32(𝑠)𝑉(𝑠) + 𝐾33(𝑠)𝑊(𝑠). 

(17.2) 

 حيث

𝑈(𝑠) = 𝐿(𝑢(𝑥)), 𝑉(𝑠) = 𝐿(𝑣(𝑥)),𝑊(𝑠) = 𝐿(𝑤(𝑥)), 

𝐹𝑖(𝑠) = 𝐿(𝑓𝑖(𝑥)), 1 ≤ 𝑖 ≤ 3 

𝐾𝑖𝑗(𝑠) = 𝑘𝑖𝑗(𝑥, 𝑡), 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 3. 

(08.9) 

    نجد كرامرو بتطبيق قاعدة 

(09.0                                                          ) 𝑈(𝑠) =

|

𝐹1(𝑠) 𝐾12(𝑠) 𝐾13(𝑠)
𝐹2(𝑠) 𝐾22(𝑠) 𝐾23(𝑠)
𝐹3(𝑠) 𝐾32(𝑠) 𝐾33(𝑠)

|

|

𝐾11(𝑠) 𝐾12(𝑠) 𝐾13(𝑠)
𝐾12(𝑠) 𝐾22(𝑠) 𝐾23(𝑠)
𝐾13(𝑠) 𝐾32(𝑠) 𝐾33(𝑠)

|

,   

(91.9                                                    ) 𝑉(𝑠) =

|

𝐾11(𝑠) 𝐹1(𝑠) 𝐾13(𝑠)
𝐾21(𝑠) 𝐹2(𝑠) 𝐾23(𝑠)
𝐾31(𝑠) 𝐹3(𝑠) 𝐾33(𝑠)

|

|

𝐾11(𝑠) 𝐾12(𝑠) 𝐾13(𝑠)
𝐾12(𝑠) 𝐾22(𝑠) 𝐾23(𝑠)
𝐾13(𝑠) 𝐾32(𝑠) 𝐾33(𝑠)

|

,  

(90.9                                          )          𝑈(𝑠) =

|

𝐾11(𝑠) 𝐾12(𝑠) 𝐹1(𝑠)
𝐾21(𝑠) 𝐾22(𝑠) 𝐹2(𝑠)
𝐾31(𝑠) 𝐾32(𝑠) 𝐹3(𝑠)

|

|

𝐾11(𝑠) 𝐾12(𝑠) 𝐾13(𝑠)
𝐾12(𝑠) 𝐾22(𝑠) 𝐾23(𝑠)
𝐾13(𝑠) 𝐾32(𝑠) 𝐾33(𝑠)

|

. 

,𝑢(𝑥)حلا فريدا  (00.0)يعطي النظام الخطي  𝑣(𝑥)  و𝑤(𝑥) إذا و فقط إذا      

 |

𝐾11(𝑠) 𝐾12(𝑠) 𝐾13(𝑠)

𝐾12(𝑠) 𝐾22(𝑠) 𝐾23(𝑠)
𝐾13(𝑠) 𝐾32(𝑠) 𝐾33(𝑠)

| ≠ 0.                                       (22.2) 

  و لأسباب تتعلق بالبساطة سنركز دراستنا فقط على حالة واحدة فقط و هي:

(00.0                                                            ) ∝11=∝22  .21∝=12∝ و 

,𝑈(𝑠)بعد تحديد  𝑉(𝑠) و𝑊(𝑠)  يد رالحل الفبإستخدام تحويل لبلاس العكسي يمكن تحديد𝑢(𝑥), 𝑣(𝑥)  و𝑤(𝑥). 

 البرامج الحاسوبية المذكورة سالفا في بعض الحسابات . استعمالمن الضروري جدا  ملاحظة:
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 في أن نأخذ في : و لأسباب تتعلق بالبساطة أيضا سنركز دراستنا على حالة واحدة فقط و هي متمثلة

 ( 04.9المعادلة الأولى في:)∝13∝=11, 𝑣(𝑥) = 0. 

 ( 04.9المعادلة الثانية في:)∝23∝=22, 𝑢(𝑥) = 0. 

 ( 04.9المعادلة الثالثة في :)∝32∝=31, 𝑤(𝑥) = 0 

 مثال

 حل نظام المعادلات التكاملية التالية   

(94.9                      )

{
 
 

 
 

4

3
√𝑥(8𝑥 + 9) = ∫

1

√𝑥−𝑡
(𝑢(𝑡) + 𝑤(𝑥))𝑑𝑡,

𝑥

0

3

10
𝑥
2

3(17𝑥 + 35) = ∫
1

(𝑥−𝑡)
1
3

(𝑣(𝑡) + 𝑤(𝑥))𝑑𝑡,
𝑥

0

4

3
𝑥
3

4(4𝑥 + 5) = ∫
1

(𝑥−𝑡)
1
4

(𝑢(𝑡) + 𝑣(𝑥))𝑑𝑡,
𝑥

0

 

 الحل

 ( نتحصل على00.0ندخل تحويل لابلاس على طرفي المعادلة )

s−2(8 + 1s) = (𝑈(𝑠) +𝑊(𝑠)), 

s−2(9 + 7s) = (𝑉(𝑠) +𝑊(𝑠)), 

s−2(7 + 5s) = (𝑈(𝑠) + 𝑉(𝑠)), 

(25.2) 

 ومنه              

(96.9                                   )𝑈(𝑠) =

|

s−2(8+6s) 0 1

s−2(9+7s) 1 1

s−2(7+5s) 1 0

|

|
1 0 1
0 1 1
1 1 0

|

=
3+2𝑠

𝑠2
,   

(97.9            )                             𝑉(𝑠) =

|

1 s−2(8+6s) 1

1 s−2(9+7s) 1

0 s−2(7+5s) 0

|

|
1 0 1
0 1 1
1 1 0

|

= 0, 

(98.9            )                     𝑊(𝑠) =

|

1 0 s−2(8+6s)

1 1 s−2(9+7s)

0 1 s−2(7+5s)

|

|
1 0 1
0 1 1
1 1 0

|

= −
3+2𝑠

𝑠2
 

,𝑈(𝑠)بعد إيجاد كل من  𝑉(𝑠),𝑊(𝑠)      ندخل تحويل لابلاس العكسي على كل منهما نجد 

(92.9                        )(𝑢(𝑥), 𝑣(𝑥), 𝑤(𝑥)) = (3𝑥 + 1,0, −(3𝑥 + 1)). 
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 [2] الضعيفة شاذةمعادلات فولتيرا التكاملية ال 4.2

و  جاهيلعدة منفس الطريقة التعميم لو يمكن بجهولين الضعيفة ذات م شاذةالتكاملية المعادلة فولتيرا في هذا القسم سنتطرق فقط ل

 بلاس .تحويل لا جاد الحل سنستخدم فقط طريقةفي إي

 تكتب من الشكل جهولينالضعيفة لم شاذةدلات فولتيرا التكاملية النظام معا

𝑢(𝑥) = 𝑓1(𝑥) + ∫(𝑘11(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑡) + 𝑘12(𝑥, 𝑡)𝑣(𝑡))𝑑𝑡,

𝑥

0

 

𝑣(𝑥) = 𝑓2(𝑥) + ∫(𝑘21(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑡) + 𝑘22(𝑥, 𝑡)𝑣(𝑡))𝑑𝑡

𝑥

0

. 

(30.2) 

,𝑘𝑖𝑗(𝑥هما متغيريين مجهولين و النواة  𝑣(𝑡)و𝑢(𝑡)هي دوال  حقيقية معطاة و𝑓2و𝑓1 حيث الدوال  𝑡), 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ هي  1

   معطاة بالشكل  شاذةنواة 

(00.0                                 )        𝑘𝑖𝑗(𝑥, 𝑡) =
1

(𝑥−𝑡)
∝𝑖𝑗
, 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 1. 

 بلاسطريقة تحويل لا 1.4.2

 نجد (01.0)بلاس على المعادلة نطبق تحويل لا

𝑈(𝑠) = 𝐹1(𝑠) + 𝐾11(𝑠)𝑈(𝑠) + 𝐾12(𝑠)𝑉(𝑠), 

𝑉(𝑠) = 𝐹2(𝑠) + 𝐾21(𝑠)𝑈(𝑠) + 𝐾22(𝑠)𝑉(𝑠). 

(00.0) 

 ويكافئ

F1(s) = (1 − K11(𝑠))𝑈(𝑠) − 𝐾12(𝑠)𝑉(𝑠), 

𝐹2(𝑠) = −𝐾21(𝑠)𝑈(𝑠) + (1 − 𝐾22(𝑠))𝑉(𝑠). 

(33.9) 

 حيث:

𝑈(𝑠) = 𝐿(𝑢(𝑡)), 

 𝑉(𝑠) = 𝐿(𝑣(𝑡)), 

𝐹𝑖(𝑠) = 𝐿(𝑓𝑖(𝑡)), 1 ≤ 𝑖 ≤ 1, 

𝐾𝑖𝑗(𝑠) = 𝐿 (𝑘𝑖𝑗(𝑡)) , 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 1. 
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(34.9) 

    نجد (00.0)و بإستخدام قاعدة كرامر للمعادلة 

 (00.0                                                 )𝑈(𝑠) =
|
𝐹1(𝑠) −𝐾12(𝑠)
𝐹2(𝑠) 1−𝐾22(𝑠)

|

|
1−𝐾11(𝑠) −𝐾12(𝑠)
−𝐾21(𝑠) 1−𝐾22(𝑠)

|
,                         

                    و

(01.0                                                  ) 𝑉(𝑠) =
|
1−𝐾11(𝑠) 𝐹1(𝑠)

−𝐾21(𝑠) 𝐹2(𝑠)
|

|
1−𝐾11(𝑠) −𝐾12(𝑠)

−𝐾21(𝑠) 1−𝐾22(𝑠)
|
. 

                   حيث

(01.0                                          )|
1 − 𝐾11(𝑠) −𝐾12(𝑠)

−𝐾21(𝑠) 1 − 𝐾22(𝑠)
| ≠ 0. 

 .𝐿−1بإستخدام تحويل لبلاس العكسي  𝑢(𝑥) و𝑣(𝑥) يمكن تحديد الحل الوحيد 𝑈(𝑠) و𝑉(𝑠)بعد أن حددنا 

      مثال

(38.9     )           

{
 
 

 
 𝑢(𝑥) = 1 + 𝑥2 −

5

2
𝑥
4

5 + ∫ (
1

(𝑥−𝑡)
1
5

𝑢(𝑡) +
1

(𝑥−𝑡)
1
5

𝑣(𝑡))𝑑𝑡,
𝑥

0

𝑣(𝑥) = 1 − 𝑥2 −
5

2
𝑥
4

5 + ∫ (
1

(𝑥−𝑡)
1
5

𝑢(𝑡) +
1

(𝑥−𝑡)
1
5

𝑣(𝑡))𝑑𝑡,
𝑥

0

 

 الحل

  ( نجد38.9تحويل لابلاس على الجملة )ندخل 

(1 − Г (
4

5
) 𝑠−

4
5)𝑈(𝑠) − Г (

4

5
) 𝑠−

4
5𝑉(𝑠) =

1

𝑠
+
1

𝑠3
+ 1Г(

4

5
)𝑠−

9
5 

−Г(
4

5
) 𝑠−

4
5𝑈(𝑠) + (1 − Г (

4

5
) 𝑠−

4
5)𝑉(𝑠) =

1

𝑠
−
1

𝑠3
+ 1Г(

4

5
)𝑠−

9
5 

(39.2) 

        ومنه

(41.9                             )𝑈(𝑠) =

||

1

𝑠
+
2

𝑠3
+2Г(

4

5
)𝑠
−
9
5 −Г(

4

5
)𝑠
−
4
5

1

𝑠
−
2

𝑠3
+2Г(

4

5
)𝑠
−
9
5 (1−Г(

4

5
)𝑠
−
4
5)
||

|
|
(1−Г(

4

5
)𝑠
−
4
5) −Г(

4

5
)𝑠
−
4
5

−Г(
4

5
)𝑠
−
4
5 (1−Г(

4

5
)𝑠
−
4
5)
|
|

=
1

s
+

2

s3
, 

 و               



 جهولالمعادلات التكاملية الخطية لآبل لأكثر من م                                       الفصل الثاني
 

 
94 

(40.9                           )𝑉(𝑠) =

||
(1−Г(

4

5
)𝑠
−
4
5)

1

𝑠
+
2

𝑠3
+2Г(

4

5
)𝑠
−
9
5

−Г(
4

5
)𝑠
−
4
5

1

𝑠
−
2

𝑠3
+2Г(

4

5
)𝑠
−
9
5

||

|
|
(1−Г(

4

5
)𝑠
−
4
5) −Г(

4

5
)𝑠
−
4
5

−Г(
4

5
)𝑠
−
4
5 (1−Г(

4

5
)𝑠
−
4
5)
|
|

=
1

s
−

1

s3
, 

 ومنه الحل 

(43.9                                 )(𝑢(𝑥), 𝑣(𝑥)) = (1 + 𝑥2, 1 − 𝑥2).



 

 

 

 

 

 

 الفصل الثالث

 خطيةالغير  معادلات آبل التكاملية

 

 مقدمة-0

 خطيةالمعادلات آبل التكاملية غير -0

 خطية المعممةالمعادلة آبل التكاملية غير -0

 خطية الرئيسية المعممةالمعادلات آبل التكاملية غير -0

 احدو مجهولل شاذة خطية الضعيفة الال فولتيرا غيرمعادلات -0

 نت مجهوليالضعيفة ذاالشاذة خطية ر المعادلات فولتيرا غي-1

 

 



 الفصل الثالث:                                                          معادلات آبل التكاملية الغير خطية
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 مقدمة 1.2

 طية.خالل التكاملية غير بآو في هذا الفصل سنتطرق لمعادلات ل التكاملية الخطية الفصل الأول تم تناول معادلات آبفي 

  [2]خطيةالمعادلات آبل التكاملية غير  2.2

 خطية هوالالتكاملية غير  لالشكل العام لمعادلة آب

 (1.3)                                                       𝑓(𝑥) = ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)𝐹(𝑢(𝑡))𝑑𝑡.    
𝑥

0
 

,𝑘(𝑥 شاذةوالنواة ال 𝑢(𝑡) ـخطية لالهي دالة غير  𝐹(𝑢(𝑡))هي دالة حقيقية معروفة و  𝑓(𝑥)حيث  𝑡)  تعطى بالشكل 

  (2.3                                                                )             𝑘(𝑥, 𝑡) =
1

√𝑥−𝑡
.  

 .(0.0 ) ل التكامليةي معادلة آبتحدث فقط داخل علامة التكامل ف 𝑢(𝑡)ونذكر أن الدالة الغير معروفة 

 يجب أن نحولها إلي معادلة آبيل الخطية من الشكل (0.0)خطية الل التكاملية غير و لتحديد حل لمعادلة آب

 (0.0                                                      ) 𝑓(𝑥) = ∫
1

√𝑥−𝑡
𝑣(𝑡)𝑑𝑡,

𝑥

0
 

  التحويل باستخدامو 

(0.0                                                            )  , 𝑣(𝑥) = 𝐹(𝑢(𝑡))   

 موجود. ومنه F−1(𝑢(𝑡))يكون قابل للقلب أي  𝐹(𝑢(𝑡)حيث 

(0.0                                                           )  𝑢(𝑡) = 𝐹−1(𝑣(𝑡)).  

 بلاسطريقة تحويل لا 1.2.2

 حيث (0.0)بلاس على جانبي  المعادلة نطبق تحويل لا

(1.0                                                 ) 𝐿(𝑓(𝑥)) = 𝐿(𝑣(𝑥))𝐿(√𝑥),    

(1.0                                              ) . 𝐹(𝑠) =
Г(
1

2
)

𝑠
1
2

𝑉(𝑠) =
√𝜋

𝑠
1
2

𝑉(𝑠).                               

(8.0                                                        )  𝑉(𝑠) =
𝑠
1
2

√𝜋
𝐹(𝑠).     

(9.0                                                     ).  𝑉(𝑠) =
𝑠

𝜋
(√𝜋𝑠

−
1

2𝐹(𝑠)).      

(01.0                                                  ) 𝐿(𝑣(𝑥)) =
𝑠

𝜋
𝐿(𝑦(𝑥)),   

  حيث

(00.0                                                ) 𝑦(𝑥) = ∫
1

√𝑥−𝑡
𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0
 

 فإن   حسب خواص تحويل لابلاسمنه و 

(00.0                                             )𝐿 (𝑦 ′(𝑥)) = 𝑠𝐿(𝑦(𝑥)) − 𝑦(0), 
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   نجد (01.0)و بالتعويض في المعادلة 

(00.0                                                    )𝐿(𝑣(𝑥)) =
1

𝜋
𝐿(𝑦′(𝑥)), 

   نجد 𝐿−1بلاس العكسيإستخدام تحويل لابو 

(00.0                                                    )𝑣(𝑥) =
1

√𝜋

𝑑

𝑑𝑥
∫

𝑓(𝑡)

√𝑥−t
dt,

𝑥

0
 

    بإستخدام العلاقة 𝑢(𝑥)يتم إيجاد الحل  𝑣(𝑥)بعد إيجاد 

(00.0                      )                                   𝑢(𝑥) = 𝐹−1(𝑣(𝑥)). 

 نالصيغتي استخداميمكن  خطية.الل غير بلاس لإيجاد الحل في معادلات آبتحويل لا استخدامليس من الضروري  ملاحظة:

 مباشرة. (00.0( و )00.0)

 مثال 

   خطية التالية:الحل المعادلة التكاملية غير  

(01.0                                           )   
3

2
√𝑥(3 + 1𝑥) = ∫

1

√𝑥−𝑡
ln (𝑢(𝑡))𝑑𝑡.

𝑥

0
 

 الحل

𝑣(𝑥)نضع  = ln(𝑢(𝑥))  نجد (01.0) و بإستخدام العلاقة𝑢(𝑥) = 𝑒𝑣(𝑥) 

   لدينا

(01.0                                               )    𝑓(𝑥) =
3

2
√𝑥(3 + 1𝑥)  

    نجد (00.0)الصيغة  باستخدامو 

(08.0                                                    )𝑣(𝑥) =
1

√𝜋

𝑑

𝑑𝑥
∫

3

2
√t(3+2𝑡)

√𝑥−t
dt,

𝑥

0
         

(09.0                                            )  =
1

√𝜋

𝑑

𝑑𝑥
(
9𝜋

8
(𝑥2 + 1𝑥) =

9

4
(𝑥 + 1),  

      ومنه الحل

(01.0                                                    )    𝑢(𝑥) = 𝑒𝑣(𝑥) = e
9

4
(𝑥+1).  

   خطية المعممةالمعادلة آبل التكاملية غير  2.2

      خطية المعممة من الشكلالل غير تكتب معادلة آب

(00.0                                       )𝑓(𝑥) = ∫
1

(𝑥−𝑡)∝
𝐹(𝑢(𝑡))𝑑𝑡, 0 <∝< 1.

𝑥

0
 

و  𝑢(𝑥)خطية ل الهي دالة غير  𝐹(𝑢(𝑥))دالة معروفة و  𝑓(𝑥)ثابت معروف و  ∝حيث 
1

(x−t)∝
تسمى نواة معادلة آبيل   

 التكاملية .

=∝ملاحظة: في حالة 
1

2
 خطية.الل التكاملية غير لآبل هي نفسها معادلة آب خطية المعممةالتصبح المعادلة التكاملية غير  
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 بلاسطريقة تحويل لا 1.2.2

 يجب تحويلها إلي معادلة آبيل التكاملية الخطية المعممة من الشكل  (00.0)خطية المعممة  الل التكاملية غير لحل معادلة آب

(00.0                                          ) 𝑓(𝑥) = ∫
1

(𝑥−𝑡)∝
𝑣(𝑡)𝑑𝑡, 0 <∝< 1,

𝑥

0
 

   حيث

(00.0                                                        ) 𝑣(𝑡) = 𝐹(𝑢(𝑡)), 

  موجود و منه فإن 𝐹−1(u(t))و   قابل للقلب 𝐹(𝑢(𝑡))حيث 

(00.0                                                       )𝑢(𝑥) = 𝐹−1(𝑣(𝑥)), 

     نجد (00.0)بلاس على طرفي المعادلة وبإدخال تحويل لا

(00.0                                                ) 𝐿(𝑓(𝑥)) = 𝐿(𝑣(𝑥))𝐿(𝑥−∝),   

(01.0                                                     ) 𝐹(𝑠) = 𝑉(𝑠)
Г(1−∝)

𝑠1−∝
, 

    ومنه

(01.0                                                    )𝑉(𝑠) =
𝑠1−∝

Г(1−∝)
𝐹(𝑠),                 

(08.0                                 ) 𝑉(𝑠) =
𝑠

Г(∝)Г(1−∝)
(Г(∝)𝑠−∝(𝐹(𝑠)),  

  على الشكل التالي (08.0)ويمكن إعادة كتابة المعادلة 

(09.0                                       )  𝐿(𝑣(𝑥)) =
𝑠

Г(∝)Г(1−∝)
𝐿(𝑦(𝑥)), 

    حيث

(01.0                                             )   𝑦(𝑥) = ∫
1

(𝑥−𝑡)∝−1
𝑓(𝑡)𝑑𝑡,

𝑥

0
 

  ا حسب خواص تحويل لابلاس نجدولدين

(00.0                                         ) 𝐿 (𝑦 ′(𝑥)) = 𝑠𝐿(𝑦(𝑠)) − 𝑦(0),  

 ولدينا

(00.0                                                    )Г(∝)Г(1−∝) =
𝜋

sin(∝𝜋)
,  

 نجد (09.0)في المعادلة  (00.0( و )00.0)وبتعويض كل من المعادلتين 

(00.0                                               )𝐿(𝑣(𝑥)) =
sin(∝𝜋)

𝜋
𝐿 (𝑦 ′(𝑥)), 

  نجد (00.0)على طرفي المعادلة  L−1بلاس العكسي و بإدخال تحويل لا

(00.0                                    )𝑣(𝑥) =
sin(∝𝜋)

𝜋

d

d𝑥
∫

1

(𝑥−𝑡)1−∝
𝑓(𝑡)𝑑𝑡,

𝑥

0
 

 على حصلن (00.0)التكامل الأيمن من المعادلة  اشتقاقو بحساب 



 الفصل الثالث:                                                          معادلات آبل التكاملية الغير خطية
 

    
98 

(00.0                                 )𝑣(𝑥) =
sin(∝𝜋)

𝜋
(
𝑓(0)

𝑥1−∝
+ ∫

𝑓′(𝑡)

(𝑥−𝑡)1−∝
𝑑𝑡

𝑥

0
), 

0حيث  <∝< 1 

 بواسطة العلاقة التالية 𝑢(𝑥)يمكن تحديد الحل  𝑣(𝑥)بعد الحصول على 

 (01.0                                        ) 𝑢(𝑥) = 𝐹−1(𝑣(𝑥)). 

 مثال

  ل التكاملية غير الخطية التاليةحل معادلة آب 

(01.0                                        )
9

10
𝑥
5

3 = ∫
1

(𝑥−𝑡)
1
3

u2(t)dt.
𝑥

0
 

 الحل

  نضع ( 01.0)لحل المعادلة 

(08.0                                       ) 𝑣(𝑡) = 𝐹(𝑢(𝑡)) = u2(t), 

   ومنه

(09.0                                    )𝑢(𝑥) = 𝐹−1(𝑣(𝑥)) = √𝑣(𝑥), 

  نجد ( 00.0)ومنه حسب العلاقة 

(01.0                                 )𝑣(𝑥) =
sin(

𝜋

3
)

𝜋

d

d𝑥
∫

9

10
𝑡
5
3

(𝑥−𝑡)
2
3

𝑑𝑡 = 𝑥,
𝑥

0
 

 فإن (09.0)حسب العلاقةومنه 

(00.0                                            )     𝑢(𝑥) = √𝑣(𝑥) = √𝑥  

 [2] خطية الرئيسية المعممةالمعادلات آبل التكاملية غير  4.2

 ل التكاملية الغير خطية الرئيسية المعممة من الشكلتكتب معادلة آب

(00.0                                       )𝑓(𝑥) = ∫
1

(𝑔(𝑥)−𝑔(𝑡))
∝ 𝐹(𝑢(𝑡)), 0 <∝< 1.

𝑥

0
 

𝑡حيث  𝑡هي دالة متزايدة و رتيبة و قابلة للتفاضل في بعض النقاط  𝑔(𝑡)حيث  ∈ ]0, 𝑏[  و𝑔′(𝑡) ≠  𝑡عند كل النقط  0
 .𝑢(𝑡)هي دالة غير خطية مجهولة ل  𝐹(𝑢(𝑡))و

بلاس و التي سنستخدمها هناك عدة طرق من بينها طريقة تحويل لا (00.0)ل الرئيسية المعممة لآب الغير خطيةو لحل المعادلة 

 في إيجاد الحل.
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 بلاسطريقة تحويل لا 1.4.2

يجب تحويلها إلي معادلة آبيل التكاملية الخطية الرئيسية  (00.0)خطية الرئيسة المعممة  الل التكاملية غير لحل معادلة آب

  المعممة من الشكل 

(00.0                                        )𝑓(𝑥) = ∫
1

(𝑔(𝑥)−𝑔(𝑡))
∝ 𝑣(𝑡)𝑑𝑡, 0 <∝< 1,

𝑥

0
 

   حيث

(00.0              )                                           𝑣(𝑥) = 𝐹(𝑢(𝑥)), 

   موجود و منه فإن 𝐹−1(u(t))و   قلبقابل لل 𝐹(𝑢(𝑡))حيث 

(00.0                                                        ) 𝑢(𝑥) = 𝐹−1(𝑣(𝑥)), 

  ل التكاملية الخطية الرئيسية المعممة في الفصل الأول نجدبلاس لمعادلة آبومن خلال إيجاد الحل بطريق تحويل لا

(01.0                                      )𝑣(𝑥) =
sin(𝛼𝜋)

𝜋

d

d𝑥
∫

𝑔′(𝑡)𝑓(𝑡)

[𝑔(𝑥)−𝑔(𝑡)]1−∝
𝑑𝑡,

x

0
 

 .(00.0) العلاقة باستخدام (00.0)للمعادلة  𝑢(𝑥)يمكن تحديد الحل الوحيد  𝑣(𝑥)بعد تحديد 

  مثال

  حل المعادلة التكاملية التالية

(01.0                                               )𝑥 = ∫
1

(𝑥2−𝑡2)
1
2

√𝑢(𝑡)𝑑𝑡.
𝑥

0
 

 الحل

𝑓(𝑥)لدينا  = 𝑥  و𝑔(𝑥) = 𝑥2  و هي دالة رتيبة ومتزايدة و قابلة للتفاضل في المجال𝑥 ∈ 𝑔′(𝑥)و  ]∞,0[ = 1𝑥 ≠ 0 

𝑥 في المجال ∈ 𝐹(𝑢(𝑡)و ]∞,0[ = √𝑢(𝑡) 

 نضع 

(08.0                                                ) 𝑣(𝑥) = 𝐹(𝑢(𝑡)) = √𝑢(𝑡), ) 

 نجد (00.0)العلاقة  باستخدامو 

(09.0                                                         ) 𝑢(𝑥) = 𝑣2(𝑥), 

  تصبح كما يلي (01.0)ومنه المعادلة 

(01.0                                                   )𝑥 = ∫
1

(𝑥2−𝑡2)
1
2

𝑣(𝑡)𝑑𝑡,
𝑥

0
 

  نجد (01.0)ومنه حسب العلاقة 

(00.0                                             )𝑣(𝑥) =
sin(

1

2
𝜋)

𝜋

d

d𝑥
∫

2𝑡2

(𝑥2−𝑡2)
1
2

𝑑𝑡,
x

0
  

(00.0                                            )          =
sin(

1

2
𝜋)

𝜋

d

d𝑥
(
4

3
𝑥3) = 𝑥, 
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   فإن (09.0)ومنه حسب العلاقة 

(00.0                                                      )𝑢(𝑥) = 𝑥2.  

 [2] واحد مجهولل شاذة خطية الضعيفة الالمعادلات فولتيرا غير  5.2

 مجهول  من النوع الثاني  ذات شاذةخطية الضعيفة الالاملية غير تكتب معادلة فولتيرا التك

  واحد من الشكل 

(00.0                             )𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥) + ∫
𝛽

√𝑥−𝑡
𝐹(𝑢(𝑡))𝑑𝑡, 𝑥 ∈ [0, 𝑇]

𝑥

0
 

   و

(00.0                                   )𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥) + ∫
𝛽

(𝑔(𝑥)−𝑔(𝑡))∝
𝐹(𝑢(𝑡))𝑑𝑡,

𝑥

0
 

 حيث

𝑥 ∈ [0, 𝑇], 0 <∝< 1, 

 𝑢(𝑥)خطية ل الهي دالة غير  𝐹(𝑢(𝑥))دالة معروفة و  𝑓(𝑥)ثابت معروف و  βو 

 ملاحظة 

  المعممة. شاذةيفة التسمى معادلة فولتيرا الغير خطية الضع (00.0)المعادلة 

  حيث  (00.0)هي حالة خاصة من المعادلة  (00.0)المعادلة𝑔(𝑥) = 𝑥  و∝=
1

2
. 

الضعيفة و لكن نحن سنكتفي بطريقة واحدة فقط و هي الطريقة  شاذة ادلة فولتيرا الغير خطية الهناك العديد من الطرق لحل مع

 التحليلية لأدوميان و يمكن أن نستخدم الطريقة التحليلية المعدلة لأدوميان و ظاهرة شروط الضوضاء أينما رأينا ذلك مناسبا.

 لأدوميان ةالتحليليالطريقة  1.5.2

 (00.0)لان المعادلة  (00.0)المعممة شاذة عيفة الخطية الضالسنطبق الطريقة التحليلية لأدوميان فقط على معادلة فولتيرا غير 

 كما هو موضح في الملاحظة السابقة. (00.0)هي جالة خاصة من المعادلة 

 نضع 𝑢(𝑥)لإيجاد الحل 

(01.0                                             )                      𝑢(𝑥) = ∑ 𝑢𝑛(𝑥),
∞
𝑛=0 

   و

(01.0                                                  )               𝐹(𝑢(𝑥)) = ∑ 𝐴𝑛(𝑥),
∞
𝑛=0 

 حيث

(08.0                               )  An =
1

n!

𝑑𝑛

dλ
n [F(∑ λ

iui
n
i=0 )]

λ=0
, n = 0,1,1, …    

𝐴nهي أدوميان كثيرات الحدود 

 نتحصل على (00.0)في المعادلة  (08.0)و  (01.0)بتعويض المعادلتين 

(09.0                         )∑ un(𝑥)
∞
n=0 = 𝑓(𝑥) + ∫

𝛽

(𝑔(𝑥)−𝑔(𝑡))∝
(∑ 𝐴𝑛(𝑥)

∞
𝑛=0 )𝑑𝑡

𝑥

0
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0حيث  <∝< 1. 

,𝑢0(𝑥)الحدود  𝑢1(𝑥), 𝑢2(𝑥), 𝑢3(𝑥),  يتم تحديدها بإستخدام العلاقة التكرارية التالية …

u0(𝑥) = 𝑓(𝑥),   

u1(𝑥) = ∫
𝛽

(𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑡))
∝ 𝐴0(𝑡)𝑑𝑡,

𝑥

0

 

u2(𝑥) = ∫
𝛽

(𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑡))
∝ 𝐴1(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0

,  

  u3(𝑥) = ∫
𝛽

(𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑡))
∝ 𝐴2(𝑡)𝑑𝑡,

𝑥

0

 

 (11.0 )                                                       

,𝑢0(𝑥)بعد تحديد  𝑢1(𝑥), 𝑢2(𝑥), 𝑢3(𝑥),  .على شكل سلسلة متقاربة  𝑢(𝑥)سيتم تحديد الجل  …

 مثال

  خطية التاليةالحل المعادلة التكاملية غير  

(10.0                                                  )𝑥
1
4 − 𝑥 = ∫

1

√𝑥2−𝑡2
𝑢4(𝑡)𝑑𝑡.

𝑥

0
 

 الحل

 الطريقة التحليلية لأدوميان المعدلة حيث نستخدم( 10.0)حل المعادلة  لإيجاد

(10.0                                                       )           𝑓1(𝑥) = 𝑥
1
4, 𝑓2(𝑥) = −𝑥, 

 ومنه

u0(𝑥) = 𝑥
1
4,  

𝑢1(𝑥) = −𝑥 + ∫
1

√𝑥2 − 𝑡2
𝑢0
4(𝑡)𝑑𝑡,

𝑥

0

 

  𝑢1(𝑥) = −𝑥 + ∫
𝑡

√𝑥2 − 𝑡2
𝑑𝑡 = −𝑥 + 𝑥 = 0,            

𝑥

0

 

(10.0) 

  ومنه الحل هو

(10.0                                                          )                𝑢(𝑥) = 𝑥
1
4. 
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  [2] ت مجهولينالضعيفة ذاالشاذة خطية المعادلات فولتيرا غير  6.2

 الضعيفة ذات متغيرين من الشكل شاذةخطية الالتكتب معادلات فولتيرا غير 

𝑢(𝑥) = 𝑓1(𝑥) + ∫(𝑘11(𝑥, 𝑡)𝐹11(𝑢(𝑡)) + 𝑘12(𝑥, 𝑡)𝐹12(𝑣(𝑡))) 𝑑𝑡,

𝑥

0

 

𝑣(𝑥) = 𝑓2(𝑥) + ∫(𝑘21(𝑥, 𝑡)𝐹21(𝑢(𝑡)) + 𝑘22(𝑥, 𝑡)𝐹22(𝑣(𝑡))) 𝑑𝑡.

𝑥

0

 

(10.0) 

,𝑓i(𝑥)حيث  𝑖 = ,Fij(𝑥هي دوال ذات قيم حقيقية و الدوال  1,1 𝑡), 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ خطية و النواة الهي دوال غير  1

kij(𝑥, 𝑡), 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤  الشكل عيفة لمعادلة فولتيرا التكاملية المعممة منض شاذة نواة هي  1

(11.0                                        )𝑘ij(𝑥) =
1

(𝑔(𝑥)−𝑔(𝑡))∝
, 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 1. 

,𝑢(𝑥)توجد هناك العديد من الطرق لإيجاد الجل  𝑣(𝑥) و  (10.0)الضعيفة لمجهولين  شاذةخطية الالالتكاملية غير  للمعادلة

 سنتطرق فقط في هذا الفصل إلي طريقة تحليل أدوميان المعدلة

 الطريقة التحليلية المعدلة لأدوميان 1.6.2

 (10.0)المعدلة على المعادلة  ةالتحليلينطبق طريقة أدوميان 

,𝑓i(𝑥)نقوم عادة بتقسيم الدالة  𝑖 = ,𝑓i1(𝑥)حيث يتم تخصيص الجزء الأول  𝑓𝑖1(𝑥)و𝑓𝑖2(𝑥)إلي جزئين  1,1 𝑖 = 1,1 

,𝑓i2(𝑥)ومع ذلك الجزء الثاني  u0(𝑥)و𝑣0(𝑥)للمكونين  𝑖 = و بناءا على ذلك  u1(𝑥)و𝑣1(𝑥)يتم بها تعين المكونين  1,1

 نستخدم علاقة التكرار المعدلة كما يلي:

𝑢0(𝑥) = 𝑓11(𝑥), 𝑣0(𝑥) = 𝑓21(𝑥), 

𝑢1(𝑥) = 𝑓12(𝑥) + ∫(𝑘11(𝑥, 𝑡)𝐴11(𝑡) + 𝑘12(𝑥, 𝑡)𝐵12(𝑡))𝑑𝑡,

𝑥

0

 

𝑣1(𝑥) = 𝑓22(𝑥) + ∫(𝑘21(𝑥, 𝑡)𝐴21(𝑡) + 𝑘22(𝑥, 𝑡)𝐵22(𝑡)).

𝑥

0

 

(11.0) 

 على التوالي. 𝐹i2و  𝐹i1خطية الهي كثيرات الحدود لأدوميان للدوال غير  𝐵i2و  𝐴i1حيث 
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 مثال

 خطية التاليةالحل المعادلة التكاملية غير  

(18.0                                     )

{
 
 
 

 
 
 𝑢(𝑥) = √cos 𝑥 + 1(cos 𝑥 − 1)

1
2 − 1√sin 𝑥 +

∫ (
1

√sin𝑥−sin 𝑡
𝑢2(𝑡) +

1

√cos𝑥−cos 𝑡
𝑣2(𝑡)) 𝑑𝑡,

𝑥

0

𝑣(𝑥) = √sin 𝑥 +
3

2
(cos 𝑥 − 1)

2
3 −

3

2
(sin 𝑥)

2
3 +

∫ (
1

(sin𝑥−sin 𝑡)
1
3

𝑢2(𝑡) +
1

(cos𝑥−cos 𝑡)
1
3

𝑣2(𝑡)) 𝑑𝑡.
𝑥

0

 

 

 الحل

 حيث (66..)نطبق الطريقة التحليلية المعدلة لأدوميان لحل المعادلة 

𝑢0(𝑥) = √cos 𝑥 ,     𝑣0(𝑥) = √sin 𝑥, 

(.166                                 )

𝑢1(𝑥) = 1(cos 𝑥 − 1)
1
2 − 1√sin 𝑥 +

∫ (
1

√sin𝑥−sin 𝑡
𝑢0

2(𝑡) +
1

√cos𝑥−cos 𝑡
𝑣0

2(𝑡)) 𝑑𝑡,
𝑥

0

𝑣1(𝑥) =
3

2
(cos 𝑥 − 1)

2
3 −

3

2
(sin 𝑥)

2
3 +

∫ (
1

(sin𝑥−sin 𝑡)
1
3

𝑢0
2(𝑡) +

1

(cos𝑥−cos𝑡)
1
3

𝑣0
2(𝑡))𝑑𝑡.

𝑥

0

 

(3.66                                     )

𝑢1(𝑥) = 1(cos 𝑥 − 1)
1
2 − 1√sin 𝑥 +

∫ (
cos 𝑡

√sin𝑥−sin 𝑡
+

sin 𝑡

√cos𝑥−cos𝑡
𝑣0

2(𝑡)) 𝑑𝑡 = 0,
𝑥

0

𝑣1(𝑥) =
3

2
(cos 𝑥 − 1)

2
3 −

3

2
(sin 𝑥)

2
3 +

∫ (
sin 𝑡

(sin𝑥−sin 𝑡)
1
3

+
cos 𝑡

(cos𝑥−cos𝑡)
1
3

𝑣0
2(𝑡))𝑑𝑡 = 0.

𝑥

0

 

   يستلزم أن (3.66)و حسب

(3966                                      )𝑢k+1(𝑥) = 0, 𝑘 ≥ 1 , 𝑣𝑘+1(𝑥) = 0, 𝑘 ≥ 1. 

   ومنه

(3.66                                            )(𝑢(𝑥), 𝑣(𝑥)) = (√cos 𝑥 , √sin 𝑥). 
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 الخاتمة

لقد حاولنا في هذا العمل و هذه المذكرة إعطاء لمحة قصيرة عن المعادلات التكاملية و أصنافها و عن تحويل لابلاس و بعض 

خطية و لمجهول و لأكثر من مجهول  و أصناف كل الخصائصه، و قمنا بدراسة مبسطة لمعادلات آبل التكاملية الخطية و غير 

قمنا أيضا بدراسة جد مبسطة  لمعادلات فولتيرا الشاذة  يل لابلاس و طريقة أدوميان،ق حلها مثل طريقة  تحومنهم وبعض  طر

الضعيفة و التي تعتبر معادلات آبل جزء منها و قدمنا بعض الطرق لحلها، فهذا ما اقتصرت عليه مذكرتنا هذه فقط مع التدعيم 

جزء من البحوث المقدمة في مجال كرتنا هذه ما هو إلا نحن في مذ. و ما قدمناه تسهيل الفهم و تعميم الفائدةلببعض الأمثلة 

 معادلات آبل التكاملية.
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 الملخص:

دراسة معادلات فولتيرا  وكذلكأصنافها  و الخطية و الغير خطية معادلات آبل التكامليةتكمن أهمية هذا العمل في دراسة 

، الطريقة التحليلية لأدوميان، والطريقة لابلاس تحويل طريقة :الطرق لحلها مستعملين في كل ذلك بعض  ;لضعيفة الشاذةا

 التحليلية المعدلة لأدوميان. 

 الكلمات المفتاحية:

 دوميان،لأ التحليلية الطريقة تحويل لابلاس، معادلات فولتيرا الشاذة الضعيفة، خطيةالغير  معادلات آبل، لخطيةامعادلات آبل 

 .لأدوميان المعدلة التحليلية الطريقة

Résumé: 

L'importance de ce travail réside dans l'étude des équations intégrales linéaires et non linéaires 

d'Abel et de leurs types, et ainsi que l'étude des équations de Volterra singulier faibles; en 

utilisant, dans tout cela, quelques méthodes pour les résoudre: la méthode de transformation de 

Laplace, la méthode analytique d'Adomian et la méthode analytique modifiée d'Adomian. 

Summary: 

The importance of This Works lies in the study of liner and nonlinear Apple's integral equations 

and their varieties, as well as the study of the anomalous weak Volterra equations; In all this they 

use some methods to solve them: the Laplace transform method, the Edomian analytic method, 

and the modified Edomian analytical method. 

 mots clés 

Les équations linéaires d'Abel, les équations non linéaires d'Abel, les équations de Volterra 

anormales faibles, la transformée de Laplace, la méthode analytique d'Edomian, la méthode 

analytique modifiée d'Edomian. 


