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Introduction

La théorie de l�estimation est une des branches les plus basiques de
la statistique.Cette théorie est divisée en deux volets principaux, à savoir
l�estimation et l�estimation paramétrique , Une option non-paramétrique qui
consiste à estimer Collection à partir des observations , une fonction inconnue,
Une action non paramétrique est spéci�ée une procédure non paramétrique
est déterminée par la dépendance de la loi l�échantillon d�observation Plus
particulièrement, on parle de méthode d�estimation non-paramétrique lorsque
celle-ci ne se ramène pas à l�estimation d�un nombre �ni de paramètres réels
associés à la loi de l�échantillon. Plus généralement Un des problèmes cen-
traux en statistique est celui de l�estimation de caractéristiques fonction-
nelles associées à la loi des observations, comme par exemple, la fonction
de répartition ou la fonction de régression. Dans le modéle de régression
non-paramétrique, on suppose l�existence d�une fonction r(x) qui exprime la
valeur moyenne de la variable réponse Y en fonction de la variable d�entrée
X.
Les estimateurs non paramétriques (à noyau) de la régression ont été in-

troduits simultanément par Nadaraya (1964) et Watson(1964), Ce problème a
suscité un grand intérêt et a conduit à la proposition de plusieurs estimateurs
sur la base de l�observation d�un échantillon du couple (X, Y ). En analyse de
survie, il est connu que l�observation de Y n�est pas toujours possible. Y peut
être le temps de survie â une maladie . Y est alors censuré à droite : on ne
connaît pas sa valeur exacte, on sait seulement qu�elle dépasse l�observation
recueillie. Dans ce contexte de censure à droite dans lequel permettant d�en
déduire ,des estimateurs non paramétriques de la fonction de régression dif-
�cilement calculables .ont simpli�é la preuve du résultat précédent et ont
même étendu le travail en proposant d�autres estimateurs non paramétriques
(à noyau, plus proches voisins, moindres carrés et spline de lissage). Cepen-
dant d�autres types de censure existent . on peut seulement savoir qu�elles
sont inférieures aux observations. C�est la censure à gauche.Cela peut être
le cas lorsque l�on regarde l�âge ,Par ailleurs, les modèles de régression se
subdivisent en deux familles selon le type,C�est pourquoi on s�intéresse au
traitement des variables aléatoires fonctionnelles (cas de la régression d�une
variable réelle sur une variable fonctionnelle)
et en le dernier, travail de simulation permet de calculer les estimateurs

étudiés, pour des modèles choisis, a�n de véri�er la qualité de ces estimateurs
et de confronter les résultats pratiques à ceux attendus par la théorie.



Chapter 1

Rappels

1.1 Données censurées :

L�accent doit être mis le concentrer sur l�estimation dans le modèle de censure
dans plusieurs études et applications statistiques,En analyse de survie et de
�abilité,On dit que c�est le moment de l�échec si un événement spéci�que
survient au cours de cette étude et que ce temps est pris en compte, Où nous
en disons la durée de survie, ou simplement une durée. C�est une variable
aléatoire positive et souvent supposée bornée. peut être la durée de vie d�un
patient après un traitement, la durée de chômage, le temps de panne d�un
appareil, le dent auquel un enfant apprend à accomplir Tâche particulière,
il arrive souvent, pour diverses raisons, que la durée d�intérêt ne puisse pas
être observée. Cela peut être dû à la perte de vision du patient, au début
ou à la �n de la période d�étude, et ces valeurs sont surveillées. Les valeurs
contrôlées, bien qu�inconnues, doivent être prises en compte pour obtenir des
estimations valides et des conclusions précises. En fonction de la situation
spéci�que, la littérature statistique contient un grand nombre de procédures
qui permettent de tenir compte des observations censurées

1.2 Les type des données censurées :

Dans cette étude de la censure, il existe trois classes de censure appelées
censure de droite, censure de gauche et censure entre elles (lorsque nous
connaissons les limites supérieure et inférieure d�un événement). Il existe

1
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di¤érents types de censure dans ces trois catégories :

A)- Censure de type I :
Ainsi soit-il c est une constante positive et un n-échantillon X1.....Xn on

observe :

Ti = Xi ^X (r) et �i = IfXi=Tig

Telque :Xi^X (r) représente le minimum (Xi; X (r)) Le temps de censure
est �xé par le chercheur comme étant la �n de l�étude.

B)- Censure de type II :
Soit i tel qu�à chaque i = 1; :::; n est associé un couple de variables aléa-

toiresnon nulXi; Ci ou seul le minimum est observé c�est-à-dire qu�on observe
:

Ti = Xi ^ Ci et �i = IfXi=Cig

Où est un indicateur de censure tel que :

�i =

8<:
1 si Xi � Ci ;

0 si Xi > Ci .

Où Xi est l�instant de l�événement. Ci est l�instant de censure.

C)- Censure de type III :
Etant donné un entier positif r �xé, un n-échantillon X1.......Xi d�une

variable aléatoire positive X et les statistiques d�ordre X(1); :::::; X(n) on
observe :

Ti = Xi ^X (r) et �i = IfXi=Tig

autrement dit, ce genre de censure se caractérise par le fait que l�étude
cesse aussitôt qu�a eu lieu un nombre d�événements prédéterminés par lex-
périmentateur.
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1.3 Censure à droite :

On dit que le temps de survie est subjugué censure à droite lorsque le temps
de survie est supérieur au temps utilisé.la durée de survie d�un évènement
est dé�nie par le couple(X; �) où :

X = inf (T ;C)

et

� =

8<:
1 si T � C ;

0 si T > C .

1.4 Censure par intervalle :

Un état de censure plus général qui se produit lorsque sa duréeLa survie est
limitée à une zone de valeur inconnue
On a aussi pour ce genre d�expériences des données qui sont censurées à

droite ou, plus rarement, à gauche.Un avantage de ce type est qu�il permet de
représenter les données censurées à droite ou à gauche par des intervalles du
type [a, +1[ et [0, a] respectivement, ce qui permet de considérer ce modèle
comme étant plus générique.

1.5 Censure aléatoire :

C�est typiquement ce modèle qui est utilisé pour les essais thérapeutiques.
Dans ce type d�expériences, la date d�inclusion du patient dans l�étude est
�xée, mais la date de �n d�observation est inconnue celle-ci correspond, à la
durée d�hospitalisation du patient. Ici, le nombre d�événements observés et
la durée totale de l�expérience sont aléatoires.

1.6 Estimation :

Parmi les fonctions que nous utilisons dans notre étude se trouve le processus
d�approximation ou estimation est le processus qui consiste à trouver une es-
timation,ou une approximation qui est une valeur utilisablendans un certain
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but même si les données d�entrée peuvent être incomplètes incertaines ou
instables la valeur est néanmoins utilisables car elle est dérivée des meilleures
informations disponibles.en règle générale,lestimation implique l�utilisation
de la valeur d�une statistique dérivée d�un paramètre de population cor-
respondant l�échantillon fournit des informationsqui peuvent être projetées,
par le biais de divers processus formels ou informels,pour déterminern une
fourchette la plus susceptible de décrire l�information manquante.une estima-
tion qui s�avère incorrecte sera une surestimation si l�estimation dépasse le
résultat réel, et une sous-estimation si l�estimation est inférieure au résultat
réel

1.7 Régression :

en psychanalyse,la régression est le processus inhérent à l�organisation libid-
inale quifait en sorte que les fonctionsparvenues plus loin dans leur organisa-
tion,peuvent facilement aussi,enréponse à une frustration de la satisfaction-
libidinale recherchée,revenir à l�un de ces stades antérieurs,en mouvement
rétrograde.Ce processus produit et anime le retour d�un fonctionnement ou
d�un état psychique plus avancé à un niveau dépassé,à des modalités défen-
sives dépassées ou encore le retour aux premiers objets de la libido.

1.8 méthode du noyau

Introduction

L�estimation par noyau est une méthode non paramétrique d�estimation
de la densité d�une variable aléatoire.

Cette méthode permet d�obtenir une densité continue et constitue en ce
sens une généralisation de la méthode de l�histogramme.
En e¤et, la fonction indicatrice utilisée pour l�histogramme est ici rem-

placée par une fonction continue (le noyau) et une somme de fonctions con-
tinues reste continue.
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Dé�nition 01.: Soit K : R ! R , on dit que K est un noyau si et
seulement si :

R
K(u)du = 1 Alors K est appelé noyau. Pour tout hn > 0

petit et n 2 N�, on peut dé�nir x 2 R par :

f̂n (x) =
1

n

nX
i=1

1

hn
K

�
x�Xi

h

�

=
1

nh

nX
i=1

K

�
x�Xi

h

�
� K est dit positif si K(u) � 0 8 u
� K est dit symétrique si K(u) = K(�u) 8u

On commence par remarque que la densité est la dérivée de la fontion de
répartition,ce qui permet d�ecrire pour tout x :

f (x) = F 0 (x) = lim
h!0

F (x+ h)� F (x)
2h

= lim
h!0

F (x+ h)� F (x� h)
2h

Donc pour un h > 0, on peut penser â estimer f(x) par :

f̂ (x) =
1

2h
(Fn(x+ h)� Fn(x� h))

= 1
2nh

Pn
i=1 1fx�h;x+hg (Xi)

Exemple de noyaux :

Voici quelques exemples de noyaux les plus communément utilisés:
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- Noyau rectangulaire :

K1(x) =

( 1

2
; si jxj � 1;

0 ; si jxj > 1:

- Noyau triangulaire :

K2(x) =
�
1� jxj ; si jxj � 1;
0 ; si jxj > 1:

- Noyau d�Epanechnikov ou parabolique :

K3(x) =

( 3

4

�
1� x2

�
; si x 2 [�1; 1] ;

0; sinon:

- Noyau quadratique :

K4(x) =

( 15

16

�
1� x2

�2
; si x 2 [�1; 1] ;

0; sinon:

- Noyau gaussien :
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K5 (x) =
1p
2�
exp

�
�1
2
x2
�
; x 2 R:

Les deux premiers ont l�avantage d�être simples, le noyau triangulaire
étant continu partout et conduisant à une estimation fn continue. Le
troisième doit sa notoriété à une propriété d�optimalité théeorique mais sans
grand intérêt pratique. Le quatrième est, à notre sens, le plus intéressant car
donnant une estimation dérivable partout, tout enétant simple à mettre en
oeuvre. En fait il s�agit du noyau le plus simple parmi les noyaux de forme
polynomiale dérivables partout. Ainsi il assure le lissage local de la fonction
fn . Ce noyau est d�une forme très proche du noyau Gaussien et il est donc
préférable. Notons que plus la valeur de h est elevee plus on elargit la fenêtre,
ce qui donne un e¤et de lissage globale de fn plus important.

Voici quelques courbes de noyaux usuels présentées ci-dessous

Code R .

K1=function(t){(1-abs(t))*ifelse(abs(t)<=1,1,0)}
K2=function(t){(15/16)*((1-t^2)^2)*ifelse(abs(t)<=1,1,0)}
K3=function(t){dnorm(t)}
K4=function(t){ifelse(abs(t)<1,(3/4)*(1-t^2),0)}
op=par(mfrow=c(2,2))
curve(K1(x),-1,1,ylab="K(x)",main="Triangulaire")
curve(K2(x),-1,1,ylab="K(x)",main="Biweight")
curve(K3(x),-4,4,ylab="K(x)",main="gaussien")
curve(K4(x),-1,1,ylab="K(x)",main="Epanechikov")
par(op)
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FIG:1�Les courbes des noyaux les plus communs

1.9 Estimateur à noyau

L�estimateur à noyau est probablement l�estimateur le plus utilisé et certaine-
ment le plus étudié mathématiquement, car il possède des propriétés qui le
rendent fort intéressant.

Dé�nition 02 : Un estimateur à noyau noté fn de la fonctionf est dé�ni
par :

fn (x) =
1

nhn

nX
i=1

K

�
x�Xi

hn

�
:::: (�)

où fhng n � 1 est une suite de réels positifs appelés paramètres de lissage
ou largeur de la fenêtre, qui tend vers 0 quand n tend vers l�in�ni.
Comme nous allons le voir par la suite, si le noyau Kest une fonction de

densité alors l�estimateur à noyau fn est lui aussi une fonction de densité.
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De plus, ce dernier possède les propriétés de continuité et de di¤érentiabilité.
De sorte que si, par exemple, K est la densité normale alors fn possède des
dérivées de tout ordre.

Propriété 01 : Un estimateur à noyau est une densité

Démonstration :

R +1
�1 fn (x) dx =

1

nhn

nX
i=1

Z +1

�1
K

�
x�Xi

hn

�
dx

en posent u =
�
x�Xi
hn

�

=
1

nhn

nX
i=1

Z +1

�1
Khndu

=
1

n

nX
i=1

Z +1

�1
K (u) du = 1

n
(n) = 1
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1.10 Théorème de Bochner :

Théorème 01 : Soit K : (R m , B m )! (R, B ) une fonction mesurable, où
B m est la tribu borélienne de R m , vérifant :

9 M (constante) telle que, 8 z 2 Rm , j K(z) j�M;

Z
Rd
j k (z) j dz <1

et

kzkm jK(z)j ! 0 quand kzk ! 1 .

ainsi que nous rappelons , soit

g : (Rm; Bm) ! (R;B) une fonction mesurable telle que

Z
Rm
jg (z)j dz <1:

On dé�nit :

gn (x) =
1

hmn

Z
Rm
k

�
z

hn

�
g (x� z) dz;
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où 0 < hn ! 0 quand n ! 1:

Si g est continue, alors

lim
n!1

gn (x) = g (x)

Z
Rm
k (z) dz:

Si g est uniformément continue alors la convergence ci dessus est uniforme.



Chapter 2

Estimation de la fonction de
régression dans le modèle de
censure droite

Pour toute variable aléatoire V , on note

TV = supft : F (t) < 1g

IV = infft : F (t) 6= 0g:

oùF est la fonction de répartitiondeV .

2.1 Censure à droite

Dans plusieurs études, il n�est pas possible d�observer un échantillon de
(X ;Y ) . Ainsi si la variable Y est le temps de survie d�un patient, à

13
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une maladie, ce patient peut décéder d�une autre cause pendant lé�tude ou
être toujours vivant à la �n de celle-ci.
Dans ce casY n0est pas observé mais l�observation est le minimum entre

Y et une variable de censure C.
Plus précisément soit Y une variable d�intérêt positive et bornée et C une

variable aléatoire de censure positive.

Nous observons l�échantillon (X1; Z1; �1)�::::�(Xn; Zn; �n)où Zi = Yi ^ Ci

et

�i = IfYi�Cig (�i est l�indicatrice de censure) :

Nous nous proposons d�estimer r (x) = E (Y=X = x) ; les estimateurs
donnés au chapitreprécédent ne peuvent plus être utilisés puisque Y n�est
pas toujours observé.

2.2 Principe de l�estimation

L�idée, introduite par (Carbonez et all (1995)), et reprise par (Kohler, M�athé
et Pintér (2002)) est de remplacer Y par une estimation de sa moyenne.
Soient S (t) = P (Y > t) et H (t) = P (C > t) les fonctions de survie

respectives de Y et C . On suppose que

(H1) :

8<:
(H1:1)C et (X ; y) sont indépendants et H est continue

(H1:2)TY <1 et H (TY ) > 0:

Remarquons que la condition H (TY ) > 0 implique TY < TC .
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Soit h une fonction de RdX R ! R . On se propose d�estimer la
moyenne E fh(X; Y )g sur la base de l�échantillon des données censurées à
droite.

Un "estimateur" sans biais de E fh(X; Y )g est donné par :

1

n

nX
i=1

�ih (Xi; Yi)

H (Zi)
:

En utilisant l�indépendance entre (X;Y ) et C avec les propriétés de
l�espérance conditionnelle, il vient

E

(
1

n

nX
i=1

�ih (Xi; Yi)

H (Zi)

)
= E

�
IfY1�C1gh (X1; Y1)

H (Y1)

�

= E

�
h (X1; Y1)

H (Y1)
E
�
IfY1�C1g= (X; Y )

��

= E (h (X1; Y1)) :

�Le problème est que H est inconnu.

l�estimateur de Kaplan -Meier (1958) donné par :

Ĥn (t) =

8>><>>:
nQ
i=1

�
1�

1� �(i)
n� i+ 1

�I
[Z(i)�t]

; si t < Tk;n;

lim s! Tk;n;s < Tk;n;Ĥn (s) ; si t � Tk;n;
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où Tk;n = max fZ1; :::; Zng et les paires
�
Z(i); �(i)

�
; i = 1; :::; n sont les

n paires observées
�
Z(i); �(i)

�
ordonnées en Z(i);i.e. Z(1) � Z(2) � ::: � Z(n) =

Tk;n;:

Remarquons que Ĥn a été légérement modi�é a�n de ne jamais s�annuler.
Cela suggère d�estimer r(x) par

r̂n(x) =
Pn

i=1Wn;i (x)
�iZi

Ĥn (Zi)
; (2:1)

la fonction poids Wn;i (x) dé�nie comme suit,

Wn;i (x) =

K

�
(x�Xi)

hn

�
Pn

j=1K

�
(x�Xj)
hn

� :

8t / 0 � t � 1 et x 2 R; on dé�nit
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T[0;1] (x) =

8>>>><>>>>:
t , si x > t;

x ; si 0 � x � t;

0 ; si x < 0:

Pour f : Rd ! R dé�nissons T[0;1]f : Rd ! R par�
T[0;1]f

�
(x) = T[0;1] (f (x))

:

Du fait que 0 � Y � TY <1 p.s, on a 0 � r(x) � TY ; on estime donc
r(x) plutôt par

rn(x) =

8>>>><>>>>:
Tk;n ; si r̂n(x) > Tk;n;

rn(x) = r̂n(x); si 0 � r̂n(x) � Tk;n;

0 ; si r̂n(x) < 0:

(2:2)

Par analogie avec (2:2) , posons

r�n(x) =

8>>>><>>>>:
TY ; si r̂n(x) > TY ;

r̂n(x) ; si 0 � r̂n(x) � TY ;

0 ; si r̂n(x) < 0 :
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2.3 Propriétés de l�estimateur

Le résultat Gill et Johansen.

Lemma 2.1.1 : On a

sup
t�TY

���Ĥn(t)�H(t)���! 0 n!1

Remarquons que Kohler et M�athé ont utilisé le résultat de (Stute et
Wang (1993)) qui exige la continuité de H pour avoir le résultat précédent.

Lemma 2.1.2 : Sous l�hypothèse (H1:2); on a

R
Rd
jrn(x)� r(x)j2 � (dx)! 0 (n!1) p.s

si et seulement si

R
Rd
jr�n(x)� r(x)j

2 � (dx)! 0 (n!1) p.s

preuve jr�n(x)� r(x)j
2 = jr�n(x)� rn(x) + rn(x)� r(x)j

2

� 2 jr�n(x)� rn(x)j
2 + 2 jrn(x)� r(x)j2
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R
Rd
jr�n(x)� r(x)j

2 � (dx) � 2
R
Rd
jr�n(x)� rn(x)j

2 � (dx)

+2
R
Rd
jrn(x)� r(x)j2 � (dx) :

On a:
R
Rd
jrn(x)� r(x)j2 � (dx)! 0 (n!1) p.s.

Donc il su¢ t de montrer que :
R
Rd
jr�n(x)� rn(x)j

2 � (dx)! 0 (n!1) .

On a: Tk;n � TY p.s.

jr�n(x)� rn(x)j =
���T
[0;TY ]

r̂n(x)� T[0;TY ] r̂n(x)
���

� TY � Tk;n

R
Rd
jr�n(x)� rn(x)j

2 � (dx) �
R
Rd
(TY � Tk;n)2 � (dx)

= (TY � Tk;n)2 ;

or Tk;n ! TY (n!1) p.s.
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Théorème 2.1.1: (Kohler, M·athé et Pintér (2002))

Sous l�hypothèse (H1) et si K est un noyau régulier, limhn
n!1

= 0;

lim
n!1

nhdn =1; alors l�estimateur rn(x) dé�ni par (2:1); (2:2) véri�e :

R
Rd
jrn(x)� r(x)j2 � (dx)! 0 (n!1) p.s.

Preuve

R
Rd
jr�n(x)� r(x)j

2 � (dx)! 0 (n!1) .

Posons

�rn(x) = T[0;TY ]

0BB@Pn
i=1

K

�
(x�Xi)

hn

�
Pn

j=1K

�
(x�Xj)
hn

� �iZi
Hn (Zi)

1CCA :

jr�n(x)� r(x)j
2 = jr�n(x)� �rn(x) + �rn(x)� r(x)j

2

� 2 jr�n(x)� �rn(x)j
2 + 2 j�rn(x)� r(x)j2
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Rd
jr�n(x)� r(x)j

2 � (dx)

� 2
R
Rd
jr�n(x)� �rn(x)j� (dx)+2

R
Rd
j�rn(x)� r(x)j2 � (dx) : (2:3)

nous substituons �rn(x)

R
Rd
j�rn(x)� r(x)j2 � (dx) �

R
Rd

��������
Pn

i=1

K

�
(x�Xi)

hn

�
Pn

j=1K

�
(x�Xj)
hn

� �1Z1
H1 (Z1)

� r(x)

��������
2

� (dx) :

De plus 0 � �1 Z1 = H(Z1) � TY = H (TY ) . et

E

�
�1Z1
H (Z1)

=X1

�
= E

�
IfY1�C1gY1
H (Y1)

=X1

�

= E
�

Y1
H (Y1)

E
�
IfY1�C1g=(X1; Y1

��

= E (Y1=X1) = r(X1)

Donc d�aprés le théorème de (Devroye et Krzy� zak (1989)) on obtient
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Rd
j�rn(x)� r(x)j2 � (dx) �

R
Rd

Pn
i=1

K

0@(x�Xi)

hn

1A
Pn
j=1K

0@(x�Xj)
hn

1A :
�1Z1
H (Z1)

� r(x)2� (dx) ! 0 ,(n!1) p.s.

(2:4)

Reste à majorer le premier terme de l�inégalité donnée à la formule (2.2)

R
Rd
jr�n(x)� �r(x)j

2 � (dx)

� TY
R
Rd

Pn
i=1

K

�
(x�Xi)

hn

�
Pn

j=1K

�
(x�Xj)
hn

� �1Z1

Ĥn (Z1)
�

nX
i=1

K

�
(x�Xi)

hn

�
Pn

j=1K

�
(x�Xj)
hn

� �1Z1
H (Z1)

� (dx)

� TY
R
Rd

Pn
i=1

K

�
(x�Xi)

hn

�
Pn

j=1K

�
(x�Xj)
hn

�TY 1

Ĥn (Zi)
� 1

H (Zi)
� (dx)

� T 2Y
1

Ĥn(TY )H(TY )
sup
t�TY

���H(t)� Ĥn(t)���! 0 (n!1) p.s.

à cause de ( H1;2 )et du lemme 2.1.1.
Signalons le fait que Guessoum et Ould said (2009) ont modi�é légérement Ĥn

en lui imposant de s�annuler à partir de léobservation la plus grande. Ils ont
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alors, d�une part établi la convergence presque sûre uniforme sur des compacts
de l�estimateur ainsi obtenu, donné des vitesses de convergence et prouvé d
U64aautre part sa normalité asymptotique.
Nous nous devons aussi de faire remarquer que le résultat donné au

théorème précédent a été aussi prouvé dans Kohler, M�athé et Pintér (2002)
pour des estimateurs à poids (plus proches voisins et à partitions) dans un
modèle de censure à droite.



Chapter 3

Etude asymptotique

3.1 Convergence en loi

Dé�nition 3.1.1 : Soit (Xn) et X des vecteurs aléatoires â valeurs dans
l�espace probabilisable (RP ; BRP ). On dit que la suite(Xn) converge en loi
vers X si, pour toute fonction h de Rp vers R, continue et bornée, on a

lim
n!1

E [h (xn)] = Eh (x) :

On note Xn
L! X et on dit aussi parfois que la loi de Xn converge vers

celle de X .

Proposition 3.1.1 : Soit (Xn) et X des v.a.r. de fonction de réparti-
tion (Fn) et F respectivement. La suite (Xn) converge en loi vers X si, et
seulement si,

lim
n!1

Fn (x) = F (x) :

en tout point x où F est continue.

25
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Exemple On considère la suite (Xn) de v.a.r. telle que, pour tout n, la
v.a.r. Xn ait pour loi

P
�
Xn = 2 +

1
n

�
= 1

i.e. la loi de Xn est la dirac en 1 + 2
n
(PXn= �2+ 1

n
). En raison de la

convergence de la suite (2 + 1
n
) vers 2, on a :

8x > 2;9n0 : 8n > n0; 2 + 1
n
< x:

8x > 2;9n0 : 8n > n0; Fn(x) = P (Xn � x) = 1

Par ailleurs, pour tout x � 2, on a :

Fn(x) = P (Xn � 2) = 0:

Dé�nissons alors X la v.a.r. de loi �2. Sa fonction de répartition est alors
:

Fn(x) =

8<:
0 si x < 2;

1 si x � 2:

On remarque que la fonction FX est continue sur Rn f2g et que, sur cet
ensemble, on a :

lim
n!1

Fn (x) = F (x) :
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Ainsi, d�après la proposition précédente, on a la convergence de Xnvers
X . Il est intéressant de noter que la convergence des fonctions de répartition
n�a pas lieu au point de discontinuité de F puisque l�on a, pour tout n,

Fn (2) = 0 6= F (2) = 1

Théorème 3.1.1: Soit (Xn) et X des vecteurs aléatoires de Rp, absol-
ument continus dedensité (fn;X) et f par rapportâ la mesure de Lebesgue
dans Rp. Si on a, �p-presquepartout,

lim
n!1

fn;x = f

alors

Xn
L! X

Théorème (Théorème de Paul Lévy) 3.1.2 :

1. Si (Xn) est une suite de variables aléatoires dans Rp convergeant en
loi vers une variable aleatoire X dans Rp , alors la suite ('Xn) des fonctions
caractéristiques associée â la suite (Xn) converge en tout point vers la fonction
caractéristique 'X de X , i.e.

Xn
L! X ) 8x 2 Rp; 'Xn (x)! 'X (x) :

2. Soit (Xn) est une suite de variables aléatoires dans Rp. Si la suite
('Xn) de ses fonctions caractéristiques converge simplement vers une fonction
' continue en 0,alors �est la fonction caractéristique d�une variable aléatoire
X et Xn converge en loi vers X , i.e.
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'Xn (x)! 'X (x) ;8x 2 Rp ) Xn
L! X ,

Théorème (Théorème de Cramer-Wold) 3.1.3 :

Soit (Xn) et X des vecteurs aléatoiresdansRp. On a alors l�équivalence
suivante :

Xn
L! X , 8u 2 Rp : u0Xn

L! u0X ,

Preuve. Supposons en premier lieu que Xn converge en loi vers X . La
fonction g de Rp vers R dé�nie par g(x) = u0x; pour u dans est une forme
linéaire. Elle est donc continue. Ainsi, d�après le théorème de Slutsky, on a
la convergence

u0Xn
L! u0X

Réciproquement, supposons que pour tout u dans Rp, on ait

u0Xn
L! u0

Le théorème de Paul Lévy, nous donne alors la convergence

'u0Xn (t)! 'u0X (t)

pour tout t dans R. Celle-ci prise en t = 1, nous donne :

'u0Xn (1) = 'Xn (u)! 'X (u) = 'u0X (1)

dont on tire, en utilisant la réciproque du théorème de Paul Lévy, la
convergence Xn

L! X:
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3.2 Convergence presque sûre

Dé�nition 3.2.1 : On dit que la suite (Xn) de v.a.r. converge presque
sûrement vers X s�il existe un élément A de la tribu A tel que P (A) = 1 et

8! 2 A lim
n!1

Xn (!) = X (!)

On note

Xn
p:s! X:

Théorème 3.2.1 : La suite de v.a.r. (Xn) converge presque sûrement
vers X si la suite dev.a.r. (Ym) dé�nie par :

Ym = sup
n�m

j Xn �X:j

alors (Ym) converge en probabilité vers 0.

Proposition 3.2.1: Si, pour tout " strictement positif, la série de terme
général P [jXnj > "] est convergente, i.e.

8" > 0
P

n P [jXnj > "] < +1

alors (Xn) converge presque sûrement vers zéro.
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3.3 Estimation de la foction de régression

Introduction

Le modéle de la régression est l�un des modèle les plus fréquemment ren-
contrés en statistique paramétrique et non paramétrique. Soient (X1,Y1);
(X2, Y2),....,(Xn, Yn) dans couples de variables aléatoire indépendantes et
de même loi que (X,Y), de densité jointe f (x, y) sur R2et une densité mar-
ginale f (x) > 0.Dans le modèle de régression non paramétrique on suppose
l�existence d�une fonction "r" qui exprime la valeur moyenne de la variable à
expliquer Y en fonction de la variable fonctionnelle explicative X , c�est-à-dire
:

Y = r(X) + ";

où "" " est une variable centrée réduite et indépendante de X .

Dé�nition 3.3.1:

Soit (Xi,Yi)i=1;:::;n et n paires, i.i.d. comme (X ,Y ) évaluées dans E �R,
où (E; d) est un espace semi-métrique.
On dé�nit l�opérateur de régression "r" par :

r(x) = E[Y=X = x] :

3.3.1 Présentation de l�estimateur :

Nous proposons pour l�opérateur non linéaire r, l�estimateur de régression du
noyau fonctionnel dé�ni par :

r̂ (x) =

Pn
i=1K

�
h�1d (x�Xi)

�
YiPn

i=1K
�
h�1d (x�Xi)

� ;
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où K est un noyau asymétrique et h est strictement positif réel.

On pose :

Wi;h (x) =
K
�
h�1d (x�Xi)

�Pn
i=1K

�
h�1d (x�Xi)

� ;
Il est facile de réecrire l�estimateur de noyau comme suit :

r̂ (x) =
Pn

i=1Wi;h (x)Yi

avec,

Pn
i=1Wi;h (x) = 1

3.3.2 Hypothèses

r 2 C0E (3:1)

où

C0E =
�
f : E ! R ; limd(x;x0)!0f(x

0) = f(x)
	
:

8� > 0; P (X 2 B(X; ")) = '(�) > 0: (3:2)

8>>>><>>>>:
h est positivetelleque :

limn!1 h = 0 et limn!1
logn
'(h)

K est une noyau de type I
o�u

K est une noyau de type II

(3:3)
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8m � 2; E(jY mj =X = x) < �m(x) < 1 avec �m(.) continue a x .
(3:4)

Une fonction K de R en R+telle que
R
k = 1;appelé noyau de type I s�il

existe deux constantes réelles 0 < c1< c2 < 1 tell que :

c11[0;1] � K � c21[0;1]

9 c3 > 0, 9 �0, 8" < �0;
R "
0
'x(u)du > c3�'x(") (3:5)

9 �> 0, telle que :

r 2 LipE,�; (3:6)

où

LipE,� =
�
f : E ! R;9C 2 R+� ;8x0 2 E; jf(x)� f(x0)j < Cd(x; x0)�

	
.

3.3.3 La convergence presque complète ponctuelle

Théorème 3.4.1:
Dans le modèle de type de continuité (3.1) avec la probabilité condi-

tionnlle (3.2), si l�estimateur véri�e (3.3) et si la variable réponse Y satisfait
(3.4), alors nous avons :

lim
n!1

r̂ (x) = r (x) p.s

Démonstration.

En utilisant la notation de �i dé�ni par :
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�i =
K
�
h�1d (x�Xi)

�
EK

�
h�1d (x�Xi)

� ;

Soient r̂1(x) et r̂2(x) les quantités suivantes :

r̂1(x) =
1
n

Pn
i=1�i

r̂2(x) =
1
n

Pn
i=1 Yi�i

Nous avons clairement r̂(x)= r̂2(x)
r̂1(x)

telle que :

r̂1(x) =
1

nE
�
K
�
h�1d (x�Xi)

�� Pn
i=1K

�
h�1d (x�Xi)

�

et

r̂2(x) =
1

nE
�
K
�
h�1d (x�Xi)

�� Pn
i=1K

�
h�1d (x�Xi)

�
Yi

En utilisant la décomposition suivante :

r̂(x)�r(x) = 1
r̂1(x)

f(r̂2(x)� Er̂2(x))� (r(x)� Er̂2(x))g� r(x)
r̂1(x)

fr̂1(x)� 1g :

Lemme 1:
sous les hypothéses (3.1) et (3.3), on a :
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lim
n!1

E r̂2 (x) = r (x)

Démonstration.

r(x)� E r̂2(x) = r(x)� E (Y1�1) ;

= r(x)� E (E (Y1�1=X1)) ;

= r(x)� E (r (X1)�1) ;

Puis que le support de la fonction de noyau K est [0 ,1], nous avons :

jr(x)� r(X1)j�1 � supx02B(x;h) jr(x)� r(x0)j�1;

et l�hypothése de continuité sur r permet d�obtenir le résultat revendiqué.

Lemme 2 :

solon les hypothéses(3.2) et (3.4) et (3.3), nous avons :

r̂2(x)� E r̂2(x) = Op:co:
�q

logn
n'x(h)

�
:

Démonstration.

On pose, pour i = 1,..., n ,Ki =K
�
h�1d (x�Xi)

�
;
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La démonstration de ce résultat est basée sur l�utilisation d�une inégalité
exponentielle de type Berntein.e¤ectivement,

P (jr̂2(x)� Er̂2(x)j > �) = P
�
1
n
j
Pn

i=1 (Yi�i � E (Yi�i))j > �
�
:

Et nous devons montrer qu�il existe � > 0 telle que :

P
n2N� P

�
1
n
j
Pn

i=1 (Yi�i � E (Yi�i))j > �0
q

logn
n'x(h)

�
<1

Donc, nous appliquons l�inégalité exponentielle Zi = Yi�i � EY1�1

9C > 0;8m = 2; 3; :::; jE (Y1�1 � E (Y1�1))j � C'x (h)
�m+1

Tout d�abord, nous prouvons que pour m � 2:

E jY1jm�m
1 = O

�
'x (h)

�m+1� : (3:7)

Pour cela, nous écrivons :

E jY1jm�m
1 =

1
(EK1)m

fE jY1jmKm
1 g ;

= 1
(EK1)m

fE (E (jEY1jmX)Km
1 )g ;

= 1
(EK1)m

fE�m (X)Km
1 g

= 1
(EK1)m

fE ((�m (X)� �m (x))Km
1 ) + �m (x)EK

m
1 g :
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Ce qui implique que :

jE jY1jm�m
1 j � E j�m (X)� �m (x)j�m

1 + �m (x)E�
m
1

�
 

sup
x02B(x;h)

j�m (x0)� �m (x)j
!
E�m

1 + �m (x)E�
m
1

Parce que 0 <
R
Km <1 ;si K est du type I(resp II) puis Km=

R
Km est

également du type I(resp II).

Donc, en appliquant lemme on :

C1'x(h) � EKm
1 � C2'x(h) (3:8)

En utilisant (3.8) peut l�écrire pour m = 2; 3,.... :

C1
'x(h)

m�1 � E�m
1 � C2

'x(h)
m�1

Ce qui implique que

jE jY1jm�m
1 j = O ('x(h)m�1)

De plus, nous avons :
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(Y1�1 � E (Y1�1))
m =

Pm
k=0 ck;m (Y1�1)

k E (Y1�1)
m�k (�1)m�k

où

ck;m =
m !

(k!(m�k)!) ;ce qui implique que

E jY1�1 � E (Y1�1)jm � C
Pm

k=0 ck;mE (Y1�1)
k (r (x))m�k

� C max
k=0;1;2;:::;m

E (Y1�1)
k

� C max
k=0;1;2;:::;m

'x(h)
�k+1

La dernière inégalité utilise (3.7) pour K �2 alors que pour K = 1 on
peut montrer que E jY j�1 = O(1) qu�en suivant les mêmes étape que celles
de la preuve de Lemme 1 Parce que �(h) tend vers zéro avec n, il devient

E jY1�1 � E (Y1�1)jm = O
�
('x(h))

�m+1�

Ensuite, nous avons un = (a2 log n) =n = log n= (n'x(h)) avec a
2 =

'x(h)
�1, il est clair que un tend vers zéro à n en utilisant l�hypothèse (3.3)
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Lemme 3

Solon les hypothéses( 3.2) et (3.3), on a :

r̂1(x)� 1 = Op:co:
�q

logn
n'x(h)

�
:

Démonstration.

pour i = 1,..., n , et Y1 = 1 on utiliser inégalité exponentielle de type
Berntein.donc,

P (jr̂1(x)� 1j > �) = P
�
1
n
j
Pn

i=1�i � E�ij > �
�

Et nous devons montrer qu�il existe � > 0 telle que :

P
n2N� P

�
1
n
j
Pn

i=1 (�i � E (�i))j > �0
q

logn
n'x(h)

�
<1

Donc, nous appliquons l�inégalité exponentielle Zi = �i�EY1�1Pour ce
faire, nous devons d�abord montrer :

9C > 0;8m = 2; 3; :::; jE (Y1�1 � E (Y1�1))j � C'x (h)
�m+1

Tout d�abord, nous prouvons que pour m � 2:

E jY1jm�m
1 = O

�
'x (h)

�m+1� : (3:9)
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Pour cela, nous écrivons :

E jY1jm�m
1 =

1
(EK1)m

fE jY1jmKm
1 g ;

= 1
(EK1)m

fE (E (jEY1jmX)Km
1 )g ;

= 1
(EK1)m

fE�m (X)Km
1 g

= 1
(EK1)m

fE ((�m (X)� �m (x))Km
1 ) + �m (x)EK

m
1 g :

Ce qui implique que :

jE jY1jm�m
1 j � E j�m (X)� �m (x)j�m

1 + �m (x)E�
m
1

�
 

sup
x02B(x;h)

j�m (x0)� �m (x)j
!
E�m

1 + �m (x)E�
m
1

Parce que 0 <
R
Km <1 ;si K est du type I(resp II) puis Km=

R
Km est

également du type I(resp II).

Donc, en appliquant lemme on :

C1'x(h) � EKm
1 � C2'x(h) (3:10)
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En utilisant (3.9) , on peut l�écrire pour m = 2; 3,.... :

C1
'x(h)

m�1 � E�m
1 � C2

'x(h)
m�1

Ce qui implique que

(Y1�1 � E (Y1�1))
m =

Pm
k=0 ck;m (Y1�1)

k E (Y1�1)
m�k (�1)m�k

où

ck;m =
m !

(k!(m�k)!) ;ce qui implique que

E jY1�1 � E (Y1�1)jm � C
Pm

k=0 ck;mE jY1�1jk jr (x)jm�k

� C max
k=0;1;2;:::;m

E jY1�1jk

� C max
k=0;1;2;:::;m

'x(h)
�k+1

La dernière inégalité utilise (3.7) pour K �2 alors que pour K = 1 on
peut montrer que E jY j�1 = O(1) qu�en suivant les mêmes étape que celles
de la preuve de Lemme 1 Parce que �(h) tend vers zéro avec n, il devient

E jY1�1 � E (Y1�1)jm = O
�
('x(h))

�m+1�
Ensuite, nous avons un = (a2 log n) =n = log n= (n'x(h)) avec a

2 =
'x(h)

�1, il est clair que un tend vers zéro à n en utilisant l�hypothèse (3.3)
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Simulation

Nous terminons ce mémoire par un travail de simulation de l�estimateur à
noyau de la fonction de régression aussi bien pour des données complètes que
pour des données censurées à droite et pour di¤érents modèles.

Nous choisissons le noyau gaussien

K(t) =
1p
2
exp

�
�t

2

2

�

4.1 Modéle linéaire

SoitYi = �Xi + �0 + �"i où Xi et "i sont deux suites de variables aléatoires
i.i.d. de loi normale N (0, 1): Nous choisissons pour notre simulation

� = 1 � = 0:8 et �0 = 3:

On a r(x) = E(Y = X = x) = �x+ �0 = 0:8x+ 3
Dans le cas du modèle de censure, nous simulons aussi n variables aléa-

toires Ci i.i.d. de loi N (0,1).

41
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Nous posons
Zi = Yi ^ Ci , �i = IfYi�Cig dans le cas de la censure à droite,

Application sous R:

rn(list=ls(all=TRUE))
n=100
X=rnorm(n,0,2)
E=rnorm(n)
Y=3+0.8*X+E
K=function(t){(1/sqrt(2*pi))*exp(-0.5*t^2)}
h=n^-.2
s=100
a=min(X)
b=max(X)
x=seq(a,b,length=s)
V=numeric(n)
fn=numeric(s)
for(j in 1 :s){
for(i in 1 :n){ V[i]=K((x[j]-X[i])/h) }
fn[j]=sum(V)/(n*h)}
W=numeric(n)
Hn=numeric(s)
for(j in 1 :s){
for(i in 1 :n){ W[i]=K((x[j]-X[i])/h)*Y[i] }
Hn[j]=sum(W)/(n*h)}
Rn =Hn/fn
op=par(mfrow=c(1,3))
plot(x,Rn,xlab="x", ylab="Rn(x)", main="n=100",type=�l�,col=4, lwd= 2)
abline(3,.8,lwd= 2)\bigskip

Pour n =500
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n=500
X=rnorm(n,0,2)
E=rnorm(n)
Y=3+0.8*X+E
h=n^-.2
V=numeric(n)
for(j in 1 :s){
for(i in 1 :n){ V[i]=K((x[j]-X[i])/h) }
fn[j]=sum(V)/(n*h)}
W=numeric(n)
for(j in 1 :s){
for(i in 1 :n){ W[i]=K((x[j]-X[i])/h)*Y[i] }
Hn[j]=sum(W)/(n*h)}
Rn =Hn/fn
plot(x,Rn,xlab="x", ylab="Rn(x)", main="n=500",type=�l�,col=4, lwd= 2)
abline(3,0.8,lwd= 2)\bigskip

Données complètes

FIG 4:1�cas linéaire: vaec n = 100 ,500 ,1000
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Données censurées à droite

Fig:4:2�cas linéaire avec n = 100, 500 ,1000.

Données censurées à gauche

Fig.4.3-Cas linéaire avec n=100,500,1000
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a présenté la méthode d�estimation à noyau, qui
permettant d�e¤ectuer de la régression non paramétrique. Ce travail a montré
que la méthode d�estimation de régression non paramétrique est simple et
peut être très utile dans plusieurs situations. Par exemple, dans l�analyse des
données, lorsque l�on désire comprendre et observer les relations qui existent
entre les variables.
Dans la régression non paramétrique, la méthode du noyau joue un grand

rôle. Pour que son soit plus utilisée par les praticiens, il est nécessaire que
les programmes informatiques permettant d�appliquer ces méthodes soient
facilement accessibles et assez simples d�utilisation. Cela favorise aussi les
échanges entre statisticiens et utilisateur. L�estimateur à noyau de la régres-
sion non paramétrique d�pend de deux paramètres le noyau K et le paramètre
de lissage h.
Dans la pratique, on utilisé le logiciel R pour présenté des exemples sur

cet estimateur, et à travers les résultats obtenus, nous concluons que : le
noyau K est peu in�uence sur l�estimateur, par contre le paramètre h est un
grand in�uence, et dont le choix est crucial
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Résumé

Ce mémoire porte sur l�étude sur les estimateurs à noyau de la fonction
de régression dans di¤érents contextes, à savoir pour des données complètes
(réelles et fonctionnelles) ainsi que pour des données censurées à droite.
Finalement, nous donnons des explications graphiques des résultats théoriques

appliqués sur des exemples de régression linéaire à l�aide du logiciel R.
travail de simulation a permis de véri�er la bonne performance des esti-

mateurs étudiés.

Abstract

This dissertation covers the study of kernel estimators of the regression
function in di¤erent contexts, namely for complete data (real and functional)
as well as for right-censored data.
Finally, we give graphic explanations of the theoretical results applied to

linear regression examples using the R software.
simulation work made it possible to verify the good performance of the

estimators studied.


