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Introduction 1

Introduction

Les séries chronologiques, ou temporelles, encore nommées chroniques sont
des séries statistiques ordonnés dans le temps que prennent des valeurs numé-
riques. Elles peuvent utiliser n�importe quelle mesure du temps , dates ou périodes,
à condition que l�espacement des observations soit constant. On emploie aussi le
temps de périodicité malgré son ambiguité ( il est aussi utilisé pour désigner le
temps qui s�écoule entre deux périodes identiques ). Une série temporelle peut
aussi s�observer de façon continue, par exemple en physique . Leur domaine d�ap-
plication est très vaste et s�étend de l�astronomie à l�économie et �nance en passant
par la biologie, psychologie, géophysique ou la théorie du signal...etc. L�étude d�un
processus aléatoire à partir d�une série chronologique peut avoir généralement les
objectifs suivants : Comprendre le passé : expliquer les variations observées, Pré-
dire les valeurs futures (proches), Etudier le lien avec d�autres séries. L�idée est de
prendre un échantillon de données et de construire le meilleur modèle qui ajuste
ces données. Ce modèle nous permet de tirer certaines conclusions sur la série.

Ce travail est répartit comme suit :
Le premier chapitre est comprend les notions de base sur les séries chrono-

logiques et tout ce qui y est lié .

Le deuxième chapitre présente les principaux modèles : AR, MA, ARIMA,et
les modéles saisonnier SARIMA avec Les étapes méthodologiques de Box & Jen-
kins l�étude des séries chronologiques randomisées sont mentionnées.

Le troisième chapitre et dernier chapitre est consacré à l�application de
modéle SARIMA par la méthode de Box & Jenkins avec le programme Eviews
sur nombre de naissances à l�hôpital de Sidi Abd-elkader de Ouargla ( Janvier
2015 - Août 2020):



Chapitre 1

Généralités sur les séries
chronologique :

Une série chronologique est une suite formée d�observations au cours du temps,
L�analyse des série chronologique est un outil couramment utilisé de nos jours
pour la prédiction de données futures, il est appliqué dans beaucoup de domaines
à savoir en �nance en médecine en économétrie et en météorologie et dans bien
d�autre domaines.
La prévision se base sur la connaissance du passé et du présent. L�analyse des

séries chronologiques, présente plusieurs méthodes entre d�autre le lissage expo-
nentiel et les modèles basés sur les processus aléatoires linéaires (modèles ARIMA
saisonnier SARIMA,). dans la suite on présentera les notions de base des séries
chronologiques nécéssaire à la compréhension de la suite du mémoire.

1.1 Dé�nition d�une série chronologique

Une séries statistique est désignée comme étant chronologique quand les don-
nées qui la constituent sont les valeurs d�une variable enregistrée en fonction de
la date pendant une certaine période [2] [3] .

Dé�nition 1.1.1 On appelle série chronologique une suite d�observations numé-
riques d�une grandeur e¤ectuées à intervalles réguliers au cours du temps.

Dé�nition 1.1.2 Une série chronologique, ou chronique ou série temporelle, est
une suite �nie de données indexée par le temps.

Si t1,t2, ..., tn sont les n instants successifs d�observation et si Xti est la
valeur mesurée à l�instant ti, on notera la série chronologique fXtgt2Toù T est
l�ensemble ordonné T = ft1; t2; ::::; tng:

2
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Exemple 1.1.1 (de séries chronologiques)

1. Ecologie (pollution).

2. Nombre annuel de gréves aux Etats-Unis de 1951 à 1980.

3. Nombre mensuel de décés accidentelsarx USA 1973 - 1979 .

� Taille de la population algérienne de 2000 à 2020.

Time

se
r

ie
_t

s

2000 2005 2010 2015 2020

3.
2e

+0
7

3.
8e

+0
7

4.
4e

+0
7

Fig. 1.1 �La population algérienne de 2000 à 2020.

1.2 Objectifs de lanalyse d�une chronique

Les objectifs de l�analyse d�une série chronique sont :

1. Modélisation

Elle consiste à :
-Développer des modèles permettant de décrire le comportement d�une ou

plusieurs séries chronologiques.
-Mettre au point une méthodologie pour spéci�er, estimer, valider (juger) un

modèle approprié pour des données particulières.

2. Prévision
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Étant données des observations X1; :::; XT , la prévision consiste à évaluer un
valeur non observée, XT+h . La prévision peut être ponctuelle, ou prendre la forme
d�un intervalle de prévision.

1.3 Les composantes d�une série chronologique

La première étape dans l�étude des séries chronologiques consiste à représenter
graphiquement l�événement qui permet d�entrevoir les quatre composantes fonda-
mentales d�une chronique [4] :

1. La tendance ft : Représente l�évolution à long terme de la grandeur étudiée,
et traduit l�aspect général de la série.

2. Les variations saisonnières St : Sont liées au rythme imposé par les saisons
météorologiques (production agricole, consommation de gaz,...), ou encore
par des activités économiques et sociales (fêtes, vacances, solde, etc).

Elles sont de nature périodique, c�est-a-dire qu�il existe un entier p, appelé
période, tel que St =St+p pour tout t � 1.
3. Cycle Ct : Regroupe les variations autour de la tendance avec des alternances

de phases d�expansion et de recession. Ces phases durent généralement plu-
sieurs années, mais n�ont pas de durée �xe.

4. Les variations accidentelles ou résiduelles "t : les variations accidentelles
sont des fuctuations irrégulières et imprévisibles. Elles sont supposées en
général de faible amplitude. Elles proviennent de circonstances non prévi-
sibles : catastrophes naturelles, crise boursière, grèves,...
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Le graphique suivant présente l�ensemble des composantes précitées

Fig. 1.2 �Les composantes d�une série chronologique.

1.4 Schémas de décomposition d�une série chro-

nologique

La technique de décomposition d�une série chronologique, repose sur un modèle
qui l�autorise. Ce modèle porte le nom de schéma de décomposition. Il en existe
essentiellement deux grands types [5] :

1. Schéma additif

Dans un modèle additif, on utilise les 4 composantes : tendance, variations
saisonnières, composante cyclique et composante résiduelle sont indépendantes
les unes des autres. On considère que la série Xts�écrit comme la somme de ces 4
composantes :

Xt = ft + Ct + St + "t:
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Fig. 1.3 �schéma additif.

2. Schéma multiplicatif

Dans un modèle multiplicatif on utilise aussi les 4 composantes : tendance,
variations saisonnières, composante cyclique et composante résiduelle sont indé-
pendantes les unes des autres. On considère que la sérieXts�écrit comme la produit
de ces 4 composantes :

Xt = ft � Ct � St � "t:

Fig. 1.4 �schéma multiplicatif.

3. Schéma mixte

Dans un modèle mixte on utilise les deux schéma muliplicatif et additif avec les
4 composantes : tendance, variations saisonnières, composante cyclique et compo-
sante résiduelle sont indépendantes les unes des autres on considère que la série
Xts�écrit comme la produit et la somme de ces 4 composant :
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Xt = (ft + ct)� st + "t

Xt = ft + (ct � st) + "t

:

:

:

Remarque 1.4.1 La tendance (Zt) prend dé¤rentes forme :

a. Linéaire :Zt = a+ bt:

b. Quadratique : Zt = a+ bt+ ct2.

c. Exponetielle : Zt = aebt:

� Choix du modèle
Le choix du modèle est dé�ni par plusieurs méthodes :

Méthode de la bande :

On utilise le graphe de la série et la droite passant par les minima et celle
passant par les maxima.
- Si ces 2 droites sont à peu près parallèles : le modèle est additif.
- Si ces 2 droites ne sont pas parallèles : le modèle est multiplicatif.

Méthode du pro�l :

On utilise le graphique des courbes superposées.
- Si les di¤érentes courbes sont à peu près parallèles : le modèle est additif.
-Sinon (les pics et les creux s�accentuent) : le modèle est multiplicatif.

Méthode du tableau de Buys et Ballot :

On calcule pour chacune des années, la moyenne et l�écart type.
On trace les points d�abscisse la moyenne et d�ordonnée l�écart type de la même

année.
On trace la droite des moindres carrés de ces points.
-Si l�écart type est indépendant de la moyenne le modèle est additif.
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-La pente (a) de la droite des moindres carrés est très proche de 0.
Sinon ;
-l�écart type est fonction de la moyenne le modèle est multiplicatif.
-La pente (a) de la droite des moindres carrés n�est pas nulle.

1.5 Coe¢ cients saisonniers

On sait que l�in�uence des variations saisonnières doit être neutre sur l�années
et que ces variations (St)se répètent théoriquement à l�identique de période en
période. Dans toute série chronologique observée sur un cas réel, les variations
saisonnières ne sont jamais identiques. Donc, pour satisfaire aux exigences du
modèle théorique, et pour pouvoir étudier la série réelle, il faut estimer, à la place
des(St) observées, des variations périodiques identiques chaque année (mois par
mois, ou trimestre par trimestre) qu�on appelle coe¢ cients saisonniers. On les
note Sj ,j = 1 �a 12 pour des données mensuelles. j= 1 �a 4 pour des données
trimestrielles.
�Méthode de calcul des coe¢ cients saisonniers
La série Yt est observée sur n année par période p. (p = 12) mois (j =

1; 2; :::; 12) ou 4 trimestres (j = 1; 2; 3 ou 4). Les variations saisonnières St sont
égales, par hypothèse du modèle additif à :

St = Yt � ft;

nous obtenons donc n� j valeurs de St, que nous pouvons écrire Sij. On
retiendra 12 valeurs de Sj (mois) ou 4 valeurs de Sj (trimestres) comme coe¢ cients
saisonniers, en calculant, mois par mois, ou trimestre par trimestre, la moyenne
arithmétique des St, sur l�ensemble des n années, on obtient :

Sj =
1

n

nX
j=1

Sij:

La somme sur l�année de ces coe¢ cients saisonniers Sj devrait en toute logique
être égale à 0. En fait, bien souvent, les approximations des calculs conduisent à
un résultat légèrement di¤érent. Dès lors, dans le cas où la somme des Sj est
di¤érente de 0, on calcule un coe¢ cient correcteur qui est la moyenne des Sj sur
l�année

Sj =
1

12

12X
j=1

Sj:
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Et l�on retient en dé�nitive, comme coe¢ cient saisonnier corrigé la valeur :

S�j = Sj � �:

Le principe théorique selon lequel la moyenne (ou la somme) des coe¢ cients
saisonniers est égale à zéro est respectée par les S�j (coe¢ cients saisonniers corri-
gés).

1.6 Série désaisonnalisée

Nous appelons série désaisonnalisée ou série corrigée des variations saisonnières
notée série CV S, la série chronologique Yt à laquelle on a enlevé les variations
saisonnières.
Dans le cas du modèle additif : La série désaisonnalisée est :

Y �
t = Yt � St:

Dans le cas du modèle multiplicatif : La série désaisonnalisée est :

Y �
t =

Yt
St
:

La particularité de la série CV S est que les données de Y �
t Sont directement

comparables : on a enlevé l�e¤et des saisons et donc le caractère propre de chaque
mois on peut par exemple comparer les données d�un mois de janvier et celle d�un
mois de juillet.

1.7 Autocorrélations simple et partielle

Les principales caractéristiques temporelles sont données par l�autocorrélation
(simple) et l�autocorrélation partielle .
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1.7.1 La fonction d�autocovariance et d�autocorrélation

La fonction d�autocovariancef (h)gh2Z mesure la covariance entre une variable
et cette même variable à des dates di¤érentes, pour un délai h :

 (h) = cov (Xt; Xt�h) = E [(Xt � E(Xt)) (Xt�h � E(Xt�h))]

Ainsi

(0) = V ar(Xt) = E
�
((Xt)� (E(Xt))

2
�
= �2X :

Elle fournit une information sur la variabilité de la série et sur les liaisons
temporelles qui existent entre les diverses composantes de la série Xt :
La fonction d�autocorrélation est dé�nie par :

�(h) =
(h)

(0)
; h 2 Z:

Avec �(0) = 1 et j�(h)j < 1:
L�équivalent empirique de la fonction d�autocorrélation, noté �̂(h) , est obtenu

à partir de l�estimateur suivant pour l�autocovariance ̂(h) à l�ordre h :

̂(h) =
1

T � h� 1

TX
t=h+1

(Xt � �X)(Xt�h � �X):

On dé�nit la matrice de corrélation (de dimension m) de la manière suivante :

R(m) =

0BBBBBB@
1 �(1) �(2) ::: �(m� 1)
�(1) 1 �(1) :: �(m� 2)
: : :
: : :
: : :

�(m� 1) �(m� 2) ::: �(1) 1

1CCCCCCA
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1.7.2 La fonction d�autocorrélation partielle

Elle mesure la liaison linéaire entre Xt , Xt�h une fois retirés les liens transi-
tants par les variables intermédiaires Xt�1,...,Xt�h+1:

Le coé¢ cient d�autocorrélation partielle d�ordre h, noté r(h) est dé�nie par

r(h) = cov(Xt; Xt�h=Xt�1; :::; Xt�h+1)

Le coé¢ cient d�autocorrélation partielle d�ordre h d�un processus stationnaire
se calcule de la manière suivante :

r(h) =
j R(h)� j
j R(h) j

avec

R(h) =

0BBBB@
1 �1 : : �h�1
�1 1 : : �h�2
: : 1 : :
: : : : :
�h�1 �h�2 : : 1

1CCCCA
et R(h)� est la matrice R(h) dans la quelle on a remplacé la colonne h

par

0BBBB@
�1
�2
:
:
�h

1CCCCA,

R(h)� =

0BBBB@
1 �1 : : �h�1
�1 1 : : �h�2
: : 1 : :
: : : : :
�h�1 �h�2 : : 1

1CCCCA
Ainsi

r(1) = �(1); r(2) =
�(2)� �(1)2

1� �(1)2
; :::

De manière empirique, les autocorrélations partielles s�estiment par l�estima-
tion des autocorrélations simples et en calculant r̂(h) à partir de la formule ci-
dessus.
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1.8 Bruit blanc

Dé�nition 1.8.1 On dit que la suite de variables aléatoires f"tg constitue un
bruit blanc faible si elle possède les propriétés suivantes [6] :

8>>>><>>>>:
E("t) = 0, pour tout t 2 Z

E("2t ) = �2" 6= 0,

cov("s; "t) = 0; si t 6= s:

En d�autres termes, les variables aléatoires "t sont de moyenne nulle, de va-
riance constante et non corrélées.

Remarque 1.8.1 On dit que f"tgest un bruit

Remarque 1.8.2 blanc fort s�il est un bruit blanc faible et que les variables aléa-
toires "t sont i.i.d. (indépendantes et identiquement distribuées).

1.9 stationnarité

La stationnarité est une caractéristique d�une série chronologique qui implique
que le comportement de la série ne dépend pas du temps. En particulier, on dit
qu�une série Xt est stable si elle ne comporte pas de tendance à la hausse ou à la
baisse. Plus formellement, on distingue deux types de stationnarité, à savoir forte
et faible [7] .

Dé�nition 1.9.1 ( Stationnarité faible) Un processus (Xt)t2Z est dit station-
naire ou faiblement stationnaire ou stationnaire au second ordre si

i E(X2

t ) < 1;

ii E(Xt) = �;8t 2 Z (donc ne dépend pas du temps) ,
iii Cov(Xt; Xt�h) = E(XtXt�h) � E(Xt)E(Xt�h) = (h) 8t 2 Z;8h 2 Z (ne

dépend pas du temps) .

En résumé, un processusXt est dit stationnaire du second ordre si sa moyenne,
sa variance et sa covariance sont indépendantes du temps et si sa variance est
�nie.

Dé�nition 1.9.2 (Stationnarité stricte) Un processus (Xt)t2Z est dit stric-
tement stationnaire ou stationnaire au sens strict si les lois jointes de
(Xt1; :::; Xtk) et de (Xt1+h; :::; Xtk+h) sont identiques pour tout entier positif k et
pour tous t1; :::; tk; h 2 Z.
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Intuitivement, une série chonologique strictement stationnaire doit avoir le
même comportement statistique sur des intervalles de temps égaux.

1.9.1 Relation entre stationnarité faible et stricte

Propriété 1.9.1 Un processus strictement stationnaire du second ordre est fai-
blement stationnaire. La réciproque n�est pas vraie en général.

Contre-exemple :Soit (Xt)une suite de variables aléatoires indépendantes
telle que :

- Xt � exp(1) lorsque t est pair,

- Xt � N(1; 1) lorsque t est impair,

alors (Xt) est stationnaire avec X(0) = 1 et X(h) = 0 lorsque h 6= 0. Cepen-
dant X1 et X2 n�ont pas la même loi donc (Xt) n�est pas strictement stationnaire.

Di¤erence-Stationary

Un processusXtest dit di¤erence-stationary (DS) ou stationnaire en di¤érence
s�il peut s�écrire sous l�une des formes suivante :

(1) Xt = Xt�1 + "t .

(2) Xt = Xt�1 + �t + "t(avec � 6= 0):

Trend-Stationary

Il sera dit Trend-stationary (TS)ou stationnaire en tendance s�il peut se mettre
sous la forme :

Xt = g(t) + "t;

g(t) est une fonction polynômiale du temps.

La bonne manière de stationnariser une série TS consiste à estimer, en général
par les moindres carrés ordinaires (MCO), l�expression de la tendance et à la
retirer. Tandis que la stationnarisation des séries DS se fait par passage aux
di¤érences.
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1.9.2 Test de Dickey Fuller Augmenté

Les tests de stationnarité permettent de véri�er si une série est stationnaire ou
non. Le test de Dickey-Fuller, le test augmenté de Dickey-Fuller (ADF ), ou encore
le test de Phillips-Perron (PP ) sont des tests de racine unitaire, pour lesquels
l�hypothèse nulle est que la série a été générée par un processus présentant une
racine unitaire, et donc, qu�elle n�est pas stationnaire. On donne ici le test de
ADF :
Les hypothèses du test de ADF se dé�nissent de la façon suivante ; Un pro-

cessus non stationnaire, il correspond à une de ces formes de non stationnarité :

�Xt = �Xt�1 +

pX
i=1

�i�Xt�i + "t avec � = �� 1 (1)

�Xt = �+ �Xt�1 +

pX
i=1

�i�Xt�i + "t (2)

�Xt = �+ �t+ �Xt�1 +

pX
i=1

�i�Xt�i + "t (3)

1.10 Théorème de Wold

Théorème 1.10.1 Tout processus (Xt)t2Z faiblement stationnaire peut s�écrire
sous la forme [8] :

Xt =
+1X
j=0

 j"t�j + kt;

où les paramètres  1;  2; ::: sont des réels tels que  0 = 1 et
+1X
j=0

 
2

j < +1 ,

"t2Z est un bruit blanc et kt est une composante linéaire telle que Cov(kt; "t�j) = 0
pour tout j 2 Z:
Selon le théorème de Wold, tout processus stationnaire d�ordre 2 peut être

représenté comme une somme pondérée in�nie de chocs passés, caractérisés par
un bruit blanc.
Dans ce qui suit, deux exemples de séries chronologiques stationnaires sont

présentés. On obtiendra, dans chaque cas, leur représentation selon la formule du
théorème de Wold.
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Exemple 1.10.2 Soit le processus

Xt =

+1X
j=0

�
1

2

�j
Vt�j+1;

où (Vt)t2Z est un bruit blanc gaussien de variance unitaire. A�n que la condition
 0 = 1 du théorème de Wold soit satisfaite, il s�agit de poser

"t =
1

2
Vt:

on a alors

Xt =
+1X
j=0

�
1

2

�j�1
"t�j+1 = "t +

+1X
j=0

�
1

2

�j
"t�j;

où (")t2Z est un bruit blanc de variance V ar ("t) = V ar(Vt�2) =
1

4
. Ainsi,

 0 = 1 et  j = (1�2)j . On note que la condition
+1P
j=0

 
2

j < +1 est également

satisfaite car

+1X
j=0

 
2

j =
+1X
j=0

�
1

2

�2j
=

+1X
j=0

�
1

4

�j
= (

4

3
);

où le résultat

+1X
j=0

�j =
1

1� �
; j�j < 1;

été utilisé.

Exemple 1.10.3 Soit le processus

Xt = �Xt�1 + "t:

où j�j < 1 et "t2Z est un bruit blanc de variance �
2

" = 1:
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Alors Xt a une représentation sous la forme

Xt =

+1X
j=0

�j"t�j;

qui est précisément un cas particulier de la formule Xt =
+1P
j=0

 j"t�j + kt avec

 j = �j:En utilisant le résultat sur la somme géométrique in�nie, on note que

+1X
j=0

 
2

j =

+1X
j=0

(�j)
2

=

+1X
j=0

(�
2

)j =
1

1� �2
< +1:

1.11 Opérateurs dé�nis sur une série chronolo-
gique

Si la série Xt n�est pas stationnaires l�opérateur suivant rende cette série sta-
tionnaire [9]

1.11.1 Opérateur de retard

Dé�nition 1.11.1 L�opérateur de retard B se dé�nit de la manière suivante :

B(Xt) = Xt�1

Remarque 1.11.1 L�opérateur B est linéaire et inversible. Son inverse B�1 = F
est dé�ni par

8t 2 Z; FXt = Xt+1:

L�opérateur F est appelé opérateur d�avance.
Si on compose B avec lui-même on obtient B

2
= B �B tel que

8t 2 Z; B2

Xt = Xt�2:

On peut itérer cette application et dé�nir par récurrence

BkXt = Xt�k; k 2 N:
Par convention, B0 est l�opérateur identité I.
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1.11.2 Opérateur de di¤érence d�ordre d

Dé�nition 1.11.2 On dé�nit l�opérateur �d de di¤érence d�ordre d comme l�opé-
rateur linéaire tel que

�dXt = (1�B)dXt:

On peut aussi prendre l�opérateur d�ordre 1 et l�appliquer plusieurs fois :

�2(Xt) = �(�(Xt)) = �(Xt�Xt�1) = (1�B)(Xt�Xt�1) = Xt� 2Xt�1+Xt�2:

1.12 Analyse de la tendance

Dans cette section, nous nous plaçons dans le cadre d�un modèle composé
uniquement d�une tendance et de �uctuations irrégulières et donnons di¤érentes
méthodes permettant d�estimer la tendance.

1.12.1 Rappels sur la régression linéaire

Lorsqu�une liaison linéaire forte entre deux variablesX et Y semble raisonnable
au vu du nuage de points, on a alors une relation du type :

Y ' aX + b:

où les coe¢ cients a et b sont inconnus.
Le problème est que les points du nuage sont rarement (parfaitement) alignés :
ils sont proches d�une droite.
Nous cherchons maintenant la droite qui passe au plus près des points du

nuage. Pour cela, il faut donc mesurer l�éloignement des points du nuage par
rapport à une droite D d�équation y = ax + b puis minimiser un critère d�erreur
donné. On peut envisager de minimiser
� la somme des erreurs en valeur absolue :mina;b

Pn
i=1 jyi � axi � bj :

� la somme des erreurs au carré : mina;b
Pn

i=1(yi � axi � b)2:
La méthode des moindres carrés minimisant le second critère est la plus utilisé.
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1.12.2 La méthode des moindres carrés

On démontre en minimisant la fonction de deux variables

g(a; b) =

nX
i=1

(yi � axi � b)2:

que le couple solution (â; b̂) est donné par

â =
1
n

Pn
i=1 yixi � ( 1n

Pn
i=1 yi)(

1
n

Pn
i=1 xi)

1
n

Pn
i=1 x

2
i � ( 1n

Pn
i=1 xi)

2
=
Cov(X;Y )

V ar(X)
;

et

b̂ =
1

n

nX
i=1

yi � â
1

n

nX
i=1

xi = �Y � â �X:

La droite d�équation y = âx+ b̂ est appelée droite de régression de Y en X et
est notée : �Y=X .

1. Cette droite passe par le point moyen M( �X; �Y ):

2. Le coe�cient directeur a de �Y=X , Cov(X;Y ) et r(X;Y ) sont de même
signe :

� Lorsqu�ils sont positifs, on parle de corrélation positive (y augmente quand
x augmente).

� Lorsqu�ils sont négatifs, on parle de corrélation négative (y diminue quand
x augmente).

1.12.3 Propriétés et interprétation du coe¢ cient de cor-
rélation linéaire

A�n de con�rmer qu�il est raisonnable d�approximer le nuage de points par
une droite, on calcule le coe¢ cient de corrélation linéaire :

r(X; Y ) =
Cov(X;Y )

�X�Y
:

a. Le coe¢ cient de corrélation linéaire est symétrique :

r(X; Y ) = r(Y;X):
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b. L�inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

�1 � r(X;Y ) � 1:
En pratique, il faut commencer par tracer le nuage de points puis calculer

r(X; Y ) et ce n�est que si la corrélation linéaire est assez forte que l�on cherchera
la droite de régression de Y en X.

1.12.4 Estimation non paramétrique

Dans certaines situations, il n�est pas facile de trouver le degré du polynôme
d�ajustement pour Zt ou de changement de variable adéquat. On pourrait utiliser
un polynôme avec un degré élevé mais le nombre de paramètres à estimer serait
important et rendrait les calculs fastideux. Par ailleurs, on ne sait pas non plus
déterminer l�allure de cette fonction. Dans cette situation, on a recours à la théorie
non paramétrique de l�estimation de la tendance qui ne suppose rien sur celle-ci
a priori et on approxime la tendance par la moyenne mobile arithmétique d�ordre
k.

Z�t =Mk(Zt):

Alors la tendance à la date tpeut être estimée par la moyenne mobile (centrée)
d�ordre k à la date t.

1.13 Les moyennes mobiles

Dé�nition 1.13.1 On appellemoyenne mobile, une transformation deXt s�́ ecrivant
comme combinaison lineaire �nie des valeurs de la série correspondant à des dates
entourant t. La série transformée s�écrit

Mm1+m2+1Xt =

m2X
i=�m1

�iXt+i = ��m1Xt�m1+��1Xt�1+�0Xt+�1Xt+1+: : :+�m2Xt+m2 :

où ��m1 , . . . , �m2 sont des réels et m1;m2 2 N. On appelle ordre de la
moyenne mobile la valeur m1 +m2 + 1:
�On dit que la moyenne mobile est centrée lorsque m1 = m2 = m.
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� Une moyenne mobile centrée est symétrique si et seulement si ��i = �i; i =
1; :::m:

� Une moyenne mobile arithmétique est une moyenne mobile centrée, d�ordre
(impair) 2m+ 1et telle que

�i =
1

2m+ 1
;8i = �m:::m:

Une moyenne mobile arithmétique est donc centrée (par dé�nition) et symé-
trique. On a en particulier dans ce cas,

Pm
i=�m �i = 1 etM2m+1Xt apparaît comme

la moyenne des observations Xt�m; :::; Xt; :::; Xt+m.
Cas particulier : Moyenne mobile arithmétique
La série des moyennes mobiles arithmétiques d�ordre k (k est impair), est la

série des moyennes de k observations consécutives et elle prend ses valeurs aux
dates moyennes correspondantes. Plus précisément, on calcule les moyennes de k
termes consécutifs pour les dates

t1 + : ::+ tk
k

puis
t2 + : ::+ tk+1

k
jusqu0�a tT�k+1 + : ::+ tT

k
;

et pour la variable d�intérêt

X1 + : ::+Xk

k
puis

X2 + : ::+Xk+1

k
jusqu0�a XT�k+1 + : ::+XT

k
:

Exemple 1.13.1 Calcul d�une moyenne mobile arithmétique d�ordre 3

Date t S�erie yt Date M3(t) de la M M M3(yt)
1 5
2 3 (1 + 2 + 3)=3 = 2 (5 + 3 + 4)=3 = 4
3 4 (2 + 3 + 4)=3 = 3 (3 + 4 + 5)=3 = 4
4 5 (3 + 4 + 5)=3 = 4 (4 + 5 + 4)=3 = 4:33
5 4 (4 + 5 + 6)=3 = 5 (5 + 4 + 4)=3 = 4:33
6 4

Tab. 1.1 �Moyenne Mobile d�ordre 3

Lorsque k est impair, k = 2m + 1, la série moyenne mobile est calculée aux
mêmes instants que les observations initiales. En revanche, lorsque k est pair,



Chapitre 1. Généralités sur les séries chronologique 21

k = 2m, la moyenne mobile est calculée entre les dates d�observations. Si l�on veut
comparer la série transformée à la série initiale, on a besoin d�avoir les valeurs pour
les mêmes dates d�observations. Pour pallier cet inconvénient, on prendra plutôt
comme transformation

1

k

�
1

2
Xt�m +Xt�m+1 + : ::+Xt+m�1 +

1

2
Xt+m

�
=
1

2
M1
kXt +

1

2
M2
kXt;

combinaison linéaire des moyennes mobiles arithmétiques sur 2m valeurs

M1
kXt =

1

k
(Xt�m + : ::+Xt+m�1) =Mm1+m2+1Xt avec m1 = m; m2 = m� 1;

et

M2
kXt =

1

k
(Xt�m�1 + : ::+Xt+m) =Mm1+m2+1Xt avec m1 = m� 1; m2 = m:

Exemple 1.13.2 Calcul des moyennes mobiles arithmétiques d�ordre 2 et 4

Date t S�erie yt Date M2(t) de la M M M2(yt)
1 5
2 3 (1=2 + 2 + 3=2)=2 = 2 (5=2 + 3 + 4=2)=2 = 3:75
3 4 (2=2 + 3 + 4=2)=2 = 3 (3=2 + 4 + 5=2)=2 = 4
4 5 (3=2 + 4 + 5=2)=2 = 4 (4=2 + 5 + 4=2)=2 = 4:5
5 4 (4=2 + 5 + 6=2)=2 = 5 (5=2 + 4 + 4=2)=2 = 4:25
6 4

Tab. 1.2 �Moyenne Mobile d�ordre 2
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Date t S�erie yt Date M4(t) de la M M M4(yt)
1 5
2 3
3 4 (1=2 + 3 + 4 + 5=2)=4 = 3 (5=2 + 3 + 4 + 5 + 4=2)=4 = 4:125
4 5 (2=2 + 3 + 4 + 5 + 6=2)=4 = 4 (3=2 + 4 + 5 + 4 + 4=2)=4 = 4:125
5 4
6 4

Tab. 1.3 �Moyenne Mobile d�ordre 4

1.13.1 Propriétés d�un lissage par moyenne mobile

E¤et d�une moyenne mobile sur une tendance

L�application d�une moyenne mobile arithmétique (paire ou impaire) ne mo-
di�e pas une tendance constante.
L�application d�une moyenne mobile arithmétique (paire ou impaire) conserve

une tendance linéaire.
Plus précisément,

1. Une moyenne mobile conserve les constantes si et seulement si

��m1 + :::+ �m2 = 1:

2. Une moyenne mobile symétrique conservant les constantes et les polynômes de
degré 1.

E¤et d�une moyenne mobile sur une composante saisonnière

Si la série Xt possède une composante saisonniére de période P alors l�ap-
plication d�une moyenne mobile d�ordre P supprime cette saisonnalité. La série
(MPXt)t ne posséde plus de composante saisonniére de période P .
Plus précisément, cherchons les séries chronologiques qui sont arrêtées par le

�ltre moyenne mobile centrée d�ordre 2m+ 1. Ce sont les séries St telles que leur
transformée S�t par la moyenne mobile véri�e S

�
t = 0.

On cherche donc à déterminer le noyau d�une moyenne mobile arithmétique
d�ordre 2m+ 1 ou encore les vecteurs propres associés �a la valeur propre nulle.
Pour trouver les séries arrêtées par une moyenne mobile, on considére le poly-

nôme

P (x) = ��m1 + ��m1+1x+ :::+ �m2x
m1+m2 :
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dont on cherche les racines. Dans le cas centré, on considére simplement

P (x) = ��m1 + ��m1+1x+ :::+ �mx
2m:

Propriété 1.13.3 La moyenne mobile d�ordre m1 +m2 + 1 arrête les fonctions
de la forme at ssi a est racine du polynôme P (x).

E¤et d�une moyenne mobile sur les �uctuations irrégulières

Jusqu�à présent nous nous sommes intéressés juste à l�e¤et d�une moyenne
mobile sur la partie déterministe de la série (tendance et saisonnalité). Nous allons
étudier maintenant l�e¤et d�une moyenne mobile sur le résidu lorsque celui-ci est un
bruit blanc. Par construction, une moyenne mobile consiste à faire des moyennes
partielles de proche en proche. On obtient donc un lissage de la série. L�e¤et de la
composante irrégulière est d�autant plus atténuè que l�ordre de la moyenne mobile
est grand.

Plus précisément,

Propriété 1.13.4 Les moyennes mobiles arithmétiques d�ordre 2m + 1 sont les
moyennes mobiles minimisant la variance d�un bruit blanc parmi les moyennes
mobiles centrées telles que

Pm
�m �i = 1:

1.13.2 La série lissée par moyenne mobile

Tout d�abord, on applique une moyenne mobile arithmétique d�ordre 2m + 1
dans le cas d�une saisonnalité d�ordre impair 2m + 1 ou une moyenne mobile
arithmétique modi�ée d�ordre 2m +1 dans le cas d�une saisonnalité de période
paire 2m. Dans chaque cas, on a vu que la saisonnalité est ainsi annulée et que
la variance du bruit est diminuée. Si le modèle est bon, la série transformée ne
contient plus aucun mouvement saisonnier. Notons que la série ainsi obtenue est
de longueur T � 2m.
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Modélisation ARIMA et SARIMA
des séries chronologique

Le modèle ARMA est une sorte de modèle de série chronologique aléatoire
commun, fondé par Box et Jenkins, il est également appelé méthode B-J. Ces
dernières années, la méthode est largement appliquée dans les prévisions météoro-
logiques, en raison de ses avantages et de sa simple application selon la théorie, La
moyenne mobile intégrée autorégressive ou ARIMA, est l�une des méthodes de
prévision les plus largement utilisées pour la prévision de données de séries chro-
nologiques univariées. Les modèles ARIMA visent à décrire les autocorrélations
dans les données. Bien que la méthode puisse gérer des données avec une ten-
dance, elle ne prend pas en charge les séries chronologiques avec une composante
saisonnière.
Une extension d�ARIMA qui prend en charge la modélisation directe de la

composante saisonnière de la série est appelée SARIMA, Le modèle SARIMA
a été développé à partir du modèle ARMA.
Les modèles ARIMA permettent de combiner trois types de modèle tempo-

rels : les modéle autorégressifs (AR), les modèles moyenne mobile (MA) et les
modèles intégrés (I).Nous exposons ces modèles avec le modèle SARIMA dans
ce chapitre.

2.1 Les modèles autorégressifs (AR)

Dé�nition 2.1.1 On dit que la série Xt suit un processus autorégressif d�ordre 1
(AR(1)) si on peut écrire :

Xt = �Xt�1 + "t;

24
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Xt � �Xt�1 = "t;

(1� �B)Xt = "t;

où "t est un bruit blanc.
On peut remarquer qu�on fait une régression de la série décalée de 1 sur la

série elle-même et les résidus forment un bruit blanc.

Dé�nition 2.1.2 On appelle processus autorégressif d�ordre p, noté AR(p), un
processus fXtgt2Z vérifant une relation du type :

Xt �
pX
i=1

�iXt�i = "t; 8t 2 Z:

f"tgt2Z est un bruit blanc de variance �2" .
�i : des coe¢ cients réels sachant que i = 1; :::; p, �p 6= 0 .
cette relation équivalent à

(1� �1B � ::::::::::� �pB
p)Xt = "t;

() �(B)Xt = "t:

�(B) : est une equation caractéristique de B (L�opérateur retard).
avec �(B) = 1� �1B � ::::::::::� �pB

p

2.1.1 La stationnairité

Ce processus est pour l�instant dé�ni sous forme implicite et en particulier
il n�est pas certain que cette dernière équation admette toujours une solution
stationnaire.
Si le polynôme a toutes ses racines de module di¤érent de 1, on peut inverser

l�opérateur �(B). On en déduit que l�équation admet une solution unique, avec
l�écriture :

Xt = �(B)
�1 "t =

+1X
i=�1

hi"t�i:

On peut alors montrer que l�on a
P+1

i=�1 jhij < +1 et donc que la représen-
tation est stationnaire.
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2.1.2 L�inversibilité

Dé�nition 2.1.3 Si (�t)t peut être exprimé en fonction de fXs; s � tg seule-
ment,

�t =

+1X
j=0

'jXt�j;

alors (Xt)t est inversible.

La représentation AR(p) est inversible par dé�nition.

2.1.3 La causalité

Dé�nition 2.1.4 Si (Xt)t peut être exprimé en fonction de f�s; s � tg seulement,

Xt =
+1X
i=0

�iXt�i;

alors (Xt)t est causal.

Si le polynôme � a toutes ses racines de module strictement supérieur à 1,
l�opérateur inverse �(B)�1 admet un développement ne faisant intervenir que les
puissances positives de B. On a alors :

Xt =
+1X
i=0

hi"t�i:

Dans ce cas, on montre que l�on a

+1X
i=0

jhij < +1; h0 = 1

Dans ce cas, Xt�1; Xt�2; ::::sont fonctions linéaires de "t�1, "t�2; :::
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Exemple 2.1.1

Xt = �Xt�1 + "t avec "t � BB(0; �2") "mod�ele AR(1)"

La racine de �(Z) = 1� �Z est Z = 1=�:

� Si jZj = 1 et donc j�j = 1, par exemple � = 1 alors :

Xt = Xt�1 + "t = ::: = Xt�n + "t�n+1 + :::+ "t�1 + "t;

et la variance dépend de t donc il n�existe pas de solution stationnaire.
� Si jZj > 1 et donc j�j < 1, alors :

Xt = (1� �B)�1"t =
+1X
i=0

�iBi"t = "t +
+1X
i=0

�i"t�i:

La représentation est alors causale, en plus d�être stationnaire et inversible,
elle est donc canonique, "t est le processus d�innovation de Xt, puisque le passé
de Xt dépend du passé de "t.

� Si jZj < 1 et donc j�j > 1, alors :

Xt = (1� �B)�1"t = �
+1X
i=1

��iB�i"t = �
�
"t+1
�
+
"t+2
�2

+ :::

�
:

Cette forme n�est pas tournée vers le passé et la représentation n�est donc pas
canonique.

Conclusion 2.1.2 La représentation �(B)Xt = "t est canonique si les racines
de �(B) sont supérieures à 1 en module.

2.1.4 Les fonctins auto-covariance, auto-corrélations et équi-
valence de Yule-Walker :

On considère le cas �(B)Xt = "t avec E(Xt) = 0 .
L�auto-covariance

(h) = Cov(Xt; Xt�h) = E(XtXt�h) pour h � 0
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On a

Xt = �1Xt�1 + : : :+ �pXt�p + "t:

Donc

X2
t = �1XtXt�1 + : : :+ �pXtXt�p +Xt"t:

Alors

(0) = �1(1) + : : :+ �p(p) + E(Xt"t):

Or

E(Xt"t) = E [(�1Xt�1 + : : :+ �pXt�p + "t) "t] + E("2t ):

D�où

(0) = �1(1) + : : :+ �p(p) + �2" :

Si h > 0, on procède de la même façon :

XtXt�h = �1Xt�1Xt�h + : : :+ �pXt�pXt�h + "tXt�h:

Donc

(h) = �1(h� 1) + : : :+ �p(h� p) + E("tXt�h)| {z } :
=0 car "t?Xt�h

Les auto-corrélations

A partir de la relation de récurrence de (h) on déduit celle sur

�(h) =
(h)

(h)
:

�(h) = �1�(h� 1) + :::+ �p�(h� p); 8h � 0:
Ces dernières équations sont appelées équations de Yule�Walker.

Pour h > 0, les  (h) et les �(h) véri�ent une relation de récurrence d�ordre p
et
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1 = �1�(1) + :::+ �p�(p) +
�2"
(0)

;

Donc

(0) = �2"
1

1� (�1�(1) + :::+ �p�(p))
:

Les équations de Yule-Walker pour h = 1; :::; p peuvent s�écrire :0BBBBBB@
1 �(1) �(p� 1)
�(1) 1 �(p� 2)
: :
: ::: ::: :
: :

�(p� 1) ::: ::: 1

1CCCCCCA

0BBBBBB@
�1
:
:
:
:
�p

1CCCCCCA =

0BBBBBB@
�(1)
:
:
:
:

�(p)

1CCCCCCA
Les solutions de l�équation de récurrence sont complètement déterminées par la

donnée de conditions initiales �(1) , . . .,�(p) : elles permettent d�obtenir �1; :::�p:

8>>>><>>>>:
�(1) = �1 + �2�(1) + :::+ �p�(p� 1)

:
:
:

�(p) = �1�(p� 1) + :::+ �p�1�(1) + �p

()

8>>>><>>>>:
�1 = (1� �2)�(1)� :::� �p�(p� 1)

:
:
:

�p = �(p)� �1�(p� 1)� :::� �p�1�(1)

On peut donc aussi obtenir �(1) , . . .,�(p) en fonction de �1; :::�p:

Auto-corrélations partielle

Dans un processus auto-régressif d�ordre p ; il est possible de montrer que
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�(h) =

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

1 si h = 0;

�(1) si h = 1;

�p si h = p;

0 si h > p:

Estimation des paramètres

On dispose d�une observation fx1; :::; xTg de longueur T d�un processus sta-
tionnaire Xt supposé suivre un modèle AR(p), c�est à dire véri�ant :

Xt = �0 + �1Xt�1 + : : :+ �pXt�p + "t;

avec t 2 Z et �1; :::�p , des paramètres inconnus. On cherche alors à estimer
ces paramètres à l�aide des observations disponibles.

Estimateurs de Yule-Walker La méthode consiste à reprendre les équations
de Yule-Walker en inversant les relations : on exprime les coe�cients en fonction des
auto-corrélations, on trouve les paramètres estimés d�après les auto-corrélations
estimées.

On a vu précedemment que

�(h) = �1�(h� 1) + :::+ �p�(h� p):

En prenant l�équation sous sa forme matricielle8>>>>>><>>>>>>:

�1�(0) + �2(1) + :::+ �p�(p� 1) = �(1); h = 1
�1�(1) + �2(0) + :::+ �p�(p� 2) = �(2); h = 2

:
:
:

�1�(p� 1) + �2(p� 2) + :::+ �p�(0) = �(p); h = p

que l�on écrira

Rp� = �:

Alors
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�̂ = R̂�1p �̂:

avec

R̂p =

0BBBBBBBB@

1 �̂ (1) �̂ (2) ::: �̂ (p� 1)
�̂ (1) 1 �̂ (1) ::: �̂ (p� 2)
�̂ (2) �̂ (1) 1 ::: �̂ (p� 3)
: : : ::: :
: : : ::: :
: : : ::: :

�̂ (p� 1) �̂ (p� 2) �̂ (p� 3) ::: 1

1CCCCCCCCA
�̂ = ((�̂ (i))i=1;:::;p et �̂ le vecteur des paramètres

�̂ =

0BBBB@
�̂1
:
:
:

�̂p

1CCCCA
2.1.5 Prédiction dans le modèle AR(p)

Dans ce paragraphe, on suppose que fXtg est un processus stationnaire qui
suit un modèle AR(p), c�est à dire véri�e :

Xt = �1Xt�1 + : : :+ �pXt�p + "t;

avec "t un bruit blanc.

Objectif : on cherche à prédire la valeur prise par le processus aux instants
T + 1, T + 2, . . . à partir de la connaissance des valeurs prises par ce processus
jusqu�à l�instant T , c�est à dire de x1; :::; xT .
Le modèle se réécrit sous la forme

Xt = �1Xt�1 + : : :+ �pXt�p + "t;

La prévision à la date T + 1 est

X̂T+1 = E(XT+1=XT ; XT�1; :::; X1):

Alors

X̂T+1 = �1XT + : : :+ �pXT�p+1:
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Pour prédire XT+2 à partir de X1; :::; XT on a

X̂T+2 = �1X̂T+1 + : : :+ �pXT�p+2:

Et de façon générale

X̂T+h = �1X̂T+1 + : : :+ �pXT+h�p:

Remarque 2.1.1 Dans le cas des modèles d�ordre 1, on a X̂T+1 = �1XT et
X̂T+2 = �1X̂T+1 = �21XT ; :::On véri�e aisément par récurrence que

X̂T+h = �h1XT ;

donc en particulier que X̂T+h �! 0 quand h tend vers l�in�ni.

2.2 Les modèles moyennes mobiles, (MA)

Dé�nition 2.2.1 On appelle processus moyenne mobile d�ordre q, noté MA(q)
pour Moving Average, un processus fXtgt2Z dé�ni par :

Xt = "t �
qX
i=1

�i"t�i 8t 2 Z:

où les �i sont des réels, �i 6= 0 et f"gt2Z est un processus bruit blanc de variance
�2" :
cette relation équivalente à

Xt = (1� �1B � :::� �qB
q)"t:

() Xt = �(B)"t:

�(B) : est une equation caractéristique de B (L�opérateur retard).
avec �(B) = 1� �1B � ::::::::::� �qB

q:

2.2.1 stationnairité

La dé�nition d�un MA(q) est explicite et ne pose donc pas de problème : le
processus Xt est parfaitement dé�ni et est automatiquement stationnaire.
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2.2.2 causalité

La représentation est causale par dé�nition.

2.2.3 inversiblité

�(B) est un polynôme en B de degré q, que l�on peut factoriser en ayant
calculé ses racines Zi = 1=�i; i = 1; :::; q :

�(B) = 1� �1B � :::� �qB
q:

= (1� �1B)(1� �2B):::(1� �qB):

Si �(Z) n�a pas de racine de module égal à 1, on peut calculer l�inverse de
�(B), qui est alors donnée par :

�(B)�1 = (1� �1B)
�1(1� �2B)

�1:::(1� �qB)
�1:

=
k1

1� �1B
+ ::::+

kq
1� �qB

:

�si toutes les racines de (c�est-à-dire 1=�i , i = 1; :::; q) sont distinctes et où
k1; :::; kq sont des paramètres qui dépendent de �1; :::; �q:
On obtient alors l�expression suivante :

�(B)�1Xt =
+1X
�1

�iXt�i = "t:

où les �i sont fonctions des paramètres �j , et on peut montrer que
+1P
i=�1

j�ij < +1:

Si les racines de �(Z) = 0 sont toutes de module supérieur à 1, on peut
montrer que �i = 0 8i < 0 . On dit que le processus est inversible.

2.2.4 La fonction d�autocorrélation

CommeMA(q) est stationnaire, on peut étudier sa structure d�autocorrélation.
En e¤et, les autocorrélations existent toujours puisque le modèle est stationnaire,

 (h) = E [XtXt+h] ;
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ce qui est plus adéquat ici, car il y a non-corrélation des "t avec le futur (on
suppose par simplicité que � = 0) :

Xt = "t � �1"t�1 � �2"t�2 � ::::� �q"t�q:

Xt+h = "t+h � �1"t+h�1 � �2"t+h�2 � ::::� �q"t+h�q:

Comme les "t sont un bruit blanc, les "t sont des variables aléatoires non-
corrélées, autrement dit �

E ["t+i"t+i] = �2" ;
E ["t+i"t+j] = 0; i 6= j;

On obtient

(h) =

8<:
�2"(1 + �

2
1 + �22 + :::+ �2q) h = 0;

�2"(��h + �1�h+1 + :::+ �q�h+q) 1 � h � q;
0 h > q:

La fonction d�autocorrélation vaut donc

� (h) =

8><>:
1 h = 0
��h+�1�h+1+:::+�q�h+q

1+�21+�
2
2+:::+�

2
q

1 � h � q;

0 h > q:

2.2.5 Prédiction dans le modèle MA(q)

On supposera là aussi que l�on s�est ramené à un processus centré (Xt), satis-
faisant :

Xt = "t � �1"t�1 � ::::� �q"t�q:

= �(B) "t:

La prévision optimale à la date T + 1, faite à la date T est

X̂T+1 = E(XT+1=XT ; XT�1; :::X1):

Donc

Xt = 0� �1"T � ::::� �q"T+1�q:

De façon analogue, XT+h est estimé par

X̂T+h = E(XT+h=XT ; XT�1; :::X1);
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et donc

X̂T+h =

�
�hX̂T+1 + :::+ �qX̂T+h�q pour h � q;
0 pour h > q.

Toutefois, cette méthode présente le désavantage d�estimer XT+h à partir des
résidus passés, a priori non observables, et non pas du passé de la variable.

2.3 Les modèles ARMA(p, q) (Autorégresive-
Moving Average)

Les modèles ARMA sont représentatifs de processus générés par une combi-
naison des valeurs passées et des erreurs passées.

Xt � �1Xt�1 � �2Xt�2 � : : :� �pXt�p = "t � �1"t�1 � �2"t�2::::� �q"t�q; t 2 Z:

On peut aussi écrire le modèle ARMA(p; q) sous la forme :

�(B)Xt = �(B)"t;

où B est l�opérateur de décalage et ("t) est le processus de bruit blanc.

2.3.1 Inversibilité et stationnarité en terme de valeurs pas-
sées

Pour que le processus puisse s�écrire :

�(B)Xt = "t;

où

�(B)Xt = �
�1
q (B)�p(B);

il faut que toutes les racines de �q(z) soient à l�extérieur du cercle unité. Le
processus est alors inversible.
Pour que le processus puisse s�écrire

Xt = 	(B)"t;

où
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	(B) = �q(B)�
�1
p (B);

il faut que toutes les racines de �p(z) soient à l�extérieur du cercle unité. Le
processus est alors stationnaire.
On suppose donc que �p(z) et �q(z) ont leurs racines à l�extérieur du cercle

unité de manière à avoir la stationnarité et l�inversibilité.

2.3.2 Auto-corrélation

La covariance vaut

(h) = E [XtXt�h]

= E

" 
pX
j=1

�jXt�j + "t �
qX
i=1

�i"t�i

!
Xt�h

#
:

Si on note

x"(h) = E ["tXt�h] :

la covariance croisée entre Xt�h et "t On a

(h) =

pX
j=1

�jE [Xt�jXt�h]�
qX
i=1

�iE ["t�iXt�h] + X"(h)

=

pX
j=1

�j(h� j)�
qX
i=1

�iX"(h� i) + X"(h); h � 0

Or

E(Xt"t) = E

" 
pX
j=1

�jXt�j + "t �
qX
i=1

�i"t�i

!
"t

#
= E ["t"t] = �2" ;

et "t n�est pas corrélé avec le passé.8<:
X"(h) = 0 h > 0;
X"(0) = �2" ;
X"(h) 6= 0 h < 0:

La fonction x"(h) n�est pas paire.
Si h > q , tous les X"(h) = 0, et on a
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8>>>><>>>>:
(h) =

pX
j=1

�j(h� j);

�(h) =

pX
j=1

�j�(h� j):

Ce qui est un système d�équation de type Yule-Walker. En e¤et, la partie MA
ne joue que jusqu�au délai q, après elle ne joue plus. Il est donc normal de retrouver
des équations ressemblant à celles trouvées dans les AR(p) à partir de h > q.
Pour un ARMA(p; q) la structure d�auto-corrélation ne suit pas un schéma

connu jusqu�au délai q mais ensuite le comportement est le même que celui d�un
AR(p):
Il y a donc une in�nité de (h) non-nuls, mais à partir de h > q , la fonction

d�auto-corrélation a le même comportement que pour AR(p).

2.3.3 Auto-corrélations partielles

Ici la partie, AR ne se fait sentir que jusqu�à l�ordre p. Pour h � p, il n�y a
pas de schéma bien précis. Pour h > p, on retrouve le même comportement que
pour un MA(q).

2.3.4 Prédiction dans modèle ARMA(p,q)

On supposera là aussi que l�on s�est ramené à un processus centré (Xt), satis-
faisant :

�(B)Xt = �(B)"t:

Sous cette forme ARMA, alors

Xt =

pX
j=1

�jXt�j + "t +

qX
i=1

�i"t�i

et donc

Xt =

pX
j=1

�jXt+h�j + "t +

qX
i=1

�i"t+h�i

X̂T+h = E(XT+h=XT ; XT�1; :::; X1):

On peut noter que pour h > q
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X̂T+h =

�
�1X̂T+h�1 + :::+ �h�1X̂T+h + :::+ �hX̂T + :::+ �pX̂T+h�p h � p;

�1X̂T+h�1 + :::+ �pX̂T+h�p h > p:

2.4 Les modèles ARIMA(p, d, q)

Une série (Xt) suit un processus ARIMA (Auto Regressive Integrated Moving
Average) d�ordre (p; d; q) si elle écrit sous la forme :

	(B)Xt = �(B)"t:

On modélise alors la série sous la fome :

�(B)(1�B)dXt = �(B)"t;

�(B)�dXt = �(B)"t:

où le polynôme �(B) est de degré p et le polynôme �(B) est de degré q. On
écrit que la série Xt suit un processus ARIMA(p; d; q).

� Prévisions dans le cas d�un processus ARIMA(p,d,q)

On considérons ici (Xt) satisfaisant une équation de la forme :

�(B)(1�B)dXt = �(B)"t;

Posons alors 	(B) = �(B)(1�B)d : La forme ARIMA(p; d; q) peut s�écrire

Xt =

p+dX
j=1

	jXt�j + "t +

qX
i=1

�i"t�i;

et donc

Xt+h =

p+dX
j=1

	jXt+h�j + "t +

qX
i=1

�i"t+h�i:

Notons X̂T+h la prévision faite à la date T + h

X̂T+h = E(XT+h=XT ; XT�1; :::; X1):

Alors
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X̂T+h =

p+dX
j=1

	jX̂T+h�j + 0 +

qX
i=1

�i"̂T+h�i;

Où

X̂T+h�j = XT+h�j pour j � h;

et

"̂T+h�i =

�
0 pour i < h;
"T+h�i pour i � h:

En particulier, pour h � q, on obtient une relation de récurence de la forme

X̂T+h =

p+dX
j=1

	jX̂T+h�j:

2.5 Les modèles ARIMA saisonniers (SARIMA)

Si l�on veut en même temps traiter les saisonnalités de période s (sans sup-
poser une réptition exacte, déterministe des données ), on est amené à dé�nir les
processus SARIMA.

2.6 Les processus SARIMA

Les modèles SARIMA (S pour Seasonal) permettent de rendre compte des
variations saisonnières dans la série considérée, ces variations pouvant elles-mêmes
présenter un caractère aléatoire.On trouve successivement :

� un processus ARMA présentant une composante saisonnière de période 20.
� le même processus intégré une fois, à la période de l�échantillon.
� le processus initialintégré une fois, à la période de la saison .
� le processus a été intégré une fois à la période de l�échantillon, et une fois à
la période de la saison.

Dé�nition 2.6.1 Xt est appelé processus autorégressif moyenne mobile et
saisonnalité intégrés avec période s ( Xt  SARIMA(p; d; q) � (P;D;Q)s)
(Seasonnal AutoRegressive Integrated Moving Average), si

Yt = �
d�D

s Xt = (1�B)d(1�Bs)DXt;
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est un processus ARMA stationnaire de la forme

A(B)� F (Bs)Yt = �(B)�G(Bs)"t;

où A(z) est le polynôme générateur d�un AR(p)

A(z) = 1�
pX
k=1

akz
k;

�(z)est le polynôme générateur d�un MA(q)

�(z) = 1 +

qX
k=1

�kz
k;

et où , pour la saisonnalité Yt � Yt�s ,F (z) est le polynôme générateur d�un
AR(P )

F (z) = 1�
PX
k=1

�kz
k;

et G(z)est le polynôme générateur d�un MA(Q)

G(z) = 1 +

QX
k=1

kz
k;

Remarque 2.6.1 Yt est un processus particulier du type ARMA(p+ Ps; q +Qs)
stationnaire .

1) Soit le processus (Xt) défnit par

Xt = �+ St + "t;

où St = St+s 8t, est un processus SARIMA(0; 0; 0)� (0; 1; 1)s. Donc ,

Yt = (1�Bs)Xt = "t � "t�s;

est un ARMA(0; s) (non inversible).
2) s = 12 ( données mensuelles ),
p = 1 = P; q = 0 = Q; d = D = 1 :
soit l�opérateur

A(z)F (zs) = (1� az)(1� �z12) = (1� az � �z12 � az13);

=) Yt = aYt�1 + �Yt�12 � a�Yt�13 + "t;
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donc un AR(p+ Ps) = AR(13) ou un AR(1) pour Yt�1 � Yt�12.
3) Soit le processus (Xt) défnit par :

Xt = a sin

�
�t

6
+ 4

�
+ "t;

ou ("t) est un bruit balnc.
On a

E(Xt) = a sin

�
�t

6
+ 4

�
:

(Xt) n�est pas stationnaire en moyenne, la partie déterministe est periodique
de période 12.

Proposition 2.6.1 Inclusion des trends (d > 0) et des composantes détermi-
nistes périodiques (D > 0)

=) SARIMA(p; d; q)� (P;D;Q)s:

Proposition 2.6.2 Des autocorrélations oscillantes =) existence des saison-
nalités (processus SARIMA).

Note :
La notion de processus SARIMA peut s�étendre à plusieurs périodes di¤é-

rentes pour un même processus.
Par exemple, l�observation des températures en un lieu donné fait apparaître :
� des variations journaliéres,
� des variations annuelles.

Il est nécessaire de disposer de séries de grande taille pour analyser ces proces-
sus. Par exemple, observer une température pendant trente ans avec une période
de une heure conduit à une taille de l�ordre de 260000.

2.7 Box-Jenkins pour des modèles saisonniers

L�ouvrage de Box et Jenkins "Time series analysis, forecasting and control",
publie en 1970 a proposé une demarche de prévision pour les séries univariees,
fondée sur l�utilisation de processus SARIMA .
Les étapes pour l�estimation des coe¢ cients d�un processus SARIMA sont les

suivantes :
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2.7.1 Identi�cation et ajustement des modèles SARIMA
aux données

Plan : X1; :::; XT données

0. Transformation

Applications des transformation ("Box-Cox") pour stabiliser la variance trans-
formation de type :(log; exp;p:):

Rappel : Transformations de Box-Cox
Il arrive fréquemment que des séries chronologiques aient une variance de bruit

et une amplitude de variations saisonnières qui sont des fonctions croissantes de
m. Pour y rémédier, une solution est d�utiliser une transformation de Box-Cox
pour les séries strictement positives. Cela consiste à transformer une série xt en
x
(a)
t où :

x
(a)
t =

�
xat�1
a

si a 6= 0;
log(xt) si a = 0:

où a est une constante à choisir. En pratique, un bon choix de a permet souvent
de stabiliser les �uctuations des résidus et de la saisonnalité.

Remarque 2.7.1 On peut utiliser les tests dits tests de racines unitaire pour
vérifer si la série est stationnaire au non.

1.Choisir d, D, s

(souvent 0 � d � 2; 0 � D � 1 ) de sorte que (1 � B)d(1 � Bs)DXt = Yt
stationnaire.

Remarque 2.7.2 Role de D (souvent 0 � D � 1) : Si D > 1, la tendance
n�est pas seulementdans Xt, mais encore dans (rdX)t � (rdX)t�s . C.a.d., les
di¤erences de l�ordre s, (rdrsX)t ne sont pas stationnaires, il reste une tendance
(faible, alors que D = 2 su¢ ra).

Détermination de l�ordre de di¤érenciation d
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1. Une série stationnaire �uctue autour d�une valeur moyenne et sa fonction
d�autocorrélation décline rapidement vers zéro. Si une série présente des
autocorrélations positives pour un grand nombre de décalages (par exemple
10 ou plus), alors elle nécessite d�être di¤érenciée. La di¤érenciation tend à
introduire des autocorrélations négatives.

Remarque 2.7.3 Si (Xt) admet une racine unité, la proposition �(h) décrôt ex-
ponentiellement vers 0 avec h n�est plus vraie : c�est la persistance des chocs .

choix de d : combien de fois faut-il diférencier pour obtenir une série station-
naire (autocorrélogrammes, tests statistiques...). Donc un estimateur de d est le
nombre total de fois ou on rejette la stationnarite.

2. L�ordre optimal de di¤érenciation est souvent celui pour lequel l�écart-type
estminimal. Un accroissement de l�écart-type doit donc être considéré comme
un symptôme de surdi¤érenciation.

3. Si l�auto-corrélation de décalage 1 est égale à 0 ou négative, la série n�a pas
besoin d�être di¤érenciée. Si l�auto-corrélation de décalage 1 est inférieure à
�0:5,la série est sur-di¤érenciée.

4. Un troisiéme symptôme de sur-di¤érenciation est un changement systématique
de signe d�une observation à l�autre.

2. Stationnarisation par �ltrage

� L�opérateur (1�Bs)D, elimine la périodicité (désaisonalisation).
� L�opérateur de di¤érentiation r, ( ou rd) élimine les tendances.

3. Estimation des paramètres P, Q

Calculer ACF �̂t et PACF r̂t empirique et examiner �̂ks, k � 0, etr̂ks, k � 0,
pour trouver P ,Q de sorte que �̂ks et r̂ks correspond a ARMA(P;Q) (et decroisent
exponentiellement).
Exemple :
ACF (s = 12) : j�̂12j > IC =) P � 1.
PACF j�̂12j > IC =) P � 1.
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4. Estimation des paramètres p, q

Choix du p, q tel que �̂1; :::; �̂s�1 et r̂1; :::; r̂s�1 sont compatibles avec modèle
ARMA(p,q).
Méthode pratique d�estimation des ordres p, q
pour estimer les ordres p ou q, on utillise les propriétés vues précédemment

sur les formes autocorrélogrammes �(h) ou des autocorrélogrammes partiels r(h).
En particulier

Cas d�un processus MA(q)
Soit X = (Xt; t 2 Z) un processus MA(q). pour tout r > q, alors l�auto-

corrélation empirique �(N)X (r) est approximativement une gaussienne centrée de
varience

1

N
(1 +

qX
i=1

�X(i)
2) =

1

N
(1 +

rX
i=1

�X(i)
2)

En pratique, on fait donc l�approximation

8r > q;
p
N

�NX(r)q
1 +

Xr

i=1
�NX(i)

2
 @(0; 1)

On en deduit un test (pratique mais peu regoureux)de H0 : X est un MA(q)
, si pour (presque) tout r > q et r < N =4, on a

����(N)X (r)
��� < 1; 96

s
1 +

Xr

i=1
�NX(i)

2

N

alors on accept H0. Si l�on se limite à r < N =4, c�est que l�estimation de
�
(N)
X (r) devient de moins en moins précise quand r croît vers N .

Cas d�un processus AR(p)
Soit X =(Xt; t 2 Z) un processus AR(p). pour tout r > p, alors l�autocor-

rélation partielle empirique r(N)X (r) est approximation une gaussienne centrée de
variance 1=N . On en déduit comme précédemment un test de H0 :Xest un AR(p)
, pour (presque) tout r > p et r < N=4, on a

r
(N)
X (r) < 1; 96

r
1

N
:

alors on accepte H0.

Cas d�un processus ARMA(p, q)
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On pourrait s�inspirer du critère du coin pour construire un test sur les para-
mètres p et q. En pratique, on procède di¤éremment et plus simplement en vertu
par :
Si X un processus ARMA(p; q) vérifant

�(B)(X) = �(B)(");

avec �(z) et �(z) sans racine commune, et " bruit blanc d�innovation de
variance �2,alors il peut se mettre sous forme MA(1)

Xt = "t +
X
i�1

 i"t�i

ou AR(1)

Xt +
X
j�1

�jXt�j = "t

Comme on a les inégalités

E[(Xt � "t �
q0X
i=1

 i"t�i)
2] � �2(

X
i�q0+1

j ij)2

E[(Xt � "t �
p0X
j=1

�j"t�j)
2] � X(0)(

X
j�p0+1

j�jj)2

et que
P

i>0 j ij comme
P

j>0 j�jj sont �nis, on en deduit qu�il est possible
d�approcher d�aussi près qu�on le souhaite X par un processus de type MA(q0)
ou AR(p0) avec p0 � p et q0 � q : En pratique, on choisit pour valeurs de p0 et
q0 celles que l�on détermine par les méthodes vues précédemment, en supposant
le processus AR puis MA. Cela fournit une première modélisation de X comme
processus ARMA(p0; q0), avec en générale plusieurs couples (p0; q0) possibles. On
verra par la suite comment améliorer cette première estimation majoration des
paramètres du processus ARMA.

5. Estimation des paramètres du �ltre ARMA

Une fois que l�on a décidé de chercher pour les série temporelle x un modèle
ARMA(p; q), reste a estimer les coe¢ cients qui le caractérisent.

Estimation préliminaire
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(i) Estimation de la partie autorégressive : Si X est un processus ARMA(p; q)
causal et inversible, vérifant �(B)X = �(B)" , alors on a vu que sa fonction
d�autocovariance véri�e la relation de récurrence suivante :

8t � q + 1; X(t) + �1X(t� 1) + :::+ X(t� p) = 0;

et que l�on peut en deduire le système d�équations dit aussi de Yule-Walker

0BBBB@
�X(q) ::: �(q � p+ 1)
:
:
:

:
:
:

:
:
:

�X(q + p� 1) ::: �X(q)

1CCCCA
0BBBB@

�1
:
:
:
�p

1CCCCA =

0BBBB@
�X(q + 1)

:
:
:

�X(q + p)

1CCCCA
Les estimateurs de Yule Walker de �1; :::; �p sont donc naturellement défnis

par

0BBBB@
�̂
(N)
X (q) ::: �̂(N)(q � p+ 1)
:
:
:

:
:
:

:
:
:

�̂
(N)
X (q + p� 1) ::: �̂

(N)
X (q)

1CCCCA
0BBBB@

�̂
(N)
1

:
:
:

�̂p

1CCCCA =

0BBBB@
�̂
(N)
X (q + 1)

:
:
:

�̂
(N)
X (q + p)

1CCCCA
(ii) Estimation de la partie moyenne mobile et de la variance du bruit blanc :

On s�appuie sur la remarque simple suivant : Y = �(B)(X) est un processus
MA(q), de paramètres �1; :::; �q : Une fois calculé �̂(N)(z) = 1+ �̂

(N)
1 z+ :::+ �̂

(N)
q zq,

on pose

Y = �̂(N)(B)(X)

et l�on détermine les estimateurs �̂(N)1 ; :::; �̂
(N)
q on appliquant a Y l�algorithme

des innovations.
On en déduit également l�estimateur �(N)2 de la variance du bruit blanc �2:

6. Validation

Il s�agit de vérifer notamment que les résidus du modèle ARMA estimé, résidus
notés "̂t, vérifent les propriétés requises pour que l�éstimation soit valide, à savoir
qu�ils suivent un processus BB, non autocorrélé et de même variance, et qu�ils
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suivent une loi normale. Si ces hypothèses ne sont pas rejetées, on peut alors mener
des tests sur les paramètres.

Tests de bruit blanc et de stationnarité
1. Analyse des fonctions d�autocorrélation
i. Regarder le graphique des résidus estimés pour voir s�il apparaît des points

aberrants, une tendance, une rupture, de l�autocorrélation, etc. Ceci n�est évidem-
ment qu�indicatif.

ii. Regarder les autocorrélations simples et partielles. Elles doivent être signi-
�cativement nulles si les résidus sont un bruit blanc.

2. Test du portemanteau
A�n de tester que les résidus estimés suivent un BB, on teste l�hypothèse

d�absence d�autocorrélation jusqu à l�ordre m. En pratique, on utilise deux tests :
a) Le test de Box-Pierce :
Ce test a pour objet de tester le caractère non autocorrélé des résidus.
b) Le test de Ljung et Box :
Ce test est à appliquer, de préférence au test de Box-Pierce, lorsque l�échan-

tillon est de petite taille, la statistique de Ljung-Box, donnée par :

LB = T (T + 2)

m
�̂2k
T�kX
k=1

où les coe¢ cients d�autocorrélation �̂k sont calculés sur les résidus estimés "̂t.
Cette statistique, sous l�hypothèse que les résidus suivent un BB, suit une loi

du {2m:

3. Test de normalité
Il s�agit de tester que les résidus estimés "̂t suivent une loi normale, c�est- à-dire

ne présentent pas d�asymétrie (Skewness) ni d�applatissement (kurtosis).
Le coe¢ cient de Skewness est donné par :

�
1=2
1 =

�3

�
3=2
2

et le coe¢ cient de kurtosis est donné par :

�2 =
�4
�22
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où

�k =
1

T

TX
t=1

("̂t �
�
"̂t)

k

est le moment centré d�ordre k de la variable "̂t.
Si la distribution est normale et le nombre d�observations grand, alors :

�
1=2
1 y @(0;

p
6=T�2 y @(3;

p
24=T

Tests sur les paramètres
On véri�e tout d�abord que les racines des polynômes AR et MA ne sont pas

égales à 1.
Si les hypothèses testées sur les résidus ne sont pas rejetées, on teste la signi-

�cativité des retards du modèle ARMA par des tests de Student.

Choix d�un modèle parmi plusieurs
Si, a la suite de ces étapes, il reste plusieurs modèles valides, on peut choisir

parmi ces modèles, soit celui qui donne les meilleurs critères d�ajustement, soit
celui qui donne les meilleurs performances en prévision. Concernant les critères
d�ajustement, on retient le modèle qui minimisent les critères d�information (AIC
et BIC). Ces critères sont tous basé sur les deux idées suivantes :
1. Etant donné que �2 est la variance d�erreur de prévision a horizon 1, on

aimerait choisir, parmi les modèles estimés, celui qui fournit la plus petite valeur.
2. On ne peut pas, pour des raisons statistiques, choisir un modèle présentant

un grand nombre de paramètres (p et q grands).
Concernant les performances en prévision des modèles, on utilise couramment

les critères suivants (que l�on cherche bien entendu à minimiser) :

RMSE =

vuut 1

T � k + 1

TX
t=k

(Yt � Ŷt(h))2

et

MAE(h) =
1

T � k + 1

TX
t=k

���Yt � Ŷt(h)
���

où K est le nombre d�observations minimales pour mener une estimation du
modèle. On peut calculer ces critères, soit sur la base de prévisions in-sample
(toutes les observations ont été utilisées pour estimer le modèle et on calcule les
prévisions sur cet même ensemble d�observations), soit sur la base de prévisions
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out-of-sample (on estime le modéle sur un ensemble d�observations et on méne la
prévision sur le reste).
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2.7.2 Prévision des processus SARIMA

Si les données X1; :::; XT suivent un modèle SARIMA(p; d; q)� (P;D;Q)s, on
défnit

Yt = (I �B)d(I �Bs)DXt;

Si par exemple, (d;D; s) = (1; 1; 12),

Yt = (Xt �Xt�12)� (Xt�1 �Xt�13);

On traite le problème de prédiction du processus Yt du type ARMA(p+Ps; q+
Qs),
(a) Traitement de partie AR(p+ Ps) de Yt, par exemple :

Yt = aYt�1 + �Yt�12 � a�Yt�13 + "t;

=) ŶT+1 = aYT + �Yt�11 � a�Yt�12;

=) ŶT+2 = aŶT+1 + �Yt�10 � a�Yt�11;

etc:

=) X̂T = ŶT+1 +Xt�11 +XT � Yt�12;

(b) Traitement de partie MA(q + Qs) de Yt comme vu avec les résidus, par
exemple
pour un SARIMA(1; 1; 1)� (1; 1; 1)12 :

et = Yt � aYt�1 + �Yt�12 � a�Yt�13 � �et�1 � et�12 � �et�13;

Prévision selon Box-Jenkins si T est su¤samment grand et l�horizon h n�est pas
trop grand. Sinon : méthodes non paramètriques, par exemple lissage exponentiel.
et on rentre aprés au niveau du processus Xt du type SARIMA en exprimant
X̂T (1) en fonction de ŶT (1) et les valeurs observ es Xt pour t � T .
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Fig. 2.1 �Schéma général de la modélisation d�une série tomporelle par un modéle
SARIMA.
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Application

Le tableau suivant présente l�évolution du nombre des naissances à l�hôpital
de Sidi Abd-elkader de Ouargla depuis Janvier 2015 jusqu�à Août 2020 :

DATE 2015 2016 2017 2018 2019 2020
Jan 619 620 902 975 907 901
f�ev 743 730 748 769 715 765
Mars 717 741 826 771 777 741
Avr 644 771 839 889 874 881
Mai 678 722 753 775 798 731
Juin 628 728 806 794 743 837
Juil 740 734 829 835 803 801
Août 739 678 858 760 771 772
Sept 744 787 793 862 746
Oct 661 667 877 945 901
Nov 742 783 894 800 809
D�ec 753 615 881 855 856

Tab. 3.1 �L�évolution du nombre des naissances à l�hôpital de Sidi Abd-elkader
de Ouargla ( Janvier 2015 - Aout 2020).

3.1 Identi�cation de la série

Pour identi�er le type de chronique, nous allons procéder à des tests formels
et informels a�n de connaître la tendance et la stationnarité.

52
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3.1.1 Les tests informels

L�analyse graphique de la série
L�analyse graphique nous permet de visualiser l�évolution temporelle de la sé-

rie du nombre des naissances à l�hôpital de Sidi Abd-elkader de Ouargla (Janvier
2015 - Août 2020), Ainsi, à partir des données de la série, nous obtenons le gra-
phique suivant :

Fig. 3.1 �Graphique de l�évolution du nombre des naissances à l�hôpital de Sidi
Abd-elkader de Ouargla (Janvier 2015 - Aout 2020)

De ce graphique, nous observons que les données contiennent un élément sai-
sonnier toutes les 12 p�eriodes.
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et avec :

Fig. 3.2 �Histogramme et statistiques.

Ce qui nous permet de tirer quelques conclusions :
-La présomption d�une tendance de la série.
-La série n�est pas stationnaire.
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Corrélogramme de la série initiale

Fig. 3.3 �Corrélogramme de la série SARIMA
p
Notez qu�il y a des �uctuations et une saisonnalité dans Les coe¢ cients

d�autocorrélation simples et coe¢ cient d�autocorrélation partielle, ce qui appuie
notre a¢ rmation sur la non stationnarité de la série.p

Seulement ces indicateurs sont nécessaires mais non-su¢ sants.p
Par conséquent, nous utilisons le test de Dickey-Fuller Augmenté (ADF)

qui est plus performant dans l�étude de la stationnarité des séries.

3.1.2 Tests formels : Test de racine unitaire ( ADF)

Ce test a un double objectif :
-Il permet de véri�er la stationnarité d�une série.
-Il donne une idée sur la structure de la série.
Nous avançons les hypothèses suivantes pour notre test :

8<:
H0 : � = 1; présence de la racine unitaire càd la série est non stationnaire;

H1 : � 6= 1; absence de la racine unitaire càd la série est stationnaire:
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Ainsi, nous rencontrons les cas de �gures ci-après :
-Si jt_ADF j < jV CM j , on accepte l�hypothèse nulle, la série est non station-

naire.
-Si jt_ADF j > jV CM j , on rejette l�hypothèse nulle, la série est stationnaire.

(Avec V CM =Valeur Critique de MacKinnon au seuil de 5%) :

� Signi�cativité du Trend8<:
H0 : b = 0; le trend est non signi�catif,

H1 : b 6= 0; le trend est signi�catif.
Ainsi, nous rencontrons les cas de �gures ci-après :
-Si jt� statj < 2, on accepte l�hypothèse nulle ,
-Si jt� statj > 2,on rejette l�hypothèse nulle.

� Signi�cativité de l�intercept

8<:
H0 : c = 0; la constante est non signi�catif, modèle sans dérive ,

H1 : c 6= 0; la constante est signi�catif, modèle avec dérive.

Ainsi, nous rencontrons les cas de �gures ci-après :
-Si jt� statj < 2, on accepte l�hypothèse nulle ,
-Si jt� statj > 2,on rejette l�hypothèse nulle.



Chapitre 3. Application 57

Fig. 3.4 �Test ADF sur premier série.

Il ressort de cet output du test d�ADF, que la série est non stationnaire
jt_ADF j = 2:469081 < jV CM j = 3:480463, le trend est non signi�catif

(jt� statj = 1:367582 < 2), et l�intercept est signi�catif (jt� statj = 2:531238 >
2).

3.2 Stationnarisation de la série

�Transformation

On peut conclure que les données ne sont pas normalement distribuées. Par
conséquent, il est nécessaire de transformer les données sous forme logarithmique.
Puisque les données ont été transformées en forme ln, revéri�ez la stationnarité
(en variance), le résultat est le suivant :
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Fig. 3.5 �Test ADF sur la série LOGSARIMA.

� En utilisant un niveau de signi�cation de 5%, on peut voir que les résultats
des données converties (ADF > t� tabel) sous forme logarithmique sont produits
pour nous. Cela signi�e que les données ne sont toujours pas constantes en termes
de variance, ou en d�autres termes, les données ne sont pas normales. Ensuite,
l�étape suivante consiste à stabiliser les données sur la moyenne par la première
di¤érence étant la variation saisonnière,En utilisant la di¤érence saisonnière, nous
trouvons :

Fig. 3.6 �Test ADF sur la série DLOGSARIMA.

� On observe que la série est stationnaire (ADF < t� tabel) .
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La représentation graphique de la série stationnarisée est donnée sur la �gure
ci-dessous.

Fig. 3.7 �Graphique de la série stationnaire.

Identi�cation de la série stationnaire

Fig. 3.8 �Correlogrammede la série stationnaire.
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3.3 Identi�cation du modéle optimal provisoire

Cette phase consiste à déterminer les modèles adéquats dans la famille SA-
RIMA. Elle est fondée sur l�étude des corrélogrammes simples et partiels de la
série étudiée(éventuellement stationnarisée).

Sur la base du diagramme de corrélation ci-dessus, la valeur p est vue depuis
le PACF, et q est vu depuis l�ACF. On sait qu�en ACF il y a un premier et
un deuxième retard (q = 2), en plus de PACF il y a un premier retard (p = 1).
Ensuite, la valeur P est vue à partir de la valeur PACF saisonnière et de ses
multiples, puis dans ce cas, elle est (P = 1). Pendant ce temps, la valeur Q est
obtenue à partir de la valeur saisonnière ACF et de ses multiples, de sorte que
dans ce cas, elle est en retard de 12 (Q = 0). Sur la base de ces informations, le
modèle SARIMA (2;1;1)(1;1;0)12 est obtenu.

3.4 Estimation

Après avoir identi�é le modèle,un modèle important a été identi�é, de sorte
que le modèle spéci�que est SARIMA(1;1;2)(1;1;0)12, il convient de passer à
la phase d�estimation des paramètres de ce modèle, nous avons :

Fig. 3.9 �le meilleur modèle.
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Estimation de l�equiation

Fig. 3.10 �Estimer l�équation.
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3.5 Validation du modéle

On peut voir dans la sortie ci-dessus, que toutes les valeurs sont toutes si-
gni�catives. Ensuite, ce modèle est utilisé pour la prévision. Avant de faire des
prévisions, il est nécessaire de tester d�abord les hypothèses.

�Test d�hypothèse classique
a.Test de normalité résiduelle

Fig. 3.11 �Test de normalité.

sur la base de l�histogramme ci-dessus, on peut voir que les résidus ont tendance
à être normaux.

b. Test d�autocorrélation

sur la base du corrélogramme ci-dessus, on peut voir qu�il n�y a pas de décalage
qui a une valeur de probabilité < 0; 05. On peut donc conclure que le résidu ne
contient pas d�autocorrélation.
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Fig. 3.12 �Correlogramme Q-Statistics.

c. Test d�hétéroscédasticité

Fig. 3.13 �Correlogram Squared Residuals.
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sur la base du corrélogramme ci-dessus, on peut voir que la valeur de probabi-
lité n�est pas < 0; 05. On peut donc conclure que les données sont l�homoscédas-
ticité.
Une fois que toutes les hypothèses ont été remplies, on peut s�assurer que le

modèle SARIMA(1; 1; 2)(1; 1; 0)12 est un modèle approprié pour la prévision.

3.6 La prévision

D�apré le programme Eviews, les prévisions de (septembre 2020� Juin 2021)
sont dans le tableau suivant :

DATE Sept Oct Nov Dec
2020 783:9 834:4 804:4 819:7
DATE Jan F�ev Mars Avril Mai Juin
2021 834:6 790:1 782:2 827:9 779:0 813:5

Tab. 3.2 �Prévision du nombre de naissances.
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Conclusion

Au terme de cette étude sur la modélisation des séries chronologiques, par
l�utilisation des méthodes de Box et Jenkins, nous avons epousé volontairement
une approche pragmatique de Box Jenkins généralisé par les processus SARIMA.
L�hypothése de stationnarité est fondamentale dans la modélisation d�une série
temporelle.Elle s�avère être un outil puissant et performant pour faire de la pré-
vision.
Le but de notre étude est de trouver le meilleur modèle pour prédire le nombre

des naissances à l�hôpital de Sidi Abd-elkader de Ouargla( Janvier 2015 - Août
2020) ,les résultats de l�analyse de notre série montre que le modèle approprié
pour cette étude est SARIMA(1,1,2)(1,1,0)12 . Finallement, nous obtenons les
prévisions du nombre des naissances (Septembre 2020 - Juin 2021) .
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Résumé 

Les modèles de séries temporelles mixtes saisonnières SARIMA sont les modèles les plus 
importants de la série temporelle linéaire aléatoire. Il prend en compte l'instabilité et les 
variations saisonnières. L'objectif de ce travail est de tester l'exactitude de ces modèles dans 
l'estimation de la série mensuelle du nombre des naissances à l'hôpital de Sidi Abdelkader 
de la mère et de l'enfant de janvier 2015 à août 2020. puis de tester leur exactitude dans la 
prédiction du nombre futur de naissances futures pendant dix mois, de septembre 2020 à 
juin 2021. et connaître l'exactitude de Modèles SARIMA . 
 
Mots clés: Modèles SARIMA, Séries chronologiques, Méthode de Box-Jenkins. 

  

 

Abstract 

The seasonal mixed time  series models SARIMA are the most important models of the 

random linear time  series .it is taking in to account the instability and the Seasonal 

variations .The objective of this work is to test the accuracy of those models in the 

estimation of the monthly number of births series at Sidi Abdelkader Hospital of Mother and 

Child from January 2015 to August 2020. and then testing their accuracy in predicting of the 

future numbers of future births for ten months, from September 2020 to June 2021. and 

know the accuracy of SARIMA models . 

Keywords:  SARIMA models, Time series, Box-Jenkins method. 

 

 

 ملخص

سل الزمنٌة العشوائٌة الخطٌة فهً تأخذ لامن أهم نماذج الس SARIMA طةلسل الزمنٌة الموسمٌة المختلاتعتبر نماذج الس

ل هذه المذكرة اختبار دقة هذه لاة الزمنٌة، حٌث أردنا من خلسلٌة فً السللاستقرارٌة و التغٌرات الفصابعٌن الاعتبار عدم 

 أوت إلى 2015 من جانفً لمستشفى سٌدي عبد القادر للام والطفل الشهرٌة عدد الموالٌد ة لسلالنماذج فً تقدٌر س

 الى جوان 2020من سبتمبر  القادمةأشهرلعشرٌة لالمستقببعدد الموالٌد  ،و من ثم اختبار دقتها فً التنبؤ 2020

 SARIMA .  استنتاج مدى دقة نماذجمن أجل ،2021

 .جنكٌنز-بوكس طرٌقة, زمنٌة سلاسل, SARIMA نموذج : المفتاحية  الكلمات
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