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Introduction 1

Introduction

Les séries chronologiques, ou temporelles, encore nommeées chroniques sont
des séries statistiques ordonnés dans le temps que prennent des valeurs numé-
riques. Elles peuvent utiliser n’importe quelle mesure du temps , dates ou périodes,
a condition que 'espacement des observations soit constant. On emploie aussi le
temps de périodicité malgré son ambiguité ( il est aussi utilisé pour désigner le
temps qui s’écoule entre deux périodes identiques ). Une série temporelle peut
aussi s’observer de fagon continue, par exemple en physique . Leur domaine d’ap-
plication est trés vaste et s’étend de I’astronomie & I’économie et finance en passant
par la biologie, psychologie, géophysique ou la théorie du signal...etc. L’étude d’'un
processus aléatoire a partir d’une série chronologique peut avoir généralement les
objectifs suivants : Comprendre le passé : expliquer les variations observées, Preé-
dire les valeurs futures (proches), Etudier le lien avec d’autres séries. L’idée est de
prendre un échantillon de données et de construire le meilleur modéle qui ajuste
ces données. Ce modéle nous permet de tirer certaines conclusions sur la série.

Ce travail est répartit comme suit :
Le premier chapitre est comprend les notions de base sur les séries chrono-
logiques et tout ce qui y est lié .

Le deuxiéme chapitre présente les principaux modeéles : AR, MA, ARIMA jet
les modéles saisonnier SARIMA avec Les étapes méthodologiques de Box & Jen-
kins I’étude des séries chronologiques randomisées sont mentionnées.

Le troisiéme chapitre et dernier chapitre est consacré a l'application de
modéle SARIMA par la méthode de Box & Jenkins avec le programme Eviews
sur nombre de naissances a I’hopital de Sidi Abd-elkader de Ouargla ( Janvier
2015 - Aout 2020).



Chapitre 1

Généralités sur les séries
chronologique :

Une série chronologique est une suite formée d’observations au cours du temps,
L’analyse des série chronologique est un outil couramment utilisé de nos jours
pour la prédiction de données futures, il est appliqué dans beaucoup de domaines
a savoir en finance en médecine en économétrie et en météorologie et dans bien
d’autre domaines.

La prévision se base sur la connaissance du passé et du présent. L’analyse des
séries chronologiques, présente plusieurs méthodes entre d’autre le lissage expo-
nentiel et les modeles basés sur les processus aléatoires linéaires (modeles ARIMA
saisonnier SARIMA,). dans la suite on présentera les notions de base des séries
chronologiques nécéssaire a la compréhension de la suite du mémoire.

1.1 Définition d’une série chronologique

Une séries statistique est désignée comme étant chronologique quand les don-
nées qui la constituent sont les valeurs d’une variable enregistrée en fonction de
la date pendant une certaine période [2] [3] .

Définition 1.1.1 On appelle série chronologique une suite d’observations numé-
riques d’une grandeur effectuées a intervalles réguliers au cours du temps.

Définition 1.1.2 Une série chronologique, ou chronique ou série temporelle, est
une suite finie de données indexée par le temps.

Si tq,ta, ..., t, sont les n instants successifs d’observation et si X;, est la
valeur mesurée a l'instant ¢;, on notera la série chronologique {X;};erou T est
I’ensemble ordonné T' = {ty,ts, ..., t, }.
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Exemple 1.1.1 (de séries chronologiques)

1. Ecologie (pollution).
2. Nombre annuel de gréves aux Etats-Unis de 1951 a 1980.
3. Nombre mensuel de décés accidentelsarx USA 1973 - 1979 .

e Taille de la population algérienne de 2000 & 2020.

4.4e+07

ser ie_ts
3.8e+07

3.2e+07

I I I I I
2000 2005 2010 2015 2020

Time

Fic. 1.1 — La population algérienne de 2000 & 2020.

1.2 Objectifs de lanalyse d’une chronique

Les objectifs de ’analyse d’une série chronique sont :
1. Modélisation

Elle consiste a :

-Développer des modeles permettant de décrire le comportement d’une ou
plusieurs séries chronologiques.

-Mettre au point une méthodologie pour spécifier, estimer, valider (juger) un
modele approprié pour des données particuliéres.

2. Prévision
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Etant données des observations X, ..., X7 , la prévision consiste a évaluer un
valeur non observée, X7, . La prévision peut étre ponctuelle, ou prendre la forme
d’un intervalle de prévision.

1.3 Les composantes d’une série chronologique

La premiére étape dans 1’étude des séries chronologiques consiste a représenter
graphiquement 1’événement qui permet d’entrevoir les quatre composantes fonda-
mentales d’une chronique [4] :

1. La tendance f; : Représente I’évolution a long terme de la grandeur étudiée,
et traduit l'aspect général de la série.

2. Les variations saisonniéres S; : Sont liées au rythme imposé par les saisons
météorologiques (production agricole, consommation de gaz,...), ou encore
par des activités économiques et sociales (fétes, vacances, solde, etc).

Elles sont de nature périodique, c’est-a-dire qu’il existe un entier p, appelé
période, tel que S; =951, pour tout ¢ > 1.

3. Cycle C} : Regroupe les variations autour de la tendance avec des alternances
de phases d’expansion et de recession. Ces phases durent généralement plu-
sieurs années, mais n’ont pas de durée fixe.

4. Les variations accidentelles ou résiduelles ¢; : les variations accidentelles
sont des fuctuations irrégulieres et imprévisibles. Elles sont supposées en
général de faible amplitude. Elles proviennent de circonstances non prévi-
sibles : catastrophes naturelles, crise boursiere, gréeves,...
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Le graphique suivant présente I’ensemble des composantes précitées

A y

Y | Variations salsonniéres .-"I\ 1

¢ .'"ll \-\ l--\"_‘_JI.- - A -

‘. ) l,-(d_ . .h'-l . T \\V/\ III:;. -\\Ulr.l_,- ._‘|

" i L
i W/ i T 3
P | \ — | | Variations accidentelles

F1G. 1.2 — Les composantes d’une série chronologique.

1.4 Schémas de décomposition d’une série chro-

nologique

La technique de décomposition d’une série chronologique, repose sur un modeéle
qui I'autorise. Ce modeéle porte le nom de schéma de décomposition. Il en existe
essentiellement deux grands types [5] :

1. Schéma additif

Dans un modele additif, on utilise les 4 composantes : tendance, variations
saisonniéres, composante cyclique et composante résiduelle sont indépendantes
les unes des autres. On considére que la série X;s’écrit comme la somme de ces 4
composantes :

Xt:ft+ct+st+5t~
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300
250 P
200 ST _‘(’:\4{_‘5’:@'
| g T
100 N7 T
50 {-""""
U L—J‘ ! ' l‘_l ' ' ‘f\-. ) ! 'ﬁ' ! ) .1'
Fic. 1.3 — schéma additif.
2. Schéma multiplicatif
Dans un modeéle multiplicatif on utilise aussi les 4 composantes : tendance,

variations saisonnieres, composante cyclique et composante résiduelle sont indé-
pendantes les unes des autres. On considére que la série X;s’écrit comme la produit

de ces 4 composantes :

350

Xt:ftxctxstxgt.

300 - U
250 - ?\./" NaW
201 e LA
180 | p2gR ) L \
100 {foeX7 Nt
50 f&'
3 — : -
Q - o™ © -
8 8 8 3 8
Fic. 1.4 — schéma multiplicatif.

3. Schéma mixte

Dans un modeéle mixte on utilise les deux schéma muliplicatif et additif avec les
4 composantes : tendance, variations saisonniéres, composante cyclique et compo-
sante résiduelle sont indépendantes les unes des autres on considere que la série
X;s’écrit comme la produit et la somme de ces 4 composant :
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Xi=(fi+c)xsi+e

Xe=fi+ (X s) +e

Remarque 1.4.1 La tendance (Z;) prend déffrentes forme :

a. Linéaire : 7, = a + bt.

b. Quadratique : 7, = a + bt + ct?.

c. Exponetielle : 7, = ae.

e Choix du modéle
Le choix du modéle est défini par plusieurs méthodes :

Meéthode de la bande :

On utilise le graphe de la série et la droite passant par les minima et celle
passant par les maxima.

- Si ces 2 droites sont a peu pres paralléles : le modeéle est additif.

- Si ces 2 droites ne sont pas paralleles : le modele est multiplicatif.

Méthode du profil :

On utilise le graphique des courbes superposées.
- Si les différentes courbes sont & peu prés paralleles : le modeéle est additif.
-Sinon (les pics et les creux s’accentuent) : le modele est multiplicatif.

Méthode du tableau de Buys et Ballot :

On calcule pour chacune des années, la moyenne et I’écart type.

On trace les points d’abscisse la moyenne et d’ordonnée 1’écart type de la méme
année.

On trace la droite des moindres carrés de ces points.

-Si écart type est indépendant de la moyenne le modéle est additif.



Chapitre 1. Généralités sur les séries chronologique 8

-La pente (a) de la droite des moindres carrés est trés proche de 0.
Sinon ;

-I’écart type est fonction de la moyenne le modeéle est multiplicatif.
-La pente (a) de la droite des moindres carrés n’est pas nulle.

1.5 Coefficients saisonniers

On sait que I'influence des variations saisonniéres doit étre neutre sur I’années
et que ces variations (S;)se répeétent théoriquement & l'identique de période en
période. Dans toute série chronologique observée sur un cas réel, les variations
saisonniéres ne sont jamais identiques. Donc, pour satisfaire aux exigences du
modele théorique, et pour pouvoir étudier la série réelle, il faut estimer, a la place
des(S;) observées, des variations périodiques identiques chaque année (mois par
mois, ou trimestre par trimestre) qu’on appelle coefficients saisonniers. On les
note S; ,j = 1 & 12 pour des données mensuelles. j= 1 & 4 pour des données
trimestrielles.

eMéthode de calcul des coefficients saisonniers

La série Y; est observée sur n année par période p. (p = 12) mois (j =
1,2,...,12) ou 4 trimestres (j = 1,2,3 ou 4). Les variations saisonniéres S; sont
égales, par hypothése du modeéle additif a :

St:}/;ﬁ_fb

nous obtenons donc nx j valeurs de S, que nous pouvons écrire S;;. On
retiendra 12 valeurs de S; (mois) ou 4 valeurs de S; (trimestres) comme coefficients
saisonniers, en calculant, mois par mois, ou trimestre par trimestre, la moyenne
arithmétique des Sy, sur ’ensemble des n années, on obtient :

1 n
Sj — ﬁ;s”

La somme sur I’année de ces coefficients saisonniers S; devrait en toute logique
étre égale & 0. En fait, bien souvent, les approximations des calculs conduisent a
un résultat légérement différent. Dés lors, dans le cas ou la somme des Sj est
différente de 0, on calcule un coefficient correcteur qui est la moyenne des S; sur
I’année

1 12
Sj — E;SJ
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Et l'on retient en définitive, comme coefficient saisonnier corrigé la valeur :

Sf:Sj—p.

J

Le principe théorique selon lequel la moyenne (ou la somme) des coefficients
saisonniers est égale & zéro est respectée par les S7 (coefficients saisonniers corri-

gés).

1.6 Série désaisonnalisée

Nous appelons série désaisonnalisée ou série corrigée des variations saisonniéres
notée série C'V' S, la série chronologique Y; & laquelle on a enlevé les variations
saisonniéres.

Dans le cas du modéle additif : La série désaisonnalisée est :

Y;*:n—st

Dans le cas du modéle multiplicatif : La série désaisonnalisée est :

Yy
Y =—.
t St
La particularité de la série C'V'S est que les données de Y;* Sont directement
comparables : on a enlevé I'effet des saisons et donc le caractére propre de chaque
mois on peut par exemple comparer les données d'un mois de janvier et celle d'un
mois de juillet.

1.7 Autocorrélations simple et partielle

Les principales caractéristiques temporelles sont données par ’autocorrélation
(simple) et Pautocorrélation partielle .
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1.7.1 La fonction d’autocovariance et d’autocorrélation

La fonction d’autocovariance{y (%)}, mesure la covariance entre une variable
et cette méme variable & des dates différentes, pour un délai A :

v (h) = cov (X, Xin) = E[(Xy — BE(Xy)) (Xi-n — E(Xi))]

Ainsi

1(0) = Var(X,) = E [(Xe) — (E(X:))*] = 0%

Elle fournit une information sur la variabilité de la série et sur les liaisons
temporelles qui existent entre les diverses composantes de la série X; :
La fonction d’autocorrélation est définie par :

p(h) = M,h € Z.

7(0)

Avec p(0) =1 et |p(h)] < 1.
L’équivalent empirique de la fonction d’autocorrélation, noté p(h) , est obtenu
a partir de estimateur suivant pour I'autocovariance §(h) a 'ordre h :

A = g 3 (K= X) (X - X).

On définit la matrice de corrélation (de dimension m) de la maniére suivante :
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1.7.2 La fonction d’autocorrélation partielle

Elle mesure la liaison linéaire entre X; , X;_;, une fois retirés les liens transi-
tants par les variables intermédiaires X;_1,...,. X p11.

Le coéfficient d’autocorrélation partielle d’ordre h, noté r(h) est définie par

T(h) = COU(Xt7Xt—h/Xt—1; "'7Xt—h+1)

Le coéfficient d’autocorrélation partielle d’ordre h d’un processus stationnaire
se calcule de la maniére suivante :

| R(h)" |
r(h) = ——
| B(h) |
avec
1 P1 - - Phr-1
pr 1 - - Ph—2
R(h) = 1
Ph—1 Prn—2 - - 1
et R(h)* est la matrice R(h) dans la quelle on a remplacé la colonne h
P1
P2
par| . )
Ph
1 P1 -+ Pra
pr 1 .- Ph—2
R(h)* = 1
Ph-1 Ph2 - - 1
Ainsi @ 1y
p(2) = p
1) =p(1 2) = —"—7, ...
(1) = p(1), r(2) = PR

De maniére empirique, les autocorrélations partielles s’estiment par I’estima-
tion des autocorrélations simples et en calculant 7#(h) a partir de la formule ci-
dessus.
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1.8 Bruit blanc

Définition 1.8.1 On dit que la suite de variables aléatoires {e;} constitue un
bruit blanc faible si elle posséde les propriétés suivantes [6] :

E(g;) =0, pour tout t € Z
B(e2) = 02 £0,

cov(es,er) =0, sit#s.

En d’autres termes, les variables aléatoires €; sont de moyenne nulle, de va-
riance constante et non corrélées.

Remarque 1.8.1 On dit que {&;}est un bruit

Remarque 1.8.2 blanc fort s’il est un bruit blanc faible et que les variables aléa-
toires e sont i.i.d. (indépendantes et identiquement distribuées).

1.9 stationnarité

La stationnarité est une caractéristique d’une série chronologique qui implique
que le comportement de la série ne dépend pas du temps. En particulier, on dit
qu’une série X; est stable si elle ne comporte pas de tendance a la hausse ou a la

baisse. Plus formellement, on distingue deux types de stationnarité, a savoir forte
et faible [7] .

Définition 1.9.1 ( Stationnarité faible) Un processus (X;)icz est dit station-
naire ou faiblement stationnaire ou stationnaire au second ordre si

i B(X]) < oo,
ii E(X;)= u,vt € Z (donc ne dépend pas du temps) ,
iii Cov(Xy, Xy p) = E(XyXip) — E(Xy)E(Xi—p) = v(h) Vt € Z,Yh € Z (ne
dépend pas du temps) .
En résumé, un processusX; est dit stationnaire du second ordre si sa moyenne,

sa variance et sa covariance sont indépendantes du temps et si sa variance est
finie.

Définition 1.9.2 (Stationnarité stricte) Un processus (Xi)iez est dit stric-
tement stationnaire ou stationnaire au sens strict si les lois jointes de
(X1, s X)) €t de (Xyriny -y Xewan) sont identiques pour tout entier positif k et
pour tous tl,...,tk, h € Z.
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Intuitivement, une série chonologique strictement stationnaire doit avoir le
méme comportement statistique sur des intervalles de temps égaux.

1.9.1 Relation entre stationnarité faible et stricte

Propriété 1.9.1 Un processus strictement stationnaire du second ordre est fai-
blement stationnaire. La réciproque n’est pas vraie en général.

Contre-exemple :Soit (X;)une suite de variables aléatoires indépendantes
telle que :
- X; ~ exp(1) lorsque t est pair,
- X; ~ N(1,1) lorsque t est impair,
alors (X;) est stationnaire avec vx(0) = 1 et yx(h) = 0 lorsque h # 0. Cepen-
dant X et X5 n’ont pas la méme loi donc (X;) n’est pas strictement stationnaire.
Difference-Stationary
Un processus X;est dit difference-stationary (D.S) ou stationnaire en différence
s’il peut s’écrire sous I'une des formes suivante :
(1) Xt = thl + Et .
(2) Xi=Xi 1+ B +ei(avec B #0).

Trend-Stationary

Il sera dit Trend-stationary (7°S)ou stationnaire en tendance s’il peut se mettre
sous la forme :

Xt = g(t) + Et,

g(t) est une fonction polynéomiale du temps.

La bonne maniére de stationnariser une série T'S consiste a estimer, en général
par les moindres carrés ordinaires (M CO), I'expression de la tendance et a la
retirer. Tandis que la stationnarisation des séries DS se fait par passage aux
différences.
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1.9.2 Test de Dickey Fuller Augmenté

Les tests de stationnarité permettent de vérifier si une série est stationnaire ou
non. Le test de Dickey-Fuller, le test augmenté de Dickey-Fuller (ADF'), ou encore
le test de Phillips-Perron (PP) sont des tests de racine unitaire, pour lesquels
I’hypothése nulle est que la série a été générée par un processus présentant une
racine unitaire, et donc, qu’elle n’est pas stationnaire. On donne ici le test de
ADF :

Les hypotheéses du test de ADF' se définissent de la fagon suivante; Un pro-
cessus non stationnaire, il correspond & une de ces formes de non stationnarité :

p
AX; =X, 1 + ZaiAXt,i +e,avec p=p—1 (1)
i=1
p
AXt = o+ ¢Xt—1 + ZaiAXt—i + Et (2)
i=1
p
AXy=a+ft+0Xea+ ) aldXe +e (3)

1=1

1.10 Théoréme de Wold

Théoréme 1.10.1 Tout processus (X;)iez faiblement stationnaire peut s’écrire
sous la forme [8] :

+o00
X, = Z%ﬂﬂ' + ki,
j=0

+o0
ou les parameétres 11,15, ... sont des réels tels que g = 1 et ZQ/JJQ < 400,
j=0
Etez est un bruit blanc et k; est une composante linéaire telle que Cov(ky, e4—;) =0
pour tout j € Z.

Selon le théoréeme de Wold, tout processus stationnaire d’ordre 2 peut étre
représenté comme une somme pondérée infinie de chocs passés, caractérisés par
un bruit blanc.

Dans ce qui suit, deux exemples de séries chronologiques stationnaires sont
présentés. On obtiendra, dans chaque cas, leur représentation selon la formule du
théoréme de Wold.
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Exemple 1.10.2 Soit le processus

+o0 1 j
Xi= Y (5) Vi

Jj=0

ot (V})sez est un bruit blanc gaussien de variance unitaire. Afin que la condition
19 = 1 du théoreme de Wold soit satisfaite, il s’agit de poser

St::—V;

on a alors

+o00 1 j—1 +o0 1 j
A&::}::<§) QjH::€t+‘§::<§> Et—js
j=0 j=0

1
ol (€)ez est un bruit blanc de variance Var (g;) = Var(V;,/2) = — . Ainsi,

) +oo
Yo =1 et 1, = (1,72)7 . On note que la condition ) @b; < +00 est également

() -2() -5

+oo . 1
ZOéj 1 4 af <1,
7=0

satisfaite car
—+o00 —+oo
2
VEDS
j=0 =0
ou le résultat

été utiliseé.

Exemple 1.10.3 Soit le processus

X = pXi_1 + &

ol |p| < 1 et e4ez est un bruit blanc de variance o, = 1.
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Alors X; a une représentation sous la forme

+oo
Xt: E pJEt,j,
Jj=0

+o00
qui est précisément un cas particulier de la formule X; = > ;e ; + k; avec
j=0
¥; = p/ .En utilisant le résultat sur la somme géométrique infinie, on note que

Ry 2 = . 2 <= 2. 1
Z¢]:Z(p]) :Z(p)]zl_pz < +o0.
=0 =0 =0

1.11 Opérateurs définis sur une série chronolo-
gique

Si la série X; n’est pas stationnaires I'opérateur suivant rende cette série sta-
tionnaire [9]

1.11.1 Opérateur de retard

Définition 1.11.1 L’opérateur de retard B se définit de la maniére suivante :

B(X,) = Xi1

Remarque 1.11.1 L’opérateur B est linéaire et inversible. Son inverse B~ = F
est défini par

Vt € Z,FXt - XtJrl.

L’opérateur F' est appelé opérateur d’avance.
Si on compose B avec lui-méme on obtient B® = Bo B tel que

Vi€ Z,B X, = X,_.

On peut itérer cette application et définir par récurrence

B*X, = X, i, k € N.

Par convention, B est 'opérateur identité I.
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1.11.2 Opérateur de différence d’ordre d

Définition 1.11.2 On définit Uopérateur A? de différence d’ordre d comme [’opé-
rateur linéaire tel que

A’X, = (1 - B)'X,.

On peut aussi prendre 'opérateur d’ordre 1 et 'appliquer plusieurs fois :

A (X)) = AAX)) = AKX, — X)) = (1-B) (X, — X;1) = Xy — 2X, 1 + Xy o

1.12 Analyse de la tendance

Dans cette section, nous nous plagons dans le cadre d’un modele composé
uniquement d’une tendance et de fluctuations irréguliéres et donnons différentes
méthodes permettant d’estimer la tendance.

1.12.1 Rappels sur la régression linéaire

Lorsqu’une liaison linéaire forte entre deux variables X et Y semble raisonnable
au vu du nuage de points, on a alors une relation du type :

Y ~aX +b.

ol les coefficients a et b sont inconnus.

Le probléme est que les points du nuage sont rarement (parfaitement) alignés :

ils sont proches d’une droite.

Nous cherchons maintenant la droite qui passe au plus prés des points du
nuage. Pour cela, il faut donc mesurer 1’éloignement des points du nuage par
rapport a une droite D d’équation y = ax + b puis minimiser un critére d’erreur
donné. On peut envisager de minimiser

— la somme des erreurs en valeur absolue :min,, > ;- |y; — az; — b|.

— la somme des erreurs au carré : ming, y ., (y; — ax; — b)>.

La méthode des moindres carrés minimisant le second critére est la plus utilisé.
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1.12.2 La méthode des moindres carrés

On démontre en minimisant la fonction de deux variables

n

g(a,b) = (i — az; — b)’.

=1

que le couple solution (a, l;) est donné par

% D i1 YiTi — (% D i yz)(% Do) _ Cou(X,Y)

i= i 2 _ |
% Do T — (% Do )2 Var(X)
et
I 1 & _ _
b== yi—a=) 2, =Y —aX
n n 4

La droite d’équation y = ax + b est appelée droite de régression de Y en X et
est notée : Ay x.

1. Cette droite passe par le point moyen M (X;Y").
2. Le coeficient directeur a de Ay,x , Cov(X;Y) et r(X;Y) sont de méme

signe :

— Lorsqu’ils sont positifs, on parle de corrélation positive (y augmente quand
r augmente).

— Lorsqu'ils sont négatifs, on parle de corrélation négative (y diminue quand
r augmente).

1.12.3 Propriétés et interprétation du coefficient de cor-
rélation linéaire

Afin de confirmer qu’il est raisonnable d’approximer le nuage de points par
une droite, on calcule le coefficient de corrélation linéaire :

H(XY) = CO'U(X,Y)‘

0x0y
a. Le coefficient de corrélation linéaire est symétrique :

r(X,Y)=r,X).
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b. L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

-1<r(X,Y) <1

En pratique, il faut commencer par tracer le nuage de points puis calculer
r(X,Y) et ce n’est que si la corrélation linéaire est assez forte que I'on cherchera
la droite de régression de Y en X.

1.12.4 Estimation non paramétrique

Dans certaines situations, il n’est pas facile de trouver le degré du polynome
d’ajustement pour Z; ou de changement de variable adéquat. On pourrait utiliser
un polynoéme avec un degré élevé mais le nombre de parameétres & estimer serait
important et rendrait les calculs fastideux. Par ailleurs, on ne sait pas non plus
déterminer ’allure de cette fonction. Dans cette situation, on a recours a la théorie
non paramétrique de ’estimation de la tendance qui ne suppose rien sur celle-ci
a priori et on approxime la tendance par la moyenne mobile arithmétique d’ordre
k.

7 = My(Z,).

Alors la tendance a la date tpeut étre estimée par la moyenne mobile (centrée)
d’ordre k a la date t.

1.13 Les moyennes mobiles

Définition 1.13.1 On appelle moyenne mobile, une transformation de X; s’ ecrivant
comme combinaison lineaire finie des valeurs de la série correspondant a des dates
entourant t. La série transformée s’écrit

M, 4mp1 Xy = Z 0; X = 00 Xo—p HO1 Xy 1 H00 X +01 X+ A0, X,

1=—m1

o 0 ., , ..., 0, sont des réels et m;, ms € N. On appelle ordre de la
moyenne mobile la valeur my + mg + 1.
— On dit que la moyenne mobile est centrée lorsque m; = my = m.
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— Une moyenne mobile centrée est symétrique si et seulement si 0 _; = 6,1 =
1,..m.

— Une moyenne mobile arithmétique est une moyenne mobile centrée, d’ordre
(impair) 2m + let telle que

Une moyenne mobile arithmétique est donc centrée (par définition) et symé-
trique. On a en particulier dans ce cas,y ;- 0; = 1 et My, 1 Xt apparait comme
la moyenne des observations X;_,,, ..., X¢, ..., Xiim.-

Cas particulier : Moyenne mobile arithmétique

La série des moyennes mobiles arithmétiques d’ordre k (k est impair), est la
série des moyennes de k observations consécutives et elle prend ses valeurs aux
dates moyennes correspondantes. Plus précisément, on calcule les moyennes de &

termes consécutifs pour les dates

b4ty ot ot trpg ot
—  buis k Jusqula ,

k
et pour la variable d’intérét

X+, 4+Xe | Xo+. 4+ X .  Xrp b+ Xp
A puis A Jusqula k: .

Exemple 1.13.1 Calcul d’une moyenne mobile arithmétique d’ordre 3

Date t | Série y, | Date Ms(t) de la M M Ms(y:)
1 5
2 3 (1+2+3)/3=2 (5+3+4)/3=4
3 1 (2+3+4)/3=3 (3+4+5)/3=4
4 5 (B3+4+5)/3=4 (4+5+4)/3 =433
5 4 (4+5+6)/3=5 (5+4+4)/3=4.33
6 4

TAB. 1.1 — Moyenne Mobile d’ordre 3

Lorsque k est impair, k = 2m + 1, la série moyenne mobile est calculée aux
mémes instants que les observations initiales. En revanche, lorsque k est pair,
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k = 2m, la moyenne mobile est calculée entre les dates d’observations. Si I’on veut
comparer la série transformée a la série initiale, on a besoin d’avoir les valeurs pour
les mémes dates d’observations. Pour pallier cet inconvénient, on prendra plutot
comme transformation

1/1 1 1 1
E <§Xt—m + Xt—m+1 +. ..+ Xt+m—1 + §Xt+m) - iMéXt + éMngt’

combinaison linéaire des moyennes mobiles arithmétiques sur 2m valeurs

MiX, = % (Xiem+ - o+ Xivme1) = Moy 1y 01Xy avec my =m, mg =m — 1,
et
2 1

M X, = % (Xiem1+ - o+ Xeom) = Moy 11Xy avec my = m — 1, mg = m.

Exemple 1.13.2 Calcul des moyennes mobiles arithmétiques d’ordre 2 et 4

Date t | Série y, | Date My(t) de la M M Ms(yy)
1 5
3 (1/2+2+3/2)/2=2 | 5/2+3+4/2)/2=3.75
3 1 (2/2+3+4/2)/2=3 | (3/2+4+5/2)/2=4
4 5 (3/24+4+4+5/2)/2=4 | (4/2+5+4/2)/2=4.5
5 4 (4/24+5+6/2)/2=5 | (5/2+4+4/2)/2 =425
6 4

TAB. 1.2 — Moyenne Mobile d’ordre 2
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Date t | Série y, Date My(t) de la M M My(yy)
1 5
2 3
3 1 (1/213+4+5/2)/4=3 | (5/213+4+15+4/2)/4=41%5
1 5 | (2/213+14154+6/2)/4=4| (3/2+4+5+4+4/2)/4=4.125
5 4
6 4

TAB. 1.3 — Moyenne Mobile d’ordre 4

1.13.1 Propriétés d’un lissage par moyenne mobile
Effet d’une moyenne mobile sur une tendance

L’application d’une moyenne mobile arithmétique (paire ou impaire) ne mo-
difie pas une tendance constante.

L’application d’une moyenne mobile arithmétique (paire ou impaire) conserve
une tendance linéaire.

Plus précisément,

1. Une moyenne mobile conserve les constantes si et seulement si

H,ml + . emz = 1

2. Une moyenne mobile symétrique conservant les constantes et les polynémes de
degré 1.

Effet d’une moyenne mobile sur une composante saisonniére

Si la série X; posséde une composante saisonniére de période P alors ’ap-
plication d’une moyenne mobile d’ordre P supprime cette saisonnalité. La série
(MpX;); ne posséde plus de composante saisonniére de période P.

Plus précisément, cherchons les séries chronologiques qui sont arrétées par le
filtre moyenne mobile centrée d’ordre 2m + 1. Ce sont les séries St telles que leur
transformée S} par la moyenne mobile vérifie S} = 0.

On cherche donc a déterminer le noyau d’une moyenne mobile arithmétique
d’ordre 2m + 1 ou encore les vecteurs propres associés ‘a la valeur propre nulle.

Pour trouver les séries arrétées par une moyenne mobile, on considére le poly-
noéme

P(;E) = H,ml + 6,m1+1$ + ...+ 9m2xm1+m2.
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dont on cherche les racines. Dans le cas centré, on considére simplement

P(x) =0_p, +0_p, 12+ ... + 0,2%™,

Propriété 1.13.3 La moyenne mobile d’ordre m, + mg + 1 arréte les fonctions
de la forme a* ssi a est racine du polynéme P(zx).

Effet d’une moyenne mobile sur les fluctuations irréguliéres

Jusqu’a présent nous nous sommes intéressés juste a l'effet d’'une moyenne
mobile sur la partie déterministe de la série (tendance et saisonnalité). Nous allons
étudier maintenant ’effet d’une moyenne mobile sur le résidu lorsque celui-ci est un
bruit blanc. Par construction, une moyenne mobile consiste & faire des moyennes
partielles de proche en proche. On obtient donc un lissage de la série. L’effet de la
composante irréguliére est d’autant plus atténué que ’ordre de la moyenne mobile
est grand.

Plus précisément,

Propriété 1.13.4 Les moyennes mobiles arithmétiques d’ordre 2m + 1 sont les
moyennes mobiles minimisant la variance d’un bruit blanc parmi les moyennes
mobiles centrées telles que ZTm 0; = 1.

1.13.2 La série lissée par moyenne mobile

Tout d’abord, on applique une moyenne mobile arithmétique d’ordre 2m + 1
dans le cas d’une saisonnalité d’ordre impair 2m + 1 ou une moyenne mobile
arithmétique modifiée d’ordre 2m +1 dans le cas d’une saisonnalité de période
paire 2m. Dans chaque cas, on a vu que la saisonnalité est ainsi annulée et que
la variance du bruit est diminuée. Si le modeéle est bon, la série transformée ne
contient plus aucun mouvement saisonnier. Notons que la série ainsi obtenue est
de longueur 7' — 2m.



Chapitre 2

Modélisation ARIMA et SARIMA
des séries chronologique

Le modele ARMA est une sorte de modeéle de série chronologique aléatoire
commun, fondé par Box et Jenkins, il est également appelé méthode B-J. Ces
dernieres années, la méthode est largement appliquée dans les prévisions météoro-
logiques, en raison de ses avantages et de sa simple application selon la théorie, La
moyenne mobile intégrée autorégressive ou ARIMA, est I'une des méthodes de
prévision les plus largement utilisées pour la prévision de données de séries chro-
nologiques univariées. Les modeles ARIMA visent & décrire les autocorrélations
dans les données. Bien que la méthode puisse gérer des données avec une ten-
dance, elle ne prend pas en charge les séries chronologiques avec une composante
saisonniére.

Une extension d’ARIMA qui prend en charge la modélisation directe de la
composante saisonniére de la série est appelée SARIMA, Le modele SARIMA
a été développé a partir du modele ARMA.

Les modeéles ARIMA permettent de combiner trois types de modele tempo-
rels : les modéle autorégressifs (AR), les modeles moyenne mobile (M A) et les
modeles intégrés (I).Nous exposons ces modeéles avec le modéle SARIMA dans
ce chapitre.

2.1 Les modéles autorégressifs (AR)
Définition 2.1.1 On dit que la série X; suit un processus autorégressif d’ordre 1
(AR(1)) si on peut écrire :

Xy = oXiq + &y,

24
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Xt — ¢ Xi1 = &y,
(1 — ¢B)Xt = &y,

ou &; est un bruit blanc.
On peut remarquer qu’on fait une régression de la série décalée de 1 sur la
série elle-méme et les résidus forment un bruit blanc.

Définition 2.1.2 On appelle processus autorégressif d’ordre p, noté AR(p), un
processus {X;},., vérifant une relation du type :

p
X =Y ¢6iXp =g, WEL
i=1

{ei},cz est un bruit blanc de variance 6?.
¢; : des coefficients réels sachant que ¢+ =1, ...,p, ¢, # 0 .
cette relation équivalent a

< P(B)X; = ¢&;.

®(B) : est une equation caractéristique de B (L’opérateur retard).
avec ®(B) =1— 1B — .......... — ¢, BP

2.1.1 La stationnairité

Ce processus est pour l'instant défini sous forme implicite et en particulier
il n’est pas certain que cette derniére équation admette toujours une solution
stationnaire.

Si le polynéme a toutes ses racines de module différent de 1, on peut inverser
Popérateur ®(B). On en déduit que I'équation admet une solution unique, avec
I’écriture :

+o00
Xt = (B)il gt = Z higt—i'

+oo

1=—00

On peut alors montrer que 1’on a |h;| < 400 et donc que la représen-

tation est stationnaire.
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2.1.2 L’inversibilité

Définition 2.1.3 Si ((t); peut étre exprimé en fonction de {X,, s <t} seule-
ment,

+oo
G = Z ;i Xi—j,
=0

alors (X;); est inversible.

La représentation AR(p) est inversible par définition.

2.1.3 La causalité

Définition 2.1.4 Si (X}); peut étre exprimé en fonction de {(s, s < t} seulement,
+o00
Xp =Y 60X,
i=0

alors (X;); est causal.

Si le polynome ® a toutes ses racines de module strictement supérieur a 1,
I'opérateur inverse ®(B)~! admet un développement ne faisant intervenir que les
puissances positives de B. On a alors :

+o0
Xy = E higt—;
i=0
Dans ce cas, on montre que l'on a
“+o00
i=0

Dans ce cas, X;_1, X;_o,....sont fonctions linéaires de €;_1, €4_o, ...
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Exemple 2.1.1

X; = ¢X; 1 +¢& avec g ~ BB(0,02) "modéle AR(1)”

La racine de ®(Z) =1 — ¢Z est Z = 1/¢.

e Si|Z| =1 et donc|p| =1, par exemple ¢ =1 alors :

Xe=Xi1te=. =X nt+&np1+ ..+ -1+ &
et la variance dépend de t donc il n’existe pas de solution stationnaire.
e Si|Z| > 1 et donc |¢p| <1, alors :

—+00

X, =(1-¢B) ey =) ¢'Ble; =g, + Z¢ Eri.

=0

La représentation est alors causale, en plus d’étre stationnaire et inversible,
elle est donc canonique, &; est le processus d’innovation de X, puisque le passé
de X; dépend du passé de ¢,.

e Si|Z| <1 etdonc|¢|>1, alors :

X, = (1—¢B)~ Z ¢ B e, = (5%1 + 5;22 - )

Cette forme n’est pas tournée vers le passé et la représentation n’est donc pas
canonique.

Conclusion 2.1.2 La représentation ®(B)X; = &; est canonique si les racines
de ®(B) sont supérieures a 1 en module.

2.1.4 Les fonctins auto-covariance, auto-corrélations et équi-
valence de Yule-Walker :

On considere le cas ®(B)Xt = ¢; avec E(Xt) =0 .
L’auto-covariance

v(h) = Cov(Xy, Xi—p) = E(XeXi—p)  pour h >0
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On a
Xt = ¢1Xt—1 4+ ...+ qprt—p + Et.

Donc

Xt2 = ¢1XtXt_1 +...+ (prtXt—p + XtEt.
Alors

Y(0) = o1y(1) +. .. + &7 (p) + E(Xiey).
Or

E(Xtét) =F [(leXt—l +...+ ¢pXt—p + 515) €t] + E(@?)

D’ou

7(0) = ¢p1y(1) + . . . + dpy(p) + 02

Si A > 0, on procéde de la méme facon :

XeXen =01 Xe 1 Xpn+ o+ 0p X p Xy + 66X

Donc

y(h) = ¢1y(h = 1)+ . ..+ &y y(h —p) + E(e: Xy 1) -
—_——

=0 car et L Xy _p

Les auto-corrélations
A partir de la relation de récurrence de (h) on déduit celle sur
~(h)
plh) = ——=.
(*) 7(h)

p(h) = ¢1p(h — 1) + ... + dpp(h — p), Yh = 0.

Ces derniéres équations sont appelées équations de Yule — Walker.

Pour h > 0, les 7y (h) et les p(h) vérifient une relation de récurrence d’ordre p

et
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Donc
9 1

g .
“1—(¢1p(1) + ... + Ppp(p))

Les équations de Yule-Walker pour h = 1, ..., p peuvent s’écrire :

1 p(1) plp—1) 1 p(1)

7(0) =

pp-1) . 1 b, o(0)

Les solutions de I’équation de récurrence sont complétement déterminées par la
donnée de conditions initiales p(1) , . . .,p(p) : elles permettent d’obtenir ¢y, ...¢,,.

p(1) = ¢1 + gap(1) + ... + Ppp(p — 1)

p(p) = d1p(p — 1) bt Pp-1p(1) + ¢y
o1 = (1 - ¢2)P(1) e (bpp(p - 1)

op = p(p) — P1p(p - 1) — ... — ¢p1p(1)

On peut donc aussi obtenir p(1) , . . .,p(p) en fonction de ¢y, ...¢,.

Auto-corrélations partielle

Dans un processus auto-régressif d’ordre p; il est possible de montrer que
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(1 51 h =0,
p(1) st h=1,
I'(h) =
Op st h = p,
0 st h > p.

Estimation des paramétres

On dispose d’une observation {z1,...,zr} de longueur 7" d’un processus sta-
tionnaire X; supposé suivre un modele AR(p), c’est a dire vérifiant :

Xi=¢o+ 1 Xeo1 +. . .+ 9p X + &y,

avec t € Z et ¢1,...¢, , des parametres inconnus. On cherche alors a estimer
ces parametres a l’aide des observations disponibles.

Estimateurs de Yule-Walker La méthode consiste a reprendre les équations
de Yule-Walker en inversant les relations : on exprime les coeficients en fonction des
auto-corrélations, on trouve les parameétres estimés d’aprés les auto-corrélations
estimées.

On a vu précedemment que

p(h) = ¢1p(h — 1) + ... + dpp(h — p).

En prenant I’équation sous sa forme matricielle

$19(0) + ¢2(1) + ... + @pp(p — 1) = p(1), h
P1p(1) + ¢2(0) + ... + dpp(p — 2) = p(2), h

1
2

[ o1p(p — 1) + d2(p — 2) + ... + &pp(0) = p(p). h = p
que ’on écrira

R,0 = p.
Alors
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6=R,"p
avec
T 10 I TC B 1
p(1) 1 p(1) p(p—2)
A s a1 5o —3)
R, = . .
po-1) 50-2) s(r-3) 1
p=((5(i))iz1.., et ¢ le vecteur des paramétres
o1
b=
b

2.1.5 Prédiction dans le modéle AR(p)

Dans ce paragraphe, on suppose que {X;} est un processus stationnaire qui
suit un modele AR(p), c’est & dire vérifie :

Xt = ¢1Xt_1 +...+ ¢pXt—p + &4,

avec €; un bruit blanc.

Objectif : on cherche a prédire la valeur prise par le processus aux instants
T+1,T+2,...apartir de la connaissance des valeurs prises par ce processus
jusqu’a linstant 7', c’est a dire de x,

Le modele se réécrit sous la forme

ey

Xt = ¢1Xt_1 +.. .+ ¢pXt—p + Et,
La prévision a la date T+ 1 est

X1 = E(Xp /X1, Xr_q, ..., X1).

Alors
XT+1 =01 X+ ..+ Op X1 pia.
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Pour prédire X1, 5 a partir de Xy, ..., X7 on a

XT+2 = ¢1XT+1 +. .+ X pio.

Et de fagon générale

XTJrh = ¢1XT+1 +. .+ O Xrihp

Remarque 2.1.1 Dans le cas des modéles d’ordre 1, on a XTH = 0 X et
Xryo = 01 X1 = &2 Xp, ...On vérifie aisément par récurrence que

XT+h - ¢}11XT7

donc en particulier que XTHL — 0 quand h tend vers 'infini.

2.2 Les modéles moyennes mobiles, (MA)

Définition 2.2.1 On appelle processus moyenne mobile d’ordre q, noté M A(q)
pour Moving Average, un processus {X;}icz défini par :

q
Xt =& — Zeigt_i YVt € Z.
=1

ot les 0; sont des réels, 6; # 0 et {e},cz est un processus bruit blanc de variance

2

oz.

cette relation équivalente a

Xt = (1 — 918 — ... — quq>€t.

— X; = O(B)e;.

O(B) : est une equation caractéristique de B (L’opérateur retard).
avec O(B) =1—-6,B — ......... —0,B1.

2.2.1 stationnairité

La définition d'un M A(q) est explicite et ne pose donc pas de probléme : le
processus X; est parfaitement défini et est automatiquement stationnaire.
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2.2.2 causalité

La représentation est causale par définition.

2.2.3 inversiblité

O(B) est un polyndéme en B de degré ¢, que l'on peut factoriser en ayant
calculé ses racines Z; = 1/\;,i =1,...,q:

O(B)=1-6,B —...— 0,B".
= (1= MB)(1 = M\B)...(1 - \,B).

Si ©(Z) n’a pas de racine de module égal & 1, on peut calculer l'inverse de
©(B), qui est alors donnée par :

OB) '=(1-\NB)'(1-XB)..(1-)\B)"
K kq
1B +....—|——1_/\qB.
Osi toutes les racines de (c’est-a-dire 1/); , ¢ = 1,...,¢q) sont distinctes et ou
ki, ..., k, sont des parametres qui dépendent de Ay, ..., A,.
On obtient alors ’expression suivante :

+0o0
@(B)let = Z’]T,L'Xt,i = &¢.

ou les m; sont fonctions des parameétres ¢; , et on peut montrer que
+o00o

> |mil < +oo.
1=—00

Si les racines de ©(Z) = 0 sont toutes de module supérieur & 1, on peut
montrer que m; = 0 Vi < 0 . On dit que le processus est inversible.

2.2.4 La fonction d’autocorrélation

Comme M A(q) est stationnaire, on peut étudier sa structure d’autocorrélation.
En effet, les autocorrélations existent toujours puisque le modeéle est stationnaire,

v (h) = E[X; Xiyn],
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ce qui est plus adéquat ici, car il y a non-corrélation des &, avec le futur (on
suppose par simplicité que g = 0) :

Xt = &t — 91815,1 - 02815,2 . T qut,q.

Xoyn = €iq4n — herpn—1 — O2cippn—o — ... — 9q5t+h7q-

Comme les ; sont un bruit blanc, les ¢; sont des variables aléatoires non-
corrélées, autrement dit

E [€t+i5t+i} = 037
E [€t+i5t+j] =0,1# 7,

On obtient
oZ(1+67+605+...+62) h =0,
")/(h) = O'?(—Hh + 919h+1 + ...+ 9q9h+q) 1 S h S q,
0 h > q.
La fonction d’autocorrélation vaut donc
1 h =
—6),+616 0,0
p(h) = et 1< h<q,
0 h>q.

2.2.5 Prédiction dans le modéle MA(q)

On supposera la aussi que ’'on s’est ramené a un processus centré (X;), satis-
faisant :

Xt =& — 015,5_1 — . — Qq{‘:t_q.
= @(B) Et.

La prévision optimale a la date 1"+ 1, faite a la date T est

Xri1 = E(Xp /X, Xro1, . X1).

Donc

Xt =0-— 91€T . 8q5T+1—q-

De facon analogue, X7, est estimé par

Xrgn = E(Xpan/ X, X1, .. X1),
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et donc

b _ GhXT+1 + ..+ GqXT+h_q pour h < q,
T+h =
0 pour h > q.

Toutefois, cette méthode présente le désavantage d’estimer X1, a partir des
résidus passés, a priori non observables, et non pas du passé de la variable.

2.3 Les modéles ARMA(p, q) (Autorégresive-
Moving Average)

Les modeles ARMA sont représentatifs de processus générés par une combi-
naison des valeurs passées et des erreurs passées.

Xt — (letfl — ¢2Xt72 — ... prthp =& — 91675,1 — 92&},2.... — eqé‘t,q,t € 7.
On peut aussi écrire le modele ARM A(p, q) sous la forme :

®(B)X; = O(B)ey,

ou B est l'opérateur de décalage et (g;) est le processus de bruit blanc.

2.3.1 Inversibilité et stationnarité en terme de valeurs pas-
sées
Pour que le processus puisse s’écrire :
II(B)X; = &,
ou
[(B)X, = 0, (B)3,(B),

il faut que toutes les racines de ©,(z) soient a l'extérieur du cercle unité. Le
processus est alors inversible.
Pour que le processus puisse s’écrire

X, = U(B)e,,

ou
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U(B) = 0,(B)2,"(B),

p

il faut que toutes les racines de ®,(z) soient a l'extérieur du cercle unité. Le
processus est alors stationnaire.

On suppose donc que ®,(z) et ©,4(z) ont leurs racines a 'extérieur du cercle
unité de maniére a avoir la stationnarité et l'inversibilité.

2.3.2 Auto-corrélation

La covariance vaut

V(h) = E[X: X 1]

p q
(Z%’th + e — Zeﬂti) Xth] :
j=1 i=1

=F

Si on note

vre(h) = E [ Xi—p] -

la, covariance croisée entre X;_j; et £, On a

Y(h) = 6B (X i Xon] = Y 0 e Xin] + 7x. (h)

j=1 i=1
p q
= div(h =) =D bivx.(h—i) +yx.(h),h >0
j=1 i=1

E(tht) = E = E [gtst] = 0—527

P q
<Z¢th—j +é&r— Zeié‘t—i) €t
=1 i=1

et g, n’est pas corrélé avec le passé.

"}/Xs(h,) =0 h >0,
’}/XE(O) = 0-527

La fonction yz.(h) n’est pas paire.

Sih>q, tousles yx.(h) =0, et on a
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v(h) = Z¢ﬂ(h —J)

p(h) =" 50(h — J).

Ce qui est un systéme d’équation de type Yule-Walker. En effet, la partie M A
ne joue que jusqu’au délai g, apres elle ne joue plus. Il est donc normal de retrouver
des équations ressemblant a celles trouvées dans les AR(p) a partir de h > q.

Pour un ARM A(p, q) la structure d’auto-corrélation ne suit pas un schéma
connu jusqu’au délai q mais ensuite le comportement est le méme que celui d’'un
AR(p).

Il y a donc une infinité de v(h) non-nuls, mais a partir de h > ¢ , la fonction
d’auto-corrélation a le méme comportement que pour AR(p).

2.3.3 Auto-corrélations partielles

Ici la partie, AR ne se fait sentir que jusqu’a l'ordre p. Pour h < p, il n’y a
pas de schéma bien précis. Pour A > p, on retrouve le méme comportement que
pour un MA(q).

2.3.4 Prédiction dans modéle ARMA (p,q)

On supposera la aussi que 'on s’est ramené a un processus centré (X, ), satis-
faisant :

(I)(B)Xt = @(B)éft
Sous cette forme ARM A, alors

p q
X = Z¢th—j T &+ Zeﬁt#
j=1 i=1

et donc
p q
X = ZﬁﬁthJrhfj +é& + Zei€t+h4
=1 i=1
Xron = E(Xpin/Xr, Xr_1, ..., X1).

On peut noter que pour h > ¢
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¢1XT+h—1 + ...+ ¢h;1XT+h + ..+ ¢hXT + ...+ ¢pXT+h—p h <p,

Xryn = ;
o { 01 Xrph—1+ o+ O X1y h > p.

2.4 Les modéles ARIMA (p, d, q)

Une série (X}) suit un processus ARIM A (Auto Regressive Integrated Moving
Average) d’ordre (p,d, q) si elle écrit sous la forme :

U(B)X, = O(B),.

On modélise alors la série sous la fome :

®(B)(1 - B)*X, = O(B)s,
d(B)AX, = O(B)z,.

ot le polynome ®(B) est de degré p et le polynome ©(B) est de degré ¢q. On
écrit que la série X, suit un processus ARIM A(p,d, q).

e Prévisions dans le cas d’un processus ARIMA (p,d,q)

On considérons ici (X;) satisfaisant une équation de la forme :

®(B)(1 - B)'X; = O(B)ey,
Posons alors ¥(B) = ®(B)(1 — B)? : La forme ARIM A(p, d, q) peut s’écrire

p+d q

Xt = Z\Iijtfj + &+ Z@i&g,i;
j=1 i=1
et donc

pt+d q

Xipn = Z%XHH +e& + Z9i€t+hﬂw

j=1 i=1
Notons XT+h la prévision faite & la date T'+ h

Xrin = E(Xpyn/Xp, Xr_1, ..., X1).
Alors



Chapitre 2. Modélisation ARIMA et SARIMA des séries chronologique 39

p+d q

Xrin = Z‘I’jXﬂh—j +0+ ZeiéT+h—z’>

j=1 i=1

XTJrh,j = XTJrh,j pour j > h,
et

2 _J 0 pour ¢ < h,
THh= = i pour i > h.

En particulier, pour h > ¢, on obtient une relation de récurence de la forme

p+d

XT+}Z = Z‘I’jXTJrh—j-

j=1

2.5 Les modéles ARIMA saisonniers (SARIMA)

Si on veut en méme temps traiter les saisonnalités de période s (sans sup-
poser une réptition exacte, déterministe des données ), on est amené a définir les

processus SARIMA.

2.6 Les processus SARIMA

Les modeles SARIMA (S pour Seasonal) permettent de rendre compte des
variations saisonniéres dans la série considérée, ces variations pouvant elles-mémes
présenter un caractére aléatoire.On trouve successivement :

— un processus ARMA présentant une composante saisonniére de période 20.

le méme processus intégré une fois, a la période de 1’échantillon.

le processus initialintégré une fois, a la période de la saison .

— le processus a été intégré une fois a la période de I’échantillon, et une fois a
la période de la saison.

Définition 2.6.1 X; est appelé processus autorégressif moyenne mobile et
satsonnalité intégrés avec période s ( Xy ~ SARIMA(p,d,q) x (P,D,Q);)
(Seasonnal AutoRegressive Integrated Moving Average), si

Y, = AYAPX, = (1 - B)(1 - B)PX,,
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est un processus ARM A stationnaire de la forme
A(B) x F(B*)Y; = O(B) x G(B®)ey,
ol A(z) est le polynome générateur d'un AR(p)
P
A(z) =1-— Zakzk,
k=1

O(z)est le polynome générateur d'un M A(q)

q
O(z) =1+ Z@kzk,
k=1

et ou , pour la saisonnalité Y; — Y, ; ,F(z) est le polynome générateur d’un
AR(P)

P
F(z)=1-) ¢2",
k=1

et G(z)est le polynome générateur d'un M A(Q)

Q
G(z) =1+ Z'ykzk,
k=1
Remarque 2.6.1 Y, est un processus particulier du type ARM A(p+ Py, q + Qs)
stationnaire .
1) Soit le processus (X;) défnit par

Xt = U + St + Et,
ou Sy = Sy Vi, est un processus SARIM A(0,0,0) x (0,1, 1),. Donc ,

Y = (1 - Bs)Xt =&t — Et—s;

est un ARMA(0, s) (non inversible).
2) s = 12 ( données mensuelles ),
p=1=Pqg=0=Q,d=D=1":
soit I'opérateur

AR)F(2%) = (1 —az)(1 — ¢2?) = (1 — az — ¢p2'* — az'),

=Y, =aY 1 + Y12 —adYi_13 + &4,
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donc un AR(p + Ps) = AR(13) ou un AR(1) pour ;1 — Y;_10.
3) Soit le processus (X;) défnit par :

t
X; = asin (%—1—4) + €4,

ou (&) est un bruit balnc.
On a

t
E(X;) = asin (% +4> :

(X:) n’est pas stationnaire en moyenne, la partie déterministe est periodique
de période 12.

Proposition 2.6.1  Inclusion des trends (d > 0) et des composantes détermi-
nistes périodiques (D > 0)

— SARIMA(p,d,q) x (P, D,Q)s.

Proposition 2.6.2  Des autocorrélations oscillantes = existence des saison-
nalités (processus SARIMA).

Note :
La notion de processus SARIM A peut s’étendre a plusieurs périodes diffé-
rentes pour un méme processus.
Par exemple, I’observation des températures en un lieu donné fait apparaitre :
e des variations journaliéres,
e des variations annuelles.

Il est nécessaire de disposer de séries de grande taille pour analyser ces proces-
sus. Par exemple, observer une température pendant trente ans avec une période
de une heure conduit a une taille de 'ordre de 260000.

2.7 Box-Jenkins pour des modéles saisonniers

L’ouvrage de Box et Jenkins "Time series analysis, forecasting and control",
publie en 1970 a proposé une demarche de prévision pour les séries univariees,
fondée sur 'utilisation de processus SARIMA .

Les étapes pour I'estimation des coefficients d’un processus SARIMA sont les
suivantes :
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2.7.1 Identification et ajustement des modéles SARIMA
aux données

Plan : X1, ..., X7 données

0. Transformation

Applications des transformation ("Box-Cox") pour stabiliser la variance trans-
formation de type :(log, exp, /7).

Rappel : Transformations de Box-Cox

Il arrive fréquemment que des séries chronologiques aient une variance de bruit
et une amplitude de variations saisonniéres qui sont des fonctions croissantes de
m. Pour y rémédier, une solution est d’utiliser une transformation de Box-Cox
pour les séries strictement positives. Cela consiste & transformer une série x; en
2 o :

L@ % st a # 0,
t log(x;) sia=0.

ol a est une constante a choisir. En pratique, un bon choix de a permet souvent
de stabiliser les fluctuations des résidus et de la saisonnalité.

Remarque 2.7.1 On peut utiliser les tests dits tests de racines unitaire pour
vérifer si la série est stationnaire au non.

1.Choisir d, D, s

(souvent 0 < d < 2,0 < D < 1) de sorte que (1 — B)4(1 — B)PX, =Y,
stationnaire.

Remarque 2.7.2 Role de D (souwvent 0 < D < 1) : Si D > 1, la tendance
n'est pas seulementdans Xy, mais encore dans (V¢X); — (ViX),_, . C.a.d., les

differences de l'ordre s, (V¢V,X); ne sont pas stationnaires, il reste une tendance
(faible, alors que D = 2 suffira).

Détermination de ’ordre de différenciation d
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1. Une série stationnaire fluctue autour d’une valeur moyenne et sa fonction
d’autocorrélation décline rapidement vers zéro. Si une série présente des
autocorrélations positives pour un grand nombre de décalages (par exemple
10 ou plus), alors elle nécessite d’étre différenciée. La différenciation tend a
introduire des autocorrélations négatives.

Remarque 2.7.3 Si (X;) admet une racine unité, la proposition p(h) décrot ex-
ponentiellement vers 0 avec h n’est plus vraie : c’est la persistance des chocs .

choix de d : combien de fois faut-il diférencier pour obtenir une série station-
naire (autocorrélogrammes, tests statistiques...). Donc un estimateur de d est le
nombre total de fois ou on rejette la stationnarite.

2. L’ordre optimal de différenciation est souvent celui pour lequel 1’écart-type
estminimal. Un accroissement de I’écart-type doit donc étre considéré comme
un symptome de surdifférenciation.

3. Si l'auto-corrélation de décalage 1 est égale & 0 ou négative, la série n’a pas
besoin d’étre différenciée. Si I'auto-corrélation de décalage 1 est inférieure a
—0.5,la série est sur-différenciée.

4. Un troisiéme symptome de sur-différenciation est un changement systématique
de signe d’une observation a l'autre.

2. Stationnarisation par filtrage

e L'opérateur (1 — B*)P, elimine la périodicité (désaisonalisation).
e L'opérateur de différentiation V, ( ou V¢) élimine les tendances.

3. Estimation des parameétres P, Q

Calculer ACF' p; et PACF 7, empirique et examiner pys, k > 0, etfgs, k > 0,
pour trouver P,() de sorte que pis et 7'y correspond a ARM A(P, Q) (et decroisent
exponentiellement).

Exemple :

PACF |pyo| > IC = P > 1.
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4. Estimation des paramétres p, q

Choix du p, q tel que py, ..., ps—1 et 71, ...,7s_1 sont compatibles avec modele
ARMA(p,q).

Meéthode pratique d’estimation des ordres p, q

pour estimer les ordres p ou q, on utillise les propriétés vues précédemment
sur les formes autocorrélogrammes p(h) ou des autocorrélogrammes partiels r(h).

En particulier

Cas d’un processus MA(q)
Soit X = (X;,t € Z) un processus MA(q). pour tout r > ¢, alors l'auto-
corrélation empirique pg(N) (r) est approximativement une gaussienne centrée de

varience

O+ > px(if) = O+ > px(0)

En pratique, on fait donc approximation

Vr > g, VN pg(f) s R(0,1)
I+ oNGy

On en deduit un test (pratique mais peu regoureux)de Hy : X est un MA(q)
, si pour (presque) tout 7 > get r < N /4, on a

alors on accept Hy. Si l'on se limite & r < N /4, c’est que l'estimation de

N . . . , . ~
pg{ )(r) devient de moins en moins précise quand r croit vers V.

Cas d’un processus AR(p)

Soit X =(X,t € Z) un processus AR(p). pour tout r > p, alors 'autocor-
rélation partielle empirique rg(N) (r) est approximation une gaussienne centrée de
variance 1/N. On en déduit comme précédemment un test de Hy : Xest un AR(p)
, pour (presque) tout r > p et r < N/4, on a

1
) < 1,961/ -

Cas d’un processus ARMA(p, q)

alors on accepte Hy.
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On pourrait s’inspirer du critére du coin pour construire un test sur les para-
metres p et ¢. En pratique, on procéde différemment et plus simplement en vertu
par :

Si X un processus ARM A(p, q) vérifant

®(B)(X) = O(B)(e),

avec O(z) et ®(z) sans racine commune, et £ bruit blanc d’innovation de
variance o2 alors il peut se mettre sous forme M A(o0)

X =¢+ Z%‘Etﬂ‘

i>1

ou AR(c0)

X+ anXt—j =&

Jj=1

Comme on a les inégalités

El(X; — & — Zmat_i)ﬂ <o’ ) |wil)?

i>q'+1

El(X; — e - Zmetﬂ)Q] < x(0)( ) Inl)

i>p'+1

et que >, || comme . |n;| sont finis, on en deduit qu’il est possible
d’approcher d’aussi prés qu’on le souhaite X par un processus de type M A(q/)
ou AR(p!) avec p/ > p et ¢/ > ¢ : En pratique, on choisit pour valeurs de p/ et
q! celles que 'on détermine par les méthodes vues précédemment, en supposant
le processus AR puis M A. Cela fournit une premiére modélisation de X comme
processus ARM A(pt, q/), avec en générale plusieurs couples (p/, g/) possibles. On
verra par la suite comment améliorer cette premiére estimation majoration des
parametres du processus ARM A.

5. Estimation des parameétres du filtre ARMA

Une fois que 'on a décidé de chercher pour les série temporelle £ un modeéle
ARMA(p, q), reste a estimer les coefficients qui le caractérisent.

Estimation préliminaire
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(i) Estimation de la partie autorégressive : Si X est un processus ARM A(p, q)
causal et inversible, vérifant ®(B)X = O(B)e , alors on a vu que sa fonction
d’autocovariance vérifie la relation de récurrence suivante :

Vt>q+ 1,9x(t) + d1yx(t = 1)+ ...+ yx(t —p) =0,

et que I'on peut en deduire le systéme d’équations dit aussi de Yule-Walker

px(q) o plg—p+1) $1 px(q+1)

px(q +'p —-1) . PX'(Q) <5p px(q.+ )

Les estimateurs de Yule Walker de ¢4, ..., ¢, sont donc naturellement défnis
par

~(N N n ~(N

P (q) e PM(g—p+1) o) P (g +1)
~(N . . AN. ~ ~(N .
P g+p-1) .. P57 (q) bp P (g + p)

(ii) Estimation de la partie moyenne mobile et de la variance du bruit blanc :
On s’appuie sur la remarque simple suivant : Y = ®(B)(X) est un processus
M A(q), de paramétres 0, ..., 6, : Une fois calculé p(V)(2) = 1—|—¢§N)z+ ...+¢((1N)zq,
on pose

Y =¢™(B)(X)

et 'on détermine les estimateurs 0A§N), e ééN) on appliquant a Y I’algorithme

des innovations.
On en déduit également 'estimateur o(yy2 de la variance du bruit blanc a2,

6. Validation

Il s’agit de vérifer notamment que les résidus du modele ARM A estimé, résidus
notés &;, vérifent les propriétés requises pour que I’éstimation soit valide, & savoir
qu’ils suivent un processus BB, non autocorrélé et de méme variance, et qu'’ils
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suivent une loi normale. Si ces hypothéses ne sont pas rejetées, on peut alors mener
des tests sur les parameétres.

Tests de bruit blanc et de stationnarité

1. Analyse des fonctions d’autocorrélation

i. Regarder le graphique des résidus estimés pour voir s’il apparait des points
aberrants, une tendance, une rupture, de I’autocorrélation, etc. Ceci n’est évidem-
ment qu’indicatif.

ii. Regarder les autocorrélations simples et partielles. Elles doivent étre signi-
ficativement nulles si les résidus sont un bruit blanc.

2. Test du portemanteau

Afin de tester que les résidus estimés suivent un BB, on teste I’hypothése
d’absence d’autocorrélation jusqu a ’ordre m. En pratique, on utilise deux tests :

a) Le test de Box-Pierce :

Ce test a pour objet de tester le caractére non autocorrélé des résidus.

b) Le test de Ljung et Box :

Ce test est a appliquer, de préférence au test de Box-Pierce, lorsque 1’échan-
tillon est de petite taille, la statistique de Ljung-Box, donnée par :

o
T—k

LB=T(T+2) )

m

ou les coefficients d’autocorrélation p; sont calculés sur les résidus estimés &;.
Cette statistique, sous 'hypothese que les résidus suivent un BB, suit une loi
du 52,

3. Test de normalité

Il s’agit de tester que les résidus estimés £; suivent une loi normale, c’est- a-dire
ne présentent pas d’asymétrie (Skewness) ni d’applatissement (kurtosis).

Le coefficient de Skewness est donné par :

/2 M3
= 32
Ha

et le coefficient de kurtosis est donné par :

Ha
fr=—
Ha
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ou

1< -
He = th;(ét - ét)k

est le moment centré d’ordre £ de la variable &;.
Si la distribution est normale et le nombre d’observations grand, alors :

B2 A R(0,/6/T By ~ R(3,1/24/T

Tests sur les paramétres

On vérifie tout d’abord que les racines des polynémes AR et MA ne sont pas
égales a 1.

Si les hypotheses testées sur les résidus ne sont pas rejetées, on teste la signi-
ficativité des retards du modele ARMA par des tests de Student.

Choix d’un modéle parmi plusieurs

Si, a la suite de ces étapes, il reste plusieurs modéles valides, on peut choisir
parmi ces modeles, soit celui qui donne les meilleurs criteres d’ajustement, soit
celui qui donne les meilleurs performances en prévision. Concernant les critéres
d’ajustement, on retient le modeéle qui minimisent les critéres d’information (AIC
et BIC). Ces critéres sont tous basé sur les deux idées suivantes :

1. Etant donné que oy est la variance d’erreur de prévision a horizon 1, on
aimerait choisir, parmi les modéles estimés, celui qui fournit la plus petite valeur.

2. On ne peut pas, pour des raisons statistiques, choisir un modeéle présentant
un grand nombre de parameétres (p et q grands).

Concernant les performances en prévision des modeles, on utilise couramment
les critéres suivants (que I'on cherche bien entendu & minimiser) :

T
RMSE = T_;M;(Yt — Yi(h))?
et
1 T .
MAE(h) = mgj Vi = Yi(h)|

ou K est le nombre d’observations minimales pour mener une estimation du
modele. On peut calculer ces critéres, soit sur la base de prévisions in-sample
(toutes les observations ont été utilisées pour estimer le modéle et on calcule les
prévisions sur cet méme ensemble d’observations), soit sur la base de prévisions
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out-of-sample (on estime le modéle sur un ensemble d’observations et on méne la
prévision sur le reste).
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2.7.2 Prévision des processus SARIMA

Si les données Xj, ..., X7 suivent un modele SARIM A(p,d, q) x (P, D,Q)s, on
défnit
Y, = (I — B)Y(I - B*)"X,,
Si par exemple, (d, D, s) = (1,1,12),

Y = (Xt — Xio12) — (X1 — Xi13),

On traite le probléme de prédiction du processus Y; du type ARM A(p+ Py, g+

Qs),
(a) Traitement de partie AR(p + Ps) de Y;, par exemple :

Yi =aYi1 + ¢Yi10 — apYi_13 + &4,
== 57T+1 =aYr + Y11 — adYi_12,
= Y/T+2 = GY/TH + OY;_10 — adYi_11,

ete.

_— XT = }A/T+]_ + th]_]_ + XT - }/;,7127

(b) Traitement de partie M A(q + @Q5) de Y; comme vu avec les résidus, par
exemple
pour un SARIMA(1,1,1) x (1,1,1)45 :

e =Yy —aY 1 + @Y, _12 —agY; 13 — Oe;y — yeq_10 — O0ve;_as,

Prévision selon Box-Jenkins si T est suffsamment grand et ’horizon h n’est pas
trop grand. Sinon : méthodes non parameétriques, par exemple lissage exponentiel.
et on rentre aprés au niveau du processus X; du type SARIMA en exprimant
X7 (1) en fonction de Y (1) et les valeurs observ es X, pour ¢t < 7.
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| Doemies 1.y )
y +

Testsde Statonmrit: Dickey-Fuller, |~ | = 1
Appliguer le s
filire de Phillips-Perron, KPSS,.. | Munaise |
S du nodéde

1r@ 4
Estimation des paramétres p.g,P.Q
-Modilisation Mannuelle:ehoix de p

on q par I'examen de FACF of PACF
p et q par les eritéres AIC et BIC

Fic. 2.1 — Schéma général de la modélisation d’une série tomporelle par un modéle
SARIMA.
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Application

Le tableau suivant présente 1’évolution du nombre des naissances & 1’hopital
de Sidi Abd-elkader de Ouargla depuis Janvier 2015 jusqu'a Aout 2020 :

DATE | 2015 | 2016 | 2017 | 2018 | 2019 | 2020
Jan 619 620 902 975 907 901
fév 743 730 748 769 715 765

Mars | 717 741 826 771 7T 741
Avr 644 771 839 889 874 881
Mai 678 722 753 775 798 731
Juin 628 728 806 794 743 837
Juil 740 734 829 835 803 801

Aouat | 739 678 858 760 771 772
Sept 744 787 793 862 746
Oct 661 667 877 945 901
Nov 742 783 894 800 809
Déc 753 615 881 859 856

TAB. 3.1 — L’évolution du nombre des naissances & I’hopital de Sidi Abd-elkader

de Ouargla ( Janvier 2015 - Aout 2020).

3.1 Identification de la série

Pour identifier le type de chronique, nous allons procéder & des tests formels
et informels afin de connaitre la tendance et la stationnarité.

52
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3.1.1 Les tests informels

L’analyse graphique de la série

L’analyse graphique nous permet de visualiser 1’évolution temporelle de la sé-
rie du nombre des naissances a 1’hopital de Sidi Abd-elkader de Ouargla (Janvier
2015 - Aott 2020), Ainsi, a partir des données de la série, nous obtenons le gra-
phique suivant :

SARIMA

1,000

850

200 -

&850 4

a00 4

750

700 -

650

600

L L | e L LT I et T L A
2015 2016 2017 2018 2019 2020

Fic. 3.1 — Graphique de I’évolution du nombre des naissances a 1'hopital de Sidi
Abd-elkader de Ouargla (Janvier 2015 - Aout 2020)

De ce graphique, nous observons que les données contiennent un élément sai-
sonnier toutes les 12 périodes.
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et avec :

Series: SARIMA

Sample 2015001 2020008

Observations &

Mean
Median
Maximum
Minimum
Std. Dev.
Skewness
Kurtosis

Jarque-Bera

Probability 0.

8

781.8028
T71.5000
975.0000
G15.0000
80.75120
0.020385
2.899124

0.261201

87rEa8

Fic. 3.2 — Histogramme et statistiques.

Ce qui nous permet de tirer quelques conclusions :

-La présomption d’une tendance de la série.
-La série n’est pas stationnaire.
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Corrélogramme de la série initiale

Date: 10/08/20 Time: 23:06
Sample: 2015M01 2020M08
Included observations: 68

Autocorrelation Partial Correlation

AC

Q-Stat

Prob

I

=

|
|
ull

1
1
—

|_||=|':'H':'LI|_||_||_IHHI_|

ERI==

]

W00 = N e D b S

0.287
0.410
0.497
0.284
0.282
0.291
0.229
0.151
0.461
0.143
0.182
0.249
0.075
0.110
0.157
0.071
-0.025
0.152
-0.037
-0.035
0.070
-0.179
-0.060
-0.085
-0.139
-0.141
-0.137
-0.150

5.8486
17.955
236.032
42011
48.017
59.729
64.2032
66.022
83.163
84 956
87.729
98.071
98.561
99.624
101.832
102.20
102.26
104.57
104.70
104.82
105.21
108.62
109.01
109.80
111.94
11418
116.27
119.07

0.016
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

Fic. 3.3 — Corrélogramme de la série SARIMA

v/ Notez qu'il y a des fluctuations et une saisonnalité¢ dans Les coefficients
d’autocorrélation simples et coefficient d’autocorrélation partielle, ce qui appuie
notre affirmation sur la non stationnarité de la série.

/ Seulement ces indicateurs sont nécessaires mais non-suffisants.

v/ Par conséquent, nous utilisons le test de Dickey-Fuller Augmenté (ADF)

qui est plus performant dans ’étude de la stationnarité des séries.

3.1.2 Tests formels : Test de racine unitaire ( ADF)

Ce test a un double objectif :

-1l permet de vérifier la stationnarité d’une série.
-Il1 donne une idée sur la structure de la série.
Nous avangons les hypothéses suivantes pour notre test :

Hy : p=1, présence de la racine unitaire cad la série est non stationnaire,

Hy : p# 1, absence de la racine unitaire cad la série est stationnaire.
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Ainsi, nous rencontrons les cas de figures ci-apres :

-Si|t_ADF| < |VCM] , on accepte ’hypothése nulle, la série est non station-
naire.

-Si |t _ADF| > |[VCM| , on rejette '’hypothese nulle, la série est stationnaire.
(Avec VCM =Valeur Critique de MacKinnon au seuil de 5%) :

e Significativité du Trend

Hy: b= 0, le trend est non significatif,

H, :b#0, le trend est significatif.

Ainsi, nous rencontrons les cas de figures ci-apres :
-Si |t — stat| < 2, on accepte I'hypothése nulle |
-Si |t — stat| > 2,0n rejette 'hypothése nulle.

e Significativité de I’intercept

Hy : ¢ =0, la constante est non significatif, modéle sans dérive ,

H;i : ¢ # 0, la constante est significatif, modéle avec dérive.

Ainsi, nous rencontrons les cas de figures ci-apres :
-Si |t — stat| < 2, on accepte 'hypothése nulle |
-Si |t — stat| > 2,0n rejette 'hypothése nulle.
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Mull Hypothesis: SARIMA has a unit root
Exogenous: Constant, Linear Trend
Lag Lenagth: 2 (Automatic - based on SIC, maxlag=10}

t-Statistic Prob.*
Augmented Dickey-Fuller test statistic -2 469081 0.3420
Test critical values: 1% level -4.105534
5% level -3.480462
10% level -3.168039
*MacKinnon (1996) one-sided p-values.
Augmented Dickey-Fuller Test Equation
Dependent Variable: D{SARIMA)
Method: Least Squares
Date: 10/09/20 Time: 20022
Sample (adjusted): 2015M04 2020M08
Included observations: 65 after adjustments
Wariable Coefficient Std. Error t-Statistic Frob.
SARIMAL-1) -0.471808 0.191087 -2.469081 0.0164
D{SARIMA-1)) -0.561718 0.169030 -3.323191 0.0015
D{SARIMA-2)) -0.351477 0.120859 -2.908167 0.0051
[ 343.6900 1357794 25312328 0.0740
@TREMND(2015M017) 0.832377 0.608649 1.367582 01765
R-squared 0557502 Mean dependentvar 0.846154
Adjusted R-squared 05280032 S.D. dependentvar 95 23462
S.E. of regression 6542811 Akaike info criterion 11.27358
Sum squared resid 2568502 Schwarz criterion 11.44084
Log likelinood -361.2915 Hannan-Cuinn criter. 11.33958
F-statistic 18.89854 Durbin-\Watson stat 1.994787
Prob(F-statistic) 0.000000

FiG. 3.4 — Test ADF sur premier série.

Il ressort de cet output du test d’ADF, que la série est non stationnaire

|t ADF| = 2.469081 < |[VCM| = 3.480463, le trend est non significatif
(|t — stat] = 1.367582 < 2), et U'intercept est significatif (|t — stat| = 2.531238 >
2).

3.2 Stationnarisation de la série

e Transformation

On peut conclure que les données ne sont pas normalement distribuées. Par
conséquent, il est nécessaire de transformer les données sous forme logarithmique.
Puisque les données ont été transformées en forme In, revérifiez la stationnarité
(en variance), le résultat est le suivant :
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Mull Hypothesis: LOGSARIMA has a unit root

Exogenous: Constant, Linear Trend

Lag Length: 2 (Automatic - based on SIC, maxlag=10)

t-Statistic Prob.*

Augmented Dickey-Fuller test statistic -2 543291 0.3071
Test critical values: 1% level -4.105534
5% level -3.480463
10% level -3.168039

*MacKinnon (1286) one-sided p-values.

F1G. 3.5 — Test ADF sur la série LOGSARIMA.

e En utilisant un niveau de signification de 5%, on peut voir que les résultats
des données converties (ADEF > t —tabel) sous forme logarithmique sont produits
pour nous. Cela signifie que les données ne sont toujours pas constantes en termes
de variance, ou en d’autres termes, les données ne sont pas normales. Ensuite,
I’étape suivante consiste a stabiliser les données sur la moyenne par la premiére
différence étant la variation saisonniére,En utilisant la différence saisonniére, nous

trouvons :

Mull Hypothesis: DLOGSARIMA has a unit root

Exogenous: Constant, Linear Trend

Lag Length: 1 {Automatic - based on SIC, maxlag=10)

t-Statistic Prob.®
Augmented Dickey-Fuller test statistic -3.908544 00183
Test critical values: 1% level -4 137279
5% level -3.495295
10% level -3.176618
*MacKinnon (1996) one-sided p-values.
Augmented Dickey-Fuller Test Equation
Dependent Variable: D{ODLOGSARIMA)
Method: Least Squares
Date: 1011020 Time: 22:456
Sample (adjusted): 2016M03 2020M08
Included observations: 54 after adjustments
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
DLOGSARIMAL-1) -0.745348 0.190953 -3.905544 0.0003
DIDLOGSARIMAL1)) -0.287020 0.132991 -2.158187 0.0357
c 0.099787 0.044930 2220941 0.03209
@TREMDZ2015M017) -0.001855 0.000982 -1.889882 0.0646
R-squared 0.565845 Mean dependentvar 0.000351
Adjusted R-squared 0.539795 S.D. dependentvar 0.150659
S.E. of regression 0102205 Akaike info criterion -1.652491
Sum squared resid 0.522290 Schwarz criterion -1.505159
Log likelihood 42 617268 Hannan-Qwinn criter. -1.595671
F-statistic 21.72205 Durbin-Watson stat 2019084
Prob{F-statistic) 0.000000

F1G6. 3.6 — Test ADF sur la série DLOGSARIMA.

e On observe que la série est stationnaire (ADF <t — tabel) .
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La représentation graphique de la série stationnarisée est donnée sur la figure

ci-dessous.

DLOGSARIMA

[ |
2015

nmneor

2016 2017

o neod
2018

Il
2019

I
2020

F1G. 3.7 — Graphique de la série stationnaire.

Identification de la série stationnaire

Date: 10M10/20 Time: 23:15
Sample: 2015M01 2020M08
Included observations: 56

Autocarrelation

Partial Carrelation

AC PAC

Q-Stat

Prob
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11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24

0.072 0.072
0.361 0.358
0102 0.069
0238 0119
0163 0.112
0105 -0.025
0197 0104
-0.079 -0.180
0.298 0.208
0.041 0.077
0.148 -0.047
-0.244 -0.361
-0.039 -0.171
-0.096 0.004
-0.011 0116
-0.054 -0.007
-0.109 0.006
0.019 0.071
-0.095 -0.002
0.037 -0.024
-0.126 0.025
-0.247 -0.226
-0.158 -0.035
-0.075 -0.001

0.3063
8.1654
8.8058
12.350
14.050
14767
17.349
17.769
23.897
24.017
25.601
29987
30104
30.814
30.823
31.062
32.049
32.080
32.869
32989
34453
40.301
42763
43327

0.580
0.017
0.032
0.015
0.015
0.022
0.015
0.023
0.004
0.008
0.007
0.003
0.005
0.008
0.009
0.013
0.015
0.022
0.025
0.034
0.032
0.010
0.007
0.009

Fic. 3.8 — Correlogrammede

la série stationnaire.
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3.3 Identification du modéle optimal provisoire

Cette phase consiste a déterminer les modeles adéquats dans la famille SA-
RIMA. Elle est fondée sur I’étude des corrélogrammes simples et partiels de la
série étudiée(éventuellement stationnarisée).

Sur la base du diagramme de corrélation ci-dessus, la valeur p est vue depuis
le PACF, et q est vu depuis ACF. On sait qu’'en ACF il y a un premier et
un deuxiéme retard (q = 2), en plus de PACF il y a un premier retard (p = 1).
Ensuite, la valeur P est vue & partir de la valeur PACF saisonniére et de ses
multiples, puis dans ce cas, elle est (P = 1). Pendant ce temps, la valeur Q est
obtenue a partir de la valeur saisonniére ACF et de ses multiples, de sorte que
dans ce cas, elle est en retard de 12 (Q = 0). Sur la base de ces informations, le
modéle SARIMA (2,1,1)(1,1,0)" est obtenu.

3.4 Estimation

Apres avoir identifié le modele,un modeéle important a été identifié, de sorte
que le modele spécifique est SARIMA(1,1,2)(1,1, 0)12, il convient de passer a
la phase d’estimation des parameétres de ce modéle, nous avons :

Automatic ARIMA Farecasting

Selected dependent variable: DLOGSARIMA
Date: 10/16/20 Time: 00:28

Sample: 2015M01 2020M08

Included observations: 56

Forecast length: 0

MNumber of estimated ARMA models: 12
Mumber of non-converged estimations: 0
Selected ARMA model: (1,2)(1,0)

AlC value: -1.69134138448

Fi1G. 3.9 — le meilleur modéle.



Chapitre 3. Application

61

Estimation de I’equiation

Dependent Variable: DLOGSARIMA

Method: ARMA Maximum Likelihood (BFGS)

Date: 10/08/20 Time: 02:09

Sample: 2016M01 2020M08

Included observations: 56

Convergence achieved after 19 iterations

Coefficient covariance computed using outer product of gradients

Wariable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
L 0.035312 0.031709 1.113626 02708
ARCT) 0900445 0165408 5411080 0.0000
SAR(12) -0.411597 0127810 -3.220380 0.0023
MALTY -0.903128 0.230843 -3.912301 0.0003
MALZY 0.223689 0.147536 1.516164 0.1358
SIGMASCQ 0.008319 0.001649 5.044616 0.0000
R-z=quared 0.282604 Mean dependentvar 0.031489
Adjusted R-squared 0.290864 S.D. dependentwvar 0108658
S.E. of regression 0.0956524 Akaike info criterion -1.691341
Sum squared resid 0.455845 Schwarz criterion -1.474339
Log likelihood 53.35756 Hannan-CQuinn criter. -1.607210
F-statistic 2.839295 Durbin-\Watson stat 2.048544

Prob(F-statistic) 0.004341

Fi1G. 3.10 — Estimer 1’équation.
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3.5 Validation du modéle

On peut voir dans la sortie ci-dessus, que toutes les valeurs sont toutes si-
gnificatives. Ensuite, ce modeéle est utilisé pour la prévision. Avant de faire des
prévisions, il est nécessaire de tester d’abord les hypotheéses.

eTest d’hypothése classique
a.Test de normalité résiduelle

Series: Residuals
10 Sample 2016M01 2020M02
Observations 5§

Mesn 000282
LR Medisn 0010138
Maztimum 0.323120
24 Minimum 0159112

] 5td. Dev. 0091557
1 ﬂ_‘ﬂ Skewness 0.702033
Hurtosis 4522548

.] |_| e

02 ai ag ai 0z ik

Jargue-Bera 13.22428
Probability — 0.001344

Fic. 3.11 — Test de normalité.

sur la base de I'histogramme ci-dessus, on peut voir que les résidus ont tendance
a étre normaux.

b. Test d’autocorrélation
sur la base du corrélogramme ci-dessus, on peut voir qu’il n’y a pas de décalage

qui a une valeur de probabilité < 0,05. On peut donc conclure que le résidu ne
contient pas d’autocorrélation.
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Date: 10M11/20 Time: 01:02
Sample: 2015M01 2020M08

Included observations: 56
(Q-statistic probabilities adjusted for 4 ARMA terms

Autocorrelation

Partial Correlation

AC PAC

Q-Stat  Prob

=

|
|
|
|
|
|
|
o
I
I
I
I
I
I
I

I

I

I

I
i
I
=

i
u}

=

=0

=

=T

-0.026 -0.026
0117 0117
-0.040 -0.035
-0.082 -0.099
-0.033 -0.029
-0.028 -0.009
0.075 0077
-0.147 -0.155
0293 0277
0.049 0.096
0100 0.039
0.007 -0.015
-0.178 -0.167
-0.084 -0.068
-0.044 0.032
0.024 -0.024
-0.095 -0.056
0.164 0,087
0.017 0.023
0.062 0.011
0.044 -0.021
-0.265 -0.241
-0.074 -0.012
-0.110 -0.005

0.0395
0.8689
0.9686
1.3936

14627 0227
15126 0.469
1.8887 0596
33601 0499
9.3093 0,097
9.4794 07148
10.200 0478
10.204 0251
12,602 0181
13152 0215
13.303 0274
13.350 0344
14101 0367
16.408 0.289
16.434 0354
16.792 0.399
16.968 0457
23663 0.166
24197 0.189
25431 0185

Fic. 3.12 — Correlogramme Q-Statistics.

c. Test d’hétéroscédasticité

Date: 10/11/20 Time: 01:03
Sample: 2015M01 2020M08
Included observations: 56

Autacorrelation

Partial Caorrelation

AC PAC

C-Stat

Prab

O

o

O

[

o

[

[

[u
o

o O

oo

13- RN L R A

10
11
12
12
14
15

17
18
19
20
21
22
23
24

0168 0168 1.6598
-0.087 -0.119 21192
-0.077 -0.043 24845
-0.031 -0.020 25428
0073 0073 28229
-0.121 -0.164 28392
-0.007 0061 28420
-0.007 -0.040 38453
0173 0192 59254
-0.054 -0.165 6.1284
0.041 0178 62486
0.015 -0.094 62662
0.021 0119 629386
0233 0154 10493
0.002 0021 10493
-0.041 -0.075 10.632
-0.100 0.000 11.457
-0.045 -0.087 11.626
-0.026 0007 11.687
-0.061 -0.089 12.026
0.086 0138 12429
0.018 -0.084 12.460
-0.029 -0.076 12544
-0.054 -0.012 12244

0198
0.247
0478
0637
0718
0698
0798
0871
0747
0204
0.856
0.902
0935
0725
0788
0.832
0.832
0.866
0.899
0.915
0927
0.947
0.981
0.969

F1c. 3.13 — Correlogram Squared Residuals.
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sur la base du corrélogramme ci-dessus, on peut voir que la valeur de probabi-
lité n’est pas < 0,05. On peut donc conclure que les données sont I’homoscédas-

ticité.

Une fois que toutes les hypothéses ont été remplies, on peut s’assurer que le
modele SARIM A(1,1,2)(1,1,0)* est un modele approprié pour la prévision.

3.6 La prévision

D’apré le programme Eviews, les prévisions de (septembre 2020 — Juin 2021)

sont dans le tableau suivant :

DATE | Sept | Oct | Nov | Dec
2020 | 783.9 | 834.4 | 804.4 | 819.7
DATE | Jan | Fév | Mars | Avril | Mai | Juin
2021 | 834.6 | 790.1 | 782.2 | 827.9 | 779.0 | 813.5

TAB. 3.2 — Prévision du nombre de naissances.




Conclusion 65

Conclusion

Au terme de cette étude sur la modélisation des séries chronologiques, par
I'utilisation des méthodes de Box et Jenkins, nous avons epousé volontairement
une approche pragmatique de Box Jenkins généralisé par les processus SARIMA.
L’hypothése de stationnarité est fondamentale dans la modélisation d’une série
temporelle.Elle s’avere étre un outil puissant et performant pour faire de la pré-
vision.

Le but de notre étude est de trouver le meilleur modéle pour prédire le nombre
des naissances a I’hopital de Sidi Abd-elkader de Ouargla( Janvier 2015 - Aott
2020) ,les résultats de I'analyse de notre série montre que le modeéle approprié
pour cette étude est SARIMA(1,1,2)(1,1,0)*? . Finallement, nous obtenons les
prévisions du nombre des naissances (Septembre 2020 - Juin 2021) .
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Résumé

Les modeéles de séries temporelles mixtes saisonnieres SARIMA sont les modéles les plus
importants de la série temporelle linéaire aléatoire. Il prend en compte l'instabilité et les
variations saisonniéres. L'objectif de ce travail est de tester I'exactitude de ces modéles dans
I'estimation de la série mensuelle du nombre des naissances a I'hdpital de Sidi Abdelkader
de la meére et de I'enfant de janvier 2015 a ao(t 2020. puis de tester leur exactitude dans la
prédiction du nombre futur de naissances futures pendant dix mois, de septembre 2020 a
juin 2021. et connaitre I'exactitude de Modeéles SARIMA .

Mots clés: Modeles SARIMA, Séries chronologiques, Méthode de Box-Jenkins.

Abstract

The seasonal mixed time series models SARIMA are the most important models of the
random linear time series .it is taking in to account the instability and the Seasonal
variations .The objective of this work is to test the accuracy of those models in the
estimation of the monthly number of births series at Sidi Abdelkader Hospital of Mother and
Child from January 2015 to August 2020. and then testing their accuracy in predicting of the
future numbers of future births for ten months, from September 2020 to June 2021. and
know the accuracy of SARIMA models .

Keywords: SARIMA models, Time series, Box-Jenkins method.
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