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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous.

E[X] espérance mathématique ou moyenne du v.a. X.
E[.\.] espérance conditionelle

exp exponentiel

(Q, P, F) espace de probabilité complet.

L% L’espace des processus JF;-mesurable et de carré intégrable.
<> Le croche tstochastique

W processus de Wiener

J fonction de cotit

U ensenble de controles admissibles

U controle admissible

H.(t,..) fonction de Hamiltonienne

P-P presque partout

p-s presque stirement



Introduction

Dans ce mémoire nous intéressons au probléme de controle optimal stochastique. Plus
précisément, 1’existence d’un controéle optimal ainsi que d’établir les conditions d’optimalité
nécessaires et suffisantes pour des systémes gouvernés par des équations différentielles
stochastiques progressives rétrogrades (EDSPR en abrégé dans la suite) linéaire de la

forme suivante

{Xt =a+ [y (A1 X, + Asuy) ds + [7 (C1.X, + Dy.ug) dW,
Vi =&+ [T (AoX, + BoYs + CoZy + Dyuy)ds — [ Z,dW,.

L’objectif du controlleur est de minimiser le cotit JJ(u) sur ’ensemble de tous les controles

admissibles. La fonction cotit est d’éfinie par

T
J(u):=E l(XT)+k:(Y0)+/ ht, X, Ys, Zy,ug) dt| .
0

La théorie du controle optimal est utilisée pour modéliser beaucoup de situations en
sciences de l'ingénieur, en sciences économiques et sociales et de facon plus générale dans
tous les domaines utilisant les applications des mathématiques.

ce mémoire est organisé comme suit :

Chapitre 1 ( Rappels de calcul stochastique ) :

Ce chapitre est consacré la théorie du calcul stochastique, en donnant quelques notions et

des d’éfinitions (processus stochastique, Mouvement brownien, Martingales, ...)



Introduction

Chapitre 2 ( Existance du controle optimal pour les EDSPRs linéaires ) :
Dans ce chapitre, nous traitons le probléme d’existence de contréle optimal strict pour les
équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades linéaires (EDSPRL), dans
le cas ol ’ensemble des controles est convexe et compact et la fonction du cotit est convexe.
La méthode de preuve est basée sur la convergence forte de 'EDSPRL et le théoréme de
Mazur.

Chapitre 3 ( Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité ) :

Dans ce chapitre, nous établissons des conditions d’optimalité nécessaire et suffisantes pour

ce probléme en utilisant le principe d’optimisation convexe.



Chapitre 1

Rappels de calcul stochastique

Le but de ce chapitre est de présenter briévement les résultats de calcul stochastique dont
nous aurons besoin dans la suite du cours. Il ne s’agit nullement de développer la théorie

générale.

1.1 Généralités

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité, Soit 7" un ensemble d’indices (R,R,,N), et la

fonction

X: OxR, - R?
(w,t) = X(w,t)
Pour ¢ fixé, X(w,t) = (X;),c, est une variable aléatoire.

Pour w fixé, la fonction ¢t — X (w, t) appellé trajectoire

Définition 1.1.1 On appelle processus stochastique défini sur T avec des valeurs dans

un ensemble mesurable (Rd, 15} (Rd)) toute famille du variables aleatoires X (w,t) 1 valeurs

dans (Rd,ﬁ (]Rd)) )

Définition 1.1.2 Soient X et Y deux processus.stochastique



Chapitre 1. Rappels de calcul stochastique

i) X est une modification de Y si : pour tout t > 0 les variable aléatoire. X; et Y; sont
égales

P—ps.:Vt>0,P(X;=Y,) =1

i) X et'Y sont indistinguables si P — p.s ; les trajectoires de X et de'Y sont les mémes
c-a-d

P(X, =Y, Vt>0)=1

Définition 1.1.3 Un processus X est adapté par rapport o la filtration {ft}tzosi pour

tout t, X; est Fy—mesurable.

Il est inutile de dire qu’un processus est toujours adapté par rapport & sa filtration natu-

relle.

Définition 1.1.4 i) Un processus X est progressivement mesurable par rapport {.7-}},520
si lapplication (s,w) — X, (w) de [0,] xQ dans R? est mesurable par rapport a 3 ([0,t])®
F et B (RY)

i1) Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté. On peut également
noter que si X est un processus mesurable et adapté alors il posséde une modification

progressivement. mesurable.
Rappelons également le résultat suivant :

Proposition 1.1.1 Si nous avonsX est un processus stochastique dont les trajectoires sont
continues a droite ( ou continues & gauche ) alors X est mesurable et X est progressivement

mesurable sl est deplus adapté.
Finissons ces généralités par la notion de temps d’arrét.

Définition 1.1.5 Soit une variable aléatoire a valeurs dans R,. 7 est un {F},.,—temps

d’arrét si, pour tout t {1t <t} € F;.



Chapitre 1. Rappels de calcul stochastique

Si 7 est un temps d’arrét, on appelle tribu des événements antérieurs a la tribu définie par

Fi={AeFu,An{r <t} € F,Vt}.

Proposition 1.1.2 Soit 7 un temps d’arrét. Si X est progressivement mesurable le pro-

cessus arrét. X7 -défini par X] = X, — est progressivement mesurable.

1.2 Espérance conditionnelle
Soit X une variable aléatoire intégrable définie sur (2, F,P) et G une sous-tribu de F

Définition 1.2.1 L’espérance conditionnelle E[X | G] de X sachant G est l'unique va-
riable aléatoire :

i) B[X | G] est mesurable

i)
/E[X|G]dIP’:/XdIP’, VA e G.
A A

Propriétés

Soient X ; Y deux variables aléatoires (intégrable) définie sur (€2, F,P) et G une sous-tribu
de F,on a:

- Linéairité : Soit a et b deux constantes alors
E[laX 4+b0Y | G] =adE[X | G|+ bE[X | G]

-Son espérance vaut :

E(E[X | G]) = E[X]

- Si H est un sous tribu de G

EE[X |G| H =E[X | H]



Chapitre 1. Rappels de calcul stochastique

-Monotonie : Si X <Y , alors
EX |G <E[Y | (]

-Convergence monotone : Si X,, > 0 est une suite croissante de variables aléatoires réelles

qui converge presque sirement vers X, alors
BXn | G] —n-0 BIX | G
-Indépendance : si X est indépendant de GG , alors
E[X | G] =E[X]

-Si Z est-mesurable , alors

E[ZX|G] = ZE[X | G]

-Si X est G—mesurable, alors

E[X|G]=X

Proposition 1.2.1 ( Inégalité de Jensen ) Soit X est une v.a de L' et ¢ est une

fonction convexe tel que ¢ (X) € L' | alors
E[p(X)[G] > ¢(EB[X]G]).

Théoréme 1.2.1 ( Lemme de Fatou conditionnel ) Si (X,),en une suite de v.a.

positives, alors :

E[lim X,|B] < limE[X,|B].

n—oo



Chapitre 1. Rappels de calcul stochastique

convergence monotone conditionnel

Soit (X, )nen une suite de v.a réel intégrables, qui converge vers X, alors
E[liminf E[X,|B]] — E[X|B].

convergence dominée conditionnel

Soient (X},), .y une suite de v.a.réel , qui convergeant p.s vers X € L' et Y une v.a. dans

L' telles que|X,| < Y. Alors

lim B[X,,|B] — E[X|B].

1.3 Martingale

Définition 1.3.1 Un processus X a valeurs réelles Fy—mesurable et ntégrable pour tout

t > 0 est dit martingale (respectivement sous-martingale, resp. surmartingale) si :

pour 0 < s <t, E(X{|Fs) =X (respB(Xy|Fs) > X, resp B(Xy|Fs) < Xo).

Théoréme 1.3.1 .( Inégalités maximales de Doob )

Soit X une martingale (ou une sousmartingale positive) continue & droite. Alors,
Vp > 1,Ya > 0,a’P(supt| X¢| > a) < supB[| X¢|?].

et

Vp > 1, E[sup:| Xe|’] < ¢"sup B[ Xe|"] ot g =p(p— 1)_1

Théoréme 1.3.2 (Théoréme d’arrét de Doob.)

Si X est une martingale et si et sont deux temps d’arrét bornés tels que 7" < 1 , alors,

E(X7—|F7—/) = XT/ P— p.S.



Chapitre 1. Rappels de calcul stochastique

Rappelons aussi que le processus adaptatif et intégral X est une martingale si et seulement

si pour un temps d’arrét borné \E[X;] = E[X,].

Définition 1.3.2 (Martingale local ). Soit X un processus {Fi} . -adapté, a trajec-
toires continues a droite. On dit que X est une martingale locale s’il existe une suite

croissante de temps d’arrét {r,}, ., telle que
P(r, — +o0) =1

et pour tout n, X™1, o est une martingale.

Théoréme 1.3.3 (Les inégalités Burkholder-Davis-Gundy )Soit p > 0 un réel. 1l
existe deux constantes c, et Cptelles que, pour toute martingale locale continue X, nulle

en zéro. Alors on a :

6B (X, X)?] < Elsup|X,["] < C,B[ (X, X)%?].

>0

En particulier, si T > 0

Bl (X, X)) < E[ sup |X,|!] < C,E[(X, X)%].

0<t<T

1.4 Mouvement brownien

Définition 1.4.1 Le processus aléatoire (Wi, t > 0) est un mouvement brownien standard
( processus de Wenier ) si :

1.P—p.s. t — W, (w) est continue .

2. pour 0 < s <t , W, —Wj est indépendant de la tribu o {W,,u < s} et de loi gaussienne
centrée de variance t — s.

SWy=0P—p.s.



Chapitre 1. Rappels de calcul stochastique

pour tout ¢t > 0, la variable aléatoire W, suit la loi gaussienne centrée de variance ¢ donc
de densité (27rt)7% exp {—2z%/ (2t)}.

On dit qu'un mouvement brownien (MB dans la suite) part d’un point = si Wy = x.

Remarque 1.4.1 On dit que W est un {]—'t}tzo ~MB st W est un processus continu, adapté

a la filtration {Fi},5q, vérifiant :
Vu € R, VO<s<t E (et“(Wt_Ws)\}}) =exp{—u’(t —s) 2}

Proposition 1.4.1 Soit W un MB standard.

1. pour tout s > 0, {W; s — Ws}tzo est un MB indépendant de o {W,,u < s}.
2. =W est aussi un MB.

3. pour tout ¢ > 0, {cW;. 2}~ est un MB.

4. le processus défini par Xg =0 et X; = tWi; est un MB.

Rappelons qu’une fonction f a valeurs réelles et définie sur R, est localement holderienne.

d’ordre si pour tout a > 0 il existe une constante C' telle que :

V(z,y) € [0,a], | f@)—fly)|<Cla—yl|*.

Proposition 1.4.2 Soit W un MB. La filtration {]iw} vérifie les conditions habi-

>0

tuelles et W est un {FV'} —MB..

Théoréme 1.4.1 ( Paul Levy ) Soit X; (w) un processus continue, alors X; (w) est un
mouvement brownien si et seulement st :
i) X est une martingale

i) (X2 —t) est une martingale

10



Chapitre 1. Rappels de calcul stochastique

1.5 Integrale stochastique

Soient (€2, F,P) un espace de probabilité¢ et W = (W});>0 un mouvement brownien. On

désigne par F; = (W, s < t) la filtration naturelle du mouvement Brownien.

Définition 1.5.1 L’intégrale d’It6 est une intégrale de la forme

t
/ XdWs.
0

ot X un processus stochastique contina.

Proposition 1.5.1 ( Propriété de intégrale d’It6)

Soient L?

(X Ry) lensemble des processus X adapté caglad ( continus & gauche limite

a droite ) vérifiant B[ [} X2dt] < co,¥t > 0 et X,Y deuz.processus de L}, (2 x R,).
L intégrale stochastique posséde les propriétés suivantes :

1. Linéarité :

t t t
/ (aXs + bY;)dW, = a/ X dW, + b/ Y. dW, a,b e R.
0 0 0

E [/OthdWs} =0.
([ ) () o] [ ]
< OtXSdI/VS>2 =E [/:des] .

4. Le processus (fot XSdWS) est une martingale.
>0

En partuclier

E

Définition 1.5.2 ( Processus d’It6 )

11



Chapitre 1. Rappels de calcul stochastique

Un processus d’Ito est processus X tell que

t t
X =Xo+ / byds + / o, dW,
0 0

avec Xy est mesurable, b et o deux processus progressivement messurable tel que fot |bs| ds <

o~ etoe L} (AxR,).

loc

Le coefficient b est un drift ou la dérive, o est le coefficient de diffusion.

Théoréme 1.5.1 ( Formule d’Ito )
Soit (t,x) — f(t,x) une fonction réelle, de classe C* par rapport a t, de classe C* par

rapport a x dérivées bornées.Alors

F(5.X0) = F(0,X0) + / £(5, X)dX, + / £1(5, X.)ds + / fru (5, X))o ds.

1.6 Equation différentielle stochastique progressive ré-
trograde

Soient (€2, F,P) un espace de probabilsé complet, est un MB
On note :
— S%(RF) I'espace vectoriel formé des processus 6; progressivement mesurable, & valeurs

dans R¥ telle que

||«9t||§2 =K [ sup |9t|2] < 0.
0<t<T

— M?(R**?) espace de processus Z; progressivement mesurable, & valeurs dans R¥*? telle

que

T
122, =B UO HZtHth} .

Définition 1.6.1 Une équation différentielle stochastique progressive rétrograde est une

12



Chapitre 1. Rappels de calcul stochastique

équation de la forme

{ Xy = Xo+ [ob(s, X,)ds + [} a(s, X,)dW, 11

Y= g(Xp) + [ f(s,X,,Ys, Zo)ds — [ Z,dW,

ot les processus (X;)i>0, (Yi)i>0 € S2(R¥) et (Z;)i>0 € M?(R¥*?) et les fonctions b,a, g, f

sotent mesurables et bornées :

Définition 1.6.2 Un solution de équation différentielle stochastique progressivement ré-
trograde (EDSPR), est un triple (X,Y,Z) de processus progressivement mesurables & va-

leurs dans RF x R™x R™*9 et de carré intégrable vérifiant le systéme

Théoréme 1.6.1 Soient b, o, f et g fonctions boréliennes.vérifient . On suppose qu’il
existe une constante K > 0 telle que :
Pour tout t € [0,T], pour tout x,2,y,y, 2,2' € R¥
bt ) = bt a0+ lo(6,2) — ot ) < Ko — o], lgta) — g(a)] < K |z — '
[f(tw,y,2) = f(t 2y 2D K (o = 2| + |y = /| + 12 = 2]))
2. [o(t, )| + llo(t, 2)| < KA+ z]); [g(2))] < K(1+ |z])
[f(t, 2y, 2) K (1 + |2 + [y[ + [|=]])
3. F UfOTf(s,O,O,O)rds} < +oo.

Alors il existe une solution unique (X,Y,Z) de ’EDSPR

1.7 Définition et théorémes de base

1.7.1 convergence uniforme

Soit f une fonction bornée definie sur A et f, une suite de fonctions bornées défnies sur

ce méme ensemble. Rappelons que la distence entre la

13



Chapitre 1. Rappels de calcul stochastique

fonction f et une fonction (f,),eny au sens de la norme de la convergence uniforme est
définie par

I[fo = flloo = ilelglfn(ﬂf) — f(@)].

Définition 1.7.1 On dit que la suite (f,),cy converge uniformément vers f sur un

ensemble A st

Ve>03dN. e NVne N |n>N.=VzecA||fo— fllo=sup|fu(x)— f(z)| <e
€A

1.7.2 convergence forte et convergence faible

Définition 1.7.2 Une suite (z,), d’éléments d’ un espace normé E converge fortement

vers © € E si elle converge en norme (i.e : ||z, — z|| — 0).

Définition 1.7.3 Une suite (x,,) d’éléments d’ un espace de Hilbert H converge faiblement
vers x dans H si

lim (z,,y) = (z,9),Vy € H.

n—od

Remarque 1.7.1 Une forte convergence implique une faible convergence

1.7.3 suite minimisante

Suppose que H est un espace vectoriel avec une base compléte ( espace de Banach ) de
sorte que toute suite de Cauchy est convergente en H .

Soit K C H un sous-ensemble non-vide. Soit un fonctionel J : H — R

Définition 1.7.4 Une suite minimisante du critere J sur l'ensemble K est une suite
(u")nen telle que

u'e K VYn et lim J(u") = inf J(u).

14



Chapitre 1. Rappels de calcul stochastique

1.7.4 L’encemble convexe

Définition 1.7.5 On dit que I’ ensemble A est dit convexe si pour tous x ety de A, le

segment [x,y] est inclu dans A, c’est-a-dire :

Ve,ye A Vee[0;1] ; te+(1—t)y € A.

1.7.5 Fonction convexe

Supposons que A un ensemble convexe non vide et f: A — R une fonction

Définition 1.7.6 On dit que f est convexe sur A si

Yo,y € C Ve [0 1] f (tr+ (L—-t)y) <tf(x) + (1 —1)f ()

Définition 1.7.7 ( Strictement convexe ) On dit que f est strictement convere sur A

si inégalité précédent est stricte lorsque x # y et t € 0;1].

1.7.6 L’ensemble compact

Un ensemble A est dit compact, si et seullement si tout suite d’éléments de A accepte une

suite extraite convergente dont la limite est un élément de A .

1.7.7 une suite relativement compact

Définition 1.7.8 On dit que une suite de mesure (I',)n,>1 est relativement compact, si
pour toute sous suite (n') C N il existe (n") C (n') converge faiblement vers une mesure

de probabilité.

15



Chapitre 1. Rappels de calcul stochastique

1.7.8 Théoreme de Mazur

Théoréme 1.7.1 Si z, converge faiblement vers x ; alors il existe une suite de combinai-

SO0NS CONVETES Ay,

an:Zaixi, ouca; >0 Z%‘:l

i>0 i>0
qui converge fortement vers x :

lla, —z|| — 0.
n—oo

1.7.9 lemme de Gronwall

Soit f :[0,T] — R est une fonction continue , et vérifie pour tout ¢t € [0, 7] :

OSf(t)Sa(t)—Fb/O g (s)ds.

Alors, pour tout ¢

f(t) < aexp(bt).

16



Chapitre 2

Existance du contrdle optimal pour

les EDSPRs linéaires

On consideére le probléme du controle optimal ol le systéme est gouverné par I’équation

différentielle stochastique progréssive rétrograde linéaire suivante :

{Xt = o+ [ (AX, + Aguy) ds + [i (C1.X, + Dy.ug) dW, 1)

Y, =&+ [ (AuX, + BoYy + CoZ, + Douy)ds — [ Z,dW,
avec (W) est un processus de Wiener defini dans un espace de probabilité complet
(Q,F, (ft)t20> »-up est un control strict , (Ai) cicy » (Bi)i<ica s (Ci)1<ico €6 (Di) iy sONt
des matrices .

Notre objective est de minimiser sur ’ensemble des controles admissibles U , la fonction

de colit suivante :

J(u):=FE|l(X7)+k(Yo) + /Th(t,Xt,Y;,Zt,ut) dt (2.2)

ou

h:R"XR"XR'"XR"xA—R,[:R" — Ret k:R" — R.
Définition 2.0.9 Un controle admissible est un processus u; ,t € [0,T] mesurable et

17



Chapitre 2. Existance du controéle optimal pour les EDSPRs linéaires

Fi—adapté o valeurs dans un Borélien A de R™ et de carré intégrable Notons par U [’en-

semble de tous les controle admissible .

On cherche un contréle 4 € U qui minimise (2.2)) sur U,c-a-d

J (u) = inf J (u)

ucu

Un controle admissible u est dite optimal .

Pour résoudre le probleme de controle stochastique ci-dessus ,on considére les hypotheses
suivantes :

(H1) Pensemble A C R™ est convexe et compact

(H2) les fonction h,l et k sont continues et convexes

2.1 Existance d’un contréle strict optimal

Théoréme 2.1.1 On suppose que (H1) et (H2) satisfaites . Alors il existe un processus
(Xt,f/t, Zt,ﬂt) Fi—adapté tel que

(i) (X,,Y;, Z;, ;) est la solution unique de PEDSPR linéaire

(i) @; minimise J.

Proof. Supposant d’abord que (H1) et (H2) sont vérifices ,soit (X}, Y}", Z}', u}) est une
suite minimisante satisfait

lim J(u") = infJ(u)

n——00 ucu

Puisque I'ensemble des valeurs du controle A est un ensemble compact , alors la suite (u")

est relativement compact c’est a dire

T
E /|ug|2dt] <k, n>0

0

pour certaine constante k positive

18



Chapitre 2. Existance du controéle optimal pour les EDSPRs linéaires

donc , il existe une sous -suite (qu’on la notée par (u") ) telle que

u" — 1 faibelement dans L%([0,T],R")

Appliquant le théoréeme de Mazur , il existe une suite de combinaisons convexes définie

par

" = g a,u't", avec a;y, > Oet E i, = 1

i>0 i>0

telle que

4" — u fortement dans L% ([0, T],R"™)

Puisque 'ensemble U C R"™ est convexe et compact , alors le processus u € U.
Soient (Xt", fftn, Zf) et <Xt, }AQ, Zt) sont des solutions de 'EDSPRs lineaires associes a

uy et U, respectivement, Alors on preuve que

Xr — X, frotement dans C ([0, 7],R"), (2.3)
V" — Y, fotement dans Cx ([0,T],R") (2.4)
et
T T
/0 Z — /0 Z, frotement dans L% ([0, T],R") (2.5)
On a

t t
| XX, 2= / [Al <Xf - Xt) + By (0" — as)} ds+/ [01 (Xt" . Xt> + Dy (@ —a,)| aw, |2,
0 0
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Chapitre 2. Existance du controéle optimal pour les EDSPRs linéaires

comme (a + b)* < 2a* + 2b? ,alors

| Xp - X P2 fy (A (K0 = X) + By (i - )] ds P
w20 fy o (K= X)) + Dy (an - ay)| aws, 2
<4[\f0At(A Xt)ds|2+|foBtu—us)ds|]
4 fy O (Xp = %) aW, P+ | fy Dy (i — ) dw 2]

Utilisant les proprietés de l'intégrale stochastique et passant & I’espérance , on obtient :

E { sup | X — X, |21 < 4R [y [ A (X” - X) ds |2+ | [ By (a2 — i) ds ﬂ

0<i<T

+ 168 [fOT ke (Xgl - f(t> 2ds+ [T | Dy (i — i) |? ds} .

L’intégrale de Cauchy -Shewartz donne

E{sup ]Xt"—f(t \2} < 4F {<f0T|A1 ]2ds> <fOT‘X§—XS

0<e<T

2ds)
+ (fOT | By |2 ds) (fOT | an — i |2 ds)]

168 [ f, | Cy [P X7 — i [ ds| + 168 | )| Dy Pl iz — a, [2 ds]
Ce qui implique

E [ sup | X1 — X, |2} < (4k + 16k") fOTE [ sup | X1 — X, |2} dt
0<i<T

0<i<T

+ (de+16¢)E [fOT a7 — i |? dt}

Si on pose g (t) = E [SUPogigT | X1 — X, \2}, alors

T
MORS (4k + 1615) g(t) + (4c + 16¢) B UO il — i, |2 dt]
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Chapitre 2. Existance du controéle optimal pour les EDSPRs linéaires

En appliquant le lemme de Granwall, on obtient

T
E|sup | X'—X, |2} < (4e+16¢)E {/ | 4 — Gy |? dt} exp ((4k + 16k") 1)
0

0<i<T

comme 4" converge fortement vers 4 , dans L% ([0, 7], R"), on a
lim E{sup | Xr — X, |2} =0
n——0c0  [0<i<T

Donc

X! — X, frotement dans C ([0, 7], R"™)

D’autre part, on a

VY, = / (Aa(X7 = X))+ By (V= Vi) + G (20 = 2.) + Dy (i — )| ds— / (2 - 2,) aw,
0 ¢

En appliquant la formule d’Ito & | Y;* — Y} |2, on obtient

d|Yr =Y =2V =Y |d| Yy =Y, | +d(Vy - V)
— 2|V Vi | [~ As(XP — X,)dt — By <Yt"—Yt> dt — C, (Z{L—Zt> dt

— Do (0 — Q) dt] + 2 | Y =Y, || 20 = Zy | AWt || 20 — Zy ||? dt.
passant a L’intégrale entre t et T, on a

V7= Vi P= 2 [T = Vo An(X = X+ By (Y2 = Va) + Ca (22 = 2,) + D (a2 — ,))ds
2 [N (VP =Y, 20— Z)dW, — [T || Zr — Z, |* ds.

S

Alors

V= P [T 20 = 22 ds = 2 [J 0 = Vi, An(X2 = X) + Ba (V7 = V)

+Cy <Z” . Z) + Dy (7 — t1)yds — 2 [T (VR — Yo, 20 — Z)dW,
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Chapitre 2. Existance du controéle optimal pour les EDSPRs linéaires

comme }A/;”, Y, sont dans S? et Z{‘, Z, sont dans M2 , alors I'intégrale suivante
ftTQA/t” — Yt, Zg — ZS>dWS est une martingale de carré intégrable nulle en 0. En passant

I’esperence et on prenant ¢ = 0, on obtient

BV = Vi + B 11 20— 2011 ds| < +2B [y | A2 |9 =i || X2 = X, | ds]
2 [ 1| By || Yy — Vi |7 ds]
2B ([ Co 1V = el | 22 = 2, | ds]

V2B ([ Do || ¥ = Yo || 2 =, | ds]
En appliquant I'inégalité de Young , on trouve

BV =Y | + B fy 1 20 = 2,17 ds| < HB [ | V7 = Yo P ds+ fy | X2 = X, 2 ds]
+2ME [fOT v ¥, ) ds}
B [ (& 1V = Yo P e | 22— 2, |7) ds]

B ([ |V 8 P s+ f) L -, |2 ds]

On choisit a = \/szk, on aura

BV =Y | B f 1 20 = 2,17 ds| < HB [ | V7 = Y, P ds| + HE | )7 | X7 = X, [ ds]
+2ME [fOT Y- ¥, ) ds}
LB [ [ |V = Vs [P ds] + B[ 20 = 2, | ds]
B [y 1V =Y, P ds| 9B [ |z -, [? ds]

Donc

E[| iftn_fftﬂ + 1R [];T | 2r — 7, ||2ds} < HE [ffyf(g_f(s |2ds] +E [ffyag—as y2ds]
+(H+2H+2k2+7)E[ﬁTmn—?s Pds].
(2.6)

D’aprés (2.6)), on dérive deux inégalités
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Chapitre 2. Existance du controéle optimal pour les EDSPRs linéaires

. . T . . T
E[\Yt”—Ytﬂ gHE[/O |X§—Xs\2ds]+7E{/o

T
+(H+2M+2/<:2+7)E[/ |§@”—Y;|2ds},
0

| 4% — g |? ds} (2.7)

et

SB[y 11 20— 2, 1P ds| < HE [ [} | X2 = X, P ds| +4B [ a2 -, [ ds] ..
+(H+2M+2k2+’y)E[fOT]YS”—?SP ds]

Sionpose g (t) =E [| Y —Y, \2} et b= (H + 2M + 2k? + ), alors on applique le lemme
de Gronwall sur (2.7)), on trouve

T T
B[ 57~ i] < (me[ [ 1A %] com | [T - ap as) ) e,
0 0

comme
4" — 4, quand n — oo dans L% ([0,7],R"),

et

XP — Xy quand n — oo dans C ([0,T],R").
On obtient

lim E[| vy, ﬂ —0
Alors
V" — Y, frotement dans C ([0, T],R"™)

D’aprés (2.8) On a

B fy | 22— 2, | ds| <2HE | [}/ | X = X, 2 ds| + 9B [ ) | a2 — a, P ds]

+2(H+2M+2k:2+7)E[f0T|YS"—YS|2 ds]
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Chapitre 2. Existance du controéle optimal pour les EDSPRs linéaires

les suite <X ") et (u") et (Y”) sont convergente alors

T
E{/ HZ?—ZSszs] — 0 si n — o0,
0

ce qui implique que

T T
/ ZMdW, — / Z,dW, frotement dans L% ([0, 7], R")
0 0

2) 1l reste a prouver que @ minimise la fonction de coit J sur ensemble des controles
admissibles U.
J(@)=E [foT h (t, XV, Zt,at) dt + 1 (XT) s (YO)]
_E [ I h (t, lim X7, lim ¥, lim 27, lim ay) dt

+1 < lim Xg) +k (nhinw%">}

n—-—uoo

D’aprés la continuité des fonctions h,l et k, on a

J (@) = lim J(a")

— lim B [ Ih (t,fc;z,f/tn,ztn,at) dt + 1 (X;:) +k (f/on)]

: T i+n i+n i+n i+n
= lim E fo h{t,> amX;™ > amn Y™ > a2 ™, > amus dt
n—>00 >0 i>0 >0 >0

11 (S (o)

i>0 i>0
Comme h,l et k sont convexes , nous avons

J(@) < lim > 0B [foTh (, X7 Y Z ) di 4+ 1 (XE) + k (Yg*n)}

= lim > ap,J (u™™)
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Chapitre 2. Existance du controéle optimal pour les EDSPRs linéaires

Ce qui implique
J () < lim > a;, maxJ (u'™)

n—>00;%( 1<i<n

< lim maxJ (u'"™) > a;,
n—ool<i<n i>0

< lim J (u™)

T n—o0

= inf J(u)

u€eU[0,T]
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Chapitre 3

Conditions nécessaires et suflisantes

d’optimalité

On considére un probléme de controle stochastique linéaire suivant :

dXy = (A1 X} + Aswy) dt + (C1. X} + Dy.uy) dBy

dY = (Ay X! + ByY + CoZ + Dowy) dt — ZdB, (3.1)

Xy =z, Yi=¢
0l(Ai) 1 cico » (Bi)icico (Ci)1<ico €t (Di)i i<, sont des matrices de tailles approprices. La
solution (X* Y Z*) prend des valeurs dans R" x R™ x R™*? et la variable de controle u
est dans U := {u, € M?([0,T];R*) |u; € U,a.e.t € [0,T],P — a.s.}, avec U C R*
Rappelons que I'ensemble U est convexe, alors la maniére classique de dériver les conditions
nécessaires d’optimalité satisfaites par le controle optimal strict ¢’est d’utiliser la méthode
de perturbation convexe.
Soit 4. un controle strict optimal et notons (X}, Y;*,Z}*) la solution de associée

a U, . Alors on définissons le controle strict perturbé (perturbation convexe) comme suit :

U§:ﬂt+€(vt—at),
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Chapitre 3. Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité

ol, € > 0 est suffisamment petit et v - est un élément arbitraire de U tel que

E[|v_2|}<oo.

Notant par (X5 ,Yy , Z7) la solution de 'EDSPR linéaire (3.1]) associée au le controle u®.

Par 'optimalité de « -le principe de maximum peut étre obtenu d’aprés

0< ghinoé (J (uf) = J (@)
_ Lmé (J (@ +e(v. — @) — J(@))
=(J"(a),v. —a.).

On considére les hypothéses suivantes :
(H3 ) : [, k et h sont continuement différentiables par rapport a x, y, et (z, y, z)respectivement ;
(H4) : les dérivées de I,k et h par rapport & z,y, et (x,y, z) respectivement, sont
bornés.
Pour établir les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité, on utilisons le principe

I'optimisation convexe (voir Ekeland-Temam ([12], prop 2.1, page 35).

Théoréme 3.0.2 Soit E un espace de Banach refléxif, G est un sous-ensemble conveze,
fermé non vide de E et f est une fonction définie de G dans R, convexe, semi-continue

inférieurement (SCI) et Gateauz-différentiable de différentielle f' continue. Alors, on a

(u minimise [ c-a-d f(u) = igjfgf(v)) < (f'(u),v—u) >0 pourtoutv e E

Comme I’ensemble U est convexe et la fonction de cout .J est convexe en % - continu et
Gateaux-différenciable avec la dérivée continue J', on peut appliquer le principe d’optimi-

sation convexe, pour obtenir

(@ minimiser J) < (J' (@),v_a) > 0;Yv, € U (3.2)

27



Chapitre 3. Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité

En calculant la dérivée de Gateaux du J en un point @ - et de direction (v, — 4.), on obtient

(' (@),0. @) = B[ (Xr) . Xf = X0)] + B [(k, (%) . Y5 = To)| (33)

T

T
+E /(hx(t,ut),Xt“—f(t)dt +E /<hy(t,ut),ytu—yt>dt

0

0
T
_ T
| [ ), 20— Z)ar +EU <hu(t;ut),vt—ﬂt>dt].
0

LO

Avec la notation hs (t, ;) := hs (t,)z't, Y,, Z,, &t) avec § = x,¥, 2, U.

Le résultat principal de cette chapitre est le suivant

Théoréme 3.0.3 (Conditions nécessaires et suffisantes pour 'optimalité). Soit u un controle
admissible avec les trajectoires correspondantes <)~( Y, Z) Alors . est optimal si et seule-
ment si, il existe un triple unique des processus Fi-adapté (P, v" Q") , solution des équa-

tions stochastiques suivantes (appelées équations adjointes),

_dPr =1, (t,fct,fft,z,at) dt — AW,
dQy = hy (t,f(t,fft, Zt,at> dt + h. (t,f(t, Y, Zt,at) AW, (3.4)
Pr=1,(Xy),  Qy=ky(¥y)

tel que

(Hy(t,us), v — Ug) > 0,Vvy € U, pp, ps. (3.5)

ou Hy(t,u;) := Hs(t, X, Y., Z,, iy, Py, iy, Qt), est la fonction hamiltonienne défini par

H(t,ﬁ,y,Z,U,P,’QZ),Q) = <Pa Alx + Blv> + <¢>CIZE + D1U>

+ h(t,z,y,2,v) + (Q, Asx + Bay + Coz + Dav)

Proof. Les équations adjoints (3.4)) peuvent étre réécrites comme suit :
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Chapitre 3. Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité

—dP} = (PA; 4+ U0y 4+ QU Ay + hy (t,uy))dt — idW,
dQ¥ = (Q¥Bs + hy (t,uz))dt + (Q¥Co + h. (t,us)) dWs,

Donc aprés avoir rappelé aussi (3.4), I'égalité (3.3|) devient

(J'(@),v. — ) = B [{Pr, X5 — Xr)] + B[ (Qo, Yy = ¥o)] (3.6)
+E UOTU“” (t, i), X7 — f(t>dt] + [/0T<hy (t, i), Yy — f@dt}
+E UOT@ (t, @), 20 — Zt>dt] +E |:/OT<hU (t, @), v¢ — ﬂt>dt]

Appliquant lintégration par partie a (P, , X! — X;) et (Q:,Y;" — Y}), et en passant a

I'intégrale sur [0,77] et prenons I'espérance on trouve

E (P, X2 — XT>] ) UOT@tAz +hy (t ) + X0 — 5@} +E UOT@, By (v, — agw}

(3.7)

+E [/OT@L, Dy (v — &t))dt]

et

E [(Qo, Yy — %)] = [/OTULy (t, @), Y — f@)dt} +E [/OT<Qt,A2 (XY — X4) + Da (v — wy))dt

(3.8)

T
+ E [/ (h, (t,u), 2y — Zt>th}

0
En remplagant (3.7)) et (3.8) dans (3.6]), on obtient

T
<J/ (ﬂ) , U, — ’l]) =E |:/Ov <ptBl + I;tDl + QtDQ + hv (t,ﬂt) , U — ﬂt>dt
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Par contre, calculons la dérivée de Gateaux de H en un point @ dans la direction (v — ),

on a

E [/OT H, (t,at),vt—at>dt] =" [/OT<J5tC+thF+QtG+hU (t, @), v — Gg)dt|  (3.9)
= (J' (@), v. — @)

>0

Combine (3.9) et (3.2), on obtient
T
(. minimiser J) < E {/ H, (t,0;) vy — g )dt| > 0,Yv, € U.
0

Ce qui implique
E [Hv<(t7 ﬂt) , U — ’[Lt>] Z 0, dt — p.p.

Maintenant, soit ©® un élément arbitraire d’'un o—algébre F;, et on posons
pe = vile + Uglg_e.

Il est clair que p. est un élément de U. Application de 'inégalité ci-dessus avec v-, on
obtient

E [1@<Hv (t,ﬂt) , U — ﬂt>] 2 O,VG € ft.

Ce qui implique que

E [1@<Hv (t,ﬂt) , U — at>/ft] 2 0.

Puisque la quantité a l'intérieur de ’espérance conditionnelle est F;,— mesurable , le ré-

sultat est prouvé. m

30



Conclusion

Dans ce mémoire on a démontrer ’existence du controle optimal strict pour les équations
différentielles stochastiques progressives rétrogrades linéaires ot I’ensemble des controles
admissibles est convexe et compact, ainsi que les conditions nécessaires et suffisantes sa-
tisfaites par le controle optimal strict pour ce probléme. La démonstration de premier
résultat

est basée sur I'utilisation de la compacité de ’ensemble des controles U, ainsi que la conver-
gence forte des suites { X", Y™, ftT Z"dW'} et le théoreme de Mazur prouve 'existence du
controle optimal strict pour notre EDSPRL. La preuve de deuxiéme résultat est basée sur
le principe d’optimisation convexe.

Il est intéressant de voir comment s’étendent nos résultats sur le cas ou les fonctions I, k
et h sont des fonctions quadratiques convexes. Le probleme du controle est alors réduit a

un probléme de contréle optimal quadratique linéaire stochastique.
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Conclusion

Résumé :

Dans ce mémoire, nous étudions I'existence d’une solution optimale du probléme de controle
optimal pour des EDSPRs linéaires avec cotit non linéaire, ol le domaine de controle et
les fonctions de colt sont supposés convexes. Un deuxiéme résultat essentiel dans cette
étude, est d’établir les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité satisfaites par

le controle optimal strict pour ce genre de probléme de controles stochastiques, la preuve

de ce résultat est basée sur le principe d’optimisation convexe.

Mots clé : processus Wiener, processus stochastique, équation différentielle stochas-
tique progressive rétrograde, controle stochastique, controle strict, existence, conditions

nécessaires et suffisantes, processus adjoint,.....

Abstract :

this memory, we study the existence of optimal solution of optimal control problem driven
by a linear backward stochastic differential equations of mean field type (MF-FBSDE)
with non

linear cost, where the control domain and the cost functions are assumed convex. The
second main result established in this study is a necessary as well as sufficient conditions
of optimality satisfied by an optimal control for this kind of stochastic control problem,

the proof of this result is based on the convex optimization principle.

Key words : Wiener process, stochastic process, Forward-Backward stochastic dif-
ferential equation, Stochastic control, strict control, existence, necessary and sufficient

conditions, Adjoint process ...
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