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Introduction général

Dans ce mémoire on intéresse a 1’équation différentielle stochastique rétrograde notée
EDSR ot en englais BSDEs (Backward Stochastic Différential Equations) ont été intro-
duites pour la premiére fois en 1973 par [2] J M. Bismut dans le cas linéaire lorsqu’il étudie
I’équation adjointe associée au principe du maximum stochastique en controle optimal. Cing
ans plus tard, (Bismut1978) prolonge sa théorie et montre ’existence d’une solution unique
bornée de PEDSR de Reccti. Le premiér résultat dans le cas général a été publié en 1990
par Paradoux-Peng.

Maintenant, la question qui se pose est quelle est la signification d’une équation diférentielle
stochastique rétrograde 7. Dans ce mémoire, nous allons essayer d’étudier 1’existence d’une
solution minimale ot maximale pour les équations différentielles stochastiques rétrogrades de
type suivante :

dy (t) = f (L (t),y(t),z (1)) dt + 2 (&) dW (),

y(T)=¢
pour 0 < t < T ou le générateur f est continu est vérifier la condition de la croissance
linéaire, (€2, F,P) est un espace de probabilité et (), la filtration naturelle de mouvement
brownien i.e F; = o (W, s < t). Et qui se compose de trois chapitres et qui pour but essentiel
d’exposer la solutions d’EDSR.

Dans le premiére chapitre on trouve quelque rappele de base concernant le calcul sto-
chastique et I’équation différentielle stochastique.

Dans le second chapitre on a exposé en résumé les grandes lignes, concernant le résultat

de paradoux-Peng pour le cas nonlinéaire et le théoréme de comparaison et nous etudions
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aussi le cas linéaire.
Dans le troixiéme chapitre, nous étudions les équations différentielles stochastiques ré-

trogrades dans le cas ou le générateur f est continu.



Chapitre 1

Généralités sur le calcul stochastique

1.1 Espérance conditionnelle

Définition 1.1 (Variable aléatoire) : Une variable aléatoire est une application définie
sur l’esemble des éventualités ,c’est-a-dire [’ensemble des résultats possibles d’une expérience
aléatoire. Ce furent les jeux de hasard qui amenérent & concevoir les variable aléatoires,en
associant & une éventualité (résultat lancer d’un ou plusieurs dés, d’un tirage & pile ou face,
d’un roulette, etc) un gain. Cette association éventualité-gain a dooné lieu par la suite a la

conception d’une fonction de portée plue générale.

Définition 1.2 [}/ La variable aléatoire X est construite sur l’éspace probabilisé (2, F,P) , card () <
oo. Soit G C F, une tribu engendrée par la partition finie p = {A,..., A} satisfaisant
Vi € {1,...,n},P(A;) > 0, lespérance conditionnelle de X étant donnée G, notée BY [ X|G]

est

B 1X10] () = 30 o 3 X )P,

=1 w*EA;
Ou 1y, : Q — {0,1} est la fonction indicatrice
1, siw € A,
La, (w) =
0, siw ¢ A,

Remarque 1.1 [ L’espérance conditionnelle s’exprime a l'aide des probabilités condition-
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Chapitre 1. Généralités sur le calcul stochastique

nelle.
Contrairement a [’espérance, l'espérance conditionnelle n’est pas un nombre réel mais une
variable aléatoire. En fait, comme elle est constante sur les atomes qui engendrent G, c’est

une variable aléatoire G—mesurable.

Proposition 1.1 [}/ Soit X et Y deux variables aléatoires de l’espace probabilisé (Q, F,P),

on suppose les tribus G, G et Go Sont engendrées respectivement par les partitions finies

P = {Al, ...,An}, P1 = {Bl, ,Bm} et P2 = {Ol, ...,On} .

—_

. Si X est G—mesurable alors E [X|G] = X.

N

Si G C G sont des tribus alors E [E[X|G1] |Gs] = E [X|Gi] .
3. Si G C Gs sont des tribus alors E[E [X|G] |G1] = E [X|G1] .
4. BE[X|{0,Q}] =E[X].

5. E[E[X|g]] = E[X].

6. Si Y est G—mesurable alors E[XY|G] = YE [X|]].

7. Si X et Y sont idépondantes alors E [X|o (V)] = E [X].

8. Sia,beR,E[(aX +0Y)|G] = aB[X|G] + bE[Y]G].

Proposition 1.2 (I’inégalité de jensen) : Soit X est une variable aléatoire de ' et ¢

est une fonction conveze tel que

¢ () € L

alors

E¢ (z)|G] = ¢E ([X]G]).

1.2 Espace de probabilité filtré

Pour représenter un phénomeéne aléatoire dépondant du temps un modéle mathématique
est donné par un éspace de probabilité (€2, F,P) et une fonction X : R, x (Q, F,P)

— Pour t fixé I'état du systéme est une variable aléatoire X (t,w) .

4



Chapitre 1. Généralités sur le calcul stochastique

— Pour w fixé la fonction ¢ — X (¢, w) est appellé trajectoire.

Définition 1.3 Soit t un ensemble l'indices (R,R.,N,..) on appélle processus stochastique
définit sur T & valeurs dans (E, ) tout famille X = (X;),., de variable aléatoire X, indexée

par un ensemble T'.

1. Un processus dépond de deux parameétres ¢ et w tell que en générale t le temps et w € 2

est I’aléatoire.
2. Sit fixé I’état du processus est une variable aléatoire X; (w) sur (Q, F,P).

3. Siw est fixé t — X (w) est appellé trajectoire du processus.

Définition 1.4 (Filtration) [j] Une filtration sur un espace de probabilité (2, F,P)est une

famille croissante (F;) de sous tribus tell que pour tout s <t on a Fs C JF;.

Définition 1.5 (La filtration naturelle) : La filtration naturelle d’une proussus {X;,t € I}

est {FX t € I} tell que Fi* =0 (X;,0<i<t).

Définition 1.6 (‘Adaptation) : Un processus X est adapté par rapport a la filtration {ft}tZO

st pour tout t.X; est F;—mesurable.

Remarque 1.2 Le quadruplet (Q,]—" , <‘Ft)t20 ,]P’) est appelée un espace de probabilité filtré.

1l est inutile de dire qu’un processus est toujours adapté par rapport a sa filtration naturelle.

Proposition 1.3 Si nous avons X est un processus stochastique dont les trajectoires sont
continues a droite (ou continue & gauche) alors X est mesurable et X est progressivement

mesurable s’il est de plus adapté.

1.2.1 Martingale et temps d’arrét

Un processus X a valeurs réelles (F),., —adapté et intégrable pour tout ¢ > 0 est dit
martingale (sous martingale sur-martingale resp)si :

Pour 0 < s <t, BE(X{|Fs) = X; (resp E (Xy|Fs) > X, resp E (X¢|Fs) < Xo).
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Définition 1.7 (temps d’arrét) : [7] Soit (Q, F, (Ft) =0 ,IP) un espace de probabilité filtre.
Un temps d’arrét relativement o (F;),op est une variable aléatoire T & valeur dans RTU{+o0}

telle que {T <t} € F; pour tout t € R*.

Théoréme 1.1 (Théorem d’arrét optimal) : Soit (Xi),., est une (F),cp —martingale

continue & droit

1. Pour tout 7 temps d’arrét bornée on a :X; est F—martingale.

2. Si 11, 75 deux temps d’arréts bornnés tel que :7; < 75 alors

E [X7-2|:F7-1] = XT1'

1.2.2 Mouvement Brownien

[3] Le mouvement Brownien a été découvert en 1827 par le botaniste Robert Brown. C’est
en observant sous un microscope du pollen dispersé dans de 1’eau qu’il remarqua que les grains
microscopiques le constituant étaient soumis & un mouvement continuel et irrégulier.Il crut,a
I’époque.qu’il avait découvert responsable de la vie. Il s’apergut plus tard que 'on pouvait

observer ce méme phénomeéne avec toutes sortes de particules de taille suffisament petite.

Définition 1.8 On appelle mouvement Brownien (MB) standard un processus stochastique

(Wi),o @ valeurs réelles tel que :
1. Wo=0P —p.s.
2. sity <ty < ..<t,,les accroissements (Wti — WtH) sont independant (avec 0 < i < n).
3. Pour s,t > 0 tel que :s <t, W, — Wy~ N (0,t —s).

4. t — W, (w) est continue P — p.s.

Remarque 1.3 De cette définition, il suit que pour 0 < s <t on a :
1.E(W,—W,)=0

2. VAR (W, —W,) =E(W, —W,)> =t —s
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Lemme 1.1 Le processus défini par Xy = 0.

et Xy = tWy est un MB. Si (I/Vt)t20 est une Fi-mouvement Brownien alors :
(Wf — t) est Fy — martingale.

Proof. 1) Wf —t est F; mesurable car ¢’est une fonction continue de W; que est F; mesurable.
2) E||BZ —t|| <E||W2|| +t=E||(W, = Wo)?|| +t =t +t =2t < c0.
3) Vs € ]0,1]

E[(W2—t)|F] (W, — W + W,)? — t|F]

E
E[(W; — W,)? 4 2W, (W, — W) + W2 — 1) | ]
E

(W, — W2 | F] + 2W,E W, — W|F] + W2 —t

on a :

E[(W; — W) |F] =B [(W, — W) =t —s, et B[W, — W,|F,] =E[W, — W] =0,
on trouve :

E[(W?—t)|F] =t—s+WZ—t=W?—s.

Alors {W7? —t: ¢ > 0} est une F;—martingale. m

1.3 Intégrale stochastique

Définition 1.9 (Intégrale d’it6) : Soit W le mouvement Brownien standard défini sur
Uespace probabilisé (2, A, F,P) et o un processus adapté a F.On suppose par ailleurs que o

vérifie :

T
E /afds < 00,
0
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Alors, lintégrale stochastique de o par rapport a W est la variable aléatoire

T

/Jsdws = lim oy, _, (Wt ) .
N—+oc0 ) On—1
0

Définition 1.10 (intégrale de Wiener) [7] On note L? (R™) I’ensemble des classes d’équi-

valence des fonctions boréliennes f de R* dans Rde carée intégrable, C’est-a-dire telle que

[ s <o

C’est un espace de Hilbert pour la norme

I, = | [ 0as)] -
0

Formule d’it6 [3]

Soit (Q,}", (Ft) 0 ,]P’) un espace de prbababilité filtré, et soit W = (W;, ¢ > 0) un
(F:) —mouvement Brownien standard.
Définition 1.11 On appelle processus d’ito tout processus (X, t > 0)tel que

t t
Xt:XoJr/HdeSJr/VSds,tzO,
0 0

Ou Xy est Fo—mesurable, H un processus adapté tel que
t
Vi, /Hfds < 00, P—p.s,
0

et V' un processus adapté tel que

t
Vt,/|Vs|ds < o0, P—p.s,
0
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Etant donné un processus d’itdo X, on peut définir un processus continu adapté croissant
t
::/Hy&tzu

On peut montrer que si :

t t
/mwm:/m@,
0 0

pour un processus H adapté tel que pour tout t > 0, / H,dW, < 00 p.s et pour un processus

adapté V' tel que Vt,
t

/Vsds < 00, P—p.s,
0

alors

H=V =0,

donc Uécritire
¢

4&:%+/h@%+/%m

pour un processus d’itd est unique, que l’on appelle décomposition canonique.

X; = X0+/f HdW+/f s) Vids.

t
Théoréme 1.2 (formule d’ito) [3] Soit X, = Xo+ /HSdI/V5 + /Vsds un processus d’ito,

0
et soit f : R? — R une fonction de classe C?. Alors

F(X) = f(Xo) /} ) dX, + /}
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ol
t t

/ f(X,)dX, = / F(X,) HydW, + 0/ f(X,) Vids.

0 0

Soient (t;x) — f(t;z) une fonction réelle deux fois diérentiable en x et une fois diérentiable

ent et X un processus d’Ito :

t

A0 = F0:X0) + [ £ X dXot [ (X ds 45 [ 12 (5. XD (XX,
0 0

0

Théoréme 1.3 (La troisiéme formule d’it6) : [3] Soient XV, ..., X ™) des processus d’ito :

t
0

. . d t . .
x5 s [0
k=10

Soit F: R, x R® — R une fonction de classe C12. Alors

t
P X X = F(0.X57, 0 XE7) + ) 25 5, X0, XY ds

n t

+Z/§§ (5, X, .., X)) ax®
i=nj g
1A [ O2F

#3008 X A (X0 X0,
i=nj=nj

ol

t d t t
/ K,dX®:=Y" / K H dW® + / K,V 9ds.
0 i1 Y0 0

1.4 Equation diffirentielle stochastique

Une équation différentielle stochastique (EDS) est la donnée d’'un équation du type

suivante :

dX, = b (X, t)dt + o (X, 1) dW,,
(1.1)
X, = 0.

ou X; est un processus stochastique inconnu et Xj la condition initial.

10
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1.4.1 Existence et unicité de solution

Soit (Q,]—" s (Ft) >0 ,IP’) un espace de probabilité filtré, et soit W un (F;) —mouvement
Brownien. Soient 0 : Ry x R — R et b: Ry x R — R des fonction mesurables. On considere

I'équation différentielle stochastique (EDS) (L.1)).

Définition 1.12 Une solution pour UEDS est un processus (X;,t > 0) continu adapté

tel que
t

¢
Vi, /0 (s, X,)%ds < oo,/|b(s,Xs)| ds < o0, P—p.s.
0 0

et que
t

t
Xt:Xo+/b(s,XS)ds+/a(s,Xs)dWS. (1.2)
0 0

Théoréme 1.4 (Existence et unicité) : Soient b et o deux fonctions boréliennes. On

suppose qu’il existe une constante A telle que, pour tout t € [0,T],z,y € R",

a Condition de Lipschitz en espace, uniforme en temps :
b(t,x) = bt y)[+ ot z) —o(ty)ll <Az —yl,

b Croissance linéaire :

[b(t, )] +[lo (¢, 2)[ < A+ [l]),

et de plus, la condition initiale Xy = 2 est indépendante de (W}) et est de carré

>0

intégrable E [|2?|] < oco.

Alors, il existe une unique solution de P'EDS ([1.2) & trajectoire continues pour tout ¢.

11



Chapitre 2

Equations différentielles stochastiques

rétrogrades le cas lipschitzinne(EDSR)

Dans ce chapitre, nous présenterons le concept de I’équation différentielle stochastique
rétrograde et expliquerons la terminologie utilisée dans ce dommaine. Et nous allons mon-
trer le résultat d’existence et d’unicité de I’équation différentielle stochastique rétrograde

(EDSR).

2.1 Le résultat de paradoux-peng 1990

Dans cette section nous présenterons le premier résultat d’existence et d’unicité de
PEDSR. C’est dans le cas ou le générateur non linéaire. Nous rappelons que f est défi-
nie sur [0,7] x Q x R¥ x R¥*? 4 valeurs dans R” tell que pour tout (y,z) € R* x R¥*? Je
processus { f(ty, Z)ogth} soit progressivement mesurable. On considére également ¢ une

variable aléatoire, Fir—mesurable, & valeur dans R¥.

T T
Yt:§+/ f(r,UT,VT)dr—/ Z,dW, 0<t<T. (2.1)
t t

Assumption :

Premierement nous donnons les hypotheses suivantes :

12



Chapitre 2. Equations différentielles stochastiques rétrogrades le cas lipschitzinne (EDSR)

(L) 11 existe une constante A telle que P — p.s,

1. Condition de lipschitz en (y, z) :pour tout ¢,y,v’, z, 2’
|f(ty2) = fy 2 < Ay =o'+ [l =)
2. Condition d’intégrabilité

< 00.

T
E [\gm [ 1reoofa

C’est le cas qui celui ou f ne dépond ni de y ni de z.on se donne £ de carré intégrale et un

processus {F;}o,p dans M? (R*) et nous recherchons une solution a PEDSR

Y; - Ftdt + thWt, O S t S T,

Yo =¢.

(2.2)
Lemme 2.1 Soient{ € L2 (Fr) et {Fi} oo € M? (R*) .L’EDSR posséde une unique

solution (Y, Z) tell que Z € M?>.

Tout d’abrod nous supposons que (Y, Z) est une solution qui réalise Z € M? et cela nécessite

de prendre 'espérance conditionnelle sachant F; on & nécessairement

T
Y;«/IE(f—F/ FrdT‘ft>7
t

par conséquent nous déffinissons Y et puisque F' est progressivement mesurable et puisque

t . s s
fo F.dr est un processus de filtration approprié {‘Ft}te[O,T] .

T t t
Y, =E <§ +/ FTdr|]-"t) — / F.dr .= M, — / F.dr,
0 0 0

M est une martingale brownienne, via le théoréme de représentation des martingales brow-

13



Chapitre 2. Equations différentielles stochastiques rétrogrades le cas lipschitzinne (EDSR)

niennes on construit un processus Z appartenant a M? tel que

t ¢ t
Y, =M, — / F.dr = My + / ZdW, — / F.dr,
0 0 0

On vérifait que (Y, Z) est une solution de PEDSR pour Y, =&, 0<¢<7T.On a

t t
Y;_M0+/ ZrdWT—/ F.dr,
0

0

alors

T T
Yr = My+ / Z,dW, — / F.dr,
0 0

donc

Yi—(=Y—Yr

t t T T
= MO + / ZpdW, — / F.dr — <M0 + / Z.dW, — / Frd’f’)
0 0 0 0

t t T T
= My + / Z,.dW, — / F.dr — M, — / Z.dW, + / E.dr
0 0 0 0

T T
:/ ZTdWr—i—/ E.dr.
0 0

Les solutions qui vérifait Z € M? nous montrent 1'unicité.
Théoréme 2.1 ([9] 1990) L’unicité de la solution (Y,Z) tel que Z € M?.

Proof. Nous utilisons un argument de point fixe dans ’espace de banach 2 en construisant
une application ¥ de §? dans lui-méme de sorte que est (Y, Z) €882 est solution de PEDSR

si et selement si c’est un poit fixe de V.

Pour (U, V) élément de $82,on définit (Y, Z) = ¥ (U, V) comme étant la solution de PEDSR
T T
Vi—er [ fovavar- [ Zawo<i<t,
t t
Avec remarque, trouvons que PEDSR celui-ci & une solution unique en $2,et avec posons

14
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F, = f(r,U,,V,) ce processus appartient & M? car f étant lipschitz
[Fo| < [f (r,0,0)[ + AU + A V2]l

Une seule solution (Y, Z) peut étre obtenue en appliquant lemme (2.1) et Z en construisant.
Soient (U, V) et (U', V') deux éléments de B2 et (YV,Z2) = ¥ (U,V),(Y',Z") = ¥ (U, V)

notant y=Y —Y' et 2=72—272"Onayr=0et
dy; = —{f(t,Us, Vi) — f(t, U}, V) } dt + 2, dW,
On applique la formule d’it6 a e |y,|* pour obtenir
d (e |yt|2) — e |y, |* dt — 2y, { f(t, U, Vi) — f(t, ULV} dt +2ety, . 2,dW, + e || 2| dt,
Par conséquent intégrant entre t et 1", on obtient

T T T
/ 4 (e |yil?) drr = / (e [y ? + 265y, {F(r, U, Vi) — F(r, UL V)Y ]dr — / 2y, 5 d W,
t t t

T T
- / e (—aly,” + 2y, {f(r, U, Vi) = f(r, UL V)}) dr — / 2¢" Y. 2. dW,,
t t

T T T
e |yt|2+/ e ||| dr :/ " (—aly | + 2y {f(r. U, Vi) = f(r, UL V))}) dr—/ 2e" Yy 2pdW,,
t t t

puisque f est lipschitz, alors la note u=U —U',vo =V — V"
T T T
e ]yt\2+/ e || z|)? dr < / e (—a e ” + 2X || U]+ 2 || V.1 dr—/ 2"y, 2. dW,.,
t t t

pour tout € > 0, on a 2ab < 2 4 eb? et donc l'intégralité précédente donne
c g

2 r 2 r 2)\2 2 r T 2 2
ey —|—/ e || z||” dr < / e (—a + — > || dr—/ Qearyr.zrdWT—l—e/ e (|ur|® + [loe||7) dr,
t t t t

15
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2
on prenez o = % et trouvez

T
R. :e/ e (furl? + 1o ]1?) dr-
t

Alors
T T 2 2 T
2\ 2A\
e |yt|2 +/ e HZtHQd?” < / e <—7 + T) |yt|2 dr —/ 2y, 2, dW,+
t t t
g 2 2
e[ el + o) ar
t
T
<0+ R, — 2/ e Y.z, dW,.,
t
donc

T T
Vi e [0,T], e |y,|* + / e ||z||* dr < R, — 2/ e Y.z dW,, (2.3)
t t

Puisque { fOT Yr.2p, AW, t € [0, T}} est une martingale uniformément intégrable. La martingale
local { fOT ea"yr.zrdWr} est en réalité une martingale nulle en 0 puisque Y, Y’ appartienent a
S? et Z, 7' appartienent a M?2.

Par ’espérance et pour ¢t = 0,
T
B U e Hther] <E[R],
0
de I'égalité (2.3))

E [ sup e |yt\2} <E[R.]+ CE [(eat el ||zt|]2dr)§}

0<t<T

1
<E[R] + CE [ sup e% [yl (e Hztn?dr)ﬂ ,
0<t<T
et puis ab < “2—2—1— %

at 2 1 at 2 02 g ar 2
E | sup e |y|"| <E[R]+ =E | sup e™|y|"| + —E e ||z dr|
0

0<t<T 2 |o<t<T 2

16
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Prenons € tel que e (3+ C?) (1VT) = %, de sorte que I'application ¥ est alors une contraction

stricte de 2 dans lui-méme si on le munit de la norme

T 3
||<U,v>ua=E[sup el + | ewuv;uzdr} .
0

0<t<T

qui en fait un espace de Banach-cette derniére norme étant équivalente a la norme usuelle

correspondant au cas a = 0, ¥ possede donc un unique point fixe, ce qui assure ’existence
et I'unicité d’une solution de 'EDSR ({2.1)) dans 2.

On obtient ensuite une unique solution vérifiant Z € M?. m

2.1.1 Le role de Z

Nous allons voir que le role de Z, plus précisément celui du terme ftT Z.dW, est de

rendre le processus Y adapté et que lorsque ceci n’est pas nécessaire Z est nul.

Proposition 2.1 Soit (Y, Z) la solution de VEDSR et soit T un temps d’arrét majoré par
T.

On suppose, outre l’hypothése (L), que & est F—mesurable et que f (t,y,z) =0 dés quet > 7.

Proof. On a, P —p.s
T T
Yt:§+/ f(?",YT,Z,n)dr—/ Z.dW, 0<t<T,
t t
pour t =7, f (r,Y,, Z,) = 0 et le méme temps t > 7

T T
YT—§+/ f(r,Yr,Zr)dr—/ Z,dW,.

T
:g_/ 2, dW,,

on a

§

17
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et on a

T
/ Z.dW, =0

(/TT Z’"dWT)Q —F UT IIZT||2dr} 0

Si t > 7 nous montrons que Y, =Y}

E

t t
YT—Yt+/ f(r,Y,,,Zr)dr—/ Z,.dW,

— Y, +0+0

—Y,.

2.2 EDSR linéaire

Dans ce paragraphe, nous examinos le cas particulier de PEDSR linéaire pour le quel
nous présenterons une formule plus au mois claire. On ce met dans le cas k = 1,ainsi YV est

réel et Z est une matrice de taille 1 x d, c’est-a-dire un vecteur ligne de dimension d.

Proposition 2.2 Soit {(a, bt)},c 0.7y un processus a valeur dans R x R? progrisevement me-
surable et borné. Soient {ci},c (o rjun élément de M2 (R) et & une variable aléatoire Fr—mesurable

de carré intégrable, a valeurs réelles. I’EDSR linéaire

T T
Y, :§+/ {aT,Y,,—l—Zrbr—l—cr}dr—/ Z.dW,
t t
il y a solution unique réalisé

T
vVt € [0,7], Y, =T;'E <§FT +/ chTdr|J-})
t

18
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avec pour tout t € (0,7,

T 1 t t
I, = exp {/ b.dW, — —/ ]br|2d7‘ +/ ardr} )
t 2 /o 0

Commong:ons par noter que le processus est en cours
dPt = Ft (atdt + btth> ,FO =1.

D’autre part, comme b est borné, l'inégalité de Doob montre que I appartient a S2.

Proof. De plus, les hypothéses de cette proposition assure I’existence d’une unique solution
(Y, Z) a PEDSR linéaire; il suffit de poser f (t,y,2) = a;y + 2b; + ¢; et de vérifier que (L)
est satisfait. Y appartient a S2.

La formule d’intégration par parties donne
dlY, =TdY, + Y dUy + d (1Y), = —Tyedt + Ty Z,dWy + T Yiby . dW,

ce qui montre que le processus dI';Y; + fot ¢ I'vdr est une martingale locale qui est en fait une

martingale car ¢ € M? et I', Y sont dans S2. Par suite

t T
dr.Y, + / o lydr =B (FTYT + / crf‘rdr|.7-"t) .
0 0

ce qui donne la formule déclarée. m

Remarque 2.1 Notez que si € > 0 et ¢, > 0 alors la solution de UEDSR linéaire vérifie
Y; > 0. Cette observation nous permettra d’obtenir la théorie de la comparaison dans le
paragraphe suivant.

Pour illustrer ce résultat prenons le cas ou a et ¢ valent zéro. Nous avons alors

T T
Yt:E(gexp{ [ vaw L[ |br\2dr}rft) — B (7).
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ou P est la mesure de densité par rapport a P

T 1 T
LT:exp{/ br.dW'r——/ \br|2dr},
0 2 0

"La probabilité risque neutre” est la dexiéume facon de la regarde, qui est de la regarder
EDSR sous P*en fait sous P*, B, = W, — fot b.dr est un MB c’est le théoreme de Girsanov.

Donc l’équation écrivons a la forme
_d}/;f - thtdt - thWt - _thBt7 }/;5 - 5

Donc sous P*,Y est une martingale, ce qui montre aussi la formule.
On retrouve ainsi les changements de mesures de probabilité du type « transformation de

Girsanovy.

2.3 Théoréme de comparaison

Dans cette section nous pouvons comparer les solution de deux EDSR (dans R) dés que

nous savons comparer les conditions términales et les générateurs ([9]).

Théoréme 2.2 Supposons que k =1 et que (&, f), (£, f') satisfaissent a Uhypothése (L) et
notez que (Y, Z) ,(Y', Z") solution de EDSR correspondantes. Supposent également P—p.s.
<& et que f(t,Y,, Zy) < [ (t, Y}, Z) m @ P—p.p (m mesure de Lebesgue). Alors

P—p.s. vVt € (0,77, Y; <Y/.

Si de plus Yo =Yy, alors P—p.s,Y; =Y/, 0<t <T et

f(t, Y, Zy) < f (t,Ys, Zy) m @ P—mesure stictement positive Yy < Y.

Proof. La preuve est fait par linéaire, ce qui nous permet de réduire au linéaire EDSR.
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Nous cherchons une équation a réaliser par U = Y'—Y,onanotant V =27 —Z et ¢ =& — &,

T T
Ui=ct [ (Y2 = § 0 Z)dr = [ Viaw,
t t
On découpe 'accroissement des f en trois morceaux en écrivant

f,<T7YZ7Z;)_f<T7K“7ZT): f/(’l“,Y;,,Z;n)—f’(?”,Y},ZL)—}—f’(T,Y},Zé)—
f/<7",Y;n,ZT)+f,(’I",Y;«,Zr)—f(T',Y;,ZT>.

(qui est positif ici).
On introduit deux processus a et b : a est a valeurs réelles et b est un vecteur (colonne) de

dimension d. On pose :

U Yl Zl __f! Y Zl .
f (1"7 (Al T)UTf (7”, T r)7sl UT‘ # 07
a'l‘ g

0, sinon.

Pour définir b, on doit introduire une autre notation :pour 0 < ¢ < d, Z,Ei)est la ligne dont les
d — i derniéres composantes sont celles de Z/ et les ¢ premiéres celles de Z, pour 1 <i < d

on pose
1 (rYe, 280 ) =g (17, 2)

i vy
b, = v

C i
,si V! #0,
0, sinon.

Etant donné que f’ est Lipschitz, ces deux processus sont progressivement mesurables et

bornés. Alors ces notations on a
T T
U =¢+ / (a U, + Vib. + ¢,.) dr — / V.dW,,
¢ ¢

ouc, = f'(r,Y,, Z.)— f(r,Y,, Z,) Par hypothése, on a ¢ > 0 et ¢, > 0. Utilisant la formule

«explicite» pour les EDSR linéaires Proposition (2.2), on a pour ¢t € [0,7],

T
Ut = Ft_lE (gFT +/ Crrrdr|-7:t) ;
t
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avec pour 0 <r <T.

T 1 T T
I, =exp {/ b,.dW, — —/ |bu|2du +/ audu} .
0 2 Jo 0

Comme déja mentionné lors de la remarque suivant la Proposition (2.2), cette formule
montre que U; > 0,dés que ¢ > 0 et ¢, > 0.

Pour la seconde partie du résultat, si de plus Uy = 0 on a

T
0=E (gFT + / crl",,dr) :
0

et la variable aléatoire intégrée est positive. Par conséquent, elle est nulle P—p.s. ce qui

termine la preuve de ce théoréme en remarquant que dans ce cas¢ =0et ¢, =0. m

Remarque 2.2 On peut supposer que f (t,Y/, Z}) < f'(t,Y/, Z}) au lieu de
[, Y, Zy) < f(t,Y,, Z) pour obtenir le résultat précédent. Il suffit de faire une linéarisation

en partant de [’écriture

P YLZY) ~ f (Y Z) = (YL Z) — [ (Y] Z0) + ] (1YL Z0) = f (Y, Z0) + f (Y5, Z0)

Y T r Y T r Y T Y T r

_f (T‘, Y;"y Z’/‘) .
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Chapitre 3

Equations différentielles stochastiques

rétrogrades a coeflicient continu

Dans cette chapiter, nous nous intéressons a l’affaiblissement des conditions sur f. On

suppose que f satisfier les hypothéses suivantes :

(H2.1)Soit f : Q x [0,T] x R x Ri%— R, est une fonction mesurable telque, pour tout
(y, 2) € R x R, f(.,y,2) € M?(0,T,R).

(H2.2) 1l existe C' > 0 s.t. Pour tout (t,w,y,2) € [0,T] x @ x R x RY,

(t,w,y,,z,) €[0,7T] x 2 x R x R4

[f(tw,y,2)] < C(L+ [yl + |2])

(H2.3) Pour fixe w et ¢, f(t,w,,-) est continue.

Maintenant nous désignerons par P une tribu prévisible. Nous considérons aussi

t
]E/|Ys|2ds
0

Théoréme 3.1 Supposons que f : [0,T] x Q@ x R x R — R est P @ B (R™™) fonction

H*(R") =Y :Qx[0,T] - R" telque Y € P et [|[Y|];p =

mesurable,ce qui satisfait
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— Croissance linéaire : AK < oo, Vt, w,y, 2

f (G w,y, 2)] < K1+ Jyl + |2]) .

— Pourt firé, w , f (t,w,.,.) continue.

Alors si € € L2 (Q, Fr, P) PEDSR

dY;g - —f (t7 }/737 Zt) dt —|— thWt7

Yy = €.

(3.1)

a une solution adaptée (Y, Z) € H? (]Rd “) ,ou Y est un processus continue et Z prévisible.
On suppose toujours que d = 1. Avant de donner la preuve du théoréme d’existence de
solution, nous définissons, une lemme ’approximation classique peut étre prouvée en adaptant

la preuve donnée dans J. J. Alibert et K. Bahlali ([1).

3.1 Lemme d’approximation

Soit f : R” — R une fonction continue avec croissance linéaire c’est-a- dire qu’il existe
K < oo tel que

Vo € RP If (2)| < K (1+|z). (3.2)
puis la séquence des fonctions

fn (@) = ;gg{f (y) +nlz—y[}.

est bien défini pour n > K et ca satisfait :

i) Croissance linéaire :vVa € RY

[fn ()] < K (14 ]z).

ii) Monotonie dans n :Vz € R, f, (z) est croissante en n.
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iii) Condition de lipschitz :Vx,y € R” | f, (z) — f,. (y)| < nljx —y].
iv) Convergence : si

n—oo n—oo

IT est facile de vérifier que, grace a I’'ypothese de croissance linéaire sur f, f,, est bien défini
pour n > K. Aussi il suit aussi que f, < f encore une fois, & partire de la condition de

croissance linéaire sur f, on obtient

inf {—K — K|y|+ K || + K |y|}
P

yeQ

fo(r) > inf {-K - K |y|+ K |z —y|} =
yeQ?

= inf {-K + K |z|}

yeQP
= inf {—K (1+|z|)}
yeQP
=—K(1+|z|).

De la définition de la séquence (f,,). Prendre € > 0 et considérer y. € QF tel que n > m

inf {f (y) +nl|z —yl} >nf {f (y) + m|z —y|},

In > fo

fa () = f(ye) +nlz —ye| —e
> fye)tnly—yl+nlz—yl—nly—yl—e
> fye) +nly =yl +nlzl —nly| —nly[+nlyl —e
> fy)+nly—yl—nlr—yl—e
> f(ye) +nlyl = nly| — nlz| +nly|

> fu(y) —nlz—yl—e
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A cet effet, en interchangeant les roles de x et y, et depuis € est aribitraire on en déduit que

[ (@) = fu ()] <l —yl.

Afin de prouver (iv); considérer z,, — = prendre pour chaque n,y, € QF

Fo(2) > fo(@0) = f () 47|70 — Y| — %

Puisque (f (x,)) est borné et f a une croissance linéaire, on en déduit que (y,) est borné,

tout comme (f (y,)).par conséquent
limsupn [y, — x| < o0.

Et en particulier y, — =, en outre
n—oo

00) 2 o) 2 ) = -

dont le résultat suit.

3.2 Existence de solution minimal

Considérer pour fixe (¢,w), la séquance f, (t,w,y, z) associé a f par le Lemme 3.1.
Considérez aussi h (t,w,y,z) = K (1 + |y| + |z|) Puis f, et h sont des fonctions mesurables
de p® B (Rd“) ,ainsi que des fonctions de lipschitz. Puisque ¢ € L2 on obtient de Pardoux

et Peng ([9]) les BSDE suivants ont une solution adaptée unique sur H? (R) x H?* (R?).

AYr = —f, (Y, Z0) dt + ZrdW,, n > K,
(3.3)
Yp=¢.
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dUt - —h (Ut, ‘/t) dt + ‘/;‘/tha

(3.4)
Ur =¢.
On utilisant le théoréme de comparaison on dit que
Vn>m>K, Ym<yr<uyU dt @ dP — p.s. (3.5)

Lemme 3.1 I exist une constante A dépondant uniquement de K, T et E (£2) tel que

Vn > K,
[Y"[l32 < A, 12732 < A, [Ully < 4, [V < A
Clairement a partir , il exist une constante A qui ne dépend de K, T et E (£2) tel que
igleY”HHa < A, [Ullhe <A et V] <A

pour le reste de la preuve considérez que €2 > K est un nombre fixe une application de la

formule d’it6 aux semi-martingales (}/;2)2 rendements
T T
e —pyee [y [,
t t

on a

dY;" = —f, (,Y,", Z1) dt + ZdWy,n > K,

alors

T T
e =pyee [ vy [,
tT ' T
(7 [V s 2D ds + Ziaw) ¢ [y,
t t

T T T
= (Y")* — 2/ Yo (s, Y Z0)ds + 2/ YIZTdW + / (Z™)? ds.
t t t
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Donc

T T T
(V) =¢2 +2/ Yo (s, Y, Z7) ds — 2/ Y Z AW, —/ (Z1)? ds.
t t

t
Prenent esperance mathématique des deux cotés et en utilisant le fait que [ Y*Z"dW, est

un martingale de moyenne zéro, nous en déduisons

T T
E(Y")? +E (/ ngs) =E (&%) +2E (/ Y f, (s, Y, Z") ds) ,

par conséquent nous obtenons a partir de la condittion de croissance linéaire uniforme sur f,

(Voir (i) du Lemme 3.1) pour ¢t = 0, on obtient
T T
E(Y")?+E (/ ngs> =E (&%) + 2E (/ VK (L4 Y9 +127))] ds) :
0 0
aussi en peut ecrire
T
121 <E(€) + 2K [Vl +2KB | V7] (1+122]) s
0
Remarquez que pour a > 0,b > 0 on a

2ab < a?€? + Ie’—z,

2a < a%e® + 6%

Donc

T T 1 1
2KE/ Y2 (14 |27) ds < KE/ {—2+262|1g“|2+—2|zg|2}d5,
0 0 € €
et

n KT n K n
12" 3 < B (%) + - + 2K (€ + 1) V" [ + 5 12" 3ee

puisque 1 — 652 > (0 nous déduisons pour n > K

E (&) + & + 2K (2 + 1) A

1_K

€2

HZ"H?{Q < < Q.

28



Chapitre 3. Equations différentielles stochastiques rétrogrades a coefficient continu

d’ou le resultat demandé.

Lemme 3.2 Sous les hypothése (H2.1)-(H2.3) la suite (Y™, Z™) converges in H* (R*)
vers (Y, Z) .

Prendre ny > K puisque (Y™) est croissant et borné en H? (R), on déduit du théoréme de
convergence dominé que Y converge en H? (R) . On notera par Y la limite de (Y™).
Proof. Maintenant en utilisant la formule d’it6 appliqué pour |Y;* — Y;m|2, on trouve pour

n,m > ng
T T
B (I =y [Nz ZpPas) <2 [0V (e Y2 — Fuls Y2 d
t t
en déduire d’aprés I'inégalité de Cauchy-Shwartz

1
B (e =Y+ g ze - zefds) < 2 (B )T (v - vr)ds)”
1

(E L (s, Y2 Z2) = fon(s, Y, Z0)) 45)5 ,
puisque f,, et f,, sont uniformément & croissance linéaire et le fait que (|[(Y™,Z")];.2) est

borné (Voir le Lemme 3.2), on obtient I'existence d'une constanate C' (K, T, (£2)) tell que

pour tout n,m > ng

T T
E (IYO”—YS"IQ+/ |Z§—Z;”|2ds) < C(K,T,E(§2))E/ Y =Y ds.
t

t

Alors

T
E/ 1Zr — Z"*ds < C (K, T,E (¢%)) (T - t)E ( sup |YS"—Y;”\2>,
t

s€t,T]
c’est a dire

12" = Z" [ < 2C|IY" = Y™y -

Ainsi (Z") est une suite de Cauchy dans H? (R?) , d’ou il existe Z tel que Z" 7w
(Preuve de Théorem 3.1)

Pour tout n > ng > K nous avons Y < Y™ < U. De plus (Y") converge vers 4 Y € H? (R)
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2
dans H? (R). Par conséquent G' = sup |Y™"| est dt @ dP intégrable, par contre, puisque Z" LNy
n
on peut supposer que il existe une sous-séquence tel que Z" — Zdt®@dP—p.s et M = sup |Z"|
est dt ® dP intégrable. Par conséquent a partir de (i) et (iv) du Lemme 3.1, nous obtenons

pour presque tout w

fn(t}/;nvztn) - f(tynyzt) dt_pp;

n—oo

et

(B Y 20 < K (1 + sup ¥ + sup rzm)

K((1+G+ M) eL'([0,T],dt).

Ainsi pour presque tout w et uniformément en ¢

T T
/ (s Y2 20 ds — | f(s.Ye Z,)ds,
t n—oo

t

a partir des propriétés de continité de I'intégrale stochastique, nous obtenons.

T T
/ ZmdW, — / Z,dW,
t t

Maintenant pour une sous-suite, on peut supposer que la derniére convergence est P — p.s.

sup 2.

t<T

finallement

Y

T T T
Y-y < / o (5,7, 20) = fn (5, Y, 20| ds + / Zraw, - / Zraw,
t t t

et donc en prenant des limites sur m et supremum sur ¢ on obtient.

T T
/ 7AW, — / Z,dW,
t t

d’ou I’on déduit que Y™ converge uniformément en ¢ vers Y (en particulier Y est un processus

T
sup|Y," = Y| < / |fo (s, Y, Z0) — f(s,Y5, Zs)| ds+sup P—p.s.
0

t<T t<T
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continue).

Proof. Rappelez-vous que (Y™) est monotone, par conséquent nous avons en fait la conver-
gence uniforme pour toute la suite et pas seulement pour une sous-suite. En prenant les
limites de , nous en déduisons que (Y, Z) est un solution adapté dans H? de (3.1).

Soit (Y, Z ) un solution de H? de 1) A partir du théoréme de comparaison on obtient que

Vn Y™ < Y et donc Y < Y pronveant que Y est la solution minimale. m

Remarque 3.1 Parle Théoréme 3.1, on sait qu’il existe une solution du EDSR "mi-
nimal ot mazimal” sous les hypothéses (H2.1)-(H2.3), mais les solutions de peuvent
étre non uniques.

Exemple 3.1 Par exemple, considérons le EDSR suivant :

T

T
Y, :§+/|Ys\ds - /stWS. (3.6)
t t

Notons que (3.6) satisfait (H2.1)-(H2.3), de plus, pour tout ¢ € [0,T],

(Y Z) = (max (e |V e Y.]);0) .

sont les deux solutions de (@ La solution de (@ n’est pas unique.
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Annexe A : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous.
E[X] Espérance mathématique ou moyenne du v.a X.
EDS Equation Différentielle Stochastique.
EDSR Equation Différentielle Stochastique Rétrograde.
BDSE Backward Stochastic Differential Equations.
P La probabilité.
P—p.s La probabilité presque stirment.
P—p.p La probabilité presque partout.
resp Respectivement.
MB Mouvement Brownien.
sup Supérieur
inf Inférieur
(Q,F,P) Espace de probabilité.
(Q, F, (Ft)so ,IP’) Espace de probabilité filtré.
dt @ dP Mesure produit de mesure de Lebesgue sur [0; 7] avec la mesure de dP
mQ P—p.p Presque par tout par rapport la mesure m ® P
B (R¢+1) Tribu borélienne sur R4+
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Annexe B : Quelques outils

mathématique

Théoréme 3.2 (Inégalité de Doop) [11]Vp > 1, si{Xn},_,

-----

LP
BIxa < Bx < (25 ) BT,

avec X* :=max (| Xq|, ..., | Xn]) .

Théoréme 3.3 (espace de Banach) [J] un espace de Banach est un espace vectoriel

normeé.

Définition 3.1 (Suite de Cauchy) [10] On dit qu’une suite de réels est de Cauchy si elle

vérifie la propriété suivante :
Ve >0,IN e NVnm e N, (n> N et m > N) = (|Ju, —upn| <€).
Cette proposition peut se comprendre comme

lim |u, — uy,| = 0.

m,n—00

Théoréme 3.4 (de point fixe de Banach) :Soit M un espace métrique complet et f :
M — M une contraction.

Alors f a un unique point fixe a :



Résumé

Dans notre travaill nons avons étudié s'il existe une solution minimale ou
maximale aux équations différentielles stochastique rétrogdrades.

1-Le premiér résultat est fondamental établi par Paradoux et Peng en 1990 qui
étudierie cas ou le générateur f est globalement lipschitzien avec un condition
terminale §, est FT-mesurable et de carré intégrable. La preuve de ce resultat est basé
sur un argument de poit fixe.

2-Le dexiéme résultat, traite le probleme de I'existence des solution pour I'EDSR dont
le générateur f et continue et la condition terminale § et borné.

Mots clés: Equation différentielle stochastique rétrogrades, Processus d'itd, Processus
stochastique, Solution minimale, Solution maximale, Existence et unicité.

Summary

In our work we have studied whether there exists a minimal or maximal

solution to the backward stochastic differential equations.

1-The first result is fundamental established by Paradoux and Peng who study the case
where the generator f is globally Lipschitzian with a terminal condition &, FT-
measurable with an integrable square. The proof of result is based on a fixed poit

argument.

2-The second result, deals with the problem of the existence of the solutions for the

BSDEs whose generator f is continuous and the terminal condition & and bounded.

Keywords: Backward stochastic différential équation; 1t6 process; Stochastic process;

Minimum solution; Maximum solution; Existence and uniqueness.
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