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Introduction général

Dans ce mémoire on intéresse a l�équation di¤érentielle stochastique rétrograde notée

EDSR où en englais BSDEs (Backward Stochastic Di¤érential Équations) ont été intro-

duites pour la première fois en 1973 par [2] J M. Bismut dans le cas linéaire lorsqu�il étudie

l�équation adjointe associée au principe du maximum stochastique en contrôle optimal. Cinq

ans plus tard, (Bismut1978) prolonge sa théorie et montre l�existence d�une solution unique

bornée de l�EDSR de Reccti. Le premièr résultat dans le cas général a été publié en 1990

par Paradoux-Peng.

Maintenant, la question qui se pose est quelle est la signi�cation d�une équation diférentielle

stochastique rétrograde ?. Dans ce mémoire, nous allons essayer d�étudier l�existence d�une

solution minimale où maximale pour les équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades de

type suivante : 8><>: dy (t) = f (t; x (t) ; y (t) ; z (t)) dt+ z (t) dW (t) ;

y (T ) = �:

pour 0 � t � T , où le générateur f est continu est véri�er la condition de la croissance

linéaire, (
;F ;P) est un espace de probabilité et (Ft)t�0 la �ltration naturelle de mouvement

brownien i.e Ft = � (Ws; s � t). Et qui se compose de trois chapitres et qui pour but essentiel

d�exposer la solutions d�EDSR.

Dans le première chapitre on trouve quelque rappele de base concernant le calcul sto-

chastique et l�équation di¤érentielle stochastique.

Dans le second chapitre on a exposé en résumé les grandes lignes, concernant le résultat

de paradoux-Peng pour le cas nonlinéaire et le théorème de comparaison et nous etudions
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Introduction

aussi le cas linéaire.

Dans le troixième chapitre, nous étudions les équations di¤érentielles stochastiques ré-

trogrades dans le cas ou le générateur f est continu.
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Chapitre 1

Généralités sur le calcul stochastique

1.1 Espérance conditionnelle

Dé�nition 1.1 (Variable aléatoire) : Une variable aléatoire est une application dé�nie

sur l�esemble des éventualités ,c�est-à-dire l�ensemble des résultats possibles d�une expérience

aléatoire. Ce furent les jeux de hasard qui amenérent à concevoir les variable aléatoires,en

associant à une éventualité (résultat lancer d�un ou plusieurs dés, d�un tirage à pile où face,

d�un roulette, etc) un gain. Cette association éventualité-gain a dooné lieu par la suite à la

conception d�une fonction de portée plue générale.

Dé�nition 1.2 [4] La variable aléatoireX est construite sur l�éspace probabilisé (
;F ;P) ; card (
) <

1: Soit G � F ; une tribu engendrée par la partition �nie p = fA1; :::; Ang satisfaisant

8i 2 f1; :::; ng ;P (Ai) > 0, l�espérance conditionnelle de X étant donnée G, notée EP [XjG]

est

EP [XjG] (!) =
nX
i=1

1Ai (!)

P (Ai)

X
!�2Ai

X (!�)P (!�) ;

Ou 1Ai : 
! f0; 1g est la fonction indicatrice

1Ai (!) =

8><>: 1, si ! 2 Ai;

0, si ! =2 Ai:

Remarque 1.1 [4] L�espérance conditionnelle s�exprime à l�aide des probabilités condition-

3



Chapitre 1. Généralités sur le calcul stochastique

nelle.

Contrairement à l�espérance, l�espérance conditionnelle n�est pas un nombre réel mais une

variable aléatoire. En fait, comme elle est constante sur les atomes qui engendrent G; c�est

une variable aléatoire G�mesurable.

Proposition 1.1 [4] Soit X et Y deux variables aléatoires de l�espace probabilisé (
;F ;P),

on suppose les tribus G; G1 et G2 Sont engendrées respectivement par les partitions �nies

p = fA1; :::; Ang, p1 = fB1; :::; Bmg et p2 = fC1; :::; Cng :

1. Si X est G�mesurable alors E [XjG] = X:

2. Si G1 � G2 sont des tribus alors E [E [XjG1] jG2] = E [XjG1] :

3. Si G1 � G2 sont des tribus alors E [E [XjG2] jG1] = E [XjG1] :

4. E [Xj f;;
g] = E [X] :

5. E [E [XjG]] = E [X] :

6. Si Y est G�mesurable alors E [XY jG] = Y E [XjG] :

7. Si X et Y sont idépondantes alors E [Xj� (Y )] = E [X] :

8. Si a; b 2 R;E [(aX + bY ) jG] = aE [XjG] + bE [Y jG] :

Proposition 1.2 (l�inégalité de jensen) : Soit X est une variable aléatoire de L1 et �

est une fonction convexe tel que

� (x) 2 L1

alors

E [� (x) jG] � �E ([XjG]) :

1.2 Espace de probabilité �ltré

Pour représenter un phénomène aléatoire dépondant du temps un modèle mathématique

est donné par un éspace de probabilité (
;F ;P) et une fonction X : R+ � (
;F ;P)

� Pour t �xé l�état du système est une variable aléatoire X (t; !) :

4



Chapitre 1. Généralités sur le calcul stochastique

� Pour ! �xé la fonction t! X (t; !) est appellé trajectoire.

Dé�nition 1.3 Soit t un ensemble l�indices (R;R+;N; ::) on appèlle processus stochastique

dé�nit sur T à valeurs dans (E;
P
) tout famille X = (Xt)t2T de variable aléatoire Xt indexée

par un ensemble T .

1. Un processus dépond de deux paramètres t et ! tell que en générale t le temps et ! 2 


est l�aléatoire.

2. Si t �xé l�état du processus est une variable aléatoire Xt (!) sur (
;F ;P) :

3. Si ! est �xé t 7�! Xt (!) est appellé trajectoire du processus.

Dé�nition 1.4 (Filtration) [4] Une �ltration sur un espace de probabilité (
;F ;P)est une

famille croissante (Ft) de sous tribus tell que pour tout s � t on a Fs � Ft:

Dé�nition 1.5 (La �ltration naturelle) : La �ltration naturelle d�une proussus fXt; t 2 Ig

est
�
FX
t ; t 2 I

	
tell que FX

t = � (Xi; 0 � i � t) :

Dé�nition 1.6 (Adaptation) : Un processusX est adapté par rapport à la �ltration fFtgt�0
si pour tout t:Xt est Ft�mesurable.

Remarque 1.2 Le quadruplet
�

;F ; (Ft)t�0 ;P

�
est appelée un espace de probabilité �ltré.

Il est inutile de dire qu�un processus est toujours adapté par rapport à sa �ltration naturelle.

Proposition 1.3 Si nous avons X est un processus stochastique dont les trajectoires sont

continues à droite (où continue à gauche) alors X est mesurable et X est progressivement

mesurable s�il est de plus adapté.

1.2.1 Martingale et temps d�arrêt

Un processus X à valeurs réelles (Ft)t2T �adapté et intégrable pour tout t � 0 est dit

martingale (sous martingale sur-martingale resp)si :

Pour 0 � s � t, E (XtjFs) = Xs (resp E (XtjFs) � Xs, resp E (XtjFs) � Xs).
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Chapitre 1. Généralités sur le calcul stochastique

Dé�nition 1.7 (temps d�arrêt) : [7] Soit
�

;F ; (Ft)t�0 ;P

�
un espace de probabilité �ltré.

Un temps d�arrêt relativement à (Ft)t2T est une variable aléatoire � à valeur dans R+[f+1g

telle que f� � tg 2 Ft pour tout t 2 R+:

Théorème 1.1 (Théorem d�arrêt optimal) : Soit (Xt)t�0 est une (Ft)t2T �martingale

continue à droit

1. Pour tout � temps d�arrêt bornée on a :Xt est F�martingale.

2. Si �1; �2 deux temps d�arrêts bornnés tel que :�1 < �2 alors

E [X�2 jF�1 ] = X�1 :

1.2.2 Mouvement Brownien

[3] Le mouvement Brownien a été découvert en 1827 par le botaniste Robert Brown. C�est

en observant sous un microscope du pollen dispersé dans de l�eau qu�il remarqua que les grains

microscopiques le constituant étaient soumis à un mouvement continuel et irrégulier.Il crut,à

l�époque.qu�il avait découvert responsable de la vie. Il s�aperçut plus tard que l�on pouvait

observer ce même phénomène avec toutes sortes de particules de taille su¢ sament petite.

Dé�nition 1.8 On appelle mouvement Brownien (MB) standard un processus stochastique

(Wt)t�0 à valeurs réelles tel que :

1. W0 = 0 P� p:s:

2. si t0 < t1 < :: < tn, les accroissements
�
Wti �Wti�1

�
sont independant (avec 0 � i � n).

3. Pour s; t � 0 tel que :s < t;Wt �Ws � N (0; t� s) :

4. t! Wt (!) est continue P� p:s:

Remarque 1.3 De cette dé�nition, il suit que pour 0 � s < t on a :

1. E (Wt �Ws) = 0

2. VAR (Wt �Ws) = E (Wt �Ws)
2 = t� s

6



Chapitre 1. Généralités sur le calcul stochastique

Lemme 1.1 Le processus dé�ni par X0 = 0:

et Xt = tW1nt est un MB. Si (Wt)t�0 est une Ft-mouvement Brownien alors :

�
W 2
t � t

�
est Ft �martingale:

Proof. 1)W 2
t �t est Ft mesurable car c�est une fonction continue deWt que est Ft mesurable.

2) E jjB2t � tjj � E jjW 2
t jj+ t = E

����(Wt �W0)
2
����+ t = t+ t = 2t <1:

3) 8s 2 [0; t]

E
��
W 2
t � t

�
jFs
�
= E

�
(Wt �Ws +Ws)

2 � tjFs
�

= E
��
(Wt �Ws)

2 + 2Ws (Wt �Ws) +W
2
s � t

�
jFs
�

= E
�
(Wt �Ws)

2 jFs
�
+ 2WsE [Wt �WsjFs] +W 2

s � t

on a :

E
�
(Wt �Ws)

2 jFs
�
= E

�
(Wt �Ws)

2� = t� s; et E [Wt �WsjFs] = E [Wt �Ws] = 0;

on trouve :

E
��
W 2
t � t

�
jFs
�
= t� s+W 2

s � t = W 2
s � s:

Alors fW 2
t � t : t � 0g est une Ft�martingale.

1.3 Intégrale stochastique

Dé�nition 1.9 (Intégrale d�itô) : Soit W le mouvement Brownien standard dé�ni sur

l�espace probabilisé (
;A;F ;P) et � un processus adapté à F :On suppose par ailleurs que �

véri�e :

E

0@ TZ
0

�2sds

1A <1;

7



Chapitre 1. Généralités sur le calcul stochastique

Alors, l�intégrale stochastique de � par rapport à W est la variable aléatoire

0@ TZ
0

�sdWs

1A = lim
N!+1

�tn�1

�
Wt0n�1

�
:

Dé�nition 1.10 (intégrale de Wiener) [7] On note L2 (R+) l�ensemble des classes d�équi-

valence des fonctions boréliennes f de R+dans Rde carée intégrable, C�est-à-dire telle que

Z +1

0

jf (s)j2 ds <1;

C�est un espace de Hilbert pour la norme

kfk2 =

0@ 1Z
0

f 2 (s) ds

1A 1
2

:

Formule d�itô [3]

Soit
�

;F ; (Ft)t�0 ;P

�
un espace de prbababilité �ltré, et soit W = (Wt, t � 0) un

(Ft)�mouvement Brownien standard.

Dé�nition 1.11 On appelle processus d�itô tout processus (Xt; t � 0)tel que

Xt = X0 +

tZ
0

HsdWs +

tZ
0

Vsds; t � 0;

Ou X0 est F0�mesurable, H un processus adapté tel que

8t;
tZ
0

H2
sds <1; P�p:s;

et V un processus adapté tel que

8t;
tZ
0

jVsj ds <1; P� p:s;

8



Chapitre 1. Généralités sur le calcul stochastique

Etant donné un processus d�itô X, on peut dé�nir un processus continu adapté croissant

hXit :=
tZ
0

H2
sds; t � 0;

On peut montrer que si :
tZ
0

HsdWs =

tZ
0

Vsds;

pour un processus H adapté tel que pour tout t � 0;
tZ
0

HsdWs <1 p:s et pour un processus

adapté V tel que 8t;
tZ
0

Vsds <1, P�p:s;

alors

H = V = 0;

donc l�écritire

Xt = X0 +

tZ
0

HsdWs +

tZ
0

Vsds;

pour un processus d�itô est unique, que l�on appelle décomposition canonique.

Xt = X0 +

tZ
0

f
0
(Xs)HsdWs +

tZ
0

f
0
(Xs)Vsds:

Théorème 1.2 (formule d�itô) [3] Soit Xt = X0 +

tZ
0

HsdWs +

tZ
0

Vsds un processus d�itô,

et soit f : R2 ! R une fonction de classe C2: Alors

f (Xt) = f (X0) +

tZ
0

f
0
(Xs) dXs +

1

2

tZ
0

f " (Xs) d hXis ;

9



Chapitre 1. Généralités sur le calcul stochastique

où
tZ
0

f
0
(Xs) dXs :=

tZ
0

f
0
(Xs)HsdWs +

tZ
0

f
0
(Xs)Vsds:

Soient (t;x) 7! f(t;x) une fonction réelle deux fois diérentiable en x et une fois diérentiable

en t et X un processus d�Itô :

f(t;Xt) = f(0;X0) +

tZ
0

f
0

x (s;Xs) dXs +

tZ
0

f
0

s (s;Xs) ds+
1

2

tZ
0

f 00xx (s;Xs) d hX;Xis ;

Théorème 1.3 (La troisiéme formule d�itô) : [3] SoientX(1); :::; X(n)des processus d�itô :

X
(i)
t = X

(i)
0 +

dX
k=1

Z t

0

H(i;k)
s dW (k)

s +

Z t

0

V (i)s ds; t � 0;

Soit F : R+ � Rn ! R une fonction de classe C1;2: Alors

F (t;X
(1)
t ; :::; X

(n)
t ) = F

�
0; X

(1)
0 ; :::; X

(n)
0

�
+

Z t

0

@F

@xi

�
s;X(1)

s ; :::; X
(n)
s

�
ds

+
nX
i=n

tZ
0

@F

@xi

�
s;X(1)

s ; :::; X
(n)
s

�
dX(i)

s

+
1

2

nX
i=n

nX
j=n

tZ
0

@2F

@xi@xj

�
s;X(1)

s ; :::; X
(n)
s

�
d


X(i); :::; X(n)

�
s
;

où Z t

0

KsdX
(i)
s :=

dX
k=1

Z t

0

KsHsdW
(k)
s +

Z t

0

KsV
(i)
s ds:

1.4 Equation di¢ rentielle stochastique

Une équation di¤érentielle stochastique (EDS) est la donnée d�un équation du type

suivante : 8><>: dXt = b (Xt; t) dt+ � (X; t) dWt;

X0 = 0:
(1.1)

ou Xt est un processus stochastique inconnu et X0 la condition initial.

10



Chapitre 1. Généralités sur le calcul stochastique

1.4.1 Existence et unicité de solution

Soit
�

;F ; (Ft)t�0 ;P

�
un espace de probabilité �ltré, et soit W un (Ft)�mouvement

Brownien. Soient � : R+ �R! R et b : R+ �R! R des fonction mesurables. On considère

l�équation di¤érentielle stochastique (EDS) (1.1).

Dé�nition 1.12 Une solution pour l�EDS (1.1) est un processus (Xt; t � 0) continu adapté

tel que

8t;
tZ
0

� (s;Xs)
2 ds <1;

tZ
0

jb (s;Xs)j ds <1; P� p:s:

et que

Xt = X0 +

tZ
0

b (s;Xs) ds+

tZ
0

� (s;Xs) dWs: (1.2)

Théorème 1.4 (Existence et unicité) : Soient b et � deux fonctions boréliennes. On

suppose qu�il existe une constante � telle que, pour tout t 2 [0; T ] ; x; y 2 Rn;

a Condition de Lipschitz en espace, uniforme en temps :

jb (t; x)� b (t; y)j+ k� (t; x)� � (t; y)k � � jx� yj ;

b Croissance linéaire :

jb (t; x)j+ k� (t; x)k � � (1 + kxk) ;

et de plus, la condition initiale X0 = x est indépendante de (Wt)t�0 ; et est de carré

intégrable E [jx2j] <1:

Alors, il existe une unique solution de l�EDS (1.2) à trajectoire continues pour tout t:
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Chapitre 2

Equations di¤érentielles stochastiques

rétrogrades le cas lipschitzinne(EDSR)

Dans ce chapitre, nous présenterons le concept de l�équation di¤érentielle stochastique

rétrograde et expliquerons la terminologie utilisée dans ce dommaine. Et nous allons mon-

trer le résultat d�existence et d�unicité de l�équation di¤érentielle stochastique rétrograde

(EDSR).

2.1 Le résultat de paradoux-peng 1990

Dans cette section nous présenterons le premier résultat d�existence et d�unicité de

l�EDSR. C�est dans le cas ou le générateur non linéaire. Nous rappelons que f est dé�-

nie sur [0; T ] � 
 � Rk � Rk�d à valeurs dans Rk tell que pour tout (y; z) 2 Rk � Rk�d; le

processus
�
f (t; y; z)0�t�T

	
soit progressivement mesurable. On considère également � une

variable aléatoire, FT�mesurable, à valeur dans Rk:

Yt = � +

Z T

t

f (r; Ur; Vr) dr �
Z T

t

ZrdWr; 0 � t � T: (2.1)

Assumption :
Premierement nous donnons les hypothèses suivantes :

12



Chapitre 2. Equations di¤érentielles stochastiques rétrogrades le cas lipschitzinne (EDSR)

(L) Il existe une constante � telle que P� p:s;

1. Condition de lipschitz en (y; z) :pour tout t; y; y0; z; z0

jf (t; y; z)� f (t; y0; z0)j � � (jy � y0j+ kz � z0k) :

2. Condition d�intégrabilité

E
�
j�j2 +

Z T

0

jf (r; 0; 0)j2 dr
�
<1:

C�est le cas qui celui ou f ne dépond ni de y ni de z.on se donne � de carré intégrale et un

processus fFtg0�t�T dansM2
�
Rk
�
et nous recherchons une solution a l�EDSR

8><>: Yt = Ftdt+ ZtdWt; 0 � t � T;

YT = �:
(2.2)

Lemme 2.1 Soient � 2 L2 (FT ) et fFtg0�t�T 2M2
�
Rk
�
:L�EDSR (2:2) possède une unique

solution (Y; Z) tell que Z 2M2:

Tout d�abrod nous supposons que (Y; Z) est une solution qui réalise Z 2M2 et cela nécessite

de prendre l�espérance conditionnelle sachant Ft on à nécessairement

Yt = E
�
� +

Z T

t

FrdrjFt
�
;

par conséquent nous dé¢ nissons Y et puisque F est progressivement mesurable et puisqueR t
0
Frdr est un processus de �ltration approprié fFtgt2[0;T ] :

Yt = E
�
� +

Z T

0

FrdrjFt
�
�
Z t

0

Frdr :=Mt �
Z t

0

Frdr;

M est une martingale brownienne, via le théorème de représentation des martingales brow-

13



Chapitre 2. Equations di¤érentielles stochastiques rétrogrades le cas lipschitzinne (EDSR)

niennes on construit un processus Z appartenant àM2 tel que

Yt =Mt �
Z t

0

Frdr =M0 +

Z t

0

ZrdWr �
Z t

0

Frdr;

On vérifait que (Y; Z) est une solution de l�EDSR pour YT = �, 0 � t � T . On a

Yt =M0 +

Z t

0

ZrdWr �
Z t

0

Frdr;

alors

YT =M0 +

Z T

0

ZrdWr �
Z T

0

Frdr;

donc

Yt � � = Yt � YT

=M0 +

Z t

0

ZrdWr �
Z t

0

Frdr �
�
M0 +

Z T

0

ZrdWr �
Z T

0

Frdr

�
=M0 +

Z t

0

ZrdWr �
Z t

0

Frdr �M0 �
Z T

0

ZrdWr +

Z T

0

Frdr

=

Z T

0

ZrdWr +

Z T

0

Frdr:

Les solutions qui vérifait Z 2M2 nous montrent l�unicité.

Théorème 2.1 ([9] 1990) L�unicité de la solution (Y; Z) tel que Z 2M2:

Proof. Nous utilisons un argument de point �xe dans l�espace de banach ß2 en construisant

une application 	 de S2 dans lui-mème de sorte que est (Y; Z) 2ß2 est solution de l�EDSR

si et selement si c�est un poit �xe de 	:

Pour (U; V ) élément de ß2;on dé�nit (Y; Z) = 	 (U; V ) comme étant la solution de l�EDSR

Yt = � +

Z T

t

f (r; Ur; Vr) dr �
Z T

t

ZrdWr; 0 � t � T;

Avec remarque, trouvons que l�EDSR celui-ci à une solution unique en ß2,et avec posons

14



Chapitre 2. Equations di¤érentielles stochastiques rétrogrades le cas lipschitzinne (EDSR)

Fr = f (r; Ur; Vr) ce processus appartient àM2 car f étant lipschitz

jFrj � jf (r; 0; 0)j+ � jUrj+ � kVrk ;

Une seule solution (Y; Z) peut être obtenue en appliquant lemme (2.1) et Z en construisant.

Soient (U; V ) et (U 0; V 0) deux éléments de ß2 et (Y; Z) = 	 (U; V ) ; (Y 0; Z 0) = 	 (U 0; V 0)

notant y = Y � Y 0 et z = Z � Z 0 On a yT = 0 et

dyt = �ff(t; Ut; Vt)� f(t; U 0t ; V 0t )g dt+ ztdWt;

On applique la formule d�itô à e�t jytj2 pour obtenir

d
�
e�t jytj2

�
= �e�t jytj2 dt�2e�tyt: ff(t; Ut; Vt)� f(t; U 0t ; V 0t )g dt+2e�tyr:zrdWr+e

�t kztk2 dt;

Par conséquent intégrant entre t et T , on obtient

Z T

t

d
�
e�t jytj2

�
dr =

Z T

t

[�e�r jyrj2 + 2e�tyr: ff(r; Ur; Vr)� f(r; U 0r; V 0r )g]dr �
Z T

t

2e�ryr:zrdWr;

=

Z T

t

e�r
�
�� jyrj2 + 2yr: ff(r; Ur; Vr)� f(r; U 0r; V 0r )g

�
dr �

Z T

t

2e�ryr:zrdWr;

e�t jytj2+
Z T

t

e�t kztk2 dr =
Z T

t

e�r
�
�� jyrj2 + 2yr: ff(r; Ur; Vr)� f(r; U 0r; V 0r )g

�
dr�

Z T

t

2e�ryr:zrdWr;

puisque f est lipschitz, alors la note u = U � U 0; v = V � V 0:

e�t jytj2+
Z T

t

e�t kztk2 dr �
Z T

t

e�r
�
�� jyrj2 + 2� jyrj jUrj+ 2� jyrj kVrk

�
dr�

Z T

t

2e�ryr:zrdWr;

pour tout � > 0; on a 2ab � a2

�
+ �b2;et donc l�intégralité précédente donne

e�t jytj2+
Z T

t

e�r kztk2 dr �
Z T

t

e�r
�
��+ 2�

2

�

�
jytj2 dr�

Z T

t

2e�ryr:zrdWr+�

Z T

t

e�r
�
jurj2 + kvrk2

�
dr;
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on prenez � = 2�2

�
et trouvez

R� = �

Z T

t

e�r
�
jurj2 + kvrk2

�
dr:

Alors

e�t jytj2 +
Z T

t

e�r kztk2 dr �
Z T

t

e�r
�
�2�

2

�
+
2�2

�

�
jytj2 dr �

Z T

t

2e�ryr:zrdWr+

�

Z T

t

e�r
�
jurj2 + kvrk2

�
dr

� 0 +R� � 2
Z T

t

e�ryr:zrdWr;

donc

8t 2 [0; T ] , e�t jytj2 +
Z T

t

e�r kztk2 dr � R� � 2
Z T

t

e�ryr:zrdWr; (2.3)

Puisque
nR T

0
yr:zrdWr; t 2 [0; T ]

o
est une martingale uniformément intégrable. La martingale

local
nR T

0
e�ryr:zrdWr

o
est en réalité une martingale nulle en 0 puisque Y; Y 0 appartienent à

S2 et Z;Z 0 appartienent àM2:

Par l�espérance et pour t = 0;

E
�Z T

0

e�r kztk2 dr
�
� E [R�] ;

de l�égalité (2:3)

E
�
sup
0�t�T

e�t jytj2
�
� E [R�] + CE

h�
e�t jytj2 kztk2 dr

� 1
2

i
� E [R�] + CE

�
sup
0�t�T

e
�t
2 jytj

�
e�r kztk2 dr

� 1
2

�
;

et puis ab � a2

2
+ b2

2
:

E
�
sup
0�t�T

e�t jytj2
�
� E [R�] +

1

2
E
�
sup
0�t�T

e�t jytj2
�
+
C2

2
E
�Z T

0

e�r kztk2 dr
�
;
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Prenons � tel que � (3 + C2) (1 _ T ) = 1
2
; de sorte que l�application 	 est alors une contraction

stricte de ß2 dans lui-mème si on le munit de la norme

k(U; V )k� = E
�
sup
0�t�T

e�t jUtj2 +
Z T

0

e�r kVrk2 dr
� 1
2

:

qui en fait un espace de Banach-cette dernière norme étant équivalente à la norme usuelle

correspondant au cas � = 0; 	 possède donc un unique point �xe, ce qui assure l�existence

et l�unicité d�une solution de l�EDSR (2.1) dans ß2:

On obtient ensuite une unique solution véri�ant Z 2M2:

2.1.1 Le rôle de Z

Nous allons voir que le rôle de Z, plus précisément celui du terme
R T
t
ZrdWr est de

rendre le processus Y adapté et que lorsque ceci n�est pas nécessaire Z est nul.

Proposition 2.1 Soit (Y; Z) la solution de l�EDSR et soit � un temps d�arrêt majoré par

T .

On suppose, outre l�hypothèse (L), que � est F�mesurable et que f (t; y; z) = 0 dès que t � � .

Proof. On a, P� p:s

Yt = � +

Z T

t

f (r; Yr; Zr) dr �
Z T

t

ZrdWr; 0 � t � T;

pour t = �; f (r; Yr; Zr) = 0 et le même temps t � �

Y� = � +

Z T

�

f (r; Yr; Zr) dr �
Z T

�

ZrdWr;

= � �
Z T

�

ZrdWr;

on a

Y� = E (�jF� ) = �
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et on a Z T

�

ZrdWr = 0

E

"�Z T

�

ZrdWr

�2#
= E

�Z T

�

kZrk2 dr
�
= 0

Si t � � nous montrons que Y� = Yt

Y� = Yt +

Z t

�

f (r; Yr; Zr) dr �
Z t

�

ZrdWr

= Yt + 0 + 0

= Yt:

2.2 EDSR linéaire

Dans ce paragraphe, nous examinos le cas particulier de l�EDSR linéaire pour le quel

nous présenterons une formule plus au mois claire. On ce met dans le cas k = 1;ainsi Y est

réel et Z est une matrice de taille 1� d; c�est-à-dire un vecteur ligne de dimension d:

Proposition 2.2 Soit f(at; bt)gt2[0;T ] un processus à valeur dans R�Rd progrisevement me-

surable et borné. Soient fctgt2[0;T ]un élément deM2 (R) et � une variable aléatoire FT�mesurable

de carré intégrable, à valeurs réelles. I�EDSR linéaire

Yt = � +

Z T

t

farYr + Zrbr + crg dr �
Z T

t

ZrdWr

il y a solution unique réalisé

8t 2 [0; T ] ; Yt = �
�1
t E

�
��T +

Z T

t

cr�rdrjFt
�

18
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avec pour tout t 2 [0; T ] ;

�t = exp

�Z T

t

br:dWr �
1

2

Z t

0

jbrj2 dr +
Z t

0

ardr

�
:

Commonçons par noter que le processus est en cours

d�t = �t (atdt+ bt:dWt) ;�0 = 1:

D�autre part, comme b est borné, l�inégalité de Doob montre que � appartient à S2:

Proof. De plus, les hypothèses de cette proposition assure l�existence d�une unique solution

(Y; Z) à l�EDSR linéaire ; il su¢ t de poser f (t; y; z) = aty + zbt + ct et de véri�er que (L)

est satisfait. Y appartient à S2.

La formule d�intégration par parties donne

d�tYt = �tdYt + Ytd�t + d h�; Y it = ��tctdt+ �tZtdWt + �tYtbt:dWt

ce qui montre que le processus d�tYt+
R t
0
cr�rdr est une martingale locale qui est en fait une

martingale car c 2M2 et �; Y sont dans S2: Par suite

d�tYt +

Z t

0

cr�rdr = E
�
�TYT +

Z T

0

cr�rdrjFt
�
:

ce qui donne la formule déclarée.

Remarque 2.1 Notez que si � � 0 et ct � 0 alors la solution de l�EDSR linéaire véri�e

Yt � 0. Cette observation nous permettra d�obtenir la théorie de la comparaison dans le

paragraphe suivant.

Pour illustrer ce résultat prenons le cas où a et c valent zéro. Nous avons alors

Yt = E
�
� exp

�Z T

t

br:dWr �
1

2

Z T

t

jbrj2 dr
�
jFt
�
= E� (�jFt) ;
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où P est la mesure de densité par rapport à P

LT = exp

�Z T

0

br:dWr �
1

2

Z T

0

jbrj2 dr
�
;

"La probabilité risque neutre" est la dexièume façon de la regarde, qui est de la regarder

EDSR sous P�en fait sous P�; Bt = Wt �
R t
0
brdr est un MB c�est le théorème de Girsanov.

Donc l�équation écrivons à la forme

�dYt = Ztbtdt� ZtdWt = �ZtdBt; Yt = �:

Donc sous P�; Y est une martingale, ce qui montre aussi la formule.

On retrouve ainsi les changements de mesures de probabilité du type « transformation de

Girsanov» .

2.3 Théorème de comparaison

Dans cette section nous pouvons comparer les solution de deux EDSR (dans R) dés que

nous savons comparer les conditions términales et les générateurs ([9]).

Théorème 2.2 Supposons que k = 1 et que (�; f) ; (�0; f 0) satisfaissent à l�hypothèse (L) et

notez que (Y; Z) ; (Y 0; Z 0) solution de EDSR correspondantes. Supposent également P�p:s:

� � �0 et que f (t; Yt; Zt) � f 0 (t; Yt; Zt) m
 P�p:p (m mesure de Lebesgue). Alors

P�p:s: 8t 2 [0; T ] ; Yt � Y 0t :

Si de plus Y0 = Y 00 ; alors P�p:s; Yt = Y 0t ; 0 � t � T et

f (t; Yt; Zt) � f 0 (t; Yt; Zt) m
 P�mesure stictement positive Y0 < Y 00 :

Proof. La preuve est fait par linéaire, ce qui nous permet de réduire au linéaire EDSR.
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Nous cherchons une équation à réaliser par U = Y 0�Y; on a notant V = Z 0�Z et & = �0��;

Ut = & +

Z T

t

(f 0 (r; Yr; Zr)� f (r; Yr; Zr)) dr �
Z T

t

VrdWr:

On découpe l�accroissement des f en trois morceaux en écrivant

f 0 (r; Y 0r ; Z
0
r)� f (r; Yr; Zr) = f 0 (r; Y 0r ; Z

0
r)� f 0 (r; Yr; Z 0r) + f 0 (r; Yr; Z 0r)�

f 0 (r; Yr; Zr) + f
0 (r; Yr; Zr)� f (r; Yr; Zr) :

(qui est positif ici).

On introduit deux processus a et b : a est à valeurs réelles et b est un vecteur (colonne) de

dimension d: On pose :

ar =

8><>:
f 0(r;Y 0r ;Z

0
r)�f 0(r;Yr;Z0r)
Ur

; si Ur 6= 0;

0; sinon.

Pour dé�nir b; on doit introduire une autre notation :pour 0 � i � d, Z(i)r est la ligne dont les

d � i dernières composantes sont celles de Z 0r et les i premières celles de Zr pour 1 � i � d

on pose

bir =

8><>:
f 0
�
r;Yr;Z

(i�1)
r

�
�f 0

�
r;Yr;Z

(i)
r

�
V ir

; si V ir 6= 0;

0; sinon.

Etant donné que f 0 est Lipschitz, ces deux processus sont progressivement mesurables et

bornés. Alors ces notations on a

Ut = & +

Z T

t

(arUr + Vrbr + cr) dr �
Z T

t

VrdWr;

où cr = f 0 (r; Yr; Zr)� f (r; Yr; Zr) :Par hypothèse, on a & � 0 et cr � 0: Utilisant la formule

«explicite» pour les EDSR linéaires Proposition (2.2), on a pour t 2 [0; T ] ;

Ut = �
�1
t E

�
&�T +

Z T

t

cr�rdrjFt
�
;
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avec pour 0 � r � T:

�r = exp

�Z r

0

bu:dWu �
1

2

Z r

0

jbuj2 du+
Z r

0

audu

�
:

Comme déjà mentionné lors de la remarque suivant la Proposition (2.2), cette formule

montre que Ut � 0;dès que & � 0 et cr � 0:

Pour la seconde partie du résultat, si de plus U0 = 0 on a

0 = E
�
&�T +

Z T

0

cr�rdr

�
:

et la variable aléatoire intégrée est positive. Par conséquent, elle est nulle P�p:s. ce qui

termine la preuve de ce théorème en remarquant que dans ce cas & = 0 et cr = 0:

Remarque 2.2 On peut supposer que f (t; Y 0t ; Z
0
t) � f 0 (t; Y 0t ; Z 0t) au lieu de

f (t; Yt; Zt) � f (t; Yt; Zt) pour obtenir le résultat précédent. Il su¢ t de faire une linéarisation

en partant de l�écriture

f 0 (r; Y 0r ; Z
0
r)� f (r; Yr; Zr) = f 0 (r; Y 0r ; Z

0
r)� f (r; Y 0r ; Z 0r) + f (r; Y 0r ; Z 0r)� f (r; Yr; Z 0r) + f (r; Yr; Z 0r)

�f (r; Yr; Zr) :
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Chapitre 3

Équations di¤érentielles stochastiques

rétrogrades à coe¢ cient continu

Dans cette chapiter, nous nous intéressons à l�a¤aiblissement des conditions sur f . On

suppose que f satis�er les hypothèses suivantes :

(H2.1)Soit f : 
 � [0; T ] � R � Rd 7�! R; est une fonction mesurable telque, pour tout

(y; z) 2 R� Rd, f(:; y; z) 2M2(0; T;R).

(H2.2) Il existe C > 0 s:t. Pour tout (t; !; y; z) 2 [0; T ]� 
� R� Rd;�
t; !; y

0
; z

0� 2 [0; T ]� 
� R� Rd
jf(t; !; y; z)j � C (1 + jyj+ jzj) ;

(H2.3) Pour �xe ! et t, f(t; !; �; �) est continue.

Maintenant nous désignerons par P une tribu prévisible. Nous considérons aussi

H2 (Rn) =

8><>:Y : 
� [0; T ]! Rn telque Y 2 P et jjY jjH2 =

vuuutE tZ
0

jYsj2 ds

9>=>; :
Théorème 3.1 Supposons que f : [0; T ] � 
 � R � Rd ! R est P 
 B

�
Rd+1

�
fonction

mesurable,ce qui satisfait
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� Croissance linéaire : 9K <1;8t; w; y; z

jf (t; w; y; z)j � K (1 + jyj+ jzj) :

� Pour t �xé, w ; f (t; w; :; :) continue.

Alors si � 2 L2 (
;FT ;P) l�EDSR8><>: dYt = �f (t; Yt; Zt) dt+ ZtdWt;

YT = �:
(3.1)

a une solution adaptée (Y; Z) 2 H2
�
Rd +1

�
;où Y est un processus continue et Z prévisible.

On suppose toujours que d = 1. Avant de donner la preuve du théorème d�existence de

solution, nous dé�nissons, une lemme l�approximation classique peut être prouvée en adaptant

la preuve donnée dans J. J. Alibert et K. Bahlali ([1]).

3.1 Lemme d�approximation

Soit f : RP ! R une fonction continue avec croissance linéaire c�est-à- dire qu�il existe

K <1 tel que

8x 2 RP jf (x)j � K (1 + jxj) : (3.2)

puis la séquence des fonctions

fn (x) = inf
Y 2Q

ff (y) + n jx� yjg :

est bien dé�ni pour n � K et ca satisfait :

i) Croissance linéaire :8x 2 RP

jfn (x)j � K (1 + jxj) :

ii) Monotonie dans n :8x 2 RP ; fn (x) est croissante en n:
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iii) Condition de lipschitz :8x; y 2 RP jfn (x)� fn (y)j � n jx� yj :

iv) Convergence : si

xn !
n!1

xfn (xn) !
n!1

f (x) :

II est facile de véri�er que, grâce à l�ypothese de croissance linéaire sur f; fn est bien dé�ni

pour n � K. Aussi il suit aussi que fn � f encore une fois, à partire de la condition de

croissance linéaire sur f , on obtient

fn (x) � inf
y2QP

f�K �K jyj+K jx� yjg = inf
y2QP

f�K �K jyj+K jxj+K jyjg

= inf
y2QP

f�K +K jxjg

= inf
y2QP

f�K (1 + jxj)g

= �K (1 + jxj) :

De la dé�nition de la séquence (fn). Prendre � > 0 et considérer y� 2 QP tel que n > m

inf ff (y) + n jx� yjg > inf ff (y) +m jx� yjg ;

fn > fm;

fn (x) � f (y�) + n jx� y�j � �

� f (y�) + n jy � y�j+ n jx� y�j � n jy � y�j � �

� f (y�) + n jy � y�j+ n jxj � n jy�j � n jyj+ n jy�j � �

� f (y�) + n jy � y�j � n jx� yj � �

� f (y�) + n jyj � n jy�j � n jxj+ n jyj

� fn (y)� n jx� yj � �:

25



Chapitre 3. Equations di¤érentielles stochastiques rétrogrades a coe¢ cient continu

A cet e¤et, en interchangeant les roles de x et y, et depuis � est aribitraire on en déduit que

jfn (x)� fn (y)j � n jx� yj :

A�n de prouver (iv) ; considérer xn ! x prendre pour chaque n; yn 2 QP

fn (x) � fn (xn) � f (yn) + n jxn � ynj �
1

n
:

Puisque (f (xn)) est borné et f a une croissance linéaire, on en déduit que (yn) est borné,

tout comme (f (yn)).par conséquent

lim sup
n

n jyn � xnj <1:

Et en particulier yn !
n!1

x; en outre

f (xn) � fn (xn) � (yn)�
1

n
;

dont le résultat suit.

3.2 Existence de solution minimal

Considérer pour �xe (t; w) ; la séquance fn (t; w; y; z) associé à f par le Lemme 3.1.

Considérez aussi h (t; w; y; z) = K (1 + jyj+ jzj) Puis fn et h sont des fonctions mesurables

de }
 B
�
Rd+1

�
;ainsi que des fonctions de lipschitz. Puisque � 2 L2 on obtient de Pardoux

et Peng ([9]) les BSDE suivants ont une solution adaptée unique sur H2 (R)�H2
�
Rd
�
:

8><>: dY nt = �fn (t; Y nt ; Znt ) dt+ Znt dWt; n � K;

Y nT = �:
(3.3)
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8><>: dUt = �h (Ut; Vt) dt+ VtdWt;

UT = �:
(3.4)

On utilisant le théorème de comparaison on dit que

8n � m � K; Y m � Y n � U dt
 dP� p:s: (3.5)

Lemme 3.1 Il exist une constante A dépondant uniquement de K;T et E (�2) tel que

8n � K;

kY nkH2 � A; kZnkH2 � A; kUkH2 � A; kV kH2 � A:

Clairement a partir (3.5), il exist une constante A qui ne dépend de K;T et E (�2) tel que

sup
n�k

kY nkH2 � A; kUkH2 � A et kV kH2 � A:

pour le reste de la preuve considérez que �2 > K est un nombre �xe une application de la

formule d�itô aux semi-martingales (Y 2t )
2 rendements

�2 = (Y nt )
2 + 2

Z T

t

Y ns dY
n
s +

Z T

t

d [Y n; Y n]s ;

on a

dY nt = �fn (t; Y nt ; Znt ) dt+ Znt dWt; n � K;

alors

�2 = (Y nt )
2 + 2

Z T

t

Y ns dY
n
s +

Z T

t

d [Y n; Y n]s ;

= (Y nt )
2 + 2

Z T

t

Y ns [�fn (s; Y ns ; Zns ) ds+ Zns dWt] +

Z T

t

d [Y n; Y n]s ;

= (Y nt )
2 � 2

Z T

t

Y ns fn (s; Y
n
s ; Z

n
s ) ds+ 2

Z T

t

Y ns Z
n
s dWs +

Z T

t

(Zns )
2 ds:
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Donc

(Y nt )
2 = �2 + 2

Z T

t

Y ns fn (s; Y
n
s ; Z

n
s ) ds� 2

Z T

t

Y ns Z
n
s dWs �

Z T

t

(Zns )
2 ds:

Prenent esperance mathématique des deux cotés et en utilisant le fait que
R
Y ns Z

n
s dWs est

un martingale de moyenne zéro, nous en déduisons

E (Y nt )
2 + E

�Z T

t

Zns ds

�
= E

�
�2
�
+ 2E

�Z T

t

Y ns fn (s; Y
n
s ; Z

n
s ) ds

�
;

par conséquent nous obtenons a partir de la condittion de croissance linéaire uniforme sur fn

(Voir (i) du Lemme 3.1) pour t = 0; on obtient

E (Y nt )
2 + E

�Z T

0

Zns ds

�
= E

�
�2
�
+ 2E

�Z T

0

Y ns [K (1 + jY ns j+ jZns j)] ds
�
;

aussi en peut ecrire

kZnk2H2 � E
�
�2
�
+ 2K kY nk2H2 + 2KE

Z T

0

jY ns j (1 + jZns j) ds:

Remarquez que pour a � 0; b � 0 on a

8><>: 2ab � a2�2 + b2

�2
;

2a � a2�2 + 1
�2
:

Donc

2KE
Z T

0

jY ns j (1 + jZns j) ds � KE
Z T

0

�
1

�2
+ 2�2 jY ns j

2 +
1

�2
jZns j

2

�
ds;

et

kZnk2H2 � E
�
�2
�
+
KT

�2
+ 2K

�
�2 + 1

�
kY nk2H2 +

K

�2
kZnk2H2 ;

puisque 1� K
�2
> 0 nous déduisons pour n � K

kZnk2H2 �
E (�2) + KT

�2
+ 2K (�2 + 1)A2

1� K
�2

<1:
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d�ou le resultat demandé.

Lemme 3.2 Sous les hypothése (H2.1)-(H2.3) la suite (Y n; Zn) converges in H2
�
Rd+1

�
vers (Y; Z) :

Prendre n0 � K puisque (Y n) est croissant et borné en H2 (R) ; on déduit du théorème de

convergence dominé que Y n converge en H2 (R) : On notera par Y la limite de (Y n) :

Proof. Maintenant en utilisant la formule d�itô appliqué pour jY nt � Y mt j
2, on trouve pour

n;m � n0

E
�
jY nt � Y mt j

2 +

Z T

t

jZns � Zms j
2 ds

�
� 2E

Z T

t

(Y ns � Y ms ) (fn(s; Y ns ; Zns )� fm(s; Y ms ; Zms )) ds;

en déduire d�aprés l�inégalité de Cauchy-Shwartz

E
�
jY nt � Y mt j

2 +
R T
t
jZns � Zms j

2 ds
�
� 2

�
E
R T
t
(Y ns � Y ms )

2 ds
� 1
2�

E
R T
t
(fn(s; Y

n
s ; Z

n
s )� fm(s; Y ms ; Zms ))

2 ds
� 1
2
;

puisque fn et fm sont uniformément à croissance linéaire et le fait que (k(Y n; Zn)kH2) est

borné (Voir le Lemme 3.2), on obtient l�existence d�une constanate C (K;T;E (�2)) tell que

pour tout n;m � n0

E
�
jY n0 � Y m0 j

2 +

Z T

t

jZns � Zms j
2 ds

�
� C

�
K;T;E

�
�2
��
E
Z T

t

jY ns � Y ms j
2 ds:

Alors

E
Z T

t

jZns � Zms j
2 ds � C

�
K;T;E

�
�2
��
(T � t)E

 
sup
s2[t;T ]

jY ns � Y ms j
2

!
;

c�est à dire

kZn � Zmk2H2 � 2C kY n � Y mkH2 :

Ainsi (Zn) est une suite de Cauchy dans H2
�
Rd
�
; d�ou il existe Z tel que Zn H2

! Z.

(Preuve de Théorem 3.1)

Pour tout n � n0 � K nous avons Y n0 � Y n � U: De plus (Y n) converge vers à Y 2 H2 (R)
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dansH2 (R). Par conséquent G = sup
n
jY nj est dt
dP intégrable, par contre, puisque Zn H2

! Z

on peut supposer que il existe une sous-séquence tel que Zn ! Zdt
dP�p:s etM = sup
n
jZnj

est dt
 dP intégrable. Par conséquent à partir de (i) et (iv) du Lemme 3.1, nous obtenons

pour presque tout w

fn (t; Y
n
t ; Z

n
t ) !

n!1
f (t; Yt; Zt) dt� p:p;

et

jfn (t; Y nt ; Znt )j � K
�
1 + sup

n
jY nt j+ sup

n
jZnt j

�
= K (1 +G+M) 2 L1 ([0; T ] ; dt) :

Ainsi pour presque tout w et uniformément en t

Z T

t

fn (s; Y
n
s ; Z

n
s ) ds !

n!1

Z T

t

f (s; Ys; Zs) ds;

a partir des propriétés de continité de l�intégrale stochastique, nous obtenons.

sup
t�T

����Z T

t

Zns dWs �
Z T

t

ZsdWs

���� P! 0:

Maintenant pour une sous-suite, on peut supposer que la dernière convergence est P � p:s.

�nallement

jY nt � Y mt j �
Z T

t

jfn (s; Y ns ; Zns )� fm (s; Y ms ; Zms )j ds+
����Z T

t

Zns dWs �
Z T

t

Zms dWs

���� ;
et donc en prenant des limites sur m et supremum sur t on obtient.

sup
t�T

jY nt � Ytj �
Z T

0

jfn (s; Y ns ; Zns )� f (s; Ys; Zs)j ds+sup
t�T

����Z T

t

Zns dWs �
Z T

t

ZsdWs

���� P�p:s:

d�ou l�on déduit que Y n converge uniformément en t vers Y (en particulier Y est un processus
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continue).

Proof. Rappelez-vous que (Y n) est monotone, par conséquent nous avons en fait la conver-

gence uniforme pour toute la suite et pas seulement pour une sous-suite. En prenant les

limites de (3.3), nous en déduisons que (Y; Z) est un solution adapté dans H2 de (3.1).

Soit
�
Ŷ; Ẑ

�
un solution de H2 de (3.1). A partir du théorème de comparaison on obtient que

8n Y n � Ŷ et donc Y � Ŷ pronveant que Y est la solution minimale.

Remarque 3.1 Par le Théorème 3.1, on sait qu�il existe une solution du EDSR (3.1) "mi-

nimal où maximal" sous les hypothèses (H2.1)-(H2.3), mais les solutions de (3.1) peuvent

être non uniques.

Exemple 3.1 Par exemple, considérons le EDSR suivant :

Yt = � +

TZ
t

jYsj ds�
TZ
t

ZsdWs: (3.6)

Notons que (3.6) satisfait (H2.1)-(H2.3), de plus, pour tout c 2 [0; T ] ;

(Y�;Z�) =
�
max

�
ec�t jYcj ; e�(c�t) jYcj

�
; 0
�
:

sont les deux solutions de (3.6). La solution de (3.6) n�est pas unique.
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Annexe A : Abréviations et Notations

Les di¤érentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous.

E[X] Espérance mathématique ou moyenne du v.a X.

EDS Equation Di¤érentielle Stochastique.

EDSR Equation Di¤érentielle Stochastique Rétrograde.

BDSE Backward Stochastic Di¤erential Equations.

P La probabilité.

P�p:s La probabilité presque sûrment.

P�p:p La probabilité presque partout.

resp Respectivement.

MB Mouvement Brownien.

sup Supérieur

inf Inférieur

(
;F ;P) Espace de probabilité.�

;F ; (Ft)t�0 ;P

�
Espace de probabilité �ltré.

dt
 dP Mesure produit de mesure de Lebesgue sur [0;T ] avec la mesure de dP

m
 P�p:p Presque par tout par rapport la mesure m
 P

B
�
Rd +1

�
Tribu borélienne sur Rd+1
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Annexe B : Quelques outils

mathématique

Théorème 3.2 (Inégalité de Doop) [11] 8p > 1; si fXNgn=1;:::;N est une martingale dans

Lp

E [jXN jp] � E [X�p] �
�

p

p� 1

�p
E [jXN jp] ;

avec X� := max (jX1j ; :::; jXN j) :

Théorème 3.3 (espace de Banach) [5] un espace de Banach est un espace vectoriel

normé.

Dé�nition 3.1 (Suite de Cauchy) [10] On dit qu�une suite de réels est de Cauchy si elle

véri�e la propriété suivante :

8� > 0;9N 2 N;8n;m 2 N; (n � N et m � N)) (jun � umj � �) :

Cette proposition peut se comprendre comme

lim
m;n!1

jun � umj = 0:

Théorème 3.4 (de point �xe de Banach) :Soit M un espace métrique complet et f :

M !M une contraction.

Alors f a un unique point �xe a :

f (a) = a
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Summary 

    In our work we have studied whether there exists a minimal or maximal 

solution to the backward stochastic differential equations. 

1-The first result is fundamental established by Paradoux and Peng who study the case 

where the generator f is globally Lipschitzian with a terminal condition ξ, FT-

measurable with an integrable square. The proof of result is based on a fixed poit 

argument. 

2-The second result, deals with the problem of the existence of the solutions for the 

BSDEs whose generator f is continuous and the terminal condition ξ and bounded. 

Keywords: Backward stochastic différential équation; Itô process; Stochastic process; 

Minimum solution; Maximum solution; Existence and uniqueness. 

 

 

 
 ملخص

  ذا وجود حل أدنى أو أقصى للمعادلات التفاضلية العشوائية التراجعية ذات مولدلقد درسنا في عملنا ه   

مستمر و يحقق شرط التزايد الخطي من أجل الوصول لهذه النتيجة نعتمد على تقنيات التقارب ونظرية المقارنة     

                                                                                                                 الكلمات المفتاحية :

 .المعادلات التفاضلية العشوائية التراجعية 

 و وجوده الحل الأدنى. 

 .نظرية المقارنة 

 . 

 Résumé 

   Dans notre travaill nons avons étudié s'il existe une solution minimale où 

maximale aux équations différentielles stochastique rétrogdrades. 

1-Le premièr résultat est fondamental établi par Paradoux et Peng en 1990 qui 

étudierie cas ou le générateur f est globalement lipschitzien avec un condition 

terminale ξ, est FT-mesurable et de carré intégrable. La preuve de ce resultat est basé 

sur un argument de poit fixe. 

2-Le dexième résultat, traite le problème de l'existence des solution pour l'EDSR dont 

le générateur f et continue et la condition terminale ξ et borné. 

Mots clés: Equation différentielle stochastique rétrogrades, Processus d'itô, Processus 

stochastique, Solution minimale, Solution maximale,  Existence et unicité. 
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