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Abstract :In this note, we are concerned with the convergent behavior of
semi-linear hyperbolic problems related to the small parameter ε > 0, using the
monotony hypothesis. The convergence results that have been proven in different
spaces are displayed in different spaces related to the direction of the derivation
on a qualitative domain Ω. Some improvements are made when Ω = ∆ × ω is an
expression about
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Résumé :Dans ce mémoire, nous nous intéressons au comportement convergent
des problèmes hyperboliques semi-linéaires liés au petit paramètre ε > 0, en utili-
sant l’hypothèse de la monotonie. Les résultats de convergence qui ont été prouvés
sont affichés dans différents espaces liés à la direction de dérivation sur un champ
qualitatif Ω.Certaines améliorations sont apportées lorsqu’elles sont Ω = ∆×ω est
un cylindre. Avec des coefficients dépendants des paramètres, la convergence de la
résolution de tels problèmes vers la résolution d’un problème du même type défini
dans a été démontrée, et des estimations de taux de convergence sont données. On
peut voir ce travail comme une seule perturbation des problèmes hyperboliques
dans certaines directions.
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Introduction

La théorie des perturbations singulières est un mélange fascinant d’analyse mi-
nutieuse, de raisonnement inférentiel et d’induction à partir de l’expérience. Les
méthodes et techniques des perturbations singulières ont été très efficaces pour
traiter les problèmes de nombreuses branches de la science.
Originaire de la dynamique des fluides, l’étude des perturbations singulières s’est
étendue à une grande variété de scientifiques, avec des intérêts allant de l’ingénierie
et de la biologie à presque mathématiques pures.
Une multitude de techniques et de résultats peuvent être trouvés dans les livres
de Van Dyck (1964), Wassau (1965), Cole (1968), Nayfeh (1973), Black (1973)
et O’Malley (1974), qui contiennent également références supplémentaires à des
centaines d’articles dans la littérature périodique.
Le modèle mathématique de base de certains phénomènes est amélioré en incor-
porant d’abord certains effets qui ont été négligés, et le modèle amélioré est sus-
ceptible d’être un problème de perturbations singulières. D’autre part, l’intérêt
théorique vient du fait que l’analyse des perturbations singulières n’est pas une
généralisation et une extension directes de l’analyse de convergence classique et
de la théorie des perturbations, mais plutôt une discipline complètement nouvelle
implicitement ou explicitement.
Dans le premier chapitre, nous présentons les outils de base nécessaires à notre
étude et identifions le problème dans le deuxième chapitre Nous étudions la conver-
gence de uε avec u0 dans V (Ω) en utilisant des méthodes de convergence faible
combinées à un argument monotone. Dans le dernier chapitre, afin d’améliorer la
convergence obtenue, nous considérons le champ cylindrique
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Chapitre 1

Préliminaires

Nous rappelons dans ce chapitre quelques notions et propriétés de base.

1.1 Espaces Lp

Définition 1.1. soit p ∈ R avec 1 ≤ p < ∞, on pose

Lp(Ω) = {f : Ω → R, mesurable et |f |p ∈ L1 (Ω)}

On note que

∥f∥LP (Ω) =

[∫
|f (x)|p dx

]1/p
est une norme sur Lp (Ω). Pour p = ∞

L∞ (Ω) = {f : Ω → R, f mesurable et ∃C | |f (x)| ≤ C p.p sur Ω}

avec
∥f∥L∞(Ω) = inf{C; |f (x)| ≤ C p.p sur Ω}.

Théorème 1.1 (de Lax-Milgram). Soit a(., .) une forme bilinéaire sur un espace
de Hilbert H, telle que :
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

i) a(., .) est continue, i.e. ∃Λ > 0 tel que

a(u, v) = ∥u∥H ∥v∥H ∀u, v ∈ H

ii) a(., .)est coercive, i.e. ∃λ > 0 tel que

a(v, v) ≤ ∥v∥2H ∀v ∈ H

Alors, pour tout,f ∈ H ′,il existe un unique u ∈ H tel que :

a(u, v) = ⟨f, v⟩, ∀v ∈ H.

Théorème 1.2 (Fischer-Riesz). Lp(Ω) est un espace de Banach pour tout p, 1 ≤
p ≤ ∞

Proposition 1.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soient f , g ∈ L2(Ω). Alors
fg ∈ L1(Ω) et on a l’inégalité dite de Cauchy-Schwarz

∫
Ω

|f(x)g(x)| dx ≤
(∫

Ω

|f(x)|2 dx
)1/2(∫

Ω

|g(x)|2 dx
)1/2

.

Soient, maintenant, ω1 et ω2 deux ouverts de Rd et Rm respectivement (d et m
étant deux entiers positifs non nuls).

Théorème 1.3 (Théorème de Donsité). L’espace des fonctions continues sur Ω à
support compact Cc (Ω), et dense dans L1 (Ω) ,c’est-à-dire

∀f ∈ L1 (Ω) et ∀ε > 0,∃f1 ∈ Cc (Ω) | ∥f − f1∥L1(Ω) < ε.

Soient ω1 ⊂ RN1 , ω2 ⊂ RN2 des ouverts et soit F : ω1 × ω2 → R un fonction
mesurable.

Théorème 1.4 (Tonelli). Soit f : ω1 × ω2 → R une fonction mesurable. On
suppose que ∫

ω2

|f(x, y)| dy < ∞, p.p. x ∈ ω1
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

et que ∫
ω1

(∫
ω2

|f(x, y)| dy
)
dx < ∞

Alors f ∈ L1(ω1 × ω2).

Théorème 1.5 (Fubini). On suppose que f ∈ L1(ω1 × ω2). Alors,

f(x, .) ∈ L1(ω2) p.p. x ∈ ω1, et
∫
ω2

f(., y)dy ∈ L1(ω1).

De même,

f(., y) ∈ L1(ω1) p.p. y ∈ ω2, et
∫
ω1

f(x, .)dx ∈ L1(ω2).

De plus, on a∫
ω1

(∫
ω2

f(x; y)dy

)
dx =

∫
ω2

(∫
ω1

f(x; y)dx

)
dy =

∫ ∫
ω1×ω2

f(x; y)dxdy.

1.2 Espace des Distributions

Dans ce qui suit, on a besoin des notions suivantes

Définition 1.2. On dit que f appartient à L1
loc(Ω) si et seulement si pour tout

Kcompact inclus dans Ω, 1Kf ∈ L1(Ω) (où 1K est la fonction indicatrice de K).

Définition 1.3. On dit que φ appartient à D(Ω) si et seulement si φ ∈ C∞(Ω) et
φ est à support compact dans Ω.

Définition 1.4. D′(Ω) est l’espace des formes linéaires continues sur D(Ω), ap-
pelées distributions sur Ω.

Proposition 1.2. Supposons que T1, T2 ∈ L1
loc(Ω) et

⟨T1, φ⟩ = ⟨T2, φ⟩ ∀φ ∈ D(Ω).

Alors T1 = T2 presque partout sur Ω.
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Définition 1.5. Soit α = (α1, . . . , α2) ∈ Nn, on pose |α| = α1 + · · · + α2. Pour
T ∈ D′(Ω), l’application φ 7→ (−1)|α| ⟨T,Dαφ⟩ définit une distribution sur Ω qu’on
note Dα : T → DαT . Alors, on a

⟨DαT, φ⟩ = (−1)α ⟨T,Dαφ⟩ ∀φ ∈ D(Ω)

Proposition 1.3. L’application ι : L1
loc(Ω) → D′(Ω) definie par

∀φ ∈ D(Ω), ⟨ι(f), φ⟩ =
∫
Ω

fφdx,

est une injection continue.

On identifie donc les fonctions localement integrables donc a fortiori toutes les
fonctions Lp, les fonctions continues a des distributions sans autre forme de proces.
On derive indefiniment les distributions par dualite.

Proposition 1.4. L’application Dα : T 7→ Dα est linéaire et continue de D′(Ω)

dans D′(Ω).

Définition 1.6. Soit Ti une suite de distributions sur Ω. On dit que Ti → T dans
D′(Ω),si

⟨Ti, φ⟩ → ⟨T, φ⟩ , ∀φ ∈ D(Ω).

Remarque 1.1. Si la limite de Ti existe, elle est unique.

Proposition 1.5. Soit Ti, T ∈ Lp(Ω). Supposons que pour i → ∞, Ti → T dans
Lp(Ω), (resp. Ti ⇀ T dans Lp(Ω) pour 1 ≤ p ≤ ∞. Alors

Ti → T dans D′(Ω).

Rappelons maintenant la notion de convergence faible d’une suite (un), n ∈ N,
dans un espace, X est dit faiblement convergent vers un élément u ∈ X, si

f(un) → f(u) comme n → +∞, ∀f ∈ X ′

Dans ce cas, u est appelé une limite faible de la suite et nous écrivons
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

un ⇀ u lorsque n → +∞.

Noter que

un → v dans X ⇒ un ⇀ v dans X, quand n → +∞.

L’inverse n’est pas vrai en général. Cependant, une suite faiblement convergente
est bornée. Ensuite nous avons

Proposition 1.6. Soit un, u ∈ Lq(Ω). Si nous supposons que lorsque n →
+∞, un → u dans Lq(Ω),(respectivement un ⇀ u dans Lq(Ω)), 1 ≤ q < ∞,

ensuite nous avons

un → u dans D′(Ω).

Théorème 1.6 (Faible compacité des boules). Si (un)est une suite bornée dans
un Hilbert espace H, il existe une sous-séquence (unk

) de (un) et u ∈ H telle que

unk
⇀ u quand nk → ∞.

Proposition 1.7. Soit X un espace de Banach réflexif et (un)une suite bornée
dans X. On suppose qu’il existe u ∈ X tel que toute sous-suite faiblement conver-
gente de (un) a une limite égale à u, alors toute la suite (un) converge faiblement
vers u.

Nous avons également

Définition 1.7. Soient (xn)n une suite de E et x ∈ E.

i) On dit que (xn)n converge fortement vers x dans E et on note xn → x, si

∥xn − x∥E → 0.

ii) On di tque (xn)n converge faiblement dans E vers x, ce qu’on note xn ⇀ x,
si

⟨f, xn⟩ → ⟨f, x⟩ , ∀f ∈ E ′,
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

où ⟨., .⟩désigne le crochet de dualité entre E ′ et E.

Dans un espace de Hilbert, on a les caractérisations suivantes.

Proposition 1.8. Soit H un espace de Hilbert de produit scalaire ⟨., .⟩H . Soit (xn)n

une suite de H et x ∈ H. Alors,on a l’équivalence

xn ⇀ x dans H ⇔ ⟨xn, y⟩H → ⟨x, y⟩H ,∀y ∈ H.

Proposition 1.9. Soit (xn)n une suite de E. On a

i) Si xn → x dans E, alors xn ⇀ x dans E.

ii) Si xn → x dansE, alors (xn)n est bornée.

iii) Si xn → x dans E et fn → f dans E ′, alors ⟨fn, xn⟩ → ⟨f, x⟩.

L’assertion (iii) est applée résultat de convergence fort-faible.

1.3 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont des outils utiles pour résoudre des équations aux
dérivées partielles. Dans cette section, nous nous concentrons sur ceux dont on
aura besoin.

1.3.1 Espace H1(Ω)

Soit Ω un ouvert de Rd. On note H1(Ω) le sous-espace de L2(Ω) défini par

H1(Ω) =
{
v ∈ L2(Ω) | ∂xi

v ∈ L2(Ω)∀i = 1, . . . , d
}
,

où ∂xi
désigne la dérivée au sens des distributions. On munit H1(Ω) du produit

scalaire

(u, v)H1(Ω) = (u, v)L2(Ω) +
d∑

i=1

(∂xi
u, ∂xi

v)L2(Ω) = (u, v)L2(Ω) + (∇u;∇v)(L2(Ω))d ,

(1.2)
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

dont la norme associée est

∥v∥H1(Ω) = ((v, v)H1(Ω))
1/2 =

(
∥v∥L2(Ω) + ∥∇v∥2(L2(Ω))d

)1/2

Proposition 1.10. L’espace H1(Ω) muni du produit scalaire (1.2), est un espace
de Hilbert.

1.3.2 Espace H1
0(Ω)

On note par

H1
0 (Ω) = D(Ω)

H1(Ω)

=
{
v ∈ H1(Ω) | ∃(φj)j ⊂ D(Ω) telleque φj → v dans H1(Ω)

}
Proposition 1.11. L’espace H1

0 (Ω) muni de la topologie induite par celle de
H1(Ω), est un espace de Hilbert séparable.

Théorème 1.7 (Inégalité de Poincaré). Si Ω est borné dans au moins dans une
direction, alors il existe une constante CΩ > 0 dépendant uniquement de Ω telle
que

∥v∥L2(Ω) ≤ CΩ ∥∇v∥(L2(Ω))d ∀v ∈ H1
0 (Ω), (1.3)

Par conséquent, l’expression

(u, v)H1
0 (Ω) = (∇u,∇v)(L2(Ω))d (1.4)

définit un produit scalaire sur H1
0 (Ω) induisant la norme

∥v∥H1
0 (Ω) = ∥∇v∥(L2(Ω))d (1.5)

laquelle est équivalente à ∥ . ∥H1(Ω).
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Théorème 1.8 (de Rellich-Kondrachov). Soit Ω un ouvert borné de Rd. Alors,
on a

i) l’injection canonique de H1
0 (Ω) dans L2(Ω) est compacte. Il revient au même

de dire que toute suite bornée deH1
0 (Ω) admet une sous-suite convergente

dans L2(Ω)

ii) l’injection canonique de H1(Ω) dans L2(Ω) est compacte, si Ω est suffsam-
ment régulier.

Proposition 1.12. Soit v une fonction réelle définie sur Ω = ω1 ×ω2 où ω1 et ω2

sont deux intervalles de R. Alors, on a

i) v ∈ D(Ω) =⇒ (v(x1, .) ∈ D(ω2) pour tout x1 ∈ ω1).

ii) v ∈ L2(Ω) =⇒ (v(x1, .) ∈ L2(ω2) p.p. x1 ∈ ω1).

iii) v ∈ H1
0 (Ω) =⇒ (v(x1, .) ∈ H1

0 (ω2) p.p. x1 ∈ ω1).

Lemme 1.1 (Gronwal). Soit t0 ∈ I, u, f, g ∈ C0(I,R+) telles que pour tout t ∈ I,

u(t) ≤ f(t) +

∣∣∣∣∫ t

t0

u(s)g(s)ds

∣∣∣∣
Alors, pour tout t ∈ I,

u(t) ≤ f(t) +

∣∣∣∣∫ t

t0

u(s)g(s) exp

(∣∣∣∣∫ t

s

g(r)dr

∣∣∣∣ ds)∣∣∣∣
Théorème 1.9 (Trace). Soit Ω un ouvert de Rn, de frontière ∂Ω de classeCm−1,1

par morceaux. Soient u ∈ D(Ω) et v(x) = (v1, v2, . . . , vn) le vecteur normal unitaire
extèrieur au point x de ∂Ω. On définit les opérateurs de trace normale sur ∂Ω par

γu = u |∂Ω

γ
∂r

∂vr
u =

∂r

∂vr
u |∂Ω

Définition 1.8. Soit Ω ⊂ Rn ouvert et soit 1 ≤ q ≤ ∞. Nous disons qu’une
fonction de valeur réelle,uappartient à Lq

loc(Ω) si uχ ∈ Lq(Ω) pour tout ensemble

13



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

compact K contenu dans Ωoù χ est la fonction caractéristique de K. Notez que si
u ∈ Lq

loc(Ω) puis u ∈ L1
loc(Ω).

Lemme 1.2. Soit u ∈ L1
loc(Ω) tel que∫

Ω

uφdx = 0, ∀φ ∈ D(Ω).

Alors u = 0 p.p. sur Ω.

Théorème 1.10 (formule de Green). Pour tout u, v ∈ H1(Ω), on a∫
Ω

v(x)∂xi
u(x)dx = −

∫
Ω

∂xi
v(x)u(x)dx+

∫
∂Ω

γ0 (v) γ0 (u) ηidσ

où v = (v1, . . . , vn) l’unité extérieure normale à Γ = ∂Ω et γ0 (respectivement dσ)
désigne l’opérateur trace (respectivement la mesure superficielle sur Γ = ∂Ω).
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Chapitre 2

Comportement Asymptotique sur
les Domaines Générales

2.1 Position du Problème.

Pour Ω un ouvert borné de Rn et pour une constante positiveT , on pose Q =

(0, T )×Ω. Nous dénoteons par x = (X1, X2) les points à Rn où X1 = (x1, . . . , xp),
X2 = (xp+1, . . . , xn), et n, p (n > p ≥ 1) (Remarque pour n = p signifie que tous
les côtés vibrent ou ne vibrent pas (isotropic)) sont des entiers positifs). Avec cette
notation, nous avons

∇u = (∂x1u, . . . , ∂xnu)
T =

(
(∂x1u, . . . , ∂xpu)

T

(∂xp+1u, . . . , ∂xnu)
T

)
=

(
∇X1u

∇X2u

)
.

Dénotez par A = (aij(x)) une matrice n× n telle que

aij ∈ C1(Ω), aij = aji, ∀i, j = 1, . . . , n. (2.1)

où Ω est la fermeture de Ω, et depuis quelques λ > 0, nous avons l’hypothèse de
l’hyperbolicité

Aξ.ξ ≥ λ |ξ| , ∀ξ ∈ Rn p.p. x ∈ Ω. (2.2)

où A11, A12, A21, A22 sont quatre matrices bloc et A11, A22 sont respectivement
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GÉNÉRALES

p× p et (n− p)× (n− p)matrices de telle sorte que

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
(3)

Pour chaque ε, (0 < ε < 1), nous avons mis la matrice perturbée

Aε =

(
ε2A11 εA12

εA21 A22

)
. (4)

Par conséquent, à partir de (2) nous avons

Aεξ · ξ ≥ λ
(
ε2
∣∣ξ1∣∣2 + ∣∣ξ2∣∣2) , ∀ξ ∈ Rn, (5)

A22ξ2 · ξ2 ≥ λ
∣∣ξ2∣∣2 , ∀ξ2 ∈ Rn−p, (6)

où ξ = (ξ1, ξ2)
T avec ξ1 = (ξ1, . . . , ξp)

T et ξ2 = (ξp+1, . . . , ξn)
T .

Démonstration. En utilisant l’équation (2), Premièrement, nous prouvons (5), on
a

Aεξ.ξ =

(
ε2A11 εA12

εA21 A22

)(
ξ1

ξ2

)
·

(
ξ1

ξ2

)
alors

Aεξ.ξ =

(
ε2A11ξ1 + εA12ξ2

εA21ξ1 + A22ξ2

)
·

(
ξ1

ξ2

)
donc

Aεξ · ξ = ε2
(
A11ξ1

)
· ξ1 + ε

(
A12ξ2

)
· ξ1 + ε

(
A21ξ1

)
· ξ2 +

(
A22ξ2

)
· ξ2 (⊛)

C’est notre seconde main
Aξ · ξ ≥ λ |ξε|2

On’accepte

|ξε|2 =
(
ε2
∣∣ξ1∣∣2 + ∣∣ξ2∣∣2) tel que ξε =

(
εξ1

ξ2

)
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alors

Aξε · ξε =

(
A11 A12

A21 A22

)(
εξ1

ξ2

)
·

(
εξ1

ξ2

)
Et dessus

Aξε · ξε =

(
εA11ξ1 + A12ξ2

εA21ξ1 + A22ξ2

)
·

(
εξ1

ξ2

)
donc

Aξε · ξε =

(
ε2
(
A11ξ1

)
· ξ1 + ε

(
A12ξ2

)
· ξ1

ε
(
A21ξ1

)
· ξ2 +

(
A22ξ2

)
· ξ2

)
(⊛⊛)

De (⊛) et (⊛⊛) nous avons

Aεξ · ξ ≥ λ
(
ε2
∣∣ξ1∣∣2 + ∣∣ξ2∣∣2) , ∀ξ ∈ Rn

Deuxièmement, prouvez (6)

A22ξ2 · ξ2 ≥ λ
∣∣ξ2∣∣2 , ∀ξ2 ∈ Rn−p

Prenez ε → 0 dans l’équation (2)

Aξ · ξ ≥ λ |ξ|2(
A11 A12

A21 A22

)(
0

ξ2

)
·

(
0

ξ2

)
≥ λ

∣∣ξ2∣∣2
alors (

A12ξ2

A22ξ2

)
·

(
0

ξ2

)
= A22ξ2 · ξ2

≥ λ
∣∣ξ2∣∣2

donc
A22ξ2 · ξ2 ≥ λ

∣∣ξ2∣∣2 , ∀ξ2 ∈ Rn−p.
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Nous dénoteons par | . |E la norme d’un espace E et ⟨., .⟩ son produit de
dualité, sauf la L2(Ω) norm est noté par | . |Ω. En outre, nous faisons les hypothèses
suivantes (voir [14]). Que W soit un réflexif espace séparable Banach satisfaisant
W ⊂ L2(Ω) (imbriqué continu) et

H1
0 (Ω) ∩W est dense dans H1

0 (Ω) et H1
0 (Ω) ∩W est dense dansen W. (7)

Ainsi nous avons

H1
0 (Ω) ∩W ⊂ H1

0 (Ω), W ⊂ L2(Ω) ⊂ H−1(Ω), W ′ ⊂ (H1
0 (Ω) ∩W )′.

(Rappeler que (H1
0 (Ω)∩W )′ = H−1(Ω)+W ′) Nous considérons une famille d’opé-

rateurs non linéaires β(t) : W → W ′ satisfaisant

βv ∈ Lq′(0, T ;W ′), ∀v ∈ Lq(0, T ;W ), (8)

où 1 ≤ q < ∞ et 1/q′ = 1− 1/q. De plus, nous supposons que

i)Pour a.e.t ∈ [0;T ], β(t)est continu dessous-espaces
dimensionnels nis de W à la topologie faible deW ′

ii)∃b > 0 telque ⟨β(t)v; v⟩ ≥ b |v|qW , ∀v ∈ W, p.p. t ∈ [0;T ],

iii) ⟨β(t)v1 − β(t)v2, v1 − v2⟩ ≥ 0; ∀v1, v2 ∈ W, p.p. t ∈ [0;T ],

iv)β est hémicontinue et en voie des ensembles bornés de Lq(0, T ;W )

aux ensembles bornés de Lq′(0, T ;W ′).


(9)

Nous faisons également les hypothèses suivantes sur le terme source et les
données initiales

f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) = L2(Q), (10)

u0
ε ∈ H1

0 (Ω), u1
ε ∈ L2(Ω). (11)
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Ensuite, nous considérons le problème semi-linéaire défini par
u′′ −∇ · (Aε∇u) + βu′ = f dans Q,

u = 0 au (0;T )× ∂Ω,

u(0) = u0
ε, u′(0) = u1

ε dans Ω,

(12)

En multipliant par la fonction de test et intégration sur Ω, nous obtenons

∫
Ω

u′′vdx−
∫
Ω

∇ · (Aε∇u)vdx+

∫
Ω

βu′vdx =

∫
Ω

fvdx, ∀v ∈ H1
0 (Ω)

⟨u′′ (t) , v (t)⟩ −
∫
Ω

∇ · (Aε∇u)vdx+ ⟨βu′ (t) , v (t)⟩ =
∫
Ω

fvdx, ∀v ∈ H1
0 (Ω)

on applique la formule de Green

⟨u′′(t), v⟩−
∫
∂Ω

Aε∇u·ηvds+
∫
Ω

Aε∇u·∇vdx+⟨β(t)u′(t), v⟩ =
∫
Ω

f(t)vdx ∀v ∈ H1
0 (Ω),

pour condition limite u = 0 au (0, T )× ∂Ω, alors∫
∂Ω

Aε∇u · ηvds = 0.

donc

⟨u′′ (t) , v (t)⟩Ω +

∫
Ω

Aε∇u · ∇vdx+ ⟨βu′ (t) , v (t)⟩ =
∫
Ω

fvdx, ∀v ∈ H1
0 (Ω)

où le premier est pour dériver par rapport à t. Les hypothèses ci-dessus sont sup-
posées assurer l’existence d’une solution faible unique uε satisfaisant (voir [14, 15])
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
uε ∈ C([0;T ];H1

0 (Ω)), u0
ε ∈ C([0;T ];L2(Ω)) ∩ Lq(0, T ;W ),

⟨u′′
ε(t), v⟩+

∫
Ω
Aε∇uε(t) · ∇vdx+ ⟨β(t)u′

ε(t), v⟩
=
∫
Ω
f(t)vdx, ∀v ∈ H1

0 (Ω);

uε(0) = u0
ε, u0

ε(0) = u1
ε, dans Ω

(13)

Nous étudions ici le comportement asymptotique de uε lorsque ε → 0. Pour
faire cela et plus encore on note Π1 la projection orthogonale de Ω sur l’espace
X2 = 0 et pour tout X1 ∈ Π1 on note ΩX1 la section de Ω au-dessus de X1 i.e.

ΩX1 =
{
X2 ∈ Rn−p | (X1, X2) ∈ Ω

}

Ensuite, nous introduisons l’espace suivant

V (Ω) :=
{
v ∈ L2(Ω) | v(X1, .) ∈ H1

0 (ΩX1) p.p. X1 ∈ Π1

}
équipé de la norme

v 7→ |∇X2v|Ω .

En raison de l’inégalité de Poincare, la norme ci-dessus est équivalente à la
norme classique surV (Ω) Notez que l’incorporation de V (Ω) dans L2(Ω) n’est pas
compacte, ce qui peut poser divers problèmes. Nous supposo.ns qu’il existe
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u0 ∈ V (Ω), u1 ∈ L2(Ω) (14)

tel que

ε∇X1u
0
ε → 0, ∇X2u

0
∈ → ∇X2u

0 et u1
ε → u1dans L2(Ω). (15)

Bien sûr, la limite attendue de uε est ũ, définie comme une solution du problème
suivant 

ũ ∈ C([0, T ];V (Ω)), ũ′ ∈ C([0, T ];L2(Ω)) ∩ Lq(0, T ;W ),

⟨ũ′′(t), v⟩+
∫
Ω
A22∇X2ũ(t) · ∇X2vdx+ ⟨β(t)ũ′(t), v⟩

=
∫
Ω
f(t)vdx, ∀v ∈ V (Ω),

ũ(0) = u0, ũ′(0) = u1 dans Ω

(16)

Même si ce problème n’est pas classique, l’approche abstraite établie dans
[14] peut être appliquée. En effet, sous les hypothèses (1), (6) − (10) et (14), le
problème(16) a une solution unique ũ qui satisfait l’égalité d’énergie suivante

|ũ′(t)|2 +
∫
Ω

A22∇X2ũ(t) · ∇X2ũ(t)dx+ 2

∫ t

0

⟨βũ′, ũ′⟩ds

=
∣∣u1
∣∣2
Ω
+

∫
Ω

A22∇X2u
0 · ∇X2u

0dx+ 2

∫ t

0

∫
Ω

fũ′dxds, ∀t ∈ [0, T ]. (2.1)

Démonstration. Puisque V (Ω) ∩W est dense dans L2(Ω)et que de (7) on a

V (Ω) ∩W ⊂ L2(Ω) ⊂ (V (Ω) ∩W )′,

l’existence et l’unicité de la solution de (16) suivent en choisissant V (Ω) comme
espace de base dans [14, Théorème 2.1]. L’égalité énergétique et la continuité sur
t découlent de [15, Théorèmes 4.1, 4.2].

Le comportement asymptotique des problèmes linéaires, c’est-à-dire βv = mv

pour une certaine constante m, a été considéré dans [12]. Lorsque les problèmes
satisfont certaines symétries cylindriques, un taux de convergence polynomial est
établi dans [1, 9] ce qui donne des résultats de convergence meilleurs que ceux obte-
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nus dans [12] mais pour une classe de problèmes assez restreinte. Nous étudions ici
les mêmes problèmes pour les problèmes hyperboliques semi-linéaires (12). Notez
que les améliorations introduites dans cet article ne sont pas uniquement consacrées
à la non-linéarité du problème. En fait les résultats montrés ici améliorent même les
résultats de convergence obtenus dans [12] et en utilisant une technique d’itération,
introduite dans [7] et améliorée dans [8], un taux de convergence exponentiel est
effectué au lieu deTraduirele polynôme dans [1, 9]. Des problèmes similaires sont
considérés pour les problèmes paraboliques et elliptiques dans [2, 3, 4, 5, 6, 9, 11].
Contrairement au cas anisotrope, l’image est assez complète pour la théorie des
perturbations singulières (isotropes) (pour plus de détails, voir [13]). Dans la sec-
tion suivante, nous étudions la convergence de uε vers u0dans V (Ω) en utilisant
des méthodes de convergence faible combinées à un argument de monotonie. Notez
que, en général, cette convergence ne tient pas dans H1(Ω).Pour les régions éloi-
gnées de la limite latérale des domaines cylindriques, une convergence dans l’espace
de Sobolev et quelques améliorations du taux de convergence sont présentées dans
la troisième section.

2.2 Comportement asymptotique

Dans cette section, nous étudions la convergence de uε vers u0 en V (Ω) en utili-
sant une faible convergence méthodes combinées avec un argument de monotonie.

Théorème 2.1. Sous les hypothèses (1), (2), (7) − (11) et (15), nous avons pour
t ∈ [0, T ], où ε → 0,

uε(t) → ũ(t) dans V (Ω),

u′
ε(t) → ũ′(t), ε∇X1uε(t) → 0 dans L2(Ω),

u′
ε ⇀ ũ′ dans Lq(0, T ;W ),

βu′
ε ⇀ βũ′ dans Lq′(0, T ;W ′),

⟨βu′
ε − βũ′, u′

ε − ũ′⟩ → 0 dans L1(0;T )

(18)

où ũ (resp. uε) est la solution du problème semi-linéaire (16) (resp. (13)). Les
convergences ci-dessus sont des convergences vectorielles en L2(Ω). Nous allons
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démontrer ce théorème dans les lemmes suivants.

Lemme 2.1. Selon les hypothèses de Theorème 2.1, nous avons
(uε)ε est borné dans L∞(0, T ;V (Ω)),

(ε∇X1uε)ε est borné dans L∞(0, T ;L2(Ω)),

(u′
ε)ε est borné dans L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ Lq(0, T ;W ),

(βu′
ε)ε est borné dans Lq′(0, T ;W ′)

(19)

Démonstration. L’égalité énergétique pour le problème (13) est donnée par (voir
[15])

⟨u′′
ε(t), v⟩+

∫
Ω

Aε∇uε(t) · ∇vdx+ ⟨β(t)u′
ε(t), v⟩ =

∫
Ω

f(t)vdx, ∀v ∈ H1
0 (Ω),

En remplaçant v = u′
ε en (13) et integrent sur [0, t], on obtient

∫ t

0

∫
Ω
u′′
ε(t)u

′
ε (t) dxds +

∫ t

0

∫
Ω
Aε∇uε(t) · ∇u′

εdx

+
∫ t

0
⟨β(t)u′

ε(t), u
′
ε⟩ =

∫ t

0

∫
Ω
f(t)u′

εdx,

1
2

∫
Ω
(u′

ε(s))
2 dx |t0 +1

2

∫
Ω
Aε∇uε(s) · ∇uε (s) dx |t0 +

∫ t

0
⟨βu′

ε, u
′
ε⟩ds

=
∫ t

0

∫
Ω
f(t)u′

εdx, ∀t ∈ [0, T ]

1
2
|u′

ε(t)|
2
Ω +1

2

∫
Ω
Aε∇uε(t) · ∇uε(t)dx+

∫ t

0
⟨βu′

ε, u
′
ε⟩ds

= 1
2
|u′

ε(0)|
2
Ω + 1

2

∫
Ω
Aε∇u0

ε · ∇u0
ε(t)dx

+
∫ t

0

∫
Ω
fu′

εdxds, ∀t ∈ [0, T ]

pour u1
ε = u′

ε(0) donc

|u′
ε(t)|

2
Ω +

∫
Ω
Aε∇uε(t) · ∇uε(t)dx+ 2

∫ t

0
⟨βu′

ε, u
′
ε⟩ds

= |u1
ε|

2
Ω +

∫
Ω
Aε∇u0

ε · ∇u0
ε(t)dx

+2
∫ t

0

∫
Ω
fu′

εdxds, ∀t ∈ [0, T ]

(20)
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En utilisant (1), (5), on a

|u′
ε(t)|

2
Ω +λ

(
ε2 |∇X1uε(t)|2Ω + |∇X2uε(t)|2Ω

)
+ 2

∫ t

0
⟨βu′

ε, u
′
ε⟩ds

≤ |u1
ε|

2
Ω + λε2 |∇X1u

0
ε|

2
Ω + λ |∇X2u

0
ε|

2
Ω

+2
∫ t

0

∫
Ω
fu′

εdxds, ∀t ∈ [0, T ]

Et en utilisant (9− ii), nous avons

|u′
ε(t)|

2
Ω+ λ

(
ε2 |∇X1uε(t)|2Ω + |∇X2uε(t)|2Ω

)
+ 2b

∫ t

0
|u′

ε|
q
W ds

≤ |u1
ε|

2
Ω + λε2 |∇X1u

0
ε|

2
Ω

+λ |∇X2u
0
ε|

2
Ω + 2

∫ t

0

∫
Ω
fu′

εdxds, ∀t ∈ [0, T ]

Et en utilisant (15), il s’ensuit que

ε∇X1u
0
ε → 0,

∣∣∇X2u
0
ε

∣∣
Ω
≤ 2

∣∣∇X2u
0
∣∣
Ω

et
∣∣u1

ε

∣∣
Ω
≤ 2

∣∣u1
∣∣
Ω
.

Bien sûr,si u1 = 0 ou u0 = 0, le membre droit des inégalités ci-dessus peut être
remplacé par n’importe quelle constante positive. Cela implique

|u′
ε(t)|

2
Ω +λ

(
ε2 |∇X1uε(t))|2Ω + |∇X2uε(t)|2Ω

)
+ 2b

∫ t

0
|u′

ε|
q
W ds

≤ 2 |u1|2Ω + 2λ |∇X2u
0|2Ω + 2 |f |2Q + 2

∫ t

0
|u′

ε|Ω ds, ∀t ∈ [0, T ]

donc

|u′
ε(t)|

2
Ω + λ(ε2 |∇X1uε(t)|2Ω + |∇X2uε(t)|2Ω) + 2b

∫ t

0
|u′

ε|
q
W ds

≤ C + C
∫ t

0
|u′

ε|
2
Ω ds, ∀t ∈ [0, T ]

où C désigne une constante positive générique, indépendante de ε et t, prend
souvent différentes valeurs dans la même formule. En appliquant l’inégalité de
Gronwall, nous obtenons

|u′
ε(t)|

2
Ω + λ(ε2 |∇X1uε(t)|2Ω + |∇X2uε(t)|2Ω) + 2b

∫ t

0

|u′
ε|
q
W ds ≤ C, ∀t ∈ [0, T ]

|u′
ε(t)| , ε |∇X1uε(t)| , |∇X2uε(t)| ,

∫ t

0

|u′
ε|
q
W ds ≤ C, ∀t ∈ [0, T ] (21)
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La dernière estimation de la lemme suit par (9− iv)

Lemme 2.2. S’il existe z ∈ D′(Q) et une sous-séquence de(uε)ε encore étiqueté
(uε)ε tel que uε → z en D′(Q) puis

z ∈ C([0, T ];V (Ω)), z′ ∈ C([0;T ];L2(Ω)) ∩ Lq(0, T ;W ) (22)

et z satisfait aux conditions initiales

z(0) = u0, z′(0) = u1. (23)

En outre, pour chaque t ∈ [0, T ] nous avons

uε(t) ⇀ z(t) dans V (Ω),

u′
ε(t) ⇀ z′(t), ε∇X1uε(t) ⇀ 0 dans L2(Ω)24 (2.2)

Démonstration. En raison de Lemme 2.2, nous pouvons extraire une faible sous-
séquence convergente-encoreétiqueté (uε)ε et il existe x ∈ Lq′(0, T ;W ′) de telle
sorte que

ε∇X1uε
∗
⇀ 0, uε

∗
⇀ z en L1(0, T ;V (Ω)),

u′
ε

∗
⇀ z′ en L∞(0, T ;L2(Ω)),

u′
ε ⇀ z′ en Lq(0, T ;W ),

βu′
ε ⇀ χ en Lq′(0, T ;W ′).

Pour vérifier que les limites sont telles qu’indiquées, nous utilisons les
injections continues L2(Q) ⊂ D′(Q) et L2(0, T ;H−1(Ω)) ⊂ D′(Q) avec la conti-
nuité de l’opérateur dérivé en D′(Q). Puis en multipliant l’équation en (13) par
ϕ ∈ D(]0, T [) et intégration plus (0, T ), nous obtenons∫ T

0

⟨u′′
ε , vϕ⟩ds+

∫ T

0

∫
Ω

Aε∇uε · ∇vϕdxds+

∫ T

0

⟨βu′
ε, vϕ⟩ds =

∫ T

0

∫
Ω

fvϕdxds
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0

⟨uε, vϕ
′′⟩ds+

∫ T

0

∫
Ω

Aε∇uε · ∇vϕdxds+

∫ T

0

⟨βu′
ε, vϕ⟩ds =

∫ T

0

∫
Ω

fvϕdxds

pour tout t ∈ [0, T ]. En développant cette identité, en utilisant les différents blocs
de Aε, nous dérivons∫ T

0

⟨uε, vϕ
′′⟩ds+

∫ T

0

∫
Ω

ε2A11∇x1uε · ∇x1vϕdxds+

∫ T

0

∫
Ω

εA12∇x1uε · ∇x2vϕdxds

+

∫ T

0

∫
Ω

εA21∇x2uε · ∇x1vϕdxds+

∫ T

0

∫
Ω

A22∇x2uε · ∇x2vϕdxds+

∫ T

0

⟨βu′
ε, vϕ⟩ds

=

∫ T

0

∫
Ω

fvϕdxds

et passer à la limite en utilisant (25), il s’ensuit que

ε∇X1uε
∗
⇀ 0, donc

ε2A11∇x1uε · ∇x1v
∗
⇀ 0,

εA21∇x2uε · ∇x1v
∗
⇀ 0,

εA12∇x1uε · ∇x2v
∗
⇀ 0

∀v ∈ D(Ω),

alors ∫ T

0

⟨z, vϕ′′⟩ds+
∫ T

0

∫
Ω

A22∇X2z · ∇X2vϕdxds+

∫ T

0

⟨χ, vϕ⟩ds

=

∫ T

0

∫
Ω

fvϕdxds, ∀v ∈ D(Ω),∀ϕ ∈ D(]0;T [)26 (2.3)

Notez que nous avons, à partir de (25),

z ∈ L∞(0, T ;V (Ω)), z′ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ Lq(0, T ;W )

et nous avons, à partir de (26),∫ T

0

⟨z′′, vϕ⟩ds+
∫ T

0

∫
Ω

A22∇X2z · ∇X2vϕdxds+

∫ T

0

⟨χ, vϕ⟩ds

=

∫ T

0

∫
Ω

fvϕdxds, ∀v ∈ D(Ω)
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0

⟨z′′, v⟩ds+
∫ T

0

∫
Ω

A22∇X2z · ∇X2vdxds+

∫ T

0

⟨χ, v⟩ds

=

∫ T

0

∫
Ω

fvdxds, ∀v ∈ D(Ω)

Nous dérivons l’équation sur l’intervalle [0, T ].

⟨z′′, v⟩+
∫
Ω

A22∇X2z · ∇X2vdx+ ⟨χ, v⟩ =
∫
Ω

fvdx, ∀v ∈ D(Ω),

on applique formul de Green

⟨z′′, v⟩ −
∫
Ω

∇X2 · (A22∇X2z)vdx+

∫
∂Ω

A22∇X2z · ηvds+ ⟨χ, v⟩

=

∫
Ω

fvdx, ∀v ∈ D(Ω),

et pour conditions initiales (23)∫
∂Ω

A22∇X2z · ηvds = 0.

donc

⟨z′′, v⟩ −
∫
Ω

∇X2 · (A22∇X2z)vdx+ ⟨X, v⟩ =
∫
Ω

fvdx, ∀v ∈ D(Ω),

Nous dérivons l’équation sur Ω

z′′v −∇X2 · (A22∇X2z)v + χv = fv, ∀v ∈ D(Ω),

En divisant par la fonction de test tel que ∀v ∈ D(Ω)

z′′ −∇X2 · (A22∇X2z) = f − χ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) + Lq′(0, T ;W ′) (27)

Puis, selon [15, Theorems 4.1, 4.2], z satisfes la continuité dans le temps (22) et
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l’égalité énergétique suivante

|z′(t)|2Ω +

∫
Ω

A22∇X2z(t) · ∇X2z(t)dx+ 2

∫ t

0

⟨χ, z′⟩ds

= |z′(0)|2Ω +

∫
Ω

A22∇X2z(0) · ∇X2z(0)dx+ 2

∫ t

0

fz′dxds, ∀t ∈ [0;T ].28(2.4)

Maintenant, pour montrer que les conditions initiales sont satisfées, nous utili-
sons d’une part leidentités suivantes, établies en utilisant l’intégration par parties,∫ t

0

⟨z′′, vϕ⟩ds =
∫
Ω

z′(s)vϕ(s)dx

∣∣∣∣t
0

−
∫ t

0

⟨z′, vϕ′⟩ds

∫ t

0

⟨z′, vϕ′⟩ds =
∫
Ω

z(s)vϕ′(s)dx

∣∣∣∣t
0

−
∫ t

0

∫
Ω

zvϕ′′dxds

donc∫ t

0

⟨z′′, vϕ⟩ds =

∫
Ω

z′(t)vϕ(t)dx−
∫
Ω

z′(0)vϕ(0)dx

−
∫
Ω

z(t)vϕ′(t)dx+

∫
Ω

z(0)vϕ′(0)dx+

∫ t

0

∫
Ω

zvϕ′′dxds 29(2.5)

et ∫ t

0

⟨u′′
ε , vϕ⟩ds =

∫
Ω

u′
ε(t)vϕ(t)dx−

∫
Ω

u1
εvϕ(0)dx

−
∫
Ω

uε(t)vϕ
′(t)dx+

∫
Ω

u0
εvϕ

′(0)dx+

∫ t

0

∫
Ω

uεvϕ
′′dxds 30(2.6)

Puis en multipliant l’équation en (13) par ϕ ∈ C∞([0, T ]) et intégration plus
(0, T )et tous les v ∈ D(Ω), nous obtenons∫ t

0

⟨u′′
ε , vϕ⟩ds+

∫ t

0

∫
Ω

Aε∇uε · ∇vϕdxds+

∫ t

0

⟨βu′
ε, vϕ⟩ds

=

∫ t

0

∫
Ω

fvϕdxds, ∀v ∈ D(Ω), ϕ ∈ C∞([0, T ]),
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D’autre part en utilisant (25)

ε∇X1uε
∗
⇀ 0, uε

∗
⇀ z, βu′

ε ⇀ χ

Et en utilisant (27) nous obtenons∫ t

0

⟨u′′
ε , vϕ⟩ds =

∫ t

0

∫
Ω

fvϕdxds−
∫ t

0

⟨βu′
ε, vϕ⟩ds−

∫ t

0

∫
Ω

Aε∇uε · ∇vϕdxds

→
∫ t

0

∫
Ω

fvϕdxds−
∫ t

0

⟨X, vϕ⟩ds−
∫ t

0

∫
Ω

A22∇X2z · ∇X2vϕdxds

=

∫ t

0

⟨z′′, vϕ⟩ds.

Puis en passant à la limite dans (30) pour ϕ(t) = ϕ′(t) = 0 donc∫ t

0

⟨u′′
ε , vϕ⟩ds = −

∫
Ω

u1
εvϕ(0)dx+

∫
Ω

u0
εvϕ

′(0)dx+

∫ t

0

∫
Ω

uεvϕ
′′dxds

En utilisant (15), donnez-nous∫ t

0

⟨u′′
ε , vϕ⟩ds = −

∫
Ω

u1vϕ(0)dx+

∫
Ω

u0vϕ′(0)dx+

∫ t

0

∫
Ω

uεvϕ
′′dxds

Et en utilisant (25), nous trouvons∫ t

0

⟨z′′, vϕ⟩ds = −
∫
Ω

u1vϕ(0)dx+

∫
Ω

u0vϕ′(0)dx+

∫ t

0

∫
Ω

zvϕ′′dxds. (31)

En comparant(29) et (31), nous∫ t

0

⟨z′′, vϕ⟩ds−
∫ t

0

⟨z′′, vϕ⟩ds = −
∫
Ω

u1vϕ(0)dx+

∫
Ω

u0vϕ′(0)dx+

∫ t

0

∫
Ω

zvϕ′′dxds.

−
(
−
∫
Ω

z′(0)vϕ(0)dx+

∫
Ω

z(0)vϕ′(0)dx+

∫ t

0

∫
Ω

zvϕ′′dxds

)

−
∫
Ω

u1vϕ(0)dx+

∫
Ω

u0vϕ′(0)dx−
(
−
∫
Ω

z′(0)vϕ(0)dx+

∫
Ω

z(0)vϕ′(0)dx

)
= 0
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donc

−⟨z′(0), vϕ(0)⟩+
∫
Ω

z(0)vϕ′(0)dx = −
∫
Ω

u1(0)vϕdx+

∫
Ω

u0vϕ′(0)dx; ∀v ∈ D(Ω).

Cela montre la première identité dans (23) en choisissant ϕ(0) = 1, ϕ′(0) = 0. La
seconde l’identité est démontrée en choisissant ϕ(0) = 0, ϕ′(0) = 1.Ensuite, puisque
(21) détient pour chaque t ∈ [0, T ], il existe ζ0; ζ1 et ζ2 de telle sorte que - jusqu’à
une subséquence-

ε▽X1uε(t) −→ ζ2(t), u′
ε(t) → ζ1(t) en L2(Ω) et vous uε(t) → ζ0(t) en V (Ω)

Passer à la limite dans (30) pour ϕ(0) = ϕ′(0) = 0, en comparant avec (29) et en
faisant valoir comme ci-dessus pour différents choix de ϕ(t) et ϕ′(t) rendements

ζ0(t) = z(t), ζ1(t) = z′(t) et ζ2(t) = 0.

Cela complète la preuve de la lemme.

Notez que nous n’avons pas encore utilisé la monotonicité de β. Cette hypothèse
joue un rôle important pour surmonter le manque de compacité et pour déterminer
clairement limite du terme non lignear, comme nous le verrons dans le lemme
suivant.

Lemme 2.3. Selon les hypothèses de Lemme 2.3, nous avons

βu′
ε → z′ en à Lq′(0, T ;W ′) (32)

et z est la solution de (16).

Démonstration. pour v ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ Lq(0, T ;W ), nous allons définir

Mε(t, v) =
1

2
|(uε − z)′(t)|2Ω +

∫ t

0

⟨βu′
ε − βv, u′

ε − v⟩ds

+
1

2

∫
Ω

Aε

(
∇X1uε(t)

∇X2(uε − z)(t)

)
·
(

∇X1uε(t)

∇X2(uε − z)(t)

)
dx
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pour chaque t ∈ [0, T ].Grâce à la monotonicité de β et (5), il est clair que Mε(t, v) ≥
0. Développement Mε nous obtenons

Mε(t, v) =
1

2
|u′

ε(t)|
2
Ω +

1

2
|z′(t)|2Ω −

∫
Ω

u′
εz

′(t)dx

+

∫ t

0

⟨βu′
εu

′
ε⟩ds−

∫ t

0

⟨βu′
ε, v⟩ds+

∫ t

0

⟨βv, v − u′
ε⟩ds

+
1

2

∫
Ω

Aε

(
∇X1uε(t)

∇X2(uε − z)(t)

)
·
(

∇X1uε(t)

∇X2(uε − z)(t)

)
dx

Nous avons∫
Ω

Aε

(
∇X1uε(t)

∇X2(uε − z)(t)

)
·
(

∇X1uε(t)

∇X2(uε − z)(t)

)
dx

=

∫
Ω

(
ε2A11 εA12

εA21 A22

)(
∇X1uε(t)

∇X2(uε − z)(t)

)
·
(

∇X1uε(t)

∇X2(uε − z)(t)

)
dx

=

∫
Ω

(
ε2A11∇X1uε(t) + εA12∇X2(uε − z)(t)

εA21∇X1uε(t) + A22∇X2(uε − z)(t)

)
·
(

∇X1uε(t)

∇X2(uε − z)(t)

)
dx

=

∫
Ω

ε2A11∇X1uε(t) · ∇X1uε(t)dx+

∫
Ω

εA12∇X2(uε − z)(t) · ∇X1uε(t)dx

+

∫
Ω

εA21∇X1uε(t) · ∇X2(uε − z)(t)dx+

∫
Ω

A22∇X2(uε − z)(t) · ∇X2(uε − z)(t)dx

=

∫
Ω

ε2A11∇X1uε(t) · ∇X1uε(t)dx+

∫
Ω

εA12∇X2uε(t) · ∇X1uε(t)dx

−
∫
Ω

εA12∇X2z(t) · ∇X1uε(t)dx+

∫
Ω

εA21∇X1uε(t) · ∇X2uε(t)dx

−
∫
Ω

εA21∇X1uε(t) · ∇X2z(t)dx+

∫
Ω

A22∇X2uε(t) · ∇X2(uε − z)(t)dx

−
∫
Ω

A22∇X2z(t) · ∇X2(uε − z)(t)dx
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donc ∫
Ω

Aε

(
∇X1uε(t)

∇X2(uε − z)(t)

)
·
(

∇X1uε(t)

∇X2(uε − z)(t)

)
dx

=

∫
Ω

Aε∇uε(t) · ∇uε(t)dx−
∫
Ω

εA12∇X2z(t) · ∇X1uε(t)dx

−
∫
Ω

εA21∇X1uε(t) · ∇X2z(t)dx−
∫
Ω

A22∇X2z(t) · ∇X2(uε − z)(t)dx

−
∫
Ω

A22∇X2uε(t) · ∇X2z(t)dx

Alors

Mε(t, v) =
1

2
|u′

ε(t)|
2
Ω +

1

2
|z′(t)|2Ω −

∫
Ω

u′
εz

′(t)dx+
1

2

∫
Ω

Aε∇uε(t) · ∇uε(t)dx

+

∫ t

0

⟨βu′
εu

′
ε⟩ds−

∫ t

0

⟨βu′
ε, v⟩ds+

∫ t

0

⟨βv, v − u′
ε⟩ds

−1

2

∫
Ω

εA12∇X2z(t) · ∇X1uε(t)dx− 1

2

∫
Ω

εA21∇X1uε(t) · ∇X2z(t)dx

−1

2

∫
Ω

A22∇X2z(t) · ∇X2(uε − z)(t)dx− 1

2

∫
Ω

A22∇X2uε(t) · ∇X2z(t)dx.

En tenant compte (20), nous obtenons

Mε(t, v) =

∫ t

0

∫
Ω

fu′
εdxds+

1

2

∣∣u1
ε

∣∣2
Ω
+

1

2

∫
Ω

Aε∇u0
ε(t) · ∇u0

ε(t)dx

+
1

2
|z′(t)|2Ω −

∫
Ω

u′
εz

′(t)dx+−
∫ t

0

⟨βu′
ε, v⟩ds+

∫ t

0

⟨βv, v − u′
ε⟩ds

−1

2

∫
Ω

εA12∇X2z(t) · ∇X1uε(t)dx− 1

2

∫
Ω

εA21∇X1uε(t) · ∇X2z(t)dx

−1

2

∫
Ω

A22∇X2z(t) · ∇X2(uε − z)(t)dx− 1

2

∫
Ω

A22∇X2uε(t) · ∇X2z(t)dx.

Passer à la limite des rendements

lim
x→0

Mε(t, v) =

∫ t

0

∫
Ω

fz′dxds+
1

2

∣∣u1
∣∣2
Ω
+

1

2

∫
Ω

A22∇u0(t) · ∇u0(t)dx− 1

2
|z′(t)|2Ω

−
∫ t

0

⟨χ, v⟩ds+
∫ t

0

⟨βv, v − z′⟩ds− 1

2

∫
Ω

A22∇X2z(t) · ∇X2z(t)dx.
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Puis, par (23) et (28),donc

lim
x→0

Mε(t, v) =

∫ t

0

∫
Ω

fz′dxds+
1

2

∣∣u1
∣∣2
Ω
+

1

2

∫
Ω

A22∇u0(t) · ∇u0(t)dx− 1

2
|z′(t)|2Ω −

∫ t

0

⟨χ, v⟩ds

+

∫ t

0

⟨χ, z′⟩ds−
∫ t

0

⟨χ, z′⟩ds+
∫ t

0

⟨βv, v − z′⟩ds− 1

2

∫
Ω

A22∇X2z(t) · ∇X2z(t)dx.

Alors

lim
x→0

Mε(t, v) =

∫ t

0

∫
Ω

fz′dxds+
1

2

∣∣u1
∣∣2
Ω
+

1

2

∫
Ω

A22∇u0(t) · ∇u0(t)dx+

∫ t

0

⟨βv − x, v − z′⟩ds

−1

2
|z′(0)|2Ω − 1

2

∫
Ω

A22∇X2z(0) · ∇X2z(0)dx−
∫ t

0

fz′dxds,

On utilise conditions initiales z(0) = u0et z′(0) = u1, Elles nous donnent

lim
x→0

Mε(t, v) =

∫ t

0

⟨βv − x, v − z′⟩ds ≥ 0, ∀t ∈ [0;T ]. (33)

Choisir v = z′ − θφ, φ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ Lq(0, T ;W ) et θ < 0 nous obtenons∫ T

0

⟨β(z′ − θφ)− x, φ⟩ds ≥ 0

location θ → 0 et en utilisant (9− iv), nous tirons∫ T

0

⟨βz′ − χ, φ⟩ds ≥ 0, ∀φ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ Lq(0, T ;W ).

Cela implique que
β = z′χ p.p. Q.

et donc z est la solution unique de(16), c’est-à-dire z = ũ.

Démonstration. de Theorème 2.1. Grâce aux Lemmes 2.3 l’existence de la sous-
Lemme 2.4 est assuré. Ainsi, puisque la limite de chaque sous-séquence de vous
uε est unique,les convergences (24), (25) et (32) tiennent pour toute la séquence.
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Enfin, en prenant v = ũ′ en (33), nous obtenons

lim
ε→0

Mε(t, ũ
′) =

∫ t

0

⟨βũ′ − βũ′, ũ′ − ũ′⟩ds = 0

Depuis, par (5) et (9− iii), nous avons

1

2
|(uε − ũ)′(t)|2Ω +

λ

2

(
ε2 |∇X1uε(t)|2Ω + |∇X2(uε − ũ)(t)|2Ω

)
+

∫ t

0

⟨βu′
ε − βũ′, u′

ε − ũ′⟩ds

≤ Mε(t; ũ
′) → 0,

les fortes convergences dans (18) suivent. Cela met fin à la preuve du theorème.

Remarque 2.1. Si β est uniformément monotone, c’est-à-dire pour une certaine
constante δ > 0 nous avons

⟨β(t)u− β(t)v, u− v⟩ ≥ δ |u− v|qW , ∀u, v ∈ V, a.e.t ∈ [0, T ],

puis nous obtenons la forte convergence

⟨β(t)u′
ε − β(t)ũ′, u′

ε − ũ′⟩ ≥ δ |u′
ε − ũ′|qW , en Lq(0, T ;W )

Alors
|u′

ε − ũ′|qW = 0

Donc
u′
ε → ũ′ en Lq(0, T ;W ). (34)

Remarque 2.2. Si A dépend de t, c’est à dire.A = A(t;x), avec des coefficients
en C1(Q) on peut montrer que les convergences du théorème 2.1 sont au moins
valables quand ∫

Ω

A′
ε(t)∇v · ∇vdx ≤ 0, ∀v ∈ H1

0 (Ω), ∀t ∈ [0;T ].

Exemple 2.1. Comme d’habitude, nous prenons v = β |v|q−2 v, pour q ≥ 2.Puis
satis es les conditions requises dans (9) avec W = Lq(Ω), et est uniformément

34



CHAPITRE 2. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE SUR LES DOMAINES
GÉNÉRALES

monotone de puis. Nous avons∫
Ω

(
|u|q−2 u− |v|q−2 v

)
(u− v)dx ≥ |u− v|qLq(Ω)

Ainsi, les convergences (18) et (34) tiennent en l’espèce. En outre, compte tenu
des (8), (10) et (14) nous pouvons facilement voir comme dans [3] que

u0(X1, .) ∈ H1
0 (ΩX1), u

1(X1, .) ∈ L2(ΩX1)

βũ′(X1, .) ∈ Lq′(0;T ;Lq′(ΩX1)), f(X1, .) ∈ L2(0;T ;L2(ΩX1)),

pour a.e. X1 ∈ Π1. Puis par la même technique utilisée dans [3, 12], qui est in-
dépendante de la linéarité du problème, il est facile de montrer que, pour a.e.
X1 ∈ Π1, ũ(X1, .) est la solution unique au problème

ũ(X1, .) ∈ C([0;T ];H1
0 (ΩX1)),

ũ′(X1; )C([0;T ];L2(ΩX1)) ∩ Lq(0;T ;Lq(ΩX1)),

⟨ũ′′(t;X1;X2), v⟩+
∫
ΩX1

A22(t,X1, X2)∇X2ũ(t,X1, X2) · ∇X2vdX2

+
∫
ΩX1

|ũ′(t,X1, X2)|q−2 ũ′(t,X1, X2)vdX2

=
∫
ΩX1

f(t,X1, X2)vdX2, ∀v ∈ H1
0 (ΩX1),

ũ(0, X1, .) = u0(X1, .), ũ′(0, X1, .) = u1(X1, .) en ΩX1 .

Notez qu’ici X1 joue le rôle d’un paramètre et que cette forme est plus classique,(13),
de ned dans une dimension inférieure.
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Chapitre 3

Convergences dans les domaines
cylindriques

Dans Theorème 2.1, on peut remarquerconvergence du ∇X1uε, ce qui empêche
la convergence d’être Espace Sobolev H1(Ω). Cela était attendu depuis uε et sa
limite ũ ne sont pas nécessairement appartiennent au même espace H1

0 (Ω). En
particulier, sur les cylindres, une couche limite peut apparaissent près de la li-
mite latérale. Maintenant, afin d’améliorer la convergence ci-dessus résultats, nous
considérons un domaine cylindrique

Ω = ∆× ω,

où ∆ (resp. ω) est un sous-ensemble ouvert délimité de Rp (resp. Rn−p). Let ∆0 et
∆′ être deux sous-ensembles ouverts de Rp satisfaisant

∆0 ⊂⊂ ∆′ ⊂⊂ ∆,

et définir

Ω0 = ∆0 × ω, Q0 = (0, T )× Ω0, Ω′ = ∆′ × ω, Q′ = (0, T )× Ω′.

Considérez une fonction de coupure lisse ϱ = ϱ(X1), satisfaisant
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supp(ϱ) ⊂ ∆′, ϱ = 1 sur ∆0, 0 ≤ ϱ ≤ 1 et |∇x1ϱ| ≤ C.

Nous modifions légèrement l’hypothèse (9− iii) en supposant que la monotonie de
β lorsque nous multiplions par une fonction de coupure, c’est-à-dire

⟨β′t)v1 − β(t)v2, (v1 − v2)η⟩ ≥ 0, ∀v1, v2 ∈ W, p.p. t ∈ [0, T ] , (35)

où η = η(X1) est toute fonction positive avec supp(ϱ) ⊂ ∆. En fait, nous n’avons-
besoin de prendre η = ϱ2(X1) dans les épreuves des prochains théoriques, voir
aussi Remarque 4. Dans la paragraphe suivante, si la solution limite ũ satisfi es
une certaine régularité hypothèses, nous améliorerons le taux de convergence dans
les régions éloignées des couches limites.

3.0.1 Convergences dans l’espace Sobolev H1

Théorème 3.1 (3.1). Selon les hypothèses de Theorème 2.1, nous supposons en
outre que (35) détient et

∂xi
∂xj

ũ ∈ L2(Q), pour i = 1, .., n, j = 1, ..., p, (36)

∣∣u1
ε − u1

∣∣
Ω′ ,

∣∣∇X2(u
0
ε − u0)

∣∣
Ω′ = O(ε),

∣∣∇X1u
0
ε

∣∣
Ω′ = O(1), (37)

alors
sup

t∈[0,T ]

|(u− ũ)(t)|Ω0
, sup

t∈[0,T ]

|∇X2(uε − ũ)(t)|Ω0
= O(ε), (38)

sup
t∈[0,T ]

|(u′ − ũ′)(t)|Ω0
= O(ε),

∫ T

0

⟨βu′ε − βũ′, (u′
ε − ũ′)ϱ2⟩ds = O(ε2), (39)

et nous avons la faible convergence

∇X1uε(t) ⇀ ∇X1ũ(t) en L2(Ω0), ∀t ∈ [0, T ] . (40)
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Démonstration. Prend wε = uε − ũ puis comparant (13) et (16) rendements

⟨u′′
ε(t)− ũ′′(t), v⟩+

∫
Ω

Aε∇uε(t) · ∇vdx−
∫
Ω

Aε∇ũ(t) · ∇vdx

+⟨β(t)u′
ε(t), v⟩ − ⟨β(t)ũ′(t), v⟩

=

∫
Ω

A22∇X2ũ(t) · ∇X2vdx−
∫
Ω

Aε∇ũ(t)∇vdx

⟨u′′
ε(t)− ũ′′(t), v⟩+

∫
Ω

Aε∇ (uε − ũ) (t)∇vdx+

∫ t

0

⟨βu′
ε − βũ′, v⟩ds

=

∫
Ω

ε2A11∇X1ũ · ∇X1vdx+

∫
Ω

εA21∇X2ũ · ∇X1vdx+

∫
Ω

εA12∇X1ũ · ∇X2vdx

⟨w′′
ε , v⟩+

∫
Ω

Aε∇wε · ∇vdx+

∫ t

0

⟨βu′
ε − βũ′, v⟩ds

=

∫
Ω

{
ε2∇X1 · (A11∇X1ũ) + ε∇X2 .(A21∇X1ũ) + ε∇X1 · (A12∇X2ũ)

}
vdx

pour chaque v ∈ H1
0 (Ω) Tester formellement cette identité avec v = w′

εϱ
2 et

performant l’intégration sur (0, t), nous obtenons∫ t

0

∫
Ω

w′′
εw

′
εϱ

2dsdx+

∫ t

0

∫
Ω

Aε∇wε · ∇(w′
εϱ

2)dxds

+

∫ t

0

⟨βu′
ε − βũ′, w′

εϱ
2⟩ds

=

∫ t

0

∫
Ω

{
ε2∇X1 · (A11∇X1ũ) + ε∇X2 · (A21∇X1ũ) + ε∇X1 · (A12∇X2ũ)

}
w′

εϱ
2dx

1

2
|w′

ε(t)ϱ|
2
Ω − 1

2
|w′

ε(0)ϱ|
2
Ω +

∫ t

0

∫
Ω

Aε∇wε · ∇(w′
εϱ

2)dxds

+

∫ t

0

⟨βu′
ε − βũ′, w′

εϱ
2⟩ds

=

∫ t

0

∫
Ω

{
ε2∇X1 · (A11∇X1ũ) + ε∇X2 · (A21∇X1ũ) + ε∇X1 · (A12∇X2ũ)

}
w′

εϱ
2dx
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où w′
ε(0) = w1

ε = u′
ε(0)− ũ′(0) et wε(0) = w0

ε = uε(0)− ũ(0). Le terme intégral Aε

peut s’écrire∫ t

0

∫
Ω

Aε∇wε · ∇(w′
εϱ

2)dxds =

∫ t

0

∫
Ω

Aε∇wε · ∇w′
εϱ

2 + 2Aε∇wε · ∇ϱw′
εϱdxds

=

∫ t

0

∫
Ω

Aε∇wε · ∇w′
εϱ

2dxds

+2ε2
∫ t

0

∫
Ω

A11∇x1wε · ∇x1ϱw
′
εϱdxds

+2ε

∫ t

0

∫
Ω

A12∇x2
wε · ∇x1ϱw

′
εϱdxds

Notant que ϱ est indépendant de X2car ϱ = ϱ(X1), on obtient

1

2
|w′

ε(t)ϱ|
2
Ω +

1

2

∫
Ω

Aε∇wε(s) · ∇wε(s)ϱ
2dx

∣∣∣∣t
0

+

∫ t

0

⟨βu′
ε − βũ′, w′

εϱ
2⟩ds

=
1

2
|w′

ε(0)ϱ|
2
Ω +

∫ t

0

∫
Ω

ε {ε∇X1 · (A11∇X1ũ) +∇X2 · (A21∇X1ũ) +∇X1 · (A12∇X2ũ)}w′
εϱ

2dx

−2ε2
∫ t

0

∫
Ω

A11∇x1wε · ∇x1ϱw
′
εϱdxds− 2ε

∫ t

0

∫
Ω

A12∇x2
wε · ∇x1ϱw

′
εϱdxds

alors

1

2
|w′

ε(t)ϱ|
2
Ω +

1

2

∫
Ω

Aε∇wε(t) · ∇wε(t)ϱ
2dx− 1

2
Aε∇w0

ε · ∇w0
εϱ

2dx

+

∫ t

0

⟨βu′
ε − βũ′, w′

εϱ
2⟩ds

=
1

2
|w′

ε(0)ϱ|
2
Ω +

∫ t

0

∫
Ω

ε {ε∇X1 · (A11∇X1ũ) +∇X2 · (A21∇X1ũ) +∇X1 · (A12∇X2ũ)}w′
εϱ

2dx

−2ε2
∫ t

0

∫
Ω

A11∇x1wε · ∇x1ϱw
′
εϱdxds− 2ε

∫ t

0

∫
Ω

A12∇x2
wε · ∇x1ϱw

′
εϱdxds
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donc

1

2
|w′

ε(t)ϱ|
2
Ω +

1

2

∫
Ω

Aε∇wε(t) · ∇wε(t)ϱ
2dx+

∫ t

0

⟨βu′
ε − βũ′, w′

εϱ
2⟩ds

=
1

2

∣∣w1
εϱ
∣∣2
Ω
+

1

2

∫
Ω

Aε∇w0
ε · ∇w0

εϱ
2dx

+

∫ t

0

∫
Ω

ε {ε∇X1 · (A11∇X1ũ) +∇X2 .(A21∇X1ũ) +∇X1 · (A12∇X2ũ)}w′
εϱ

2dxds

−2ε2
∫ t

0

∫
Ω

A11∇X1wε · ∇X1ϱw
′
εϱdxds

−2ε

∫ t

0

∫
Ω

A12∇X2wε · ∇X1ϱw
′
εϱdxds.41 (3.1)

Nous pouvons facilement voir cette identité lorsque la régularité de la solution
permet de multiplications (voir [10]). Dans le cas général, on peut procéder par
régularisation en tant que dans[1, 9, 10]. Puis en utilisant (5)

1

2
|w′

ε(t)ϱ|
2
Ω +

1

2
λε2 |∇X1wε(t)ϱ|2Ω +

1

2
λ |∇X2wε(t)ϱ|2Ω +

∫ t

0

⟨βu′
ε − βũ′, w′

εϱ
2⟩ds

=
1

2

∣∣w1
εϱ
∣∣2
Ω
+

1

2
λ
∣∣ε2∇X1w

0
εϱ
∣∣2
Ω
+

1

2
λ
∣∣∇X2w

0
εϱ
∣∣2
Ω

+

∫ t

0

∫
Ω

ε {ε∇X1 · (A11∇X1ũ)ϱ+∇X2 · (A21∇X1ũ)ϱ+∇X1 · (A12∇X2ũ)ϱ}w′
εϱdxds

−2λε4
∫ t

0

|∇X1wεϱ|2Ω ds− 2ε2
∫
Ω

|w′
ε∇X1ϱ|

2
Ω ds

−2λε3
∫ t

0

|∇X2wεϱ|2Ω ds.− 2ε

∫ t

0

|∇X1ϱw
′
ε|
2
Ω ds.
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et utilisant l’inégalités de Cauchy-Schwarz

1

2
|w′

ε(t)ϱ|
2
Ω +

1

2

∫
Ω

Aε∇wε(t) · ∇wε(t)ϱ
2dx+

∫ t

0

⟨βu′
ε − βũ′, w′

εϱ
2⟩ds

≤ 1

2

∣∣w1
εϱ
∣∣2
Ω
+

1

2

∫
Ω

Aε∇w0
ε · ∇w0

εϱ
2dx

+

∫ t

0

ε |ε∇X1 · (A11∇X1ũ)ϱ+∇X2 · (A21∇X1ũ)ϱ+∇X1 · (A12∇X2ũ)ϱ|
2
Ω ds++

∫ t

0

|w′
εϱ|

2
Ω ds

−2λε4
∫ t

0

|∇X1wεϱ|2Ω ds− 2ε2
∫
Ω

|w′
ε∇X1ϱ|

2
Ω ds

−2λε3
∫ t

0

|∇X2wεϱ|2Ω ds− 2ε

∫ t

0

|w′
ε∇X1ϱ|

2
Ω ds.

et utilisant l’inégalités det Young ab ≤ εap + Cεb
p′ Cε = ε−

1
p−1 avec, on a

|w′
ε(t)ϱ|

2
Ω + λε2 |∇X1wε(t)ϱ|2Ω + λ |∇X2wε(t)ϱ|2Ω +

∫ t

0

⟨βu′
ε − βũ′, w′

εϱ
2⟩ds

≤ C
{∣∣w1

εϱ
∣∣2
Ω
+
∣∣ε2∇X1w

0
εϱ
∣∣2
Ω
+
∣∣∇X2w

0
εϱ
∣∣2
Ω

}
+Cε2

∫ t

0

|ε∇X1 · (A11∇X1ũ)ϱ+∇X2 · (A21∇X1ũ)ϱ+∇X1 · (A12∇X2ũ)ϱ|
2
Ω ds

+Cε2
∫ t

0

|w′
ε∇X1ϱ|

2
Ω ds+ C

∫ t

0

λε2 |∇X1wεϱ|2Ω + λ |∇X2wεϱ|2Ω + |w′
εϱ|

2
Ω ds.

Grâce au lemme 2.2, |w′
ε∇X1ϱ|Q est borné, puis en utilisant (37) il vient

|w′
ε(t)ϱ|

2
Ω + λε2 |∇X1wε(t)ϱ|2Ω + |∇X2wε(t)ϱ|2Ω

+

∫ t

0

⟨βu′
ε − βũ′, w′

εϱ
2⟩ds

≤ O(ε2) + C

∫ t

0

|w′
εϱ|

2
Ω + λε2 |∇X1wεϱ|2Ω + λ |∇X2wεϱ|2Ω ds.

Application de l’inégalité Gronwall que nous obtenons

|w′
ε(t)ϱ|

2
Ω + |∇X2wε(t)ϱ|2Ω +

∫ t

0

⟨βu′
ε − βũ′, w′

εϱ
2⟩ds = O(ε2), (42)
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|∇X1wε(t)ϱ|2Ω ≤ C, (43)

Ainsi, nous tirons (38) et (39) de puis ϱ = 1sur Ω0. Enfin, grâce à (43), pour
toute t ∈ [0, T ] nous pouvons extraire une sous-que faiblement convergente de
(∇X1uε(t))ε à la seule limite possible ∇X1ũ(t) en L2(Ω0). Cela implique la conver-
gence de l’ensemble séquence puisque la limite est unique.

Remarque 3.1. Bien sûr, la deuxième hypothèse dans (37) signifie que ∇X1u
0
εest

délimité en L2(Ω0), puis par l’hypothèse rst dans la même ligne, nous pouvons voir
que ∇X1u

0
ε converge faiblement vers le ∇X1u

0 en L2(Ω0), comme ce que nous avons
exactement obtenu dans le theorème pour ∇X1uε(t) pour chaque t ∈ [0, T ]. Notez
que, comme on le voit dans [10], ce type de conditions est nécessaire et suffisant
pour déduire la convergence de vous ε.

Lorsque la matrice A a une structure diagonale, nous pouvons améliorer la
convergence ci-dessus résultats.

Corollaire 3.1 (matrice diagonale). Selon les hypothèses de Theorème 3.1, nous
supposons en outre que A12 = A21 = 0 et

∣∣u1
ε − u1

∣∣
Ω′ ,

∣∣∇X2(u
0
ε − u0)

∣∣
Ω′ = o(ε) et

∣∣∇X1(u
0
ε − u0)

∣∣
Ω′ = o(1), (44)

alors
sup
t∈0;T ]

|(uε − u)(t)|Ω0
, sup

t∈0;T ]

|∇X2(uε − ũ)(t)|Ω0
= o(ε),

sup
t∈0;T ]

|(u′
ε − ũ′)(t)|Ω0

= o(ε),

∫ t

0

⟨βu′
ε − βũ′, w′

εϱ
2⟩ds = o(ε2),

sup
t∈[0,T ]

|∇X1(uε − ũ)(t)|Ω0
→ 0

En particulier, nous avons la forte convergence

uε(t) → ũ(t) en H1(Ω0), ∀t ∈ [0, T ] .
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Démonstration. Compte tenu du fait que A12 = A21 = 0 dans (41), nous obtenons

1

ε2
|w′

ε(t)ϱ|
2
Ω + |∇X1wε(t)ϱ|2Ω +

1

ε2
|∇X2wε(t)ϱ|2Ω +

1

ε2

∫ t

0

⟨βu′
ε − βũ′, w′

εϱ
2⟩ds

≤ C

ε2

{∣∣w1
εϱ
∣∣2
Ω
+
∣∣ε2∇X1w

0
εϱ
∣∣2
Ω
+
∣∣∇X2w

0
εϱ
∣∣2
Ω

}
+C

∣∣∣∣∫ t

0

∫
Ω

∇X1 · (A11∇X1ũ)w
′
εϱ

2dxds+

∫ t

0

∫
Ω

A11∇X1wε · ∇X1ϱw
′
εϱ

2dxds

∣∣∣∣ ,
pour chaque t ∈ [0, T ] ; Nous pouvons toujours changer Ω0 par Ω′ dans Theorème
3.1, puis utilisez le convergences (38) − (40) dans les intégrales dans le A11 fait
partie l’inégalité ci-dessus, nous en déduisons que les deux dernières intégrales ont
tendance à zéro. Ainsi, par (44), le corollaire suit.

Corollaire 3.2. L’hypothèse (35) est fréquente, et parfois c’est une conséquence
simple de la monotonicité comme dans l’exemple ci-dessus. En outre, dans le
contexte de la cet exemple, nous pouvons obtenir plus de résultats de convergence
grâce à∫

Ω

(
|u|q−2 u− |v|q−2 v

)
(u− v)ϱ2dx ≥

∫
Ω0

(|u|q−2 u− |v|q−2 v)(u− v)dx

≥ |u− v|qLq(Ω0)

c’est-à-dire qu’il s’ensuit que

|u′
ε − ũ′|Lq(Q0)

= O(ε2/q), ( = o(ε2/q) dans le boîtier des tructure diagonale)

3.0.2 Convergences exponentielles.

En ce qui concerne les problèmes elliptiques (voir [2, 8]), une taux de conver-
gence uε → ũ vous pouvez être montré si la limite hyperbolique problèmes de
valeur sont approximativement invariants dans le cadre de traductions arbitraires
X1 directions, c’est-à-dire en supposant que
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A12(X1, X2) = A12(X2), A22(X1, X2) = A22(X2),

u0(X1, X2) = u0(X2); u1(X1, X2) = u1(X2), f(X1, X2) = f(X2).45(3.2)

Nous pouvons envisager des conditions initiales plus générales comme dans [1],
mais ici pour la raison de la simplicité que nous supposons

u1
ε = u1, u0

ε = u0 en ∆′ × ω. (46)

Ensuite, nous avons le theorème suivant.

Théorème 3.2 (3.2). Selon les hypothèses de Theorème 2.1, nous supposons en
outre que (35), (45) et (46) tenir. Puis il existe deux constantes K, γ > 0, de telle
sorte que

sup
t∈0;T ]

|(u′
ε − ũ′)(t)|Ω0

, sup
t∈0;T ]

|(uε − ũ)(t)|H1(Ω0)
≤ Ke−

γ
ε .

Démonstration. La preuve est basée sur la technique d’itération introduite dans [8]
sans perte de généralité, nous supposons que dist (∆0,∆ \∆′) > 1 et set m =

[
1
ε

]
pour un fi xed ε > 0 ([.] désigne la partie integer). Car ε assez petit, nous pouvons
toujours construire un séquence (∆i)0≤i≤m+1 d’ensembles strictement croissants de
telle sorte que

∆0 ⊂ ⊂ ∆1 ⊂⊂ · · · ⊂⊂ ∆m ⊂⊂ ∆m+1 := ∆′,

dist(∆i,∆ \∆i+1) ≥ ε, i = 0, . . . ,m+ 1

Que (ϱi)1≤i≤m+1 soit une famille de fonctions en fonction uniquement de X1 de
telle sorte que

supp(ϱi) ⊂ ∆i, ϱi = 1 sur ∆i−1

0 ≤ ϱi ≤ 1 et |∇x1ϱi| ≤ C
ε
,

i = 1, ...,m+ 1 (47)

où C est une constante indépendante de ε. Ensuite, en utilisant (45), nous récrivons
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(41) comme

1

2
|w′

ε(t)ϱi|
2
Ω +

1

2

∫
Ω

Aε∇ωε.∇ωεϱ
2
i dx+

∫ t

0

⟨βu′
ε − βũ′, w′

εϱ
2⟩ds

= −2ε2
∫ t

0

∫
Ω

A11∇x1ωε · ∇x1ϱiω
′
εϱidxds

−2ε

∫ t

0

∫
Ω

A12∇x2ωε.∇x1ϱiω
′
εϱidxds,

depuis ũ you et A12 = AT
21 sont indépendants de X1. Puis grâce à (47)et l’applica-

tion L’inégalité de Gronwall que nous obtenons

|w′
ε(t)|

2
Ωi−1

+ε2 |∇X1wε(t)ϱ|2Ωi−1
+|∇X2wε(t)ϱ|2Ωi−1

+

∫ t

0

⟨βu′
ε−βũ′, w′

εϱ
2⟩ds ≤ C

∫ t

0

|w′
ε|
2
Ωi\Ωi−1

ds.

(3.3)
Ici, nous avons mis Ωi = ∆i × ω et tenir compte du fait que supp(∇x1ϱi) ⊂
∆i \∆i−1. En particulier, nous avons

|w′
ε(t)|

2
L2(Ωi−1)

≤ C

∫ T

0

|w′
ε|
2
Ωi\Ωi−1

ds
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Intégration des deux côtés sur [0, T ] nous obtenons∫ T

0

|w′
ε|
2
Ωi−1

dt ≤ CT

∫ T

0

|w′
ε|
2
Ωi\Ωi−1

dt = CT

∫ T

0

|w′
ε|
2
Ωi
dt− CT

∫ T

0

|w′
ε|
2
Ωi−1

dt.

ainsi ∫ T

0

|w′
ε|
2
Ωi−1

dt ≤ k

∫ T

0

|w′
ε|
2
Ωi
dt,

où k = CT
1+CT

< 1. Itérer cette inégalité pour i = 2, ...,m+ 1, nous tirons

∫ T

0

|w′
ε|
2
Ω1

dt ≤ km

∫ T

0

|w′
ε|
2
Ωm+1

dt ≤ K
1
ε
−1 |w′

ε|
2
Q ,

depuis 1
ε
− 1 ≤

[
1
ε

]
. Puis selon Lemme 2.2, |w′

ε|
2
Q est délimité et revenir en arrière

à (48), écrit pour i = 1, il vient

sup
t∈0;T ]

|w′
ε(t)|

2
Ω0

, sup
t∈0;T ]

|∇X2wε(t)|2Ω0
,

∫ T

0

⟨βu′
ε − βũ′, w′

εϱ
2
1⟩ds ≤ Ce−

γ1
ε ;

ε2 sup
t∈0;T ]

|∇X1wε(t)|2Ω0
≤ Ce−

γ1
ε

où γ1 = − ln k, La dernière inégalité implique

sup
t∈0;T ]

|∇X1wε(t)|2Ω0
≤ Ce−

γ1
ε

pour certains positifs γ < γ1. Cela complète la preuve du theorème.

Remarque 3.2. La preuve ci-dessus donne également∫ T

0

⟨βu′
ε − βũ′, (u′

ε − ũ′) ϱ21⟩ds ≤ Ke−
γ
ε

Notez que ϱ1 dépend de ε,mais si nous prenons β comme dans l’exemple ci-dessus,il
s’ensuit que

|u′
ε − ũ′|Lq(Q0)

≤ Ke−
γ
ε
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Notations

:= égal par définition
E ′ = dual de l’espace E

|.|Ω = norme d’espace L2 (Ω)

|x| = (
∑n

i=1 x
2
i )

1/2 pour x, y ∈ Rn

Ω = domaine ouvert dans Rn

Ω′ =fermeture de Ω

∂Ω = Γ frontière de Ω

Ω′ ⊂⊂ Ω = Ω′fortement inclus dans Ω ,i.e,Ω′ ⊂ Ω

supp(u) =La fermeture de {x ∈ Ω |u(x) ̸= 0}
∆u =

∑n
i=1

∂2u
∂2xi

∆x1u =
∑p

i=1
∂2u
∂2xi

∆x2u =
∑n

i=p+1
∂2u
∂2xi

(|uε − u| = O (ε) comme ε → 0) ⇔ ∃C ≥ 0, |uε − u| ≤ Cε pour ε suffisam-
ment proche de 0

(|uε − u| = o (ε) comme ε → 0) ⇔ |uε−u|
ε

→ 0 comme ε → 0

quelques inégalités utiles
Les inégalités suivantes sont souvent utilisées pour dériver des estimations dans

l’analyse.
Une inégalité polynomiale
soit 1 < p < +∞ et ab > 0,en suite

ap + bp ≤ (a+ b)p ≤ 2p−1 (ap + bp)

L’inégalité de Young
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Supposons 1 < p, p′ < ∞, 1
p
+ 1

p′
= 1. Alors pour tout a,b > 0, il est vrai

ab ≤ ap

p
+

bp
′

p′
.

Il est parfois pratique d’utiliser le formulaire

ab ≤ αap + Cαb
p′ , Cα = α−1/(p−1)

Inégalité de Holder
Soit Ω un domaine dans Rn.Supposons que u ∈ Lp(Ω) et v ∈ Lp′(Ω) avec

1 ≤ p ≤ ∞ . Puis ∫
Ω

|uv| dx ≤ |u|Lp(Ω) |v|Lp′ (Ω) .

L’inégalité de Minkowski
Supposons 1 ≤ p ≤ ∞. Alors pour tout u, v ∈ Lp(Ω)

|u+ v|Lp(Ω) ≤ |u|Lp(Ω) + |v|Lp(Ω)
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