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Abstract :In this note, we are concerned with the convergent behavior of
semi-linear hyperbolic problems related to the small parameter € > 0, using the
monotony hypothesis. The convergence results that have been proven in different
spaces are displayed in different spaces related to the direction of the derivation
on a qualitative domain ). Some improvements are made when 2 = A X w is an

expression about



Résumé :Dans ce mémoire, nous nous intéressons au comportement convergent
des problemes hyperboliques semi-linéaires liés au petit parametre £ > 0, en utili-
sant I’hypothese de la monotonie. Les résultats de convergence qui ont été prouvés
sont affichés dans différents espaces liés a la direction de dérivation sur un champ
qualitatif €2.Certaines améliorations sont apportées lorsqu’elles sont 2 = A X w est
un cylindre. Avec des coefficients dépendants des parametres, la convergence de la
résolution de tels problemes vers la résolution d’un probleme du méme type défini
dans a été démontrée, et des estimations de taux de convergence sont données. On
peut voir ce travail comme une seule perturbation des problemes hyperboliques

dans certaines directions.



&+t

s

€20 el Jaladly 3las ) Ldas kL) il gl Sl Lasta) €000 53 b
GEEEY! olatly (3latie Adline eliad 3 LU &8 Al )l 2505 Gaje A A1 dpa i ootk
EBlalas ae - Dlshad G ke O = A X W 58 Lavie Sl sy ehal &3 Q. AS Glue e
g e W A sl gl i o ASEs Ja gai KRN 038 Jie Ja )8 L) &5 Aales o aaiad
L) e 13k Blylacal oyl by Jasll 138 (g3 O epall c€an ) Jsea i o lhae)
RGN Py T



Table des matieres

Didicaces
Remerciement

1 Préliminaires
1.1 Espaces LP . . . . . . . . . e
1.2 Espace des Distributions . . . . . .. ... ... ... ..
1.3 Espaces de Sobolev . . . . . . . ... ..o
1.3.1 Espace HY(Q) . . . . ...
1.3.2 Espace H3(Q) . . . . . . o

2 Comportement Asymptotique sur les Domaines Générales
2.1 Position du Probleme. . . . . . . ... ... ... ...

2.2 Comportement asymptotique . . . . . .. . .. ...

3 Convergences dans les domaines cylindriques
3.0.1 Convergences dans I'espace Sobolev H' . . . . . . ... ...

3.0.2  Convergences exponentielles. . . . . . .. .. ... ... ...

11
11
12

15
15
22



Introduction

La théorie des perturbations singuliéres est un mélange fascinant d’analyse mi-
nutieuse, de raisonnement inférentiel et d’induction a partir de I'expérience. Les
méthodes et techniques des perturbations singulieres ont été tres efficaces pour
traiter les problemes de nombreuses branches de la science.

Originaire de la dynamique des fluides, I’étude des perturbations singulieres s’est
étendue a une grande variété de scientifiques, avec des intéréts allant de I'ingénierie
et de la biologie a presque mathématiques pures.

Une multitude de techniques et de résultats peuvent étre trouvés dans les livres
de Van Dyck (1964), Wassau (1965), Cole (1968), Nayfeh (1973), Black (1973)
et O'Malley (1974), qui contiennent également références supplémentaires a des
centaines d’articles dans la littérature périodique.

Le modele mathématique de base de certains phénomenes est amélioré en incor-
porant d’abord certains effets qui ont été négligés, et le modele amélioré est sus-
ceptible d’étre un probleme de perturbations singulieres. D’autre part, l'intérét
théorique vient du fait que l'analyse des perturbations singuliéres n’est pas une
généralisation et une extension directes de l'analyse de convergence classique et
de la théorie des perturbations, mais plutot une discipline completement nouvelle
implicitement ou explicitement.

Dans le premier chapitre, nous présentons les outils de base nécessaires a notre
étude et identifions le probléeme dans le deuxiéme chapitre Nous étudions la conver-
gence de u. avec uy dans V(§2) en utilisant des méthodes de convergence faible
combinées a un argument monotone. Dans le dernier chapitre, afin d’améliorer la

convergence obtenue, nous considérons le champ cylindrique



Chapitre 1
Préliminaires

Nous rappelons dans ce chapitre quelques notions et propriétés de base.

1.1 Espaces L?

Définition 1.1. soit p € R avec 1 < p < 00, on pose
LP(Q) = {f : Q = R, mesurable et |f|" € L' (Q)}

On note que
1/p
v = | [ 17 @P s

est une norme sur LP (). Pour p = o0
L () ={f:Q—=R, f mesurable et 3C | |f (z)| < C p.p sur Q}

avec

11l ooy = Inf{C5 | f ()] < C p.p sur Q}.

Théoréme 1.1 (de Lax-Milgram). Soit a(.,.) une forme bilinéaire sur un espace
de Hilbert H, telle que :
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i) a(.,.) est continue, i.e. AN > 0 tel que
a(u,v) = flully [lvlly — Yu,veH
i) a(.,.)est coercive, i.e. IX > 0 tel que
a(v,v) < ||v||12q Yve H
Alors, pour tout,f € H',il existe un unique v € H tel que :
a(u,v) = (f,v), Vv e H.

Théoréme 1.2 (Fischer-Riesz). LP(Q)) est un espace de Banach pour tout p, 1 <
p <0

Proposition 1.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soient f, g € L*(Q2). Alors
fg € LY(Q) et on a linégalité dite de Cauchy-Schwarz

[1rgtas < ([ 1r0pa) " ([ 1ota) "

Soient, maintenant, w; et wy deux ouverts de R? et R™ respectivement (d et m

étant deux entiers positifs non nuls).

Théoréme 1.3 (Théoreme de Donsité). L’espace des fonctions continues sur € d

support compact C, (), et dense dans L' () ,c’est-a-dire
Vfe L' (Q) et Ve>0,3f1 € Cc()||f = fill g <e

Soient wy; C RM, wy C R des ouverts et soit F' : w; X ws — R un fonction

mesurable.

Théoréme 1.4 (Tonelli). Soit f : wy X wy — R une fonction mesurable. On

suppose que
/ F@y)ldy<oo,  pp.w€w
w2

7
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| (/%my)my) i < o0

Théoréme 1.5 (Fubini). On suppose que f € L*(w; x wy). Alors,

et que

Alors f € L' (wy X wo).

f(z,.) € L' (ws) p.p. T E wr, et / f(,y)dy € L' (wy).
De méme,
f(,y) € L' (w) p.p. Y € wa, et / f(z,)dr € L' (ws).

De plus, on a

/wl (/M f(“’;y)dy> dr = /WQ (/M f(x;y)dw> dy = //WWQ (5 y)ddy.

1.2 Espace des Distributions

Dans ce qui suit, on a besoin des notions suivantes

Définition 1.2. On dit que f appartient a L}, (Q) si et seulement si pour tout
K compact inclus dans Q, 1 f € LY(Q) (ot 1k est la fonction indicatrice de K ).

Définition 1.3. On dit que ¢ appartient a D(2) si et seulement si ¢ € C™(2) et

@ est a support compact dans §2.

Définition 1.4. D'(Q) est l'espace des formes linéaires continues sur D(Q), ap-

pelées distributions sur €.

Proposition 1.2. Supposons que Ty, Ty € L, .(Q) et

(T, ) = (T, 0) Vo € D(Q).

Alors Ty = Ty presque partout sur €.
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Définition 1.5. Soit @ = (a1,...,0) € N", on pose || = oy + -+ + ag. Pour
T € D'(Q), Uapplication o + (—1)1*1(T, D*p) définit une distribution sur Q qu’on
note D : T — D*T'. Alors, on a

(DT, ) = (=1)*(T, D%)  Vp e D(Q)

Proposition 1.3. L’application v : L}, () — D'(Q) definie par

loc

Vo e D), (u(f).g) = /Q fode,

est une injection continue.

On identifie donc les fonctions localement integrables donc a fortiori toutes les
fonctions LP, les fonctions continues a des distributions sans autre forme de proces.

On derive indefiniment les distributions par dualite.

Proposition 1.4. L’application D* : T +— D% est linéaire et continue de D'(f2)
dans D'(2).

Définition 1.6. Soit T; une suite de distributions sur . On dit que T; — T dans
D'(Q),s1
(Ti, o) = (T,p), Vo€ D(Q).

Remarque 1.1. 57 la limite de T; existe, elle est unique.

Proposition 1.5. Soit T;,T € LP(Q2). Supposons que pour i — oo, T; — T dans
LP(Q2), (resp. T; = T dans LP(Q2) pour 1 < p < oo. Alors

T,—T dans D'(Q).

Rappelons maintenant la notion de convergence faible d’une suite (u,),n € N,

dans un espace, X est dit faiblement convergent vers un élément u € X, si

f(un) = f(u) comme n — +o00, Vf € X'

Dans ce cas, u est appelé une limite faible de la suite et nous écrivons

9
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u, — u lorsque n — 4o00.

Noter que

u, — v dans X = u, — v dans X, quand n — +4o0.
L’inverse n’est pas vrai en général. Cependant, une suite faiblement convergente
est bornée. Ensuite nous avons

Proposition 1.6. Soit u,, u € L9(2). Si nous supposons que lorsque n —»
+00,u, — u dans Li(Q),(respectivement u, — w dans L1(2)), 1 < ¢ < oo,

ensuite nous avons

u, — u dans D'(Q).

Théoréme 1.6 (Faible compacité des boules). Si (u,)est une suite bornée dans

un Hilbert espace H, il existe une sous-séquence (u,, ) de (u,) et u € H telle que

Uy, — U quand ny — oo.

Proposition 1.7. Soit X un espace de Banach réflexif et (u,)une suite bornée
dans X . On suppose qu’il existe u € X tel que toute sous-suite farblement conver-
gente de (u,) a une limite égale d u, alors toute la suite (u,) converge faiblement

Vers u.
Nous avons également

Définition 1.7. Soient (z,), une suite de E et x € E.

i) On dit que (x,), converge fortement vers x dans E et on note x,, — x, si
|z, — x| — 0.

ii) On di tque (x,,), converge faiblement dans E vers x, ce qu’on note x,, — x,

S1

(frzn) = (f;x),  VfEF,

10
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ot (., .)désigne le crochet de dualité entre E' et E.
Dans un espace de Hilbert, on a les caractérisations suivantes.
Proposition 1.8. Soit H un espace de Hilbert de produit scalaire (.,.) . Soit (x,,)y,
une suite de H et x € H. Alors,on a l’équivalence

x, =z dans H & (x,,y)y — (x,y)y . Vy € H.

Proposition 1.9. Soit (z,,), une suite de E. On a
i) Six, — = dans E, alors x,, — x dans E.
ii) Six, — x dansE, alors (x,), est bornée.
iii) Six, — x dans E et f, — f dans E', alors (fn,x,) — (f,x).

L’assertion (iii) est applée résultat de convergence fort-faible.

1.3 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont des outils utiles pour résoudre des équations aux
dérivées partielles. Dans cette section, nous nous concentrons sur ceux dont on

aura besoin.

1.3.1 Espace H'(Q)

Soit Q un ouvert de R%. On note H'(2) le sous-espace de L*(Q2) défini par

H'(Q) ={vel*(Q)|d,ve L’(QVi=1,...,d},

ol 9,, désigne la dérivée au sens des distributions. On munit H*() du produit

scalaire

d
(1, 0) ey = (U, 0) p2() + Y (O, O, 0) 120 = (1, 0) p2(0) + (V5 V0) (12000

- (1.2)

11
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dont la norme associée est

9 1/2
[0ll30) = (@, 0)ms@)” = (ol 2y + 17012

Proposition 1.10. L’espace H*(2) muni du produit scalaire (1.2), est un espace
de Hilbert.

1.3.2 Espace H}(Q)

On note par

my©) = pey"

= {ve H'(Q) | 3(g;); C D(Q) telleque ¢; — v dans H'(?)}

Proposition 1.11. L’espace H(QY) muni de la topologie induite par celle de
H'(Q), est un espace de Hilbert séparable.

Théoréme 1.7 (Inégalité de Poincaré). Si Q) est borné dans au moins dans une
direction, alors il existe une constante Cq > 0 dépendant uniquement de € telle
que

1Vl 2y < CallVullpape Vo € Ho(Q), (1.3)

Par conséquent, ’expression

(u, U)H&(Q) = (VU, V’U)(LQ(Q))d (14)

définit un produit scalaire sur H () induisant la norme

101l g3 () = IVl (120 (1.5)

laquelle est équivalente a || . || g1 (q).

12



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Théoréme 1.8 (de Rellich-Kondrachov). Soit Q un ouvert borné de R?. Alors,

on a

i) linjection canonique de Hj () dans L*(Q) est compacte. Il revient au méme

de dire que toute suite bornée deH}(Q) admet une sous-suite convergente
dans L*(Q)
ii) linjection canonique de H'(Q) dans L*()) est compacte, si ) est suffsam-

ment réqulier.

Proposition 1.12. Soit v une fonction réelle définie sur €2 = wy X wy 0t wy et we

sont deuzx intervalles de R. Alors, on a
i) ve D(Q) = (v(z1,.) € D(wo) pour tout x1 € wy ).
ii) ve L2(Q) = (v(xy,.) € L*(ws) p.p. Ty € wy).

iii) v e H}(Q) = (v(x1,.) € H(wo) p.p. T1 € wy).

Lemme 1.1 (Gronwal). Soit ty € I, u, f,g € C°(I,R") telles que pour tout t € I,

u(t) < f(t) +

[ wtsiatsras

to

Alors, pour tout t € I,

u(t) < f(t) +

/to " u()(s) exp ( / () d5>’

Théoréme 1.9 (Trace). Soit Q un ouvert de R™, de frontiére 9Q de classeC™ !

par morceauz. Soient u € D(2) et v(z) = (v1,v2, ..., v,) le vecteur normal unitaire

extérieur au point x de 0L). On définit les opérateurs de trace normale sur 0S) par

YU = U |aq
or or |
u = U
i ovr ur - 19°

Définition 1.8. Soit Q C R" ouwvert et soit 1 < q < o0o. Nous disons qu’une

fonction de valeur réelle,uappartient a L} () si ux € LY(Q) pour tout ensemble

13
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compact K contenu dans Qou x est la fonction caractéristique de K. Notez que si
we LL (Q) puisu e L} ().

loc

Lemme 1.2. Soit u € L}, (Q) tel que

/ updr = 0, Vo € D(Q).
Q

Alors u =0 p.p. sur §2.

Théoréme 1.10 (formule de Green). Pour tout u,v € H'(2), on a

/Q o(@)0s,ulx / D, 0(x)ulz)dr + /8 0 (0) 70 (W)

ot v = (vy,...,v,) l'unité extérieure normale a I' = 0S) et o (respectivement do )

désigne l'opérateur trace (respectivement la mesure superficielle sur I' = 0%2).

14



Chapitre 2

Comportement Asymptotique sur

les Domaines Générales

2.1 Position du Probléme.

Pour Q un ouvert borné de R™ et pour une constante positiveT’, on pose () =
(0,T) x €. Nous dénoteons par x = (X1, X») les points & R” ot X; = (x1,...,1,),
Xo = (Tps1,---,2n), et n,p (n > p > 1) (Remarque pour n = p signifie que tous
les cOtés vibrent ou ne vibrent pas (isotropic)) sont des entiers positifs). Avec cette

notation, nous avons

_ T (a:rlua s 7axpu)T . VXIU

Tp4+1 -7y

Dénotez par A = (a;j(x)) une matrice n x n telle que

Q;j € Cl(ﬁ), ;5 = Aji, VZ,] = 17...,77,. (21)
ot Q est la fermeture de €2, et depuis quelques A > 0, nous avons ’hypothése de
I’hyperbolicité

ALE > N[E, VéE e R" p-p- ¢ € €L (2.2)
ou Ajq, Ao, Ao, A sont quatre matrices bloc et Ajq, Agy sont respectivement

15
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GENERALES

p X pet (n—p)x(n—p)matrices de telle sorte que

A A
A 1 A (3)
Ag1 Ap
Pour chaque ¢, (0 < € < 1), nous avons mis la matrice perturbée

A, = €2A11 A1 . (4)
Ao Ay

Par conséquent, a partir de (2) nous avons

Ag-exa(CE[+IE),  veerr (5)

2

Ant &> M&|, V& e R™7P, (6)

ou é- = (21752>T avec El = (617 ce 7£P>T et EQ = (£p+17 ce 7€n)T'

Démonstration. En utilisant 1’équation (2), Premiérement, nous prouvons (5), on

e (2 ) (E) (3

- €Ay Ay g 5

Ace— ( 6214115_1‘*‘514125) . <f_1>
- eAn& + Apné &

AL E=¢ (Ana) Ei+e (A12§_2) & te (A21§_1) &+ (A225) & (®)

alors

donc

C’est notre seconde main

Ag-€> ME)

On’accepte

o = (Il ) e~ (2

16



CHAPITRE 2. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE SUR LES DOMAINES

GENERALES
alors - -
A§6'§6 = ( AH A12 ) 851 : 651
Ay Ag 3 )
Et dessus o o o
AL, - €. = ( €A11f_1+z412§_2> ‘ ( 6_51 )
eA21&1 + Ao &2
donc
g? (AnE) & te (A125) & )
A e Ge — — — — — ®®
ot ( € (A21§1) &+ (A22§2) &2 (@)
De (®) et (®®) nous avons
Ag-eza(SEl+ (&), veer
Deuxiémement, prouvez (6)
Apby & > A ‘f_2|2 ) VE e RMP
Prenez ¢ — 0 dans 1'équation (2)
A€ = AP
A Ap 0 (0O - |£—‘2
An An J\&) \& )T
alors
At 0 = =
2 T ) = ALG -
(v2)(2) - mae
> &[]
donc
A22g'52)\}52, VE, e R™7P.
0

17
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Nous dénoteons par | . |g la norme d’un espace E et (.,.) son produit de
dualité, sauf la L?(£2) norm est noté par | . |o. En outre, nous faisons les hypothéses
suivantes (voir [14]). Que W soit un réflexif espace séparable Banach satisfaisant
W C L*(©) (imbriqué continu) et

H(Q) N W est dense dans H(2) et Hy(Q) N W est dense dansen W. (7)

Ainsi nous avons

HY(Q)NW C Hy(Q), WcL*Q)cHYQ), W c(HOQNWY.

(Rappeler que (HJ (Q)NW) = H1(Q) +W’) Nous considérons une famille d’opé-

rateurs non linéaires 3(t) : W — W’ satisfaisant

Buve L7, T;W'"),  YvelLl0,T;W), (8)

oul<g<ooetl/¢=1-1/q. De plus, nous supposons que

i)Pour a.e.t € [0; T, 5(t)est continu dessous-espaces

dimensionnels nis de W a la topologie faible del/’

i1)3b > 0 telque (B(t)v;v) >blv|f,, Yo e W.p.p.te[0;T],

i) (B(t)vy — B(t)ve,v1 —ve) > 0; Yuy,ve € W,p.p. t € [0;T],

iv) [ est hémicontinue et en voie des ensembles bornés de L7(0,T; W)
aux ensembles bornés de LY (0,T; W').

Ve

Nous faisons également les hypotheses suivantes sur le terme source et les

données initiales

feL*0,T;L*(Q)) = L*(Q), (10)

WL e HY(Q),  ul e L2(Q). (11)

18



CHAPITRE 2. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE SUR LES DOMAINES
GENERALES

Ensuite, nous considérons le probleme semi-linéaire défini par

u' =V (AVu) + pu = f dans Q,
u=0 au (0;7) x 09, (12)
w(0) =2, «/(0)=u! dans Q,

En multipliant par la fonction de test et intégration sur €2, nous obtenons

/u”vdw — / V- (AEVu)de+/ﬁu’vda: = / fudz, Vo € Hy(Q)
Q Q Q Q

(W (t),v(t)) — / V - (A.Vu)vdr + (Bu’ (¢ / fvdz, Yo € Hy(Q)

Q

on applique la formule de Green
(W (), v)— / AVunuds+ / AVu-Vode+(B(t)d (1), v) / Fde Yo € HAQ),
o9 Q Q

pour condition limite v = 0 au (0,7) x 91, alors

/ A-Vu -nuds = 0.
o9

donc

(W (t),v(t)q /A Vu - Vodz + (pu’ (¢ / fudz, Vv € Hy(Q)

ol le premier est pour dériver par rapport a t. Les hypotheses ci-dessus sont sup-

posées assurer I'existence d’une solution faible unique w. satisfaisant (voir [14, 15])

19
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u. € O([0;T); Hy (), wl € C([0;T]; L*()) N LU0, T; W),
(ul(t),v) + [, AcVu.(t) - Vodz + (B(t)ul(t),v)
= [ f(t)vdz, Vv e Hi(Q);

u:(0) = u?, u?(0) = ul, dans Q

(13)

Nous étudions ici le comportement asymptotique de u. lorsque ¢ — 0. Pour
faire cela et plus encore on note Il; la projection orthogonale de €2 sur I'espace

X5 =0 et pour tout X; € II; on note 2x, la section de (2 au-dessus de X i.e.

Qx1 = {Xg e R"P | (Xl,Xg) c Q}

Qx

1

/

0 X1,

Ensuite, nous introduisons I'espace suivant

V(Q):={veL*(Q)|v(Xi,.) € H)(Qx,) pp. X1 € I}

équipé de la norme

v [ Vx,vlg-

En raison de l'inégalité de Poincare, la norme ci-dessus est équivalente a la
norme classique surV (2) Notez que I'incorporation de V() dans L?*(€2) n’est pas

compacte, ce qui peut poser divers problemes. Nous supposo.ns qu’il existe
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u’ € V(Q), ut € L*(Q) (14)

tel que

eVx,ul — 0, Vx,ul — Vx,u’ et ul — u'dans L*(2). (15)

Bien siir, la limite attendue de u, est u, définie comme une solution du probleme

suivant

ue C(0,T;V(Q), o eC(0,T];L*(Q))N L0, T; W),
(@(6), )+ [y AV xi(t) - Vxyvdz + (B()T(0) )
= [, f(t)vdz, Vv e V(Q),
w(0) =u", @(0)=wu'  dans

(16)

Méme si ce probleme n’est pas classique, 'approche abstraite établie dans
[14] peut étre appliquée. En effet, sous les hypotheses (1), (6) — (10) et (14), le

probléme(16) a une solution unique @ qui satisfait I’égalité d’énergie suivante

@@ + /Q Ay Vo, ii(t) - Vo, i(t)da + 2 /0 (5. ds
= ‘ul‘;%—/QAQQVXQuO-VXQUde+2/Ot/Qfﬁ’dxds, vVt e [0,7]. (2.1)
Démonstration. Puisque V(2) N W est dense dans L*(Q2)et que de (7) on a
VQNW cCL*(Q) c (V(QnW),

'existence et l'unicité de la solution de (16) suivent en choisissant V' (§2) comme
espace de base dans [14, Théoreme 2.1]. L’égalité énergétique et la continuité sur
t découlent de [15, Théoremes 4.1, 4.2]. O

Le comportement asymptotique des problémes linéaires, c’est-a-dire v = mov
pour une certaine constante m, a été considéré dans [12]. Lorsque les problemes
satisfont certaines symétries cylindriques, un taux de convergence polynomial est

établi dans [1, 9] ce qui donne des résultats de convergence meilleurs que ceux obte-
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nus dans [12] mais pour une classe de problémes assez restreinte. Nous étudions ici
les mémes problemes pour les problémes hyperboliques semi-linéaires (12). Notez
que les améliorations introduites dans cet article ne sont pas uniquement consacrées
a la non-linéarité du probleme. En fait les résultats montrés ici améliorent méme les
résultats de convergence obtenus dans [12] et en utilisant une technique d’itération,
introduite dans [7] et améliorée dans [8], un taux de convergence exponentiel est
effectué au lieu deTraduirele polynéme dans [1,9]. Des problémes similaires sont
considérés pour les probléemes paraboliques et elliptiques dans [2,3,4,5,6,9, 11].
Contrairement au cas anisotrope, I'image est assez compléte pour la théorie des
perturbations singulieres (isotropes) (pour plus de détails, voir [13]). Dans la sec-
tion suivante, nous étudions la convergence de u. vers updans V(€2) en utilisant
des méthodes de convergence faible combinées & un argument de monotonie. Notez
que, en général, cette convergence ne tient pas dans H'(2).Pour les régions éloi-
gnées de la limite latérale des domaines cylindriques, une convergence dans I’espace
de Sobolev et quelques améliorations du taux de convergence sont présentées dans

la troisiéme section.

2.2 Comportement asymptotique

Dans cette section, nous étudions la convergence de u. vers ug en V() en utili-

sant une faible convergence méthodes combinées avec un argument de monotonie.

Théoréme 2.1. Sous les hypotheéses (1), (2),(7) — (11) et (15), nous avons pour
t€[0,T], ou & — 0,

us(t) — u(t) dans V (Q2),

ul(t) — u'(t), eVxu(t) =0 dans L*(Q),

ul —u dans L1(0,T; W), (18)
pu. — pu’ dans LY(0,T; W),

(Pul. — pu’,u. —u') — 0 dans L'(0;T)

ol u (resp. u.) est la solution du probléme semi-linéaire (16) (resp. (13)). Les

convergences ci-dessus sont des convergences vectorielles en L*(S). Nous allons
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démontrer ce théoreme dans les lemmes suivants.

Lemme 2.1. Selon les hypothéses de Theoréme 2.1, nous avons

(ue)e est borné dans L>(0,T;V(£2)),
(eVx,ue)e est borné dans L>(0,T; L*(Q)),
(ul). est borné dans L>(0,T; L*(2)) N L1(0,T; W),
(Bul): est borné dans LY (0,T; W’)

(19)

Démonstration. L’égalité énergétique pour le probléme (13) est donnée par (voir

[15])
(ul(t),v) + / ANVu(t) - Vodz + (B( /f t)vdz, Vv € H (),
Q
En remplagant v = . en (13) et integrent sur [0, ¢], on obtient

A (t)dads + [ fQA Vug( ) Vuldx

"‘fo fo Jo f()udz,

5 Jo (Wl(9)) de ly 45 [ AVue(s) - Ve (s) da [§ + [g(Bul, ul)ds
_fon tyuldz, Vit € (0,7

Lo (2
= % [ul(0)]g + % fQ AEVUE . Vus( )dx
+f(f Jq, fuldzds, vVt € (0,7

pour u! = v.(0) donc

Wl (O)E + [y AVue(t) - Vuo(t)de + 2 [{Bul, ul)ds
= Jullg + Jo, AVl - Vul(t)da (20)
+2 fot Jq, fuldzds, Vt € (0,7
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En utilisant (1), (5), on a

WL (B)]E A (€2 |V ue (DG + [Vx,ue()[3) + 2 [1 (Bul, ul)ds
< Julls + A |V ulfp + N |V ,ul]f,

+2 [) [, fuldzds, Yt e [0,T]
Et en utilisant (9 — 4i), nous avons

Wl (t)e+ A (E [V uet)n + [Vua(t)|) +20 [y [ul]f ds
< Jullp + Ae? [V, ullf,

+A |VX2ug|?) + 2f(f Jq, fuldzds, Vt € (0,7
Et en utilisant (15), il s’ensuit que

eVx,ul — 0, |VX2u2|Q§2’VX2u0’Q et |u;’9 SQ‘UI‘Q.

Bien siir,si ! = 0 ou u° = 0, le membre droit des inégalités ci-dessus peut étre
) )

remplacé par n’importe quelle constante positive. Cela implique

WL (Ofn +A (2 Ve[ + [ Vagua(t)[5) +2b [y [ullly, ds
< 2[ullg + 2X [Vaullg + 2| fl5 + 2 f) [ullgds, ¥t € [0,T]

donc

WL ()[6 + A Vxyue )]G+ [Vaue()]G) +2b [ [ullf, ds
<CHC [ [ullsds, Vtelo,T)

ou C' désigne une constante positive générique, indépendante de ¢ et ¢, prend
souvent différentes valeurs dans la méme formule. En appliquant 'inégalité de

Gronwall, nous obtenons

t
[l ()l + AE Ve + [Vu(t)lg) + 25/ ullyyds <€, V€ [0,T]
0

t
@l e Vxul Vew®l [ ds<c e @
0
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La derniere estimation de la lemme suit par (9 — iv) O

Lemme 2.2. S’il existe z € D'(Q) et une sous-séquence de(u.). encore étiqueté

(ue)e tel que ue — z en D'(Q) puis
2 C([0,T);V(R), 2 eC(0;T); L*(Q))N LY 0,T; W) (22)

et z satisfait aux conditions initiales

En outre, pour chaque t € [0,T] nous avons

us(t) — z(t) dans V(Q),
ul(t) — 2'(¢), eVx,uc(t) = 0 dans L*(2)24 (2.2)

Démonstration. En raison de Lemme 2.2, nous pouvons extraire une faible sous-
séquence convergente-encoreétiqueté (u.). et il existe € L9(0,T;W’) de telle

sorte que

eVxue =0, u. =z en L'0,T;V(Q)),
ul 2 en L®(0,T; L*()),

£

u. — 2 en LY0,T;W),

£

fu. — x en LY(0,T;W').

Pour vérifier que les limites sont telles qu’indiquées, nous utilisons les
injections continues L?(Q) C D'(Q) et L*(0,T; H'(Q)) C D'(Q) avec la conti-
nuité de opérateur dérivé en D'(Q). Puis en multipliant ’équation en (13) par
¢ € D(]0,T) et intégration plus (0,7"), nous obtenons

/:(ug,v@ds + /OT/QAgVug - Vupdrds + /0T<5u;,v¢>ds = /OT/vaqsdde
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/O T<u€,v¢")ds+ /O ' /Q A.Vu. - Voodrds + /0 T<ﬁu;,v¢>d5: /0 ' /Q Foddrds

pour tout ¢ € [0,7]. En développant cette identité, en utilisant les différents blocs

de A., nous dérivons
T T T
/ (uz,v¢")ds + / / e2 A1V u. - Vi vodads + / / eA15V U, - YV, vpdads
0 o Ja o Ja
T T T
—l—/ /5A21Vx2ua-vxlv¢d:vds+/ /AQQVIQUE-VxQUgbdde%—/ (Bul, vep)ds
o Ja 0o Ja 0

-/ ' | suodois

et passer a la limite en utilisant (25), il s’ensuit que

e2An Ve - Va0 20,
eVxu. =0, done  £4y V,,u, - Vo, v = 0, Yo € D(Q),
8A12V$1U5 : VxQU A 0

alors
T T T
/ (z,v9")ds +/ / AV x,z - Vx,vddrds +/ (X, vo)ds
Q
o 0 0
_ / / foédeds, o € D(Q),Yé € D(0: T[)26 (2.3)
o Jo
Notez que nous avons, a partir de (25),
z € L0, T;V(Q)),2 € L®(0,T; L*(Q)) N L1(0,T; W)

et nous avons, a partir de (26),

T T g
/ (2" vg)ds + / / AnVx,z - Vx,védrds + / (X, v@)ds
0 0 JQ 0

_ /OT/vaqﬁd:r;ds, o € D()
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T T
/ (z" ds—l—/ /AQQVXZZ VXQUd:cds—l—/ (x,v)ds
0

/ / fuodzds, Vv € D(Q)
Nous dérivons ’équation sur l'intervalle [0, 7.
(2" v) + /QAQQVX2Z Vx,vdx + (x,v / fvdz, Yv e D(Q),
on applique formul de Green

(2" vy — / Vx, - (A2Vx,2)vdr -l—/ A9V x,z - nuds + (x, v)
Q o9

/vadx, Vv € D(Q),

et pour conditions initiales (23)

/ AV x,z-nuds = 0.

00
donc
(2" vy — /Q Vi, - (AnVix,2)vdx + (X, v) = /vad:p, Vv € D(Q),
Nous dérivons I'équation sur €2
Z'v—Vx,  (AnVx,2)v+xv = fv, Yve D(Q),
En divisant par la fonction de test tel que Yv € D(2)
2" — Vi, (A2Vx,2) = f — x € L*(0,T; L*(Q)) + L (0, T; W) (27)

Puis, selon [15, Theorems 4.1, 4.2], z satisfes la continuité dans le temps (22) et
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I’égalité énergétique suivante

¢
12/ (8)]7, + / AV x,2(t) - Vx,z(t)dx + 2/ (x,2")ds
Q 0
¢
= 20+ / AV x,2(0) - Vx,2z(0)dx + 2/ f7'dxds, Vt € [0;T].282.4)
Q 0

Maintenant, pour montrer que les conditions initiales sont satisfées, nous utili-

sons d’une part leidentités suivantes, établies en utilisant I'intégration par parties,

t

— /t(z',vgzﬁ’}ds
o Jo

t t
— / / 20" dxds
0 0 Q

/Ot<2",v¢>ds = /Qzl<t)v¢(t>dl’—/Z’(O)vqﬁ(O)dm

Q

- /Q (g (t)dw + /Q 2(0)v¢/ (0)dx + /0 | /Q 2vg’duds 32.5)

/0 (o vdvds — /Q 2 ()vo(s)da

/0 (s = /Q ()0 (5)da

donc

et

[tiras = [wtowd— [ wooods

—/ng(t)vgb'(t)dx—k/ngvgzﬁl(O)dx+/Ot/guav¢”dxds 30.6)

Puis en multipliant ’équation en (13) par ¢ € C*°([0,7]) et intégration plus
(0, T)et tous les v € D(2), nous obtenons

/0 W vdyds + /0 t /Q AV, - Vodads + /0 (Bul vi)ds

- /t/quﬁdxds, Vv € D(Q), ¢ € C*([0,T7),
0 JQ
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D’autre part en utilisant (25)

* /
5VX1U5_\Oa UQE;Z) /Bugéx

Et en utilisant (27) nous obtenons

/Ot<u’€’,v¢>ds = /Ot/gfwbdxds—/Ot(ﬁu;,v@ds—/ot/QAsVug'Vwbdxds
- /O t /Q Foodrds — /O (X vd)ds — /0 t /Q AVx,2 - Vx,vdrds

_ /0 (" ve)ds.

Puis en passant a la limite dans (30) pour ¢(t) = ¢'(t) = 0 donc

/Ot<u;’,v¢>ds— —/Qu;v¢(0)dx+/ngv¢’(0)dx+/Ot/gusv(b//dxds

En utilisant (15), donnez-nous

/ot<u’; vg)ds = — /Q utvp(0)dx + /Quowl(o)dx " /ot /Q evdfduds

Et en utilisant (25), nous trouvons

[{teoris == [wvotonte [ o [ [ aoteis. @

En comparant(29) et (31), nous

/0t<2",’0¢>d8—/Ot<z”,v¢>>ds = _/9“1“‘15(0)6“”/Quovcb’(o)d:wr/Ot/sz”dxds.

_ <_ /Q 2(0)06(0)dz + /Q 2(0)v¢! (0)dz + /0 t /Q zvgb”dazds)

- /Q Wod(0)dz + /Q o (0)dz — (— /Q 2(0)0d(0)dz + /Q z(())vqﬁ’(O)d:c) — 0
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donc

((0), v (0)) + /

Q

AWW@MZ—/

ul(O)vgbdx—l—/ uvg/ (0)dz; Yo € D(Q).
0

Q

Cela montre la premiere identité dans (23) en choisissant ¢(0) = 1,¢'(0) = 0. La
seconde l'identité est démontrée en choisissant ¢(0) = 0, ¢'(0) = 1.Ensuite, puisque
(21) détient pour chaque t € [0,T7, il existe (p; (3 et (o de telle sorte que - jusqu’a

une subséquence-
eVx,ue(t) — Go(t),  ul(t) — (i(t) en L*(2) et vous u.(t) — (o(t) en V(Q)

Passer a la limite dans (30) pour ¢(0) = ¢'(0) = 0, en comparant avec (29) et en

faisant valoir comme ci-dessus pour différents choix de ¢(t) et ¢'(¢) rendements

Go(t) =z(t), G(t)=2'(t) et &(t) =0.

Cela complete la preuve de la lemme. n

Notez que nous n’avons pas encore utilisé la monotonicité de 3. Cette hypothese
joue un role important pour surmonter le manque de compacité et pour déterminer
clairement limite du terme non lignear, comme nous le verrons dans le lemme

suivant.

Lemme 2.3. Selon les hypotheses de Lemme 2.3, nous avons
pu. — 2" en a LY(0,T; W') (32)

et z est la solution de (16).

Démonstration. pour v € L>(0,T; L*(Q2)) N L4(0,T; W), nous allons définir
1 / 2 ! / /
M:(tv) = 5l(ue —2)(t)lg+ [ (Buc — fv,ue —v)ds
0
1 VXlug(t) ) ( VXlue(t) >
+-= As ’ dfﬂ
2 /Q (sz (ue = 2)(t) ) \Vix,(ue — 2)(t)
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pour chaque t € [0, T].Gréace a la monotonicité de 5 et (5), il est clair que M,(t,v) >

0. Développement M, nous obtenons
1 / 2 1 / 2 a;
M(t,v) = S lu()lg+ 5120 — | uz'(t)de
2 2 Q
t t t
s [putatyds — [ (puagas+ [(g0.0-yds
0 0 0

R CRa S S T
Nous avons

LA 5) (T )
- ( o j) (a2 90) (a0 )
B / <5A11VX1uE(t +5A12VX2(u5—z)(t)>_( Ve (t)
Q

)
eAn Vx,uc(t) + A9V, (ue — 2)(t) Vi, (ue — 2)(t) ) o

= / €2A11VX1Ua(t) . leug(t)dflf + / €A12VX2(UJE — Z)(t) . VXlug(t)c&
Q

Q

+ /Q ANV u(t) - Vi, (e — 2)(8)da + /Q AoV, (e — 2)(1) - Vi, (u

= / €2A11VX1UE(t) . leug(t)dlL‘ + / €A12VX2UE(t) . leua(t)de’
Q Q

— / eA19Vx,2(t) - Vx,u:(t)dr + / Ay Vxu(t) - Vx,u(t)de
Q Q

- / AV (1) - Ve, 2(H)da + / AoV st (t) - Vi, (1 — 2)()da
Q Q

N /Q A2V x,2(t) - Vix, (ue — 2)(t)dx
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R R N A

- / AV (t) - Vuo(t)dz — / ALV, 2() - Vo (t)da
Q Q

donc

— / 6A21VX1u5(t) . VXQZ(t)d{L' — / AQQVXQZ(t) . VXQ (Ua — Z)(t)dl’
Q Q

- / Aoy Vs, uc(t) - Vi, ()
Q

Alors

1

1 1
M.(t,v) = 5 ul (t)]2 + 3 12/ (1)7, — /Qulez/(t)dx +3 /Q ANVu(t) - Vue(t)dz

t t t
+ [puatyas = [(puoyas+ [ (oo - i
0 0 0
1 1
-5 / AV x, (1) - Vxue(t)dr — / ANV x,ua(t) - Vo, 2(8)d
Q Q

1 1
—5 / AQQVX2Z(t) . VXQ (us - Z)(t)dl‘ — 5/ AQZVX2U5(t) . VXZZ(t>dl‘.
Q Q

En tenant compte (20), nous obtenons

! 1 1
M.(t,v) = /O /qu’sdxds + 5 |u;’; + §/QA€Vug(t) - Vul(t)dx
1 t t
+5 12/ (1)]2, — / ulz' (t)dx + —/ (Bul,v)ds +/ (Bv,v —ul)ds
O 0 0

1 1
—3 / A1V x,2(t) - Vx,u(t)dz — 3 / eAnVxu(t) - Vx,z(t)dz
Q Q

1 1
—5 / AQQVXQZ(t) . VXQ(U(E — Z)(t)dl’ — 5/ AQQVqua(t) . VXQZ(t)d[L'
Q

Q

Passer a la limite des rendements

t
, 1, 42 1 0 0 1 2
iz_r}%Mg(t, v) = /0 /sz/dxds + 3 ‘u ‘Q + 5/(2A22Vu (t) - Vu'(t)dx — 5 12'(t) ]

1

t t
—/0 (x,v)ds +/0 (Bv,v — 2')ds — §/§2A22VX22(75) -V, z(t)dx.
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Puis, par (23) et (28),donc

! 1 1 1 !
limM_(t,v) = / / fZdxds + = ‘ul‘; + - / AVl (t) - Vil (t)dz — = |2/ (1) [7, — / (x,v)ds
0 Ja 2 2 Ja 2 0

z—0
1

+/0 (x,2")ds —/0 (X, z’>ds+/0 (Bv,v — 2')ds — §/QAQQVX22(1§) -V, z(t)dx.

Alors

xz—0

t 1 1 t
limM_.(t,v) = / / fZ'dxds + 5 ‘ul‘; +3 / AVl (t) - VUl (t)dx +/ (v —xz,v—2)ds
0 Ja 0 0

1 1

t
31O = 5 [ AnVi2(0) Vae0)do — [ o'duds,
Q 0

On utilise conditions initiales z(0) = u’et 2/(0) = u', Elles nous donnent
¢
lin%Ms(t,v) = / (fv—xz,0—2")ds >0, Vte[0;T]. (33)
T— 0
Choisir v = 2/ — fp, p € L>=(0,T; L*(Q)) N L0, T; W) et # < 0 nous obtenons

/0 (B(z' —0p) — z,0)ds >0

location # — 0 et en utilisant (9 — iv), nous tirons
T
/0 (B2 — x,p)ds >0, Vo & L>0,T; L*(Q)) N L0, T; W).
Cela implique que
B=2xpp. Q.
et donc z est la solution unique de(16), c’est-a-dire z = w. O

Démonstration. de Theoreme 2.1. Griace aux Lemmes 2.3 'existence de la sous-
Lemme 2.4 est assuré. Ainsi, puisque la limite de chaque sous-séquence de vous

u. est unique,les convergences (24), (25) et (32) tiennent pour toute la séquence.
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Enfin, en prenant v = @’ en (33), nous obtenons

t
limM_(t,u') = / (pu’ — pu',u’ —u'yds =0
e—0 0

Depuis, par (5) et (9 — i4i), nous avons

%K%—Nﬂmé+i@ﬂvx%@mﬁﬂv&Wr*@@@)+A<&é—ﬁﬂ%—ﬂmk

2
les fortes convergences dans (18) suivent. Cela met fin a la preuve du theoreme. [

Remarque 2.1. Si (8 est uniformément monotone, c’est-a-dire pour une certaine

constante 6 > 0 nous avons
(Bt)u — Bt)v,u—v) >d|lu—vlfy,, Yu,veV, aetel0T],
puis nous obtenons la forte convergence

(Bt — BTl — W) > S|l — @[l , en LU0, T5 W)

? e

Alors

L~ @l =0

Donc
ul — ' en LY0,T;W). (34)

Remarque 2.2. Si A dépend de t, c’est a dire.A = A(t;x), avec des coefficients
en CYHQ) on peut montrer que les convergences du théoréme 2.1 sont au moins

valables quand

/ A(B)Vo - Vode <0, Vo e HI(Q),Vt € [0:T).
Q

Exemple 2.1. Comme d’habitude, nous prenons v = [ |v\q72 v, pour q > 2.Puis

satis es les conditions requises dans (9) avec W = Li(2), et est uniformément
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monotone de puis. Nous avons

—2 —2
/Q (Jul* " u—v]" " v) (u —v)dz > |u— V%00

Ainsi, les convergences (18) et (34) tiennent en l'espéce. En outre, compte tenu

des (8),(10) et (14) nous pouvons facilement voir comme dans [3] que
u’(X1,.) € Hy(Qx,),u' (X1,.) € L*(Qy,)

BT(X1,.) € LY(0; T5 L% (), f(Xa, ) € L2(0; T L, ),

pour a.e. X1 € II;. Puis par la méme technique utilisée dans [3,12], qui est in-
dépendante de la linéarité du probleme, il est facile de montrer que, pour a.e.

X € 1L, u(Xy,.) est la solution unique au probléme

u(X1,.) € C([0;T); Hy (2, ),
' (X1;)C([0; T); L*(Qx,)) N LY0; T; LY(Qx, ),
(W' (t; X1; Xa),v) + fQXl Aga(t, Xy, Xo)Vx,u(t, Xy, Xs) - Vx,vd Xy
+ Jox W (t, X1, Xo) |20 (t, X1, Xo)vd X,
= fﬂxl f(t, X1, Xo)vdXs, Yo e HYQx,),
w(0,Xy,.) =u’(Xy,.), w(0,X1,.)=ul(Xy,.) enQx,.

\

Notez qu’ici X; joue le réle d’un paramétre et que cette forme est plus classique,(13),

de ned dans une dimension inférieure.
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Chapitre 3

Convergences dans les domaines

cylindriques

Dans Theoreme 2.1, on peut remarquerconvergence du V x, u., ce qui empéche
la convergence d’étre Espace Sobolev H'(Q). Cela était attendu depuis u. et sa
limite @ ne sont pas nécessairement appartiennent au méme espace Hj(Q). En
particulier, sur les cylindres, une couche limite peut apparaissent pres de la li-
mite latérale. Maintenant, afin d’améliorer la convergence ci-dessus résultats, nous
considérons un domaine cylindrique

Q=AXw,
ol A (resp. w) est un sous-ensemble ouvert délimité de R? (resp. R"7?). Let A et
A’ étre deux sous-ensembles ouverts de R? satisfaisant

Ny CC A ccC A,

et définir

QOZA()XCU, QOZ(O,T)XQ(), Q,:A/XW, Q/:(O,T) x .
Considérez une fonction de coupure lisse p = o(X), satisfaisant
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supp(o) C A’ 0 =1 sur Ay, 0<o<1let |V,o <C.

Nous modifions légerement 1'hypothése (9 —iii) en supposant que la monotonie de

[ lorsque nous multiplions par une fonction de coupure, c¢’est-a-dire

(B't)yvr — B(t)va, (11 —v2)n) >0, Vo, va € W, pp. t € [0,T], (35)

ou n = n(X;) est toute fonction positive avec supp(o) C A. En fait, nous n’avons-
besoin de prendre n = 0?(X;) dans les épreuves des prochains théoriques, voir
aussi Remarque 4. Dans la paragraphe suivante, si la solution limite u satisfi es
une certaine régularité hypotheses, nous améliorerons le taux de convergence dans

les régions ¢éloignées des couches limites.

3.0.1 Convergences dans ’espace Sobolev H!

Théoréme 3.1 (3.1). Selon les hypothéses de Theoréme 2.1, nous supposons en

outre que (35) détient et

Oz, 0,0 € L*(Q), pouri=1,..,n, j=1,..,p, (36)
‘u; —ut o |VX2(u2 —u’) o= O(e), !Vxlug o= O(1), (37)
alors
sup [(u —u)(t)]g, ; sup |V, (ue —u)(t)|g, = O(e), (38)
t€[0,T] t€[0, T

sup |(u' —u')(t)]g, = O(e), /0 (Bute — B, (u; —W)e")ds = O(%),  (39)

t€[0,T]

et nous avons la faible convergence

Vix,ue(t) = Vx,u(t) en L*(Qp), vVt € [0,7]. (40)
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Démonstration. Prend w, = u. — u puis comparant (13) et (16) rendements

(ul(t) —a"(t),v) + /QAEVua(t) -Vodz — /QAEVﬂ(t) - Vudz

H(B(u(t), v) — (B (2), v)
= /Am Xzﬂ(t)-VX2vdx—/A5Vﬂ(t)Vvdx

(u(t) —a"(t),v) + /QAEV (ue — ) (t)Vodx + /0 (Bul. — ', v)ds

= /€2A11VX16' VXl’UdJI+ / €A21VX2ﬂ' VXIUCZ.T +/€A12VX16' VXQUd$
Q Q Q

t
<U);/,U> + / Asvws - Vudzx + / <5'LLIE - 5&’,v>ds
Q 0

= / {e?Vx, - (AnVx, @) + eV, (An Vx,0) + eVy, - (A12Vx, 1) } vde
Q

pour chaque v € H}() Tester formellement cette identité avec v = w.o® et

performant Iintégration sur (0,%), nous obtenons
t ¢
/ /wé’wédesdx —I—/ / ANVw, - V(w.o*)dzds
0 Jo 0 Jo
¢
+ [ (pu - o wi)ds
0

t
= / / {€2VX1 . (AHVXlﬂ) + €VX2 . <A21VX117) + €VX1 . (AmV)Qﬂ)} w;QQdm
0 JQ

1 1 ¢
3 ]wé(t)g% b |w\'€(0)g|?2 —I—/O /QAngg . V(w;g2)da:ds
¢
+ [ (u - . wi)ds
0

t
= / / {€2VX1 . (AHVXlﬂ) + €VX2 . <A21VX117) + €VX1 . (AlgvXQﬁ)} ngQd{E
0 JQ
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ot wL(0) = w! = ul(0) — W (0) et w.(0) = w? = u.(0) — @(0). Le terme intégral A,

e =

peut s’écrire
¢ ¢
//Aevwa-V(w;gf)dxds = //AEVwa-VwQQQ—i—QAang-ngégdxds
0o Ja 0o Ja
¢
= //AEVwE'Vwégzdxds
0o Jo
t
—1—252/ /Allvxlwa-vxlgwégd:vds
0o Ja

¢
+2£/ /Algv%wa-vxlgwégdl‘ds
0 Jo

Notant que p est indépendant de Xycar p = p(X7), on obtient

1 1 ! t
S 100ls+ 5 [ AV Vuls)ds) + [ (pu— 5wty ds
Q 0

0

1 ¢ _ _ ~
= 5 |w;(0)g|é +/0 /QS {SVXl . (AHVXlU) -+ VXQ . (Aglelu) + VXl . (A12VX2u)}w;92dx
t t
—262/ / AV we - Vo, owlodrds — 25/ / Algvxzwg -V, 0wl odzds
0 Ja 0 JQ

alors

1

1
5 / AVw,(t) - Vw,(t)o*dr — §A€ng -V o*dzx
Q

1, 9
t
+/ (Bul — B, w! 0*)ds
0
1, ¢ - ~ .
=3 ]ws(())gﬁ2 +/ /5{5VX1 (AnVx,u) + Vx, - (AnVx,u) + Vi, - (Algvxzu)}wafd:v
0o Ja

¢ ¢
—282/ / AV we - Vo owlodrds — 28/ / A1V, w, - Vg, ow’ odxds
0o Ja 0 Ja
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donc

1 1 K -
3 lul0els+ 5 [ AT Vut)dn + [ (puL - 5T uteds
Q 0

1 1
il ‘wig!é + 3 /QAEng -Vuwlo®dx

¢
+/ /5{5VX1 H(AuVx, ) + Vi, (An Vi, 1) + Vi, - (AeVx, )} wle’drds

0o Ja

¢
—282/ /AHVXle -V x, 0wl odxds
0o Jo

t
—25/ /AlZVXQwE-VXIQw;dedsAl (3.1)
0 Jo

Nous pouvons facilement voir cette identité lorsque la régularité de la solution
permet de multiplications (voir [10]). Dans le cas général, on peut procéder par

régularisation en tant que dans[1,9, 10]. Puis en utilisant (5)

1 1 1 ¢ N
3 wl(t)ol5 + 5)\52 |V x,w-(t)olg + 3 IV x,w:(t)ols, + / (Bul. — B, wlp®)ds
0

1 s 1 2 1 2

= 5 ’wgg{g + 5/\ ‘82VX1U)SQ‘Q + 5)\ |VX2ng‘Q
¢
+/ / e{eVx, - (AuVxu)o+ Vi, - (AnVx,w)o + Vi, - (A12Vx,u)0} wégdxds
0 Jao
t
—2)\54/ \Vxlwsg\?zds — 252/ \wgvxlg\éds
0 0

t t
_2)\53/ |VX2’LUEQ|£2)dS. — 25/ |VXIQw;|S22 ds.
0 0
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et utilisant 'inégalités de Cauchy-Schwarz

t
0

% \w;(t)g@ + %/ A Vw.(t) - V. (t)o*dx +/ (Bu. — B, w! o) ds
Q

IN

1 2 1
gl + 5 [ Avel Vubsas
t t

+/ e|eVx, - (AuVx, e+ Vi, - (AnVx,@)o + Vi, - (A12Vx,0)olg ds + +/ wielo ds

; 0

¢
—2)\84/ ‘VXleQ‘?) ds — 252/ ’wéle Q‘?} ds
0 Q

t t
—2/\63/ IV x,we 05 ds — 25/ (W' Vx, 05 ds.
0 0
et utilisant 'inégalités det Young ab < ea? + C.b C. = et avec, on a

W’ (t) 0|3, + Ae? |V x,we(t)0lZ, + N |V x,we () o], + /Ot(ﬁu’a — Bu’, wlo*)ds
< C{]w;gﬁz + ’€2VX1U)SQ‘; + }VXngQ];}
+C¢? /0 t eV, - (A Vx,@)o + Vx, - (A Vx,@)o+ Vi, - (A12Vx,T)ols ds
+Ce? /Ot W' Vx, 0|5, ds + C/Ot A2 |V x, weols, + N Vx,weol5 + [wl ol ds.
Gréce au lemme 2.2, |w.Vx, g, est borné, puis en utilisant (37) il vient
wl(t)olg + A\e? [V xwe(t)olp, + |V x,we(t) ol
+ /twu’6 — But, w' o*)ds
0
< O +C [ lutofy 47V xweofh + M Vol ds

Application de l'inégalité Gronwall que nous obtenons

t
[wl(t)olg + |V xyw-(t)olg + / (Bul — Br, wie®)ds = O(e?), (42)
0
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IVx,w.(t)olg < C, (43)

Ainsi, nous tirons (38) et (39) de puis ¢ = lsur Q. Enfin, grace a (43), pour
toute ¢t € [0,7] nous pouvons extraire une sous-que faiblement convergente de
(Vx,uc(t))e a la seule limite possible Vx, u(t) en L?(€g). Cela implique la conver-

gence de I’ensemble séquence puisque la limite est unique. Il

Remarque 3.1. Bien sir, la deuziéme hypothése dans (37) signifie que V x,ulest
délimité en L*(Qo), puis par I’hypothése rst dans la méme ligne, nous pouvons voir
que V x,ul converge faiblement vers le Vx,u® en L*(Qq), comme ce que nous avons
ezactement obtenu dans le theoréme pour V x,u.(t) pour chaque t € [0,T]. Notez
que, comme on le voit dans [10], ce type de conditions est nécessaire et suffisant
pour déduire la convergence de vous €.

Lorsque la matrice A a une structure diagonale, nous pouvons améliorer la

convergence ci-dessus résultats.

Corollaire 3.1 (matrice diagonale). Selon les hypothéses de Theoréme 3.1, nous

supposons en outre que Ao = Ay =0 et

}u; —ul o ‘VXQ(’LLS — u0)|Q, =o(e) et }VXl(ug - u0)|Q, = o(1), (44)
alors
sup |(ue —u)(t)|q, , sup |V, (u: —u)(t)|q, = o(e),
te0;T] t€0;T]

sup |, — T)(t)]g, = 0(c), UAW%—ﬁ%w@thdﬁx

te0;T)

sup |Vix, (e = @)(t)]g, = 0
te[0,T]

En particulier, nous avons la forte convergence

ue(t) — u(t) en H'Y (), vVt e [0,T7].
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Démonstration. Compte tenu du fait que A;2 = Ay = 0 dans (41), nous obtenons

1 1 1 /[t _

2 lwl(t)olg + |V, we(t)ols, + 2 |V x,we ()0, + ;/ (Bul — Bu', wlo*)ds
0

C

e2

IA

{[wkel + |2V ulefy + [Vaculef )

t t
+C / /VX1 . (Allvxlﬂ)w;fdxds—l—/ /AHVXle - Vx, owo*dxds|,
0o Jo 0 Jo

pour chaque t € [0,7]; Nous pouvons toujours changer 2 par 2’ dans Theoreme
3.1, puis utilisez le convergences (38) — (40) dans les intégrales dans le Ay; fait
partie 'inégalité ci-dessus, nous en déduisons que les deux dernieres intégrales ont

tendance a zéro. Ainsi, par (44), le corollaire suit. O

Corollaire 3.2. L’hypothése (35) est fréquente, el parfois c’est une conséquence
simple de la monotonicité comme dans [’exemple ci-dessus. En outre, dans le

contexte de la cet exemple, nous pouvons obtenir plus de résultats de convergence

grace a
/ (]u\q_2 u— |v]?? v) (u—v)o’de > / (Ju|*?u — |[v]"%v)(u — v)da
Q Qo
> |u— U|qu(Qo)
c’est-a-dire qu’il s’ensuit que
uz = | paig) = O(e2/9), (= 0(e¥/%) dans le boitier des tructure diagonale)

3.0.2 Convergences exponentielles.

En ce qui concerne les problémes elliptiques (voir [2, 8]), une taux de conver-
gence u, — u vous pouvez étre montré si la limite hyperbolique problemes de
valeur sont approximativement invariants dans le cadre de traductions arbitraires

X, directions, c¢’est-a-dire en supposant que
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A12(X1,X2) = A12(X2), A22(X1,X2) = A22<X2)a
UO(X17X2) = UO(Xz); UI(X17X2) = ul(X2)a f(X17X2) - f(X2)-43-2)

Nous pouvons envisager des conditions initiales plus générales comme dans [1],
mais ici pour la raison de la simplicité que nous supposons
1 1 0 0

u.=u, ul=u en A’ xw. (46)

Ensuite, nous avons le theoreme suivant.

Théoréme 3.2 (3.2). Selon les hypothéses de Theoréme 2.1, nous supposons en
outre que (35), (45) et (46) tenir. Puis il existe deuz constantes K,y > 0, de telle

sorte que

~ ~ _
sup [ = @)y 5 (e — WO 10 < K2
t€0;T] te0;T]

Démonstration. La preuve est basée sur la technique d’itération introduite dans 8]

sans perte de généralité, nous supposons que dist (Ag, A\ Ar) > 1 et set m = E]
pour un fi xed € > 0 ([.] désigne la partie integer). Car ¢ assez petit, nous pouvons
toujours construire un séquence (4A;)o<j<m+1 d’ensembles strictement croissants de

telle sorte que

Ay C CACC---CCA,CCAL =24,
dZSt(AZ,A\AH_l) > g, z=0,,m+1

Que (0i)1<i<m+1 soit une famille de fonctions en fonction uniquement de X; de

telle sorte que

supp(0;) C A, 0 =1 sur A4

yeym 41 (47)
0<g <let|Vzol <E,

ou C' est une constante indépendante de €. Ensuite, en utilisant (45), nous récrivons
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(41) comme

1 1 t ~
5 \w;(t)gl\?) + 5/ A Vw. Vw.oidr + / (Bul — pu', w' 0*)ds
Q 0

t
= —252/ /AHVxle-Vxlgiwégidxds
0o Ja

t
—25/ /AquQwE.Vxlgiw;Qidxds,
0o Ja

depuis u you et A;5 = AL sont indépendants de X;. Puis grace a (47)et I'applica-

tion L’inégalité de Gronwall que nous obtenons

t t
2 ~ 2
O+ Vxutlh, HVxweOcls, + [ (Bulmpit uie)as < C [ fuilig, , s
(3.3)
Ici, nous avons mis €); = A; X w et tenir compte du fait que supp(Vz,0;) C

A; \ A;_1. En particulier, nous avons

T
2 2
|w;(t)|L2(Qi,1) < C/o |w;|9i\9i,1 ds
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Intégration des deux cotés sur [0, 7] nous obtenons

T

T T T
/O Wil dt < C’T/O \w;@i\gi_ldt_CT/o %, dt—CT/O wlfh .

T T
|tk e [t an
0 0

< 1. Itérer cette inégalité pour ¢ = 2,...,m + 1, nous tirons

ainsi

cT
1+CT

ou k=

T T
/0 Wl l} dt < KT / iy, dt < K U,

depuis £ — 1 < [1]. Puis selon Lemme 2.2, |wé|é est délimité et revenir en arriere
a (48), écrit pour ¢ = 1, il vient
a1

T
sup [ul(Ofh, s [V, [ (- gt uldi)s < €
te0;T] te0;T] 0

2 sup |VX1wE(t)]?)O <Ce ¢
t€0;7]

ou v; = —Ink, La derniere inégalité implique

sup |VX1wa(t)\?20 < Ce &
t€0;T]

pour certains positifs 7 < ;. Cela complete la preuve du theoreme. Il

Remarque 3.2. La preuve ci-dessus donne également

T
/ (Bul — BT, (. — @) F)ds < K~
0

Notez que p1 dépend de €,mais si nous prenons B comme dans l’exemple ci-dessus,il

s’ensuit que
/ o

Ue — ﬁ/’Lq(QO) < Ke~

o
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Notations

:= égal par définition

E’ = dual de I'espace E

.| = norme d’espace L? ()

[ = (X, #2)'"* pour z,y € R”

2 = domaine ouvert dans R”

) =fermeture de 2

02 =T frontiere de

Q' cc Q = Qfortement inclus dans 2 ,i.e,ﬁl cQ
supp(u) =La fermeture de {z € Q|u(z) £ 0}

_ n  9%u
AU - Zi:l 92z,

— NP 9w
Axlu - =1 92z
Agu=3" o

2% T Lii=p+1 924,

(|lue —ul = O () comme ¢ — 0) < 3C > 0, |u. —u| < Ce pour ¢ suffisam-
ment proche de 0
(lue —ul = o(e) comme ¢ — 0) < |“5€—_“| — 0 comme € — 0

quelques inégalités utiles

Les inégalités suivantes sont souvent utilisées pour dériver des estimations dans
I’analyse.
Une inégalité polynomiale

soit 1 < p < 400 et ab > 0,en suite
a? + b < (a+b)P <2071 (af +bP)
L’inégalité de Young
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Supposons 1 < p,p’ < oo, é + 1% = 1. Alors pour tout a,b > 0, il est vrai

a?
p p

Il est parfois pratique d’utiliser le formulaire

ab < aad? + Cabpl, C, =a VP

Inégalité de Holder
Soit © un domaine dans R”.Supposons que u € LP(Q) et v € LY (Q) avec
1 <p<oo.Puis

/Q luv| dz < ful ) (V] (@) -

L’inégalité de Minkowski
Supposons 1 < p < oco. Alors pour tout u,v € LP(12)

[u+ 0] < Ul + [0l
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