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NOMENCLATURE

A ,: Amplitude adimensionnelle

A Rapport d’amortissement

w : Fréquence naturelle

wy, : Fréquence adimensionnelle
C : confusion d’amortissement
K : mode propre

Id :Moment d'inertie diamétral
Ip :Moment d'inertie polaire

E :Module de Young

a :Longueur appuis gauche - roue
b :Longueur appuis droit - roue
L :Longueur de I'arbre

m :masse de la roue

NOMENCLATURE
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INTRODUCTION GENERAL

Introduction générale

Les machines tournantes sont connues comme des équipements essentielles qui sont
souvent trouvées dans différents domaines de la technologie moderne tel que les installations
industrielles, Ils comprennent deux éléments principaux, une partie fixe s’appelle le stator et
une partie tournantes’ appelle le rotor .Les arbres ou les rotors sont définis comme étant tout
¢lément tournant autour d’un axe fixe. Ils constituent les piéces maitresses des machines
tournantes dont le domaine d’applications industrielles est tres vaste (machines-outils,
turbines, véhicules, turbocompresseurs, nucléaire...), L’arbre d’un rotor peut étre considéré
en tant qu’un corps élastique continu avec des propriétés d’inertie et de masse réparties tout le
long de sa longueur surtout dans le domaine de grandes vitesses. Pour cela des types variés de
vibrations apparaissent dans ce systeme mécanique et souvent limitent les performances et

mettent en danger la sécurité d’opération.

Dans cette étude, on s’intéresse ou comportement Vibratoire des arbres élastiques. Nous
allons aborder la problématique par une approche analytique ainsi que la méthode les

éléments finis.
Les cas étudies sont :
-Arbre symétrique, non symétrique avec et sons effets gyroscopique.
Le présent mémoire est structuré en trois chapitres et une conclusion genérale.
-Premier chapitre : Modélisation des rotors symétriques.
-Deuxiéme chapitre : Modélisation des rotors asymétriques.

-Troisieme chapitre : Modélisation des rotors par la méthode des éléments finis
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CHAPITRE |l MODELISATION DES ROTORS SYMETRIQUE

Interdiction

L'étude du comportement dynamique et vibratoire des rotors occupe une place
fondamentale dans I'histoire de la science, notamment dans la dynamique des structures et des
machines tournantes. Il est considéré comme Il'un des phénoménes les plus complexes
nécessitant une modélisation et une simulation par des méthodes numériques trés efficaces et
rapides; plus de mener des expériences et des tests plus efficaces. Dans cette partie, nous

présenterons une étude du comportement vibratoire du vertige de Jeffcott en géneral.

1.1 Modéle de Laval/ Jeffcott.

1.1.1 Description du modéle

Ce modeéle est connu sous le nom de «rotor de Jeffcott” , et comme certains pays européens
ont utilisé le nom de «rotor de Laval" pour rendre hommage a I’utilisation du modele que
Jeffcott n’a peut-étre pas connu, ce dernier en a publié une étude en 1999.Le modeéle de base
dans I’étude et la compréhension du comportement dynamique des vibrations des arbres et
rotors [01]. Le modéle de rotor le plus simple consiste en un arbre sans masse, au centre
duquel se trouve un disque circulaire rigide fixe et qui est supporté par des roulements rigides.
L’arbre a une section circulaire, soit de diamétre constant sur toute sa longueur, soit de

répartition symétrique des portions étagées [02].

Figure 1. Modéle de Laval/Jeffcott.

1.1.2 Analyse sans amortissements
Considérons le cas le plus simple dans lequel nous étudions les vibrations de flexion
latérale de Un modeéle symétrique de Laval / Jeffcott est inhibiteur dans lequel la vitesse de
rotation est constante, et La gravité et I'effet gyroscopique sont négliges [03]. Lorsque le

systétme est en rotation, nous avons le phénomene de spin qui provoque Les centre
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géométriques et gravitationnels du disque vont osciller dans un plan perpendiculaire a

Equilibre du systéme. Ils auront donc les deux degrés de liberté que nous supposons le long
des axes du Taureau Et une once de marquée Oyez (Figure 2)

}FJI.

=
Figure 2. Mouvement du centre de gravité du rotor.

Le principe fondamental de la dynamique appliqué au centre du disque est donnée par:

F, +Fc=my (1.1)

Avec la force centrifuge, en module Fr = meQ? , les projections sur les axes ox et oy
donnent :

{—kax + meQ?cos(Qt + @) = mk (1.2)
—k,y + meQ?sin(Qt + ¢,) = mj '
ou
%4 Sy = eQ?cos(Qt + @q)
m (1.3)
y+-2ty= eQ?sin(Qt + @)

On a deux équations découplées non homogénes dont les solutions doivent étre la

superposition de solutions homogenes et particuliéres soient : X = xj, + x ,ety = yu+y,,.

Avec :

Xp = Acos(w,t + @)
{yh = Bcos(w,t + ) (14)

N ] ,k
Ou: la fréquence naturelle ou propre w, = ;a

Et
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x, = A cos(Qt + @) (15)
Yp = B sin(Qt + ,) '

Les arrangements homogeénes x;et y,des conditions sans deuxiemes individus adressent deux
développements symphoniques simples qui se produisent de deux maniéres symétriques axes
ox et oy. Leur organisation donne un développement plan dont I'état de la direction repose sur
la constante A, B, j et y qui sont contrdlées en pensant aux conditions sous-jacentes. Selon

Lissajous nous avons les cas d'accompagnement :

Si @ -y =0, la courbe est un segment de droite de pente positive.

Si @ -y =7, la courbe est un segment de droite de pente négative.

Si -y = w/2 et A =B, la courbe est un cercle tournant de y vers X.
Si @ -y =-1/2 et A =B, la courbe est un cercle tournant de x vers y.

¢ -y<0 la courbe est une ellipse tournante de y vers x.

YV V V V V V¥V

@ -y>0 la courbe est une ellipse tournante de x vers y.
D’autre part les constantesA,, @, Be et w. des solutions particulieres se déterminent

ensachant que ces derniéres Vérifient leurs équations correspondantes avec seconds membres.

Leurs expressions sont donc :

A, = B e 0’ t " i w<
= = — e Pe = =@ SI W w
e e —02 +0~)121 e e 0 n
Ou bien:
—e0? .
Ae = Be = _Qz—-l_wﬁ et @, = lpe = @y + 7 Siw > Wy

Et la solution particuliéres sont dans les deux cas égales a :

eQ?
Xp = —02+w2 COS(Qt + (po) (|.6)
Et
Q% .
Yp = —_(fzmrzl sin(Qt + ¢,) (1.7)

Celles-ci abordent deux développements consonants simples ayant une adéquation similaire

et déphasé d’un point deg. Leur piéce offre, comme 1’indique Lissajous, une direction portée

e 0?

-02+w?

ronde



CHAPITRE |l MODELISATION DES ROTORS SYMETRIQUE

Le développement ultérieur est de cette maniere la superposition de deux directions, la
premiere est la synthése des arrangements homogene (ellipse, cercle ou segment de droite) et

le second est la création d’arrangements explicites (cercle).

Les mémes constatations peuvent étre faites sur I’amplitude de cette solution particuliere
qui est le rayon de la trajectoire circulaire. Pour les clarifier plus facilement, considére la

projection de 1I’excentricité e sur le prolongement de r qui est égal a ecosjo. On a alors :

» Si Q<w, (régime sous critique),g < 0 etainsip, < g

Le centre de gravité se trouve extérieur au centre geomeétrique.

> Si Q >w, (régime super critique),g <0 etainsi g, > .

Le centre de gravité intérieur au centre géométrique.

» Si Q = w, (régime critique), on a la valeur intermédiaire au cas précédents d’ou
T

P=3

Mais théoriquement si r —oo, e sera négligeable.

> Si Q—o, (régime hypercritique),g - -1 d'ou ¢ - —m.

On a dans ce cas 1’auto centrage.

¥ Y

Q/ G Q/ G
€ ©
=

e

i
i

X X
<oy O=ao,

Q/G Q/ o

i

L= [

Figure 3. Position du centre de gravité selon la valeur de la vitesse de rotation.
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1.2 Modéle avec paliers flexibles: cas isotopique

1.2.1 Modéle mathématique
Reprenons le modele de Jeffcott et considérons les paliers flexibles et isotropes c.a.d. les

caractéristiques sont identiques dans les 2 directions ox et oy (Figure 4) [04].

Figure 4.Modele de Laval / Jeffcott sur paliers flexibles.

Qui pourra étre remplacé par I’oscillateur suivant (Figure 5) :

m
I

Figure 5. Oscillateur dans chaque direction.

Les raideurs et les coefficients d’amortissements seront donc pour les deux directions :

2kak
K:kxzkyzﬁ (|8)
Et
C=C =C,=2C, (1.9)

Les équations différentielles régissant le mouvement du systéme, s’écrivent alors :
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—k, — Cx + meQ? cos Ot = m¥ (1.10)
—ky, — Cy + meQ?sinQt = my '
Ou
i +<x+Ex =e0?coswyt
m” o m (1.11)

W C. koo
y+mx+my—eﬂ sin wet

Nous avons deux équations découplées non homogenes dont les solutions vont étre la

superposition de solutions homogenes x = x;, + x,, et particuliéres y =y, + y,[03].

Pour les solutions homogenes on considére les solutions des équations sans seconds
membres. Si les frottements sont négligées les résultats sont exactement les mémes que ceux
du paragraphe précédent,(équation 1.4) en remplacant seulement k, par k.pour les deux
directions ox et oy, et qui sont les régimes apériodiques, apériodiques critiques ou pseudo
périodiques. Ces derniers sont exponentiellement amortis et leur composition donneur
mouvement plan amorti, c'est-a-dire allant vers 1’origine [03] .I’allure est donnée pour les cas
apériodique / apériodique ou apériodique critique / apériodique critique (Figure 6-a) et pseudo
périodique / pseudopériodique (Figure 6-b).

\

x i
N

(a)Apériodique/apériodique. (b)Pseudopériodique/pseudopériodique.

Figure 6. Représentation du régime transitoire.

En ce qui concerne les solutions particulieres, elles ont la méme forme que 1’excitation.

C’est a dire elles sont harmoniques de la forme donnée par (équationl. 5)

Données par :

e?

A, =B (1.12)

e = 2
\/(—02+mr2,) +4C202

Et
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P = Y = —arctg (ﬂ) (1.13)

2
-0%2+w3

ou
A k
Fréquences naturelles : w,, = \/%
Rapport d’amortis :A = £
pp A=

Rapport de fréquence : @ = wi

n

Leur composition est, d’aprés Lissajous, une trajectoire circulaire dont le rayon est
égal a (A, ouB,) et qui dépend de la fréquence d’excitation Q avec 1’allure ,0u les mémes

constatations du cassants paliers sont faites.

1.2.2 Résultats et discussion.

Dans cette partie, nous avons utilisé un code qu’on a développé sous Maple soft
En supposant ce qui suit :
La masse de la roue: m=10 kg ; modes propres : k=1000 n/m ; Excentricité du balourd e=1

On obtient les résultats suivants :

10

6 * _AouB (¢c=20)
€ [+
« Q=0
n
4 —
—Ae ou Be(cf())
N n c

Amplitudes du réhime permanents

[ " [ " D TR T— . .
0 -
0 10 20 30 40 50

Vitesse de rotation Q (tr/min)

Figure 7.Amplitudes du régime permanent en fonction de la vitesse de rotation
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A travers la (Figure 7) :

On note que amplitudes de régime permanent atteint la valeur limite maximale quoi qu'il

arrive (c)lorsque la vitesse de rotation est égale a la fréquence propre (Q=w, = 10).
Et la valeur amplitudes de régime permanent change avec le changement d'une valeur (c).

Dans ce cas, il y a y une vitesse critique (Q= 10 tr/min)

1.3 Modele avec paliers flexibles: cas anisotropique

1.3.1 Modéle mathématique
Reprenons le modéle JEFFCOTT et considérons les roulements flexibles et anisotropes a

savoir. Les propriétés ne sont pas identiques dans les directions ox et oy [02].

Supposons qu’elles soient égales a ky et Cy suivant ox et a k,, et C;, suivant oy.Dans ce cas

les équations différentielles régissant le mouvement du systéme se réécrivent :

—ky — CyX + meQ? cos Ot = mk 114
—k, — Cyy + meQ?sin Ot = my (1.14)
ou
%4+ 2y + Sy = e02 cos wet
m”~ " m (1.15)

L Gy ky
y+my+my—eﬂ sinwe t

Puisque les deux équations sont discrétes hétérogénes et que leurs parameétres ne sont pas

identiques. Leurs solutions seront une superposition des solutions homogenes x = x;, + x,, et

des solutions spéciales y =y, + y,[03].

Pour les solutions homogénes d'équations sans second membre, on a une superposition de
deux mouvements se produisant dans des directions perpendiculaires mais avec Différentes
fréquences car les possibilités sont nombreuses. En négligeant le frottement a plusieurs
fréguences, nous avons une représentation du lysa gus. Si c'est arbitraire, nous avons des
courbes plates qui ne s'enroulent tout simplement pas[0O3]En revanche, en présence
d'amortissement, il y a superposition de deux mouvements d'amortissement (transitoires) qui
tendent vers zéro. D'autre part, des solutions spéciales suivent I'excitation harmonique. Ils ont

le chiffre donné par (équation 1.4)

10
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mais avec les constantesB,,p,.,B, et Y, égales

Et

eQ?
A = - (1.16)
J(—QZ +odg) +42202

2
B, = et (1.17)
\/(—Qz+w?m)2+4}\§,ﬂz
2040
P = —arctg (_QZM%X) (1.18)
2250
Y, = —arctg (_szw%) (1.19)
Ou
. I ke |k,
Fréquences naturellesw,, = — i ny = [
’ sl =1 =Y
Rapport d’amortisd, = = Ay = -~

Q

, _ Q
Rapport de fréquence @, = —; =—
pp q X T me Y T oy

1.3.2 Résultats et discussions

Dans cette partie, nous avons utilisé un code qu’on a développé sous Maple soft

En supposant ce qui suit :

La masse de laroue : m=10kg ;  modes propres : k,=1000 n/m, k,=250 n/m ; e=1

On obtient les résultats suivants :

11
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10 L

Amplitudes du régime permanents

0 10 20 30 40 50
Vitesse de rotation Q (tr/min)

Figure 8. Amplitudes de régime permanent en fonction de la vitesse de rotation.

A travers la (Figure 8) :

Dans ce cas, il existe deux vitesses critiques (Q = wp, = 10HZ et Q = wy,,, =5 HZ)

Conclusion

De ce que nous avons étudié dans ce chapitre (le rotor Jeffcott dans sa forme la plus
simple), nous avons conclu que lorsque la vitesse de rotation du rotor est égale a sa fréquence
naturelle, on dit que c'est la vitesse critique. , ou les fréquences propres du rotor et les vitesses

critiques changent avec le changement de modes propre
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CHAPITRE Il MODELISATION DES ROTORS ASYMETRIQUE

Introduction

Dans cette partie nous étudierons les vibrations transversales d'un modeéle de rotor avec un
disque offset, dans le premier cas nous expliquerons le cas plus général des rotors Jeffcott
lorsque le disque est positionné avec un certain deplacement & mi-course. Dans le second cas,

nous étudierons les vibrations transversales des rotors avec effet gyroscopique

11.2 Modeéle de Jeffcott avec un disque decalé

11.2.1 Modele mathématique
(Figure 9) illustre une situation plus générale du rotor Jeffcott dans laquelle le disque rigide
est décalé de la mi- portée. En dehors de deux déplacements transversaux du centre du disque,

c'est-a-dire X et y, I'inclinaison du disque autour des axes X et y, c'est-a-dire se produit pour de

tels rotors, donnant au systeme de rotor quatre mouvements. Il y a quatre degrés de liberté

1

(Figure 10) [07].

Figure 9.Rotor avec un disque décalé.
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Figure 10 Schématisation d’un rotor avec un disque décalé dans le plan oyz (degrés de
liberté et chargement dynamique).

A partir de (Figure 10), nous pouvons avoir les relations suivantes pour I'excentricité [07] :
ex = CH =ecoswt et e, = GH = esinwt (1.1)
Ou e,et e, sont des composantes de I'excentricite, e, respectivement dans les directions X et

y (en fait, ces composantes d'excentricité sont dans le plan du disque qui est incliné).
De (Figure 10) les équations de mouvement du disque dans les directions dans le y-et

@, peuvent étre écrites comme.

d? d? .
—f, = mos (y+eycosqy) = —f, = mos (y + e sin wt cos @y) (1. 2)
Autour d’oy:
fyey sin @y, — My, = l3@x = —f; (e sin wt)sin @, — My, = 4@ (1.3)

.. d? .
my + f, = me@(cos @y Sin wt) (11.4)
[4@x + My, + esin @,f; sinwt =0
14 Est le moment de la masse d'inertie a peu pres sur l'axe des X, f;, est la force de réaction et
M, est le moment de réaction, ou m est la masse du disque. 1l est a noter que I'image a été
capturée autour du point G [07]. Le couplage non linéaire des équations avec la composante

angulaire (titrage) du déplacement x est visible dans les équations ci-dessus ¢,
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X

('.(ll\ \“.

l*— ~

g

(b)

'4'

Figure 11.Schématisation d’un rotor avec un disque décalé dans le plan oxz

(Degreés de liberté et chargement dynamique).
De la représentation du rotor dans le plan oxz, on peut écrire les équations différentielles du

mouvement:
dZ 2
—f = mﬁ (x + ey cos (py) = —fy = mﬁ (x + e cos wtcos (py) (I.5)
Avec :
—fyex sin @, — My, = I3y, = —f;(ecos wt) sin @, — M,y = [3@y, (I.6)

Ou Id est le moment d'inertie de masse diamétrale autour de leur axef,, est la force de
réaction et M,, est le moment de réaction. Les équations(ll 5) et(ll 6) sont également
couplées non linéairement avec la composante angulaire du déplacementg,. Cependant
[07] ?deux mouvements de plans transversaux (c.-a-d. y ,etz,) ne sont pas couplés et cela
permettra d'analyser le mouvement a deux plans indépendamment I'un de l'autre, c'est-a-dire
un ensemble d'équations(ll 3) et (Il 4) et d'equations(ll 5) et(ll 6) peuvent étre résolus
indépendamment les uns des autres.

Les forces de déséquilibre peuvent étre simplifiées (c'est-a-dire par linéarisation) avec
I'hypothese d'un petit déplacement angulaire (c'est-a-dire cos ¢, = cos ¢, ~1) et les équations
(11 3) et(l1 5) peuvent étre simplifiées comme :

my + f, = mw?e sin wt (L.7)

Avec :
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mX + f, = mw?e cos wt (11.8)

Dans ce cas, le systéme d’équations différentielles gouvernant les vibrations transversales

d’un rotor muni d’un disque décalé s’écrit [08] :

my + f, = mw?e sin wt
[q@x + My, + e@yf, sinwt = 0

mx + f, = mw?e cos wt
qu')'y + M, + e@yfy coswt =0

(11.9)

Maintenant les équations (11 7),(11 4),(11 8) et () sont assemblées comme :
m 0 0 0](V fy . 0 ) \ mw?e sin wt
0 esin wt
0 la 0 0e b My R Ly P =] (11.10)
0 0 m Of)X f, 0 mw?e cos wt
0 o 0 I\g,) ) \fecoswtp,) 0

qui peut étre écrit en notation matricielle comme :

[M]{3} + {R.} + {Ryi} = {funs} (1.11)
Avec :
m 0 0 O
. o o1, 0 o
Matrice de masses : [M] = 0o 0 m ol
0 0 0 I
y
Vecteur des accélérations: {X} = <l;cx
Py
mw?esin wt
Vecteur des forces de déséquilibrage : {funp} = 5 0
maw*“ecos wt
0
0
esin wt
Forces/Moments de réaction non-linéaire : {Ry,} = Iy 0 )
fx(ecos wt)p,
fy
Forces/Moments de réaction élastique linéaire : {R; } = fyz
X
M)
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Il convient de noter que I'ordre du vecteur de déplacement peut étre modifié en fonction de
la commaodité et qu'en conséquence les éléments d'autres matrices et vecteurs changeront leurs
positions. Les forces et moments de réaction sur l'arbre peuvent étre exprimés en termes de
[07].Déplacements d'arbre a I'emplacement du disque a l'aide de coefficients d'influence

comme (Timoshenko et Young, 1968).
Dans le plan oxz:

{ X = ayfy + a;, Mgy

11.12
Py = tp1fy + 0 Myx ( )

Oua;; représente le déplacement a it" station di a une force unitaire a la jt* station
gardant toutes les autres forces a zéro. Il est a noter que les termes déplacement et force sont
utilisés comme sens général de sorte que le déplacement peut étre un déplacement linéaire ou
angulaire alors que la force peut étre une force ou un moment [07]. Le couplage de I'effort et
du déplacement dans deux plans orthogonaux n'a pas été envisagé en raison de la symétrie de

I'arbre. L'équation (Il 12) peut étre écrite sous forme matricielle comme :

ve a a
to,} = s, a;ﬂ{z\;’;} (I1.13)
Avec :
a a a?p?  —(3a?l-2a3-al?)
[ai a;z]= abs(il_la) _(3al3_iléz_lz) (11.14)
3EIl 3EIL

Ou El est la flexion de la poutre, les paramétres de longueur a et b sont définis sur (Figure
11) avec. A partir de la simple théorie de la déflexion des faisceaux, nous pouvons obtenir ces
coefficients d'influence (Timoshenko et Young, 1968). L'équation (Il 13) peut étre écrite

comme [07] :

fo ) (M1 Q2] ipXy 1 Q1 021 XY [kyg l<12] X
{MZX} - [azl azz] {(py} - (allazz—a12a21) _(le a22 ]{(py} - k21 k22 {(py} (II.15)
Ou k;; est le coefficient de rigidité et est defini comme une force a la it" station due a un

déplacement unitaire a la j* station gardant tous les autres déplacements & zéro. De méme,

comme l'arbre est symétrique par rapport a son axe de rotation, on peut obtenir

fe 1 _ [Ki1 k12] y
{MZX}_ k21 kzz {(Py} (“-16)
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Les équations (Il 15) et (11 16) peuvent étre combinées sous forme matricielle comme :

{R.} = [K]{x}

Avec :
ki ki 00 () y
k21 kzz O 0 Myz (px
K| = {R;} = x} = .17
K= 170" 6" ke kB ={ 0= (11.17)
0 0 k21 k22 sz (py

Matrice de rigidité : [K]; Vecteur des déplacements/rotations : {x}

Cette équation contient un produit des déplacements de translation et de rotation, ce qui
rend les équations du systéeme non linéaires. La présente analyse ne considere que les
systémes linéaires, de sorte que les contributions de ces termes non linéaires peuvent étre

ignorées avec I'nypothése de petits déplacements.[08].

0 0
{RNL} — fyey(px — {(klly + klz(px)eyq)xl (||.18)

0 0
fxex§0y k(knx + k12(Py)ex§0y}

L'éguation ci-dessus contient le produit des déplacements linéaires et angulaires, ce qui
rend les équations du systéeme non linéaires. La présente analyse ne considere que les
systemes linéaires, de sorte que les contributions de ces termes non linéaires peuvent étre
ignorées avec I'hypothése de petits déplacements. En substituant les forces de réaction et les
moments de I'équation (11 7) dans des équations de mouvement, c'est-a-dire i, €, I'équation(l|
11), nous obtenons [07] :

M1} + (K1) = Cfuns) (1119)
Avec :
m 0 0 O kv ki O 0 y
mi={y & o olm=[ 0 =%
0 0 0 I 0 0 kyy ko Py

mw? esin wt

{funb} = 0

mw? ecos wt
0
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> Calcul des fréquences naturelles :

Pour obtenir les fréquences propres du systeme, le déterminant de la matrice de rigidité
dynamique, [Z] = ([K] -w? [M]), doit étre égal a zéro et résolu pour m, ce qui donne quatre
fréquences propres du systeme de rotor .1l devrait étre découplé entre les deux mouvements

du plan orthogonal (i, e, ...) [07].

Correspondant a y ete,, et x etp,). Par conséquent, les équations de mouvement de

chaque plan pourraient étre résolues indépendamment Cela rendrait la taille de la matrice [Z]
de moitié.
11.1.2 Résultats et discussion

Dans cette partie, nous avons utilisé un code qu’on a développé sous Maple soft.

11.1.2.1 Rotor sur deux appuis simples

L
b >

52
=

< a » Ll «— b —»

Figure 12. Rotors sur deux appuis simples
Ignorer les effets gyroscopiques et considérer:

moment d'inertie:l4, =0.02;Moment d'inertie polaire:1,=0.04 ;diametre de l'arbre: d =0.01;

Longueur de I'arbre=1m ; Longueur appuis gauche — roue:a=(0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,)m; Longueur
appuis droit — roue: b=(0.5,0.4,0.3,0.2,0.1)m;masse de la roue: m=10kg; Module de Young: E
=2.1*10:1* Mpa.

On obtient les résultats suivants:
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500
L ]
~—~ 400
T
St
W
& --
) 300
‘é .
CG ® [ ] ®
g h
b
200
51 * fg
=
o
~
—
— 100
[
L] ] L4 *
0 . T . T :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Longueur appuis gauche - roue a (m)

Figure 13.Fréquences naturelles en fonction longueur appuis gauche - roue (a)

Dans ce cas, nous remarquons que la fréquence propre augmente progressivement avec
I'augmentation de la longueur des supports gauches - roue (A), ce qui signifie qu'il existe une
relation proportionnelle directe (Figure 13)

Une augmentation de la valeur des fréquences signifie une augmentation de la valeur des
vitesses critiques.

11.1.2.2 Rotor encastré-Libre

Zh

EI

Figure 14.Rotor encastré-Libre
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Ignorer les effets gyroscopiques et consideérer:

Moment d'inertie:I4,, =0.02;Moment d'inertie polaire:1,=0.04 ;diametre de l'arbre: d =0.01;

Longueur de I'arbre:L=1m;masse de la roue: m=10kg; Module de Young: E =2.1*10:1! Mpa.

On obtient les résultats suivants:

200
Vo
N
M= 150
S
7]
2
O
E
[ ]
& 100 v 'f
=
L ]
% ’. .f
c_:) ID. 2
) ®
g‘ i ® o
L so
[, ]
L
0 ..ff"f‘.“.?"

0 0.5 1 15 2

Longeuer de l'arbre L.(m)

Figure 15.Fréquences naturelles en fonction longueur de 1’arbre L

Dans ce cas, nous remarquons que la fréquence naturelle diminue progressivement avec
l'augmentation de la longueur de I’arbre (L), ce qui signifie qu'il existe une relation inverse
entre elles (Figure 15)

Une diminution de la valeur des frequences signifie une diminution de la valeur des

vitesses critiques.

11.2 Vibrations transversales des rotors avec effet gyroscopique

11.2.1 Modéle mathématique
Cette section traite de I'effet gyroscopique qui distingue la dynamique de rotation comme
distincte de la dynamique structurelle, associée aux parties non rotatives du systéme de rotor,
telles que la coque et le noyau. Le rotor supérieur tourne lentement a grande vitesse dans une
position inclinée. [06] De méme, le rotor de la machine tournante est mis en rotation par

rotation autour de l'axe de Il'arbre mené. Le routeur ne tombe pas en raison du moment
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provoqué par l'effet gyroscopique, qui est proportionnel a la vitesse de rotation. Cet effet
gyroscopique du systéme de rotor apparait comme une tendance a l'autofocus lors de la
rotation, ce qui peut étre vu comme une augmentation de la rigidité de centrage. Il est
absolument essentiel de comprendre I'effet de I'effet gyroscopique sur la fréquence naturelle
et de résonance dans la réponse en fréquence dans les vibrations des machines tournantes. Les
diagrammes de corps libres montrent le moment angulaire et la variation du moment
angulaire, Par exemple, dans le plan z-x, le changement du moment angulaire est dans la
direction x positive, ce qui donne lieu a un moment gyroscopique dans le sens horaire [08].
0,

y
‘ x 1l m A(L,0)

My

@ ) % i A
m (S H I
AN Lo i ]
v y P »
/,\‘ 'A' < 2 l—r\ . /‘,(P),
(a) \%/ M.,
S

\ b L, y (b)

N

YU N A
y M,.:fl\ “
1

(c)

[N

Figure 16. Coordonnées du systéme rotor dynamique

De la représentation du rotor dans le plan oxz, on peut écrire les équations différentielles du

mouvement [08]:
—fy = m¥; —f;, = my et — M, — Mgy = [3dy ; —My, + Mgy = [3hy (11.20)

Considérez un sommet constitué d'un disque avec un arbre passant par son centre. Lorsqu'il
tourne, en tournant autour de la tige, le moment gyroscopique agissant sur le dessus I'empéche
de tomber (Figure 16). Si le frottement au niveau du support du dessus et la résistance de l'air
sont tous deux négligeables, le dessus se traitera indefiniment. Le moment gyroscopique est

un conservateur, tout comme la force d'inertie ou la force du ressort [06].
Les moments gyroscopiques sont donnés par:

{ng = —Lwdy

11.21
My, = —L,wy ( )

Les forces de réaction élastique sont:
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fx [au 0 apq 0]_1 X [ku 0 Ky 0] x

fy _ a; 0 Aia y _ | kul 0 kla y (“ 22)
Mgy l Ugq O Py kag 0 Py .
My, sym taed O | sym kol \Px

Les équations différentielles du rotor sont:

mx + k”x + kla(py =0

my + kyy + kigpx =0 (11.23)
Id(ﬁy — gy + kigx + kaa(Py =0 .
L@y — Idw(py + kigy + koo =0

Le comportement dynamique d'un systeme gyroscopique conservateur linéaire a n degrés

de liberté peut étre décrit par I’équation [05].
[M]{¥} — w[G]{x} + [K]{x} = {0}

[M]{7} — w[G]{y} + [K]{y} = {0}

Donc:
m 0 0 O07(% 0 0 0 07(x ky 0 ke O07,xy /0
I Iy 0]{%}‘“’[0 o 0 IpH«iy}J’ ke O {%}‘{0}(“'24)
sym Id (px 0 0 _Ip 0 ¢x sym kaa Py 0
m 0 0 O
m 0 O
Matrice la masse :[M] =
[M] I, 0
Sym Id
0 0 0 O
Matri _ (6] 0 0 0 O
atrice gyroscopique:[G] =
gy pIq 00 0 I,
0 0 -, ©
[kll 0 kla 0
. TV \ . _ kul 0 kla
Matrices de rigidité du systéme de rotor: [k] =
kea O
sym Kaa
X
Le vecteur de déplacement:{y} ={x} = (Z
y
Px

I;Est le moment d'inertie de masse diamétrale du disque
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I,Est le moment d'inertie de masse polaire du disque
Supposons que la solution générale soit: [08]
{y} = {B}e™ (11.25)
{x} = u{B}e" = {¥} = u?{B}e“
Donc: (u2[M] — wu[G] + [K]){B}e* = {0} = (u*[M] — wu[G] + [K]){B} =0
Pour une solution non triviale du systéme d’équation, il faut que:

[u? (K] [M] — wu[K]7'[G] + [I]] = 0

Ou: [K]™! = [a]
lu?[a][M] — wula][G] + [1]] = O (1L 26)
Donc
i an am 0 0 O
) an ala m O 0
u 0
sym Iy
[a" 0 0 0 0 O 1 0 0 O
_ a, O c|0000+0100_0
“ml A OJOOOIp o0 1 of~
Sym Aaa 0 0 _Ip 0 0 0 0 1
Etre récompensé:
may 0 Iy, 0 [ o I“la] 1 0 00
0 may 0 Lag _wulo 0 Iam 010 off_,
ma, 0 Ija,, O [0 0 Iaaa] 0 0 1 off
0 mdaq 0 Idaaa 0 0 I aaa 0O 0 0 1
Etre récompensé :
u?ma; +1 0 urlya, —wulya,
0 w’ma, +1 wul,a,, u*lga, (11.27)
uzmala 0 uzldaaa +1 _wulpaaa
0 uzmala wulpQgq uzldaaa +1
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Ce déterminant donnera un polyndme de huitieme degré, et les racines peuvent étre
obtenues par 1’'une des méthodes numériques. De la présente analyse, nous obtiendrons deux

ensembles de fréquences naturelles similaires avec des signes différents

Pour un mouvement de tournoiement synchrone en mode. Direct (forward synchronus

whirl) u = w = ok,

(wE) ™1 - [6] + [KI(B} = (0} (11.28)

Donc:
(@E) et + [KI{B} = (0} (11.29)

Avec:
[Mege] = [M] — [G] (11. 30)

Pour un mouvement de tournoiement synchrone en mode rétrograde (backorward

synchronus whirl).

Dans ce cas, on a:
[Mefr] = [M] +[G] (I1.31)

11 faut observer a partir de 1’équation(ll 30) et ( 11 31) que la masse effective pour le mode
direct est inférieure a la matrice de masse initiale, mais la masse effective pour le mode
indirect est plus grande. En conséquence, l'effet net pour le mode direct serait une
augmentation de la fréquence de rotation et une diminution de la fréquence de rotation pour le

mode rétrograde [08].

La vitesse critique est la vitesse a laquelle I'excitation déséquilibrée coincide avec I'une des
fréquences propres du systéeme. En raison des effets gyroscopiques, les modes propres des
machines constituées d'éléments avec des moments d'inertie polaires significatifs dépendent
substantiellement de la vitesse de rotation. Du fait du doublement des modes propres du

systéme en raison du :

» Une précession directe ou le rotor tourne dans le méme sens que son mouvement de
précession. Alors, sous les effets gyroscopiques, la fréquence de résonance associée

croit.
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» Une précession rétrograde, ou le rotor tourne en sens inverse de son mouvement de

précession, ce qui engendre une chute de la vitesse critique.

11.2.2 Modele mathématique

Dans cette partie, nous avons utilisé un code qu’on a développé sous Maple soft.

11.2.2.1 Rotor sur deux appuis simples

L
< >
Y Y,
L JAY
< a » Ll «— b —»p

Figure 17.Rotor sur deux appuis simples

En tenant compte des effets gyroscopiques et en supposant ce qui suit:

Moment d'inertie:l4,, =0.02;Moment d'inertie polaire:1,=0.04 ;diametre de l'arbre: d =0.01;

Longueur de I'arbre=1m ;masse de la roue: m=10kg; Module de Young: E =2.1*10:1! Mpa.

A-Longueur appuis gauche — roue: a=0.5m; Longueur appuis droit — roue :b=0.5m

On obtient les résultats suivants :

400
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Fréquences de tournoiements (HZ.)

.——l-'_-'-—_—-—
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[ [ 0_—___1____.11—-—-1'—"—6 [} [ (] [
0
0 10 20 30 40 50 60

Vitesse de rotation (HZ)

Figure 18.Fréquences du tournoiement en fonction vitesse de rotation
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Daprés la (Figure 18), on remarque que le point d'intersection de la courbe de fréquence du

tournoiement avec la droite (w = v) est (22 ; 22), c'est-a-dire (w = v=22 HZ) donc la valeur

de la vitesse critique est (22 HZ).

B- Longueur appuis gauche — roue :a=0.75m; Lonqueur appuis droit — roue :b=0.25m

On obtient les résultats suivants:

=
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Vitesse de rotation (HZ)

Figure 19.Fréquences du tournoiement en fonction vitesse de rotation

D'aprés la (Figure 19), on remarque que le point d'intersection de la courbe de fréquence du

tournoiement avec la droite (w = v) est (29 ; 29), c'est-a-dire (w = v=29 HZ) donc la valeur

de la vitesse critique est (29 HZ).

C-Longueur appuis gauche — roue: a=0.9m :; Longueur appuis droit — roue: b=0.1m

On obtient les résultats suivant:
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Figure 20.Fréquences du tournoiement en fonction vitesse de rotation

D'aprés la (Figure 20), on remarque que le point d'intersection de la courbe de fréquence du
tournoiement avec la droite (w = v) est (50 ; 50), c'est-a-dire (w = v=50 HZ) donc la valeur

de la vitesse critique est (50 HZ).

En étudiant les cas A, B et C (,Figure 18,Figure 19etFigure 20) on remarque que plus
longueur appuis gauche — roue (a) la valeur de la vitesse critique augmente, ainsi que la

fréquence adimensionnelles

Effet de disque

Igm*Q22
U:—
m*q1

Tableau 1: Effet de disque (v) en fonction longueur appuis gauche - roue ()

a all 022 0

0.5 0.0002022040238 0.0008088160950 0.00799999999802179999
041227677983

0.75 0.0001137397634 0.001415428167 0.02488888889318720000
080464384015

0.9 0.00002620564149 0.002361742999 0.18024691361981995885
115804505345

A partir du (Tableau 1), nous remarquons que I'effet du disque augmente avec l'augmentation

longueur appuis gauche - roue (a)
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11.2.2.2 Rotor encastré-Libre

Zh

EI

Figure 21. Rotor encastré-Libre

En tenant compte des effets gyroscopiques et en supposant ce qui suit :

Moment d'inertie 13, =0.02 ;Moment d'inertie polaire :1,=0.04 ;diametre de l'arbre: d

=0.01 ;masse de la roue : m=10kg ; Module de Young : E =2.1*10:1! Mpa.

A-Lonqgueur de l'arbre : L=0.5m

On obtient les résultats suivants :

500

IS
o
o

w
o
o

[N
[=]
o
L]

Fréquences du tournoiement (HZ)

. P N )
100
| "]
.
* @ 0_____.-————_0'—__._____“ . [ [ [
/
0
0 10 20 30 40 50

Vitesse de rotation (HZ)

Figure 22.Fréquences du tournoiement en fonction vitesse de rotation
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D'aprés la (Figure 22), on remarque que le point d'intersection de la courbe de fréquence du
tournoiement avec la droite (w = v) est (15 ; 15), c'est-a-dire (w = v=15 HZ) donc la valeur

de la vitesse critique est (15 HZ).

B-Longueur de l'arbre : L=1m

On obtient les résultats suivants :

500

B
o
(=]

300

200

Fréquences du tournoiement (HZ)

=
[=]
(=]
[ ]

S
——___—_—__
—_—/-
o __ e—% o e ° ® ° ® ° [
o 10 20 30 40 50

Vitesse de rotation (HZ)

Figure 23.Fréquences du tournoiement en fonction vitesse de rotation

D'apres la (Figure 22), on remarque que le point d'intersection de la courbe de fréquence du
tournoiement avec la droite (w = v) est (5 ; 5), c'est-a-dire (w = v=5 HZ) donc la valeur de la

vitesse critique est (5HZ)

.C-Longueur de l'arbre : L=1.5m
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500
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(=]

w
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o
o

Fréquences du tournoiement(H7,)

._.
o
o
.
lo—
»

0 10 20 30 40 50

Vitesse de rotation (HZ7)

Figure 24.Fréquences du tournoiement en fonction vitesse de rotation

D'aprés la (Figure 24), on remarque que le point d'intersection de la courbe de fréquence du
tournoiement avec la droite (w = v) est (3 ; 3), c'est-a-dire (w = v=3 HZ) donc la valeur de la

vitesse critique est (3HZ)

En étudiant les cas A, B et C (Figure 22,Figure 23 et Figure 24) on remarque qu'au fur et a
mesure que la longueur de la colonne augmente, la valeur de la vitesse critique diminue, ainsi

que les fréquences adimensionnelles .

Effet de disque :

lam*a22
U:—
m*oq1

Tableau 2 Effet de disque (v) en fonction longueur de 1’arbre(L)

L all o222 M)

0.5 0.0004044080477 0.004852896573 (0.024000000002967
3000001478457
2251

1 0.003235264382 0.009705793145 [0.005999999999381
8125000456299
6484

1.5 0.01091901729 0.01455868972 |0.002666666666666
6666666666666
6667
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Nous remarquons dans le (Tableau 2) que I'effet disque diminue avec I'augmentation de la

longueur de la colonne (L).

Conclusion.

Enfin, grace a notre étude modele de Jeffcott avec disque de déplacement et dans mon cas
(rotor sur deux appuis simples, rotor encastré-Libre ) en négligeant les effets gyroscopiques
dans la premiére partie et en les considérant dans la seconde partie, alors que nous avons
conclu que les propriétés physiques du rotor ont une influence sur le changement des

fréguences et des vitesses critiques, mais l'effet le plus important est da a I'effet gyroscopique
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Introduction

L'approche par élément a gagné en popularité en tant que méthode numérique; il englobe
désormais non seulement la mécanique mais aussi I'écoulement des fluides, le transfert de
chaleur, I'électromagnétisme et d'autres domaines. C'est aujourd'hui I'une des méthodes les
plus utilisées pour la simulation numérique du comportement structurel sous des charges
mécaniques complexes, qu'elles soient thermiques ou liées. Cette application comprend
également les rotors. Dans ce chapitre on verra la modélisation des rotors par cette méthode

numeérique. Le rotor doit étre discrétisé en des éléments finis.

I11.1 Principe général de la méthode des éléments finis

L'approche par éléments finis cherche une solution d'approximation a une réponse exacte
sous la forme d'un champ pour un probléme physique défini sur n'importe quel domaine. Les
étapes suivantes sont effectuées: modélisation, formulation du systeme d'équations
différentielles et de ses conditions aux limites, maillage, sélection de la famille de champs

locaux, discrétisation et résolution du systéeme d'équations différentielles. [09]

111.2 Modélisation des rotors par la méthode des éléments finis

111.2.1 Modéle mathématique
Il est important de définir les éléments finis qui permettront de modéliser les rotors, y
compris les disques, les arbres et les roulements, ainsi que de représenter les forces externes,

notamment celles provoquées par les déséquilibres. [10]

111.2.1.1 L’arbre
L'arbre est décomposé en plusieurs éléments finis, dont chacun est un élément de poutre a

deux nceuds et a section circulaire constante.
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Figure 25Degrés de liberté d’un élément d’arbre

Puisque les matrices sont constituées de quatre décalages et de quatre pentes, elles sont
d'ordre 8 (cycles). Voici les relations entre le déplacement et les pentes :

_ o

T (In.1)

Et le vecteur de déplacement nodal est :

5 = [ug, wq, 61, Y1, Uy, w3, 02, 9,]

(1n.2)
Ce vecteur est séparé par deux vecteurs de déplacement §,€t §,,
Correspondant respectivement aux mouvements selon X et Z, leur expression est :
{5u = [ug, Y1, uz, 1" (11.3)
8 = (01,61, w5, 0,]"
L’¢lément fini de I’arbre est constitue en exprimant les déplacements u et w par :
w = N, (y)(sw
Ou N, (y)etN,(y) sont les vecteurs des fonctions de forme classique d’un élément
de poutre en flexion.
I P UG G G G A G 4
Nl(y)_[l Z T Tyt 2’1z 13’1 LZ] (111.5)
. 3y2 2y3 . 2y2 2y3 . 3y?2 2y3 . y2 y3 .
N (y) = [1_L_2+L_3' ot T Tt

L2’ L2 L3’ L
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Substituer u, w par leurs expressions dans chacune contenant une expression pour les
fonctions de la figure N, (y) etN,(y) et par leurs expressions dans I'expression de I'énergie --
L’énergie cinétique

Cinétique et de l'énergie de déformation de I’arbre, les équations lagrangiennes sont

appliquées.

L’énergie cinétique de 1’arbre est exprimée sous la forme compacte :

0S (L [ ' ' ' pl (L [ ¢dNEdN; o SNz dNa o
T, = 2 [ [Su'NiN Su + SwNSNSw| dy + 5 [ [sut T T Su + Swt T2 Sw| dy (111.6)

dNY dN,

2
o gy Swdy + pIL|

—2p1|f,’ dut
En substituant les fonctions de déplacement et leur dérivée, on obtient :
T, = 5 8U'M;8u + > 5w M, 6w +  SuM;8u + - Sw'M, 8w + |5utM58w +pIL| (1117

Ou les matrices M; et M, sont les matrices de masse classiques, Mset M, Donnent
I’influence des effets d’inertie de rotation et Mgdonne 1’effet gyroscopique. Comme il a pu
étre observé précédemment, le dernier terme qui est une constante n’est pas considere par la
suite (Q= cte).

En appliquant I’opérateur différentiel de Lagrange sur I’expression de 1’énergie Cinétique
on trouve [11]

%(%)-‘%: (M + M) +C6 (111.8)

Ou M et M, sont obtenues respectivement a partir de M,, M,, M5, M,, Ms, et la matrice C

vient de Mz. Ces matrices s’expriment [12] :

156 0 0 —22L 54 0 0 13L 1
0 156  22L 0 0 54 —13L 0
0 22L 417 0 0 13L  —3I? 0

_ pSL|—22L 0 0 41> —13L 0 0 —3172 (11.9)
420| 54 0 0 —13L 156 0 0 22L '

0 54 13L 0 0 156 —=22L 0
0 —13L —3I2 0 0 —22L 47 0

L 13L 0 0 —31% 22L 0 0 412 |
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_pl
T 15L

T 15L

[ 36
0
0
—3L
—36
0
0
-—3L

r 0

36
3L
0
0
—36
3L

-0

0
36
3L

0

0

—36
3L

0

—36
0
0

3L

36
0
0

3L

0
3L
412
0
0
—3L
—3L
0

—3L
0
0

—412

3L
0
0

—]2

—3L
0
0

4172

3L
0
0
-3

0
—3L
—4[7

0

0

LZ

LZ

0

—36
0
0
3L
36
0
0
3L

0
—36
—3L

0

0
—3L
—3L

0

0
—36
—3L

0

0

36
—3L
0

36
0
0

—3L
—3L
0
0
—3L

0
3L
—J2
0
0
—-3L
412
0

—3L
0
0

—J?

—]2
0
0

4]?2

—3L7
0
0
—12
3L
0
0
412 |

0
—3L
LZ
0
0
—4]?
—4]2
0

(11.10)

(111.11)

L’énergie de déformation

En introduisant les fonctions de forme dans 1’expression de 1’énergie de déformation on

obtient :
d2Nt d2n d2N5§ d?N
Ty |out SR ou + swt S w| dy (111.12)
Apres intégration on obtient :
To = 3 5utK;Su + 2 6w K, 6w (111.13)

Ou K; et K, sont les matrices de raideur classiques. Il est fréquent de prendre en Compte

I’effet de cisaillement caractérise par la quantité.
12E1

Avec le module de cisaillement :
E
= 2 (111.15)

v Est le coefficient de poisson et S,est I’aire réduite de la section. L’influence de L’effet de
cisaillement qui donne une matrice K;dont la démonstration est n’est pas Traitée, mais son
influence est incluse dans la matrice de raideur classique. La Matrice de raideur classique
vient deK;, K,et K¢

En appliquant D’opérateur différentiel de Lagrange sur I’expression de 1’énergie De

déformation on trouve [11] :

ou
a6

=ké

Avec K = K_la matrice de raideur dont 1’expression :
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12 0 0 —6L -12 0
0 12 6L 0 0 -12
0 6L (4+a)l? 0 0 —-6L (2+a)l?
PR —-6L 0 0 (4+a)l*> 6L 0
€T +a)?|-12 0 0 6L 12 0
0 -12 —6L 0 0 12 —6L
0 6L (2+a)l? 0 0 —6L (4+a)l?
—6L 0 0 2+a)l? 6L 0

—6L
0
0
@+ @l .1y
0
0

(4 + a)L?]

On ajoute les matrices de raideur K;et d’amortisseur C;de I’amortissement interne qui sont

définies comme suivant :

La matrice de raideur due a I’amortissement interne K;:

r o0 12 —6L 0 0 12 —6L
12 0 0 —6L -12 0 0
6L 0 0 —(4+a)l? -6L 0 0
_Emp | O 6L (4+a)l? 0 0 —-6L (+a)l?
i )| 0 12 6L 0 0 -12 6L
-12 0 0 6L 12 0 0
6L 0 0 -2+a)l? —-6L 0 0
[ 0 6L (2+a)l? 0 0 —-6L (4+a)l?
12 0 0 —6L -12 0 0
0 12 6L 0 0 -12 6L
0 6L (4+a)l? 0 0 —-6L (+a)l?
c o _EB |—6L 0 0 (4+a)l?> 6L 0 0
I~ a+a)|-12 0 0 6L 12 0 0
0 -12 —6L 0 0 12 —6L
0 6L (2+a)l? 0 0 —6L (4+a)l?
—6L 0 0 2+a)l? 6L 0 0
111.2.1.2 Paliers :

0
—6L
-2 +a)I?
0
0
6L
—(4 +a)I?

(111.19)

@+l )1 20)

(4 + a)L?]

Les forces et les déplacements sont liés aux propriétés de base. Les pentes et moments

fléchissant ne sont pas pris en compte..

Fy = —kyxu — kyz0 — Gyt — Gy
F, = —ku—kzw—Chu—Clrw
Fg = F‘L,l) =0

Et comme Fg=F,;=0, 0na:

Fu kxx kxz 0 Ofru Cxx sz
Fy - _ kzx kzz 0 0f|w _ sz Cyz
Fe‘ - lo 0 0 0\ [9 0 0
Fy o o o ol 0 0

S OO O

(11.21)

(111.22)

S O O O

u
W
g
¥

La matrice de rigidité est la premiere, tandis que la matrice d'amortissement visqueux est la

seconde. Souvent ces moules sont inégaux, et leurs conditions peuvent fortement varier en

fonction de la vitesse de rotation.
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111.2.1.3 Disque :
C'est la modélisation d'un disque par éléments finis qui est montré ici. Lorsque le disque est
symétrique et non flexible, c'est le cas. Un nceud a quatre degrés de liberté peut étre utilisé
pour modéliser le Disque : deux translations u et w selon x et z, et deux rotationsé et y autour

de x et z.

Z
" A
|
W
0 ¥

Figure 26 Degrés de liberté d’un élément de disque

Le vecteur déplacement nodal de centre de disque est pris de la forme :
§=[uwd,P]” (111.23)

On retrouve les matrices et vecteurs disques distincts en appliquant les équations de
Lagrange au calcul de I'énergie cinétique du disque (matrices de masse, matrices
d'amortissement, matrice de rigidité et vecteur de force).

2 (55) — 55 = Mal(8) + [C){8} + [Ka(8) (111.24)

Avec [ M,] et [C4] respectivement sont la matrice de masse et la matrice de L’effet

gyroscopique, qui ont pour expression :

Mg 0 0 0
1o My 0 o0
Ma=1o 0o 1, o
0 0 0 Mgy
Et
00 0 0
|[0 0 0 0 ]|
Ca=1]o 0 o —IdyJ
0 0 I O
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111.2.1.4 Balourd

On peut trouver I'expression de I'énergie cinétique de désequilibre a l'aide
de l'opérateur différentiel de Lagrange:

i(aT) 0T 40P [sin Qt

2 (%) -2 = o (111.25)
Et:
§=[uwl (111.26)
Fbu] — mbdQZ [Sin Ot (|“27)
Fpe cos Qt

111.2.2 Résultats et discussions

Dans cette partie, nous avons utilisé un code de calcul libre sous Matlab

111.2.2.1 Premier cas étudié (rotor symétrique sur appuis élastiques)
Les données du premier cas étudié sont :

Longueur de I’arbre 1m.

Module de Young E = 2.1 10*'Pa.

Module d’élasticité transversal G = 81.2 10° Pa.
Masse volumique p = 7800 kg/m°.

Diametre extérieur de 1’arbre 0.05m.

Diameétre du disque 0.28m;

Coefficient de rigidité des paliers k=10°N/m;

v U h J
. ¢
F'y A
Brg Type 3 Brg Type 3
-— i o =T L
= j= = E =
= = e = =

Figure 27. Rotor symétrique sur appuis élastiques
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Précession directe en rouge; précession rétrograde en vert.
T T T T T T T T

160
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80

60

40

Fréquences de précession (Hz)

20 < ]

1 1 1 1 1 1

0 1 1 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Vitesse de rotation (tr/min)

Figure 28.Diagramme de Campbell d’un rotor symétrique (k=10°N/m)

Précession directe en rouge; précession rétrograde en vert.
T T T T T

800 - 7

700

600

500

400

300

Fréquences de précession (Hz)

200

100

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
Vitesse de rotation (tr/min) «10%

Figure 29.Diagramme de Campbell (k=10®N/m)
A travers (Figure 28,Figure 29)

On note qu’il y a quatre vitesses critiques
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Tableau 3.Trois premieres vitesses critiques en fonction de la rigidité des paliers

K=10° N/m K=10" N/m K=10° N/m K=10" N/m

Q1 1500tr/min 2300tr/min 2400tr/min 2450tr/min

Q; 4700tr/min 9500tr/min 10700tr/min 10800tr/min

Q3 6200tr/min 17600tr/min 29400tr/min 31300tr/min
atravers (

Tableau 3),0n remarque que

Dans ce cas, lorsque (k) augmente, la valeur de vitesse critique augmente

111.2.2.2Deuxiéme cas étudié (rotor non-symétrique)

Les données du deuxiéme cas étudié sont :

Longueur de I’arbre 1m.

Module de Young E = 2.1 10**Pa.

Module d’élasticité transversal G = 81.2 10° Pa.
Masse volumique p = 7800 kg/m?®.

Diametre extérieur de 1’arbre 0.05m.

Diametre du disque 0.28m;

Coefficient de rigidité des paliers k=10°N/m;

-

¥ ¥
i i { i '
& s
Brg Type 3 u Brg Type 3
— o o =TI L
1k} [1E] [ak) Lak) 1k}

Figure 30.Rotor non-symétrique sur appuis élastiques
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Figure 31.Diagramme de Campbell d’un rotor non-symétrique (k=10°N/m)

Tableau 4 Trois premiéres vitesses critiques d’un rotor symeétrique et non-symétrique.

Symétrique Non-symétrique
()] 1500tr/min 1600tr/min
Q 4700tr/min 7067tr/min
Qs 6200tr/min 5200tr/min

A travers (Figure 31.Tableau 4), on remarque que :

Dans cas rotor symétrique la vitesse critique est incrémentee

Dans cas non symétrique la vitesse critique est incrémentée puis diminue

111.2.2.3 Troisiéme cas étudié (rotor avec deux disques)

Les données du premier cas étudié sont :

Longueur de I’arbre 1m.
Module de Young E = 2.1 10*'Pa.
Module d’élasticité transversal G = 81.2 10° Pa.

Masse volumique p = 7800 kg/m?®.

Diameétre extérieur de ’arbre 0.05m.

Diametre du disque 0.28m;

Coefficient de rigidité des paliers k=10°N/m;

MODELISATION DES ROTORS PAR MEF
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v v
¢ ? ¢ { ¢
& &
Brg Type 3 u u Brg Type 3
-— i (L5 b= L
[ak] [k [k [k} [1F]

160

Figure 32.Rotor avec deux disques sur appuis élastiques

_Précession directe en rouge; precessmn rétrograde en vert.
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0 | | 1 1 | | |

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

Vitesse de rotation (tr/min)

Figure 33. Diagramme de Campbell d’un rotor avec deux disques

A travers (Figure 33) on remarque que :

Nous avons quatre vitesses critiques et leur valeur augmente de vitesse de rotation
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Conclusion

Les équations générales d’un rotor soumis a une rotation uniforme ont été développées dans
ce chapitre en utilisant la méthode des éléments finis. Elle est plus adaptée pour modéliser les
systemes réels dans la mesure ou 1’on connait les caractéristiques dynamiques des paliers par
exemple. Elle permet 1’étude de I’ensemble des modes de vibration du rotor. Elle est
également modulaire car chaque élément du rotor possede ses propres caractéristiques. Des
¢léments peuvent donc étre ajoutés ou enlevés au gré de I'utilisateur qui peut également
ajouter des raideurs, des amortissements ou des forces extérieures en chaque nceud. Le code
de calcul développé reproduit tous les principaux phénomeénes de dynamique linéaire de rotor

en flexion. Il constitue une plateforme pour 1’étude de la dynamique des rotors en flexion
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CONCLUSION

Conclusion générale
Dans ce travail, nous avons abordé la problématique des vibratoires transmissions soles des

arbres elastiques. En premiere lieu, nous sommes basé sur une approche analytique en
utilisant comme support le logiciel de calcule symbolique Maple.

Pour des cas plus complexes, nous avons utilisé la méthode des éléments finis. Les
configurations étudiées sur : -Les rotors symétriques

-Les rotors avec un disque décalé
-Les rotors avec deux disques

Les modeles mathématiques et numériques utilisés ont permis la détermination des

fréquences naturelles et par conséquent des vitesse critiques des systéeme des rotors étudies
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ANNEXES

Annexes A
Rotor avec paliers fléxibles:cas isotopique

>restart,

>with(linalg) :

>with(LinearAlgebra) :

> k= 10005 ¢, = 10;m := 10; ¢ = 1;

#k:modes propres , m:masse de la roue , e: 0y
k:=1000
¢, = 10
m:=10
e:=1

>c:=2c
c:=20

>

Les équations différentielles régissant le mouvement du systéme, s’écrivent alors:

>odel = x"(t) + %-x'(t) + %-x(t) = e-Qz-cos(Q-t)

odel =D'? (x) (1) + 2D(x)(¢) + 100x(r) = Q" cos(Q 1)
>ode2 == y"(t) + i-y’(t) + %-y(t) :e-Qz'sin(S}t)

ode2 =D (y)(¢) + 2D(») (1) + 100(¢) = Q° sin(Q 1)
>

En ce qui concerne les solutions particuliéres, elles ont la méme forme que I'exicitation.mais
avec les constantes 4, , et B,

>soll = dsolve(odel, x(t))
soll =x(t) =¢ 'sin(311 1) C2+ecos(311 ¢) CI
Q% (-Q%cos(Q) + 25sin(Q1) Q + 100 cos(Q7))

+ 4 2
Q —196Q 4 10000

>s0l2 = dsolve(ode2, y(t))
sol2 =y(t) = e_’sin(3mt) C2+ e_’cos(3 \/Tt) _ClI
Q@ (@%sin(Q1r) +2Qcos(Qr) — 100sin(Q7))
o' — 196 Q" + 10000

>particularsoll = dsolve({odel, x(0) =0, x'(0) =0}, x(¢))

1 e sin(3YTT ) VT @ (@ + 100)

33 Q' — 196 Q% + 10000

n e ‘cos(3V 11 ¢) o (92 — 100)

o' —196Q° + 10000

particularsoll .= x(t) = -

Q@ (-Q% cos(Q1) +25sin(Q1) Q + 100cos(Q1))

+ 4 2
Q —196Q 4+ 10000
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>particularsol2 = dsolve({ode2,y(0) =0,'(0) =0}, y(¢))

1 e 'sin(3YTT 0) VT (@ —98Q))

particularsol2 = y(t) =

33 ' — 1960 + 10000
L 2eeos(3TT 1) @ @ (@ sin(Qr) +2Qc0s(Qr) — 100sin(Qr))
o' — 1960 + 10000 Q' — 196 Q% + 10000

>\ = —“—  #Rapport d’amorti
m apport d’amortiss
A=1
k RN,
>0 = | — # Fréquences Natureles
n m
o =10
n
#Les constantes A, B, .
2 2
Q- Q.
>Ae = ¢ ;B = ¢ ;

2 ¢ 2
/(—Qz—i-wnz) +(22Q)° /(—924-0)”2) +(22Q)°
# amplitude de rigime

2
Q
A4, = =
J (@ +100)° + 40
2
Q
B, =

1
/ (-0 +100)° + 40

Annexes B
Rotor avec palier flexibles : cas anisotropique

>restart,
>with(linalg) :
>with(LinearAlgebra) :
>kx = 1000;k :=250;¢c = 10;c = 10;m = 10;e = 1;
y p q
#k:modes propres , m:masse de la roue , e: .0
k_:=1000
X
k. =250
v
c =10
P
c =10
q
m:=10
e=1
>c =2-c;c =2c
x y
c. =20
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>
Supposons qu’elles soient égales a k_ et o suivant ox et a k, eto suivant oy. Dans ce cas les

équations différentielles régissant le mouvement du systeme se réécrivent

> ¢, kx 5 c k
odel = x"(t) + ;-x‘(t) + ;'x(t) =e-Q -cos(Q-1); ode2 == y"(t) + —ml-y'(t) + —ml'y(t)

:e-Qz-sin(Q-t)
odel =D (x) (1) + 2D(x)(¢) + 100x(r) = Q" cos( Q1)

ode2 =D (y)(t) + 2D(y) (1) + 25(t) = Q" sin(Q1)
>

En ce qui concerne les solutions particuliéres, elles ont la méme forme que I'exicitation.mais
avec les constantes 4, , et 5,

>soll = dsolve(odel, x(t)); sol2 = dsolve(ode2, y(t))
soll :=x(t) :e_tsin(3m1) C2+ e_tcos(3mt) _Cl
N o (—92 cos(Q1) + 25sin(Qr) Q + 100 cos(Q1))
Q" —196Q° + 10000

sol2 =y(t)=e'sin(2y6 ) C2+ecos(2V6 ¢) CI
Q@ (@%sin(Q1) +2Qcos(Qr) —25sin(Qr))
o' — 4607 + 625

>particularsoll ‘= dsolve({odel, x(0) =0,x'(0) =0}, x(2));

1 e sin(3YTT ) YT @ (@ + 100)

33 ' — 196 Q% + 10000

e cos(3411 1) @ (% — 100)

Q' — 196 Q% + 10000

particularsoll =x(t) = -

+

Q@ (9% cos(Q1) + 25sin(Q1) Q + 100cos(Q1) )
o' — 196 Q% + 10000

+

>particularsol2 = dsolve({ode2,y(0) =0,'(0) =0}, y(¢))

1 e 'sin(246 1) V6 (@ —230) . 2¢"cos(246 1) Q°
12 Q' —460Q% + 625 Q' —460Q% + 625

particularsol2 := y(t) =

Q% (O sin(Qr) +2Qcos(Qr) — 25sin(Qr))
o' — 460 + 625

> = X . = Y ’ i
A T ky 7m #Rapport d’amortiss
A=1
X
A=1
y
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|
e
i

k [ k
>0 = < : —L # Fréquences Natureles
nx m ny m

o =10

nx
w
ny

2
> = Q -e B = Q -e

- / (—92 + wnxz)z + (MXQ)Z ’ / (—92 + mnyz)z + (Myg)z

# amplitude de rigime

2
A1:= L =
J (-2 +100) 1407
2
Q
B, =

1
J (@2 +25) 142

Annexes C
Vibrations Transversal du rotor avec disque décalé

> restart;
>with (linalg):
>with(LinearAlgebra) :

- Matrice de Masse

> Jdm = 0.02 :d = 0.0L:E = 2.1-10'; L = 1:a = 0.5, b == 0.5; Ip = 0.04: m = 10;

#I dd: Moment d'inertie diametral, E :  Module de Young, L :  Longueur de l'arbre, a:
Longueur appuis gauche - roue, b: Longueur appuis droit - roue, Ip: Moment d'inertie
polaire, m: masse de la roue; Idm: moment d'inertie; d: diametre de l'arbre

Idm :=0.02

d:=0.01
E :=2.100000000 10"

L:=1.5

a:=0.5

b:=0.5

Ip:=0.04
m:=10
> fdd = 3'16‘2‘24 :

Idd = 4.906250000 1071

> M = matrix(2,2);
M =array(1.2,1.2,[ ])
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- Matrice d'influence

># rotor sur deux appuis simples

S ( a2b2 )
1= —%2 |
falpha (3-E-1ldd'L) )’
2 3 2
3-’L —2-a° —a-1?)
> - .
falphal2 3-E-ldd-L :
S _(ab-(b—a)) .
falpha2 == p daL
2 2
3-a-L —3-a> —1?)
> = .
#alpha2?2 3B 1dd L ;
>

># Rotor encastré-Libre

> L
alphall = 700
2
L
> = :
alphal? = =

>alpha21 := alphal2;

L
> =
alpha2? Tldd
>
>
>

>alpha = matrix(2, 2);

>

> alpha[1, 1] := alphall;alpha[l,2] := alphal2; alpha[2, 1] := alpha21 ;alpha[2, 2]

= alpha2?2,

M, =10
M, ,:=0
M, =0

M, ,:=0.02

all :=0.03275705186

al2 :=0.007279344857

o021 :=0.007279344857

022 :=0.01455868972

o:=array(1.2,1.2,[])

o, , =0.03275705186

o 5= 0.007279344857

s

a, | =0.007279344857

>

o, 5= 0.01455868972

s
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> print(alpha);
0.03275705186 0.007279344857
0.007279344857 0.01455868972

>K := matrix(2,2);
K:=array(1.2,1.2,[])

> K := inverse(alpha);
[ 3434375001 -17.17187500
| -17.17187500 77.27343749
>print(M);
10 0
0 0.02

> print(multiply((K), alpha) );
1.000000000 0.

-1.10'%  1.000000000

" Calcul des fréquences propres du systemes

> cigenvalues(K, M);
3864.053698, 3.052476060
> MMalpha = matrix(2,2);
MMalpha = array(1.2,1.2,[])

>forifrom 1 by 1to2 dofor;from 1 by 1to2 do MMalpha(i,j] := 0enddo end do;
> print(MMalpha);

00
00

>
> MMalpha = multiply((alpha), M);
0.3275705186 0.0001455868971

MMalpha =
0.07279344857 0.0002911737944

> Identt == Matrix(2, shape = identity);

10
Identt .=
01

> MMK := matrix(2,2);
MMK = array(1.2,1.2,[])

>for i from 1 by 1 to 2 do forj from 1 by 1 to 2 do MMK][ i, ;] := 0 end do end do;
> print(MMK);

00

00 l

> for i from | by 1 to 2 dofor from 1 by 1 to 2 do MMK[i,j] := (VZ-MMalpha[i,j] — Identt(i,
J) ) end do end do;

>
> print(MMK);
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0.3275705186v> — 1 0.0001455868971 V"

0.07279344857v>  0.0002911737944v> — 1
> MMMK = matrix(2,2);
MMMK = array(1.2,1.2,[])

>forifrom 1 by 1to2dofor;from1bylto2do MMMK][i,j] = 0enddo end do;
> print(MMMK);

00

00 l

> MMMK[1,1] := MMK[1, 1]; MMMK[1,2] := MMK[1,2]; MMMK[2, 1] := MMK[2, 1];
MMMK][2,2] == MMK][2,2];

MMMK, | =03275705186 V" — 1
MMMK, , == 0.0001455868971v"
MMME, | = 0.07279344857V"
MMMK, , = 0.0002911737944v” — 1
> print(MMMK)
0.3275705186V" — 1 0.0001455868971v"
0.07279344857v>  0.0002911737944v" — 1

>MMMK[ 1, 1]-MMMK[2,2] — MMMK[2, 1]-MMMKT 1, 2];
(03275705186 v — 1) (0.0002911737944v" — 1) — 0.00001059777231v"

>solve( { (28)=01})
{v=1.747133670}, {v = -1.747133670}, {v = 62.16151360}, {v = -62.16151360}

>

Annexes D
Vibrations Transversal avec effet gyroscopique

> restart;
>with (linalg) :
> with(Student| LinearAlgebral) :

>
> 11
Idm = 0.02 ;d == 0.01;E == 2.1-10" ;L := 1;a == 0.75;b := 0.25; Ip := 0.04; m :== 10;

#I :  Moment d'inertie diametral, E :  Module de Young, L : Longueur de l'arbre, a:
Longueur appuis gauche - roue, b: Longueur appuis droit - roue, Ip: Moment d'inertie
polaire, m: masse de la roue, Idm: moment d'inertie,diametrale de masse, dia: diametre de

l'arbre
Idm :=0.02
d:=0.01
E :=2.100000000 10""
L:=1
a:=0.75
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b:=0.25
Ip=0.04
m:=10
3.14-d"
>ldd = ————;
64

1dd := 4.906250000 107'°

- Matrice de Masse

> M = matrix(4, 4);
M =array(1.4,1.4,[ 1)

>M[l,l] = my; M[1,2] == 0; M[1,3] == O; M[1,4] == 0; M[2,1] := 0; M[2,2] := m; M[2,3
i= 0; M[2,4] = 0;M[3, 1] := 0; M[3,2] := 0; M[3,3] := Idm; M[3,4] := 0, M[4, 1]
= 0; M[4,2] == 0; M[4,3] :== 0; M[4,4] := Idm;

Mlyl:ZIO
M1,2:=O
M1’3:=O
M1’4:=0
M2’1:=0
M, ,:=10
M2’3::O
M2’4::0
M3’1::0
M3’2::0
M3j3:=0.02
My 4=
My =
My )=
M, 5=
M, ,=0.02
>print(M);
100 0 O
010 0 O
0 0 002 0
0 0 0 0.02

- Matrice Gyroscopique

>G = matrix(4,4);
G=array(1.4,1.4,[])

>forifrom 1 by 1to4dofor;from1bylteddoG[i,j] = 0.0enddo enddo;
> print(G);
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0. 0. 0. 0.

0. 0. 0. 0.

0. 0. 0. 0.

0. 0. 0. 0.
>G(3,4] = Ip; G[4,3] ==-Ip;

Gy 4 =0.04

Gy 5=

-0.04
>print(G);
0. 0. O. 0.
0. 0. O. 0.
0. 0. 0. 0.04

0. 0. -0.04 0.

- Matrice d'influence

> # rotor sur deux appuis simples

a*b
> = 2R AL
alphall [ (3-E-1dd-L) ]’

all :=0.0001137397634
(3‘a2L —2-@ — a'Lz) )

> =
alphal2 3E-1dd-L :
al2 = -0.0003033060358
> _ l(ab(b—a))
alpha2l = "L
021 = -0.0003033060358
a2 12
> alpha22 = - (3-a-L —3-a*—L );

3-E-Idd-L
022 :=0.001415428167

># Rotor encastré-Libre

3

L
> =—
Falphal l'=—"p g
2
> =
palphal 2= Tad
> #alpha21:=alphal2;
L
> = —_—
#alpha2?2 Tdd
>

> ALPHA = matrix(4, 4);
ALPHA :=array(1.4,1.4,[ ])

>forifrom1by1to4dofor;from1byltoddoALPHA[i,j] := 0.0end do end do;

> ALPHA[1,1] := alphall; ALPHA[1,3] := alphal2; ALPHA[2,2] := alphall; ALPHA[2, 4]

:= alphal2; ALPHA[3,1] := alphal2; ALPHA[3,3] = alpha22; ALPHA[4, 2]

= alphal2; ALPHA[4, 4] := alpha2?2 :

ALPHA, | :=0.0001137397634
ALPHA, 5= -0.0003033060358
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ALPHAZ, ,:=0.0001137397634
ALPHA2’4 = -0.0003033060358
ALPHA3’ 1 = ~0.0003033060358

ALPHAS’ 5 =0.001415428167
ALPHA4’ , = -0.0003033060358

> print(ALPHA);
0.0001137397634 0. -0.0003033060358 0.
0. 0.0001137397634 0. -0.0003033060358
-0.0003033060358 0. 0.001415428167 0.
0. -0.0003033060358 0. 0.001415428167

- Calcul de I'equation caractéristique
>omega := 50; # Vitesse de rotation de larbre
®:=50

> Malpha = matrix(4, 4);
Malpha :=array(1.4,1.4,[ 1)

> Malpha = multiply(ALPHA,M);

Malpha :=
0.001137397634 0. -0.000006066120716 0.
0. 0.001137397634 0. -0.000006066120716
-0.003033060358 0. 0.00002830856334 0.
0. -0.003033060358 0. 0.00002830856334

> Galpha = matrix(4,4);
Galpha =array(1 .4,1.4,[])

> Galpha = multiply(ALPHA, G);

0. 0. 0. -0.00001213224143
0. 0. 0.00001213224143 0.

Galpha =
0. 0. 0. 0.00005661712668
0. 0. -0.00005661712668 0.

> MKK = matrix(4,4);
MKK =array(1.4,1.4,[1])

> MKKG = matrix(4,4); Inden ‘= matrix(4,4);
MKKG =array(1.4,1.4,[])

Inden == array(1.4,1.4,[ ])

>
> Ident := Matrix(4, shape = identity);
1000
0100
Ident =
0010
0001

>forifrom 1 by 1to4dofor;from1by1toddoMKK[i,j] = 0enddo end do;
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> print(MKK);
0000
0000
0000
0000

> for i from | by 1 to 4 do forj from 1 by 1 to4do MKK][i,/] := (Vz-Malpha[i,j] — v-omega
-Galpha[i,j]) end do end do;

>
> print(MKK);

[[0.001137397634 V7, 0., ~0.000006066120716v", 0.0006066120715 V],
[0.,0.001137397634 v, ~0.0006066120715 v, -0.000006066120716 V" .
[ -0.003033060358 v*, 0., 0.00002830856334 v", ~0.002830856334 v,
[0., -0.003033060358 v*, 0.002830856334 v, 0.00002830856334 v" ||

> MKKG[1,1] := MKK[1,1] + Idenf[ 1, 1]; MKKG[1,2] := MKK[1,2] + Ident[1,2];
MKKGI1, 3] == MKK][1, 3] + Ident[1,3]; MKKG[ 1,4] == MKK][1,4] + Ident[1,4];
MKKG, | := 0.001137397634v" + 1
MKKGh2 =0.
MKKG, = ~0.000006066120716v"
MKKG, ,:=0.0006066120715v

> MKKG[2,1] == MKK[2, 1] + Ident[2, 1]; MKKG[2, 2] == MKK][2,2] + Idenf[2,2];
MKKGI[2,3] == MKK[2,3] + Ident[2, 3]; MKKG[2, 4] := MKK[2, 4] + Iden[2,4] :

MKKG, | =0.
MKKG, ,=0.001137397634V" + 1
MKKG, 5 = -0.0006066120715v

> MKKG[3, 1] := MKK[3, 1] + Ident[3, 1]; MKKG[3, 2] := MKK][3,2] + Ident[3,2];
MKKG[3,3] == MKK[3, 3] + Ident[3, 3]; MKKG[3, 4] := MKK[3,4] + Ident[3, 4] :

MKKG, | = -0.003033060358 v°
MKKG; , :=0.
MKKG,_, :=0.00002830856334v" + 1

> MKKG[4,1] :== MKK[4, 1] + Ident[ 4, 1]; MKKG[4, 2] := MKK[4,2] + Ident[4,2];
MKKG[4,3] := MKK[4,3] + Ident[4,3]; MKKG[4,4] := MKK[4,4] + Ident[4,4] :

MKKG4, 1 =0.

MKKG, , = -0.003033060358 v°
MKKG, 5 :=0.002830856334 v

> print(MKKG);
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[[0.001137397634v* + 1.0., -0.000006066120716 ", 0.0006066120715 v],
[0.,0.001137397634 V" + 1, -0.0006066120715 v, ~0.000006066120716v" .
[ -0.003033060358 V", 0.,0.00002830856334 V" + 1, -0.002830856334 v .
0., ~0.003033060358 v, 0002830856334 v, 0.00002830856334v" + 1]]
> MKKK = (MKKGI1, 1], MKKG][ 1,2], MKKG[ 1, 3], MKKG[ 1, 4] \MKKG[2, 1], MKKG[2,
)

2], MKKGI2, 3], MKKG[2, 4] (MKKG[3, 1], MKKG[3, 2], MKKG[3, 3], MKKG[3, 4]
| (MKKG[ 4, 1], MKKG[4, 2], MKKG[4, 3], MKKG[ 4, 4]

MKKK = [[0.001137397634v" + 1.0., ~0.003033060358 v*, 0.,
[0..0.001137397634 V" + 1.0., -0.003033060358 v" .
[ -0.000006066120716 V%, -0.0006066120715V, 0.00002830856334 v + 1,
0.002830856334 v],
[0.0006066120715 v, ~0.000006066120716V°, ~0.002830856334 v, 0.00002830856334 v
+1]]

> Determinant( MKKK)

1.90417443210716v® + 3.407576001 10 1v® + 0.000001394282005v* + 0.002339426142 v*
+1

>solve( { (62)=01})
{v=-28.708568931}, {v=28.708568931}, {v = -30.139673591}, {v=30.139673591}, {v=
-244.28193171}, {v=244.28193171}, {v = -342.85082661}, {v = 342.85082661}

Annexes E
Modalisation des rotors par méthode des éléments finis

% File name: Example 05 09 0l.m
% Example 5.9.1

% This example has isotropic bearings
% A model with 4 Timoshenko beam elements

clear

closeall

% Set the material parameters

E = 2.1ell;

G = 81.2e9;

rho = 7800;

damping factor = 0; % no damping in shaft

% Consideramodel with 6 equal length elements
% Shaft is 1m long

model.node = [1 0.0; 2 0.25; 3 0.5; 4 0.75; 5 1.071;

% Assume shaft type 2 -Timoshenko with gyroscopic effects included
% Solid shaft with 50mm outside diameter

shaft od = 0.05;

shaft id = 0.0;

model.shaft = [2 1 2 shaft odshaft id rho E G damping factor;

2 2 3 shaft odshaft id rho E G damping factor;
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3 4 shaft odshaft id rho E G damping factor;
4 5 shaft odshaft id rho E G damping factor];
Disk 1 at node 3 has diameter of 280mm and thickness of 70mm
Note inside diameter of disk is assumed to be the outside diameter
of the shaft
diskl od= 0.28;
disk2 od = 0.28;
disk thick = 0.07;
model.disc [1 4 rho disk thick diskl od shaft od;
1 3 rho disk thick disk2 od shaft od];
% Constant stiffness short isotropic bearing (1INM/m) with no damping
% Bearings at the endsof the shaft -nodes 1 and 7
bear stiff = 1le6;
model.bearing = [3 1 bear stiffbear stiff 0 0;
3 5 bear stiffbear stiff 0 0];
% Draw the rotor
figure(l), clf
picrotor (model)
% Plot the Campbell diagram

a0 NN

o°

o\

$Define the rotor spin speed range

Rotor Spd rpm = 0:100:10000.0;

Rotor Spd = 2*pi*Rotor Spd rpm/60; % convert to rad/s
%$Calculate the eigensystem for the range of rotor spin speeds
[eigenvalues, eigenvectors, kappa] = chr root (model,Rotor Spd);
$Plot Campbell diagram

figure (2)

NX = 1;

damped NF = 1; % plot damped natural frequencies

plotcamp (Rotor Spd,eigenvalues, NX,damped NF, kappa)
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RESUME

Résumé
La prédiction adéquate du comportement vibratoire des rotors joue un réle primordial dans

la sécurit¢ de fonctionnement ainsi qu’a 1’amélioration des performances des machines
tournantes. De nos jours, les concepteurs sont appelés a prévoir de maniére judicieuse la
dynamique des machines-outils, turbomachines, turbopropulseur, installation nucléaire etc...
Par le présent travail, nous avons d’aborder cette thématique et explorer théoriquement et
numériquement la dynamique de certains rotors. Les modeéles théoriques sons exploités afin
de développer un outil de calcul adapté a la problématique. Le code de calcul développe,

nous ont permis de calculer : Les vitesses critiques en fonction des vitesses de rotation

Mots des clés : Vitesse critique ; Dynamique des rotors ; Balourd ; Fréquences propres ;

Modes propres.
Abstract

Correct prediction of the vibratory behavior of rotors plays an essential role in the
operational safety as well as in improving the performance of rotating machines. Nowadays,
designers are called upon to judiciously predict the dynamics of machine tools,
turbomachines, turboprop engines, nuclear installations, etc. Through this work, we have
tackled this theme and theoretically and numerically explore the dynamics of certain rotors.
Theoretical models are used in order to develop a calculation tool adapted to the problem. The
computer code developed, allowed us to calculate: The critical speeds as a function of the

rotational speeds

Key words: Critical speed; Dynamics of rotors; Unbalance; Eign frequencies; Eigen modes.
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