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Résumé : Nous présentons dans cette note quelques principaux résultats de stabilité et de sensibilité
dans un problème d�optimisation paramètrée. Nous donnons des propriétés topologiques des solutions
primales et duales ainsi que de la fonction de performance. Les questions de di¤érentiablité sont aussi
examinées.

1 Introduction

Les questions de sensibilité en programmation mathématique non linéaire pour des problèmes paramétrés
ont retenu l�attention des mathématiciens depuis de nombreuses années. Des résultats très divers et com-
plèmentaires ont été établis. Plus particulièrement, le résultat fondamental de ces travaux est l�obtention
d�une représentation lipschitzienne et de sa di¤érentiabilité directionnelle (par rapport aux paramétres)
des solutions optimales du problème de minimisation d�une fonction paramétrée soumises à des contraintes
elles-mêmes paramétrées.
Notons que le problème standart en dimension �nie (avec un nombre �ni de contraintes égalités-

inégalités) a été étudié par Fiacco [12], Cornet-Laroque [8], Bergounioux [6], Bertsekas [7] qui ont dé-
montré la di¤érentiabilité des points stationnaires (i.e. solutions du système de Kuhn-Tucker) et des
multiplicateurs de Lagranges associés. L�utilisation du théorème des fonctions implicites est à la base de
ces résultats. Pour cela, des hypothèses de "complémentarité stricte" et "d�indépendance linéaire" (des
gradients des contraintes actives ou saturées) sont supposés satisfaites ainsi qu�une condition du second
ordre.
Les propriétés de di¤érentiabilité de la valeur optimale ont été étudiées par de nombreux auteurs dont

principalement Auslender-Cominetti [4], Rockafellar ([20], [21], [22]), Shapiro ([23], [24]).
Dans le cadre général d�un problème de programmation mathématique posé en dimension in�nie,

l�étude de la sensibilité a connu un développement très important en surmonttant plusieurs di¢ cultées
liées notamment à des propriétés de compacité et aussi à la forme même des contraintes. Sur cet aspect, on
pourra consulter de nombreux travaux, citons, par exemple, Alt ([1], [2], [3]), Barbet [5], Dontchev-Hager
([9]), Dontchev-Rockafellar [10], Janin [13], Penot ([18], [19]),...
Nous présentons dans ce travail quelques résultats de sensibilté établis dans ([17]) où la condition

du second ordre et la condition de régularité du domaine jouent un rôle crucial. Plus précisément, nous
montrons l�existence d�une représentation continûment di¤érentiable (par rapport aux paramètres) des
solutions optimales (primales et duales) d�un problème d�optimisation paramétré. Une estimation des
premières variations des solutions et de la fonction de performance (fonction valeur) est aussi donnée.
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2 Existence d�un champ optimal C1

Dans ce chapitre, on se place dans le cadre fonctionnel suivant : Soient X et E des espaces de Banach;
soit � espace vectoriel normé. Et soient les fonctions f : X ��! R, g : X ��! E et h := (hi)i=1;:::s :
X � �! Rs:
On considère, pour tout paramètre � 2 �; le problème de programmation mathématique qui consiste

à trouver x� 2 X satisfaisant :

g(x�; �) = 0; h(x�; �) � 0 et f(x�; �) = min f(x; �):

Le but général est d�étudier la dépendance du paramètre � des solutions éventuelles du problème P (�)
formulé ci-dessous lorsque � varie au voisinage d�une valeur �0 donnée;

P (�)
n

inf
x2D�

f(x; �)

où D� := fx 2 X : g(x; �) = 0 et hi(x; �) � 0 (i = 1; :::s)g :
L�objectif est aussi d�obtenir des résultats de sensibilité, i.e. de di¤érentiabilité (resp. di¤érentiabilité

directionnelle) par rapport au paramètre de la solution optimale et de son multiplicateur de Lagrange
associé.

Introduisons le lagrangien classique associé à P (�) :

L : X � E� � Rs � �! R tel que pour tout (x; p; q; �) 2 X � E� � Rs � �

L(x; p; q; �) := f(x; �) + hp; g(x; �)iE;E� + (q j h(x; �))Rs ;

où h�; �iE;E� est le crochet de dualité entre E et E�; (� j �)Rs est le produit scalaire dans Rs:
Notre étude a été faite sous les hypothèses générales suivantes :

(H1) : [Existence d�une solution]

Le problème P (0) admet une solution locale en x;

(H2) : [Régularité des données]

Les fonctions f; g; (hi)i=1;:::s sont de classe C2 au voisinage de (x; 0);

(H3) : [Quali�cation des contraintes]

Im

�
g0x(x; 0)

h
0
x(x; 0)

�
= E � Rm où h := (hi)i=1;:::m avec m := cardI(x) et

I(x) := fi 2 f1; :::sg : hi(x; 0) = 0g : Ensemble des indices des contraintes actives (pour simpli�cation
d�écriture, on omet le dépendance en �).

(H4) : [Condition du second ordre]

9(p; q) 2 K:T (x) tel que L00x(x; p; q; 0) est ��coercif sur Ker
�
g0x(x; 0)

h
0
x(x; 0)

�
i.e.

hv; L00x(x; p; q; 0)viX;X� � � kvk2 8v 2 Ker
�
g0x(x; 0)

h
0
x(x; 0)

�
:

(H5) : [Stricte-complémentarité]

qi 	 0 8i 2 I(x):

2
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Notons que les hypothèses (H1); (H2) et (H3) (Karush-Kuhn-Tucker [14]) assurent l�existence d�un
multiplicateur de Lagrange (ou d�un état adjoint) (p; q) 2 E��Rs+ tel que le système suivant soit satisfait
:

KKT (x)

8<: L0x(x; p; q; 0) = 0;
g(x; 0) = 0;
(q j h(x; 0))Rs = 0; h(x; 0) � 0; q � 0:

L�hypothèse (H3) permet aussi de montrer que l�état adjoint est unique. On reconnait aussi les conditions
su¢ santes du second ordre de minimalité locale (le système ci-dessus et l�hypothèse (H4); voir Maurer-
Zowe [15]) : x est assurément minimum local strict de f(�; 0) sur D0 ou une solution locale stricte de
P (0) dans le sens suivant :

Un point x est une solution locale stricte d�un problème d�optimisation (P ) de type inf
x2D

f(x) si

9V 2 V(x);8x 2 V \D (x 6= x) : f(x) < f(x):

En�n, grâce à l�hypothèse (H5); le système KKT (x) ci-dessus se réduit à un système d�égalités seulement.

Sous les hypothèses précédentes, on obtient le résultat suivant :

Théorème 1 il existe W 2 V(0) dans �; U � V 2 V(x; p; q) dans X � E� � Rs et une fonction z(�) :=
(x(�); p(�); q(�)) :W ! U � V de classe C1 tels que :
a) z(0) = (x; p; q):
b) 8� 2W; (x(�); p(�); q(�)) satisfait le système de Karush-Kuhn-Tucker.

Démonstration : La preuve fera usage du théorème des fonctions implicites, nous allons donc exhiber une
application satisfaisant les conditions d�application.
Posons Z := X � E� � Rs; z := (x; p; q).
Considérons l�application 	 : Z � �! X� � E � Rs telle que

	(z; �) := (L0x(x; p; q; �); g(x; �); q1h1(x; �); ::::; qshs(x; �)) :

Comme (p; q) 2 K:T (x); on a 	(z; 0) = 0, de plus, d�après la régularité des données, il est clair que 	 est
de classe C1 au voisinage de (z; 0) et que :

	0z(z; 0) =

24 L00x(z; 0) g0�x (x; 0) h0�x (x; 0)
g0x(x; 0) 0 0
qh0x(x; 0) 0 diag(hi(x; 0))i=1;::s

35 :
D�autre part, 	0z(z; 0) est inversible :
Grâce aux hypothèses (H3); (H4) et (H5), on montre facilement l�injection de 	0z(z; 0): En e¤et, soit
(v; p; q) 2 Z tel que 	0z(z; 0)(v; p; q) = 0:
Notons par I := I(x) = fi 2 f1; :::sg : hi(x; 0) = 0; qi > 0g ;

J := fi 2 f1; :::sg : hi(x; 0) < 0g etK := fi 2 f1; :::sg : hi(x; 0) = 0; qi = 0g :D�où, d�après (H5), l�ensemble
K est vide et I [ J = f1; :::sg. On obtient donc le système d�égalités suivant :

8>><>>:
L00x(z; 0)v + g

0�
x (x; 0)p+ h

0�
x (x; 0)q = 0;

g0x(x; 0)v = 0;
qih

0
ix(x; 0)v = 0; i 2 I

hi(x; 0)qi = 0; i 2 J:

3
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On en déduit que v 2 Ker
�
g0x(x; 0)

h
0
x(x; 0)

�
et que q = (qI ; 0J):

La première équation donne alors hv; L00x(z; 0)viX;X� = 0 et l�hypothèse de second ordre permet de
conclure que v = 0: Et donc �

p
qI

�
2 Ker

�
g0�x (x; 0)

�h0�x (x; 0)
�
= f0g

par l�hypothèse (H3): On conclut l�injection de l�opérateur 	0z(z; 0):
Soit maintenant (x�; y; �) 2 X� � E � Rs; l�étude de la surjection revient à la résolution du système

suivant :

8>><>>:
L00x(z; 0)v + g

0�
x (x; 0)p+ h

0�
x (x; 0)q = x�;

g0x(x; 0)v = y;
qih

0
ix(x; 0)v = �i; i 2 I

hj(x; 0)qj = �j ; j 2 J:

Comme hj(x; 0) < 0 8 j 2 J , de la dernière équation on a : qj =
�j

hj(x; 0)
:

Considérons alors le système :

(S)

8><>:
L00x(z; 0)v + g

0�
x (x; 0)p+

�h0�x (x; 0)qI = x� �
P
j2J
�h0�jx(x; 0)qj ;

g
0

x(x; 0)v = y;
�h0x(x; 0)v = �I := (

�i
qi
)i2I

D�après la surjection de l�opérateur B0 :=
�
g0x(x; 0)

h
0
x(x; 0)

�
: X ! E � Rm; il existe un vecteur w 2 X

satisfaisant les équations suivantes : �
g0x(x; 0)w = y;
�h0x(x; 0)w = �I :

Donc

8v 2 KerB0 :
�
g0x(x; 0)(v + w) = y;
�h0x(x; 0)(v + w) = �I :

Ainsi la résolution du système (S) revient à résoudre dans KerB0 � E� � Rm; l�équation suivante :

L00x(z; 0)v + g
0�
x (x; 0)p+

�h0�x (x; 0)qI = u
�

où u� := x� �
P
j2J
�h0�jx(x; 0)qj � L00x(z; 0)w 2 X�:

D�autre part, grâce à l�hypothèse de coercivité, on peut dé�nir sur KerB0 un produit scalaire en
posant :

(u j v)KerB0
:= hu; L00x(z; 0)viX;X� ;8u; v 2 KerB0:

4
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De plus, il est facile de montrer que ce produit scalaire induit une norme hilbertienne sur KerB0 notée
k�kKerB0

(voir [16]).
Comme u�jKerB0

est une forme linéaire continue sur KerB0 car pour tout v 2 KerB0 on a

ju�(v)j � ku�kX� kvkX ;

et d�après (H4);

ju�(v)j � 1p
�
ku�kX� kvkKerB0

:

Ainsi, le théorème de Riez assure que :

9!� 2 KerB0;8v 2 KerB0 : u�(v) = (v j �)KerB0
:

D�où
8v 2 KerB0 : hv; u� � L00x(z; 0)�iX;X� = 0:

On en déduit que u� � L00x(z; 0)� 2 ImB�0 , i.e. :

9(p; qI) 2 E� � Rm : u� � L00x(z; 0)� = g0�x (x; 0)p+ �h0�x (x; 0)qI :

Ce qui permet de conclure la surjection de 	
0

z(z; 0):
	

0

z(z; 0) est donc un homéomorphisme d�après le théorème de Banach.

Le théorème des fonctions implicites a¢ rme donc que l�équation 	(z; �) = 0 admet une solution au
voisinage de (z; 0): Plus précisément, il existe des voisinages W 2 V(0); U � V 2 V(z) et il existe une
fonction z(�) := (x(�); p(�); q(�)) :W ! U � V de classe C1 tels que :
a) x(0) = x; p(0) = p; q(0) = q:
b) 	(z(�); �) = 0 8� 2W; i.e. :

8<: L0x(z(�); �) = 0;
g(x(�); �) = 0;
qi(�)hi(x(�); �) = 0; i = 1; :::s:

(1)

De plus, par la continuité en � = 0; on a qi(�) � 0 et hi(x(�); �) � 0 pour tout � très petit et i = 1; :::s:
Par conséquent, (x(�); p(�); q(�)) satisfait le système de Kuhn-Tucker au voisinage de � = 0. �

Il existe donc un champ de Kuhn-Tucker continûment di¤érentiable au voisinage du paramétre � = 0.
Le résultat suivant montre que ce champ est, en fait, optimal :

Théorème 2 Sous les mêmes hypothèses, il existe un voisinage de 0; noté W , tel que pour tout � 2W ,
x(�) est une solution locale stricte du problème P (�) et (p(�); q(�)) est l�unique état adjoint associé.

Démonstration : Il s�agit de véri�er les conditions d�optimalité du second ordre. Pour cela, il su¢ t de
montrer que :
(a) il existe � > 0 tel que

hv; L00x(z(�); �)viX;X� � � kvk2 8v 2 KerB�;8� 2W:

et
(b) la condition de quali�cation des contraintes reste satisfaite au voisinage de � = 0; i.e. que

l�opérateur B� :=
�
g0x(x(�); �)

h
0
x(x(�); �)

�
est surjectif pour tout � dans un certain voisinage W de 0:

5
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Pour le point (a) : Comme l�application �! A� := L
00
x(z(�); �) est continue en 0 alors , en utilisant

l�hypothèse (H4), pour tout � dans un certain voisinage W de 0; on a (�0 := �
2 )

hv;A�viX;X� � �0 kvk2 8v 2 KerB0: (2)

Soit, maintenant, v 2 KerB�: L�opérateur, B0 : X ! E � Rm étant linéaire continu surjectif alors ,
d�après le principe de l�application ouverte la multi-application B�10 est lipschitzienne, i.e. il existe une
constante l > 0 telle que et pour tout w;w0 2 E � Rm :

B�10 w � B�10 w0 + l kw � w0kBX ; (3)

où BX est la boule unité dans X:
En particulier, pour w := B0v et w0 := B�v; alors comme v 2 B�10 (B0v) il existe �v 2 X tel que

B0�v = B�v = 0 et tel que
k�v � vk � l kB0 �B�k kvk ;

l�inégalité triangulaire donne alors un encadrement de k�vk; en e¤et :

(1� l kB0 �B�k) kvk � k�vk � (1 + l kB0 �B�k) kvk :

Posons w := �v � v donc v = �v � w avec �v 2 KerB0: D�après (2), il vient

hv;A�viX;X� � �0 k�vk2 � 2 hw;A��viX;X� + hw;A�wiX;X�

� �0 k�vk2 � 2 kA�k k�vk kwk � kA�k kwk2

Utilisant l�inégalité bien connue :

2ab � �a2 + 1
�
b2; 8� 2 R�+;

pour �0 :=
�0

2
alors

hv;A�viX;X� � (�0 � �0) k�vk2 � (1 +
1

�0
) kA�k kwk2 (4)

Soit, maintenant, � 2 (0; 12 ), en utilisant la continuité en 0, il existe W un voisinage de 0 et il existe
une constante c 2 R�+ tels que

kA�k � c et l kB0 �B�k � min(�;
�

c
(1 +

1

�0
)�

1
2 (�0 � �0)

1
2 ):

Donc l�inégalité (4) donne :

hv;A�viX;X� � ((�0 � �0)(1� l kB0 �B�k)2

� (1 + 1

�0
) kA�k2 l2 kB0 �B�k2) kvk2

� (�0 � �0)((1� �)2 � �2) kvk2

� �0

2
(1� 2�) kvk2 :

Par conséquent, il existe une constante � :=
�0

2
(1 � 2�) > 0 telle que pour tout � 2 W , A� est

�-coercif sur KerB�: Ce qui achève la preuve du point (a).

6
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En conclusion, x(�) est solution locale stricte de P (�) (� 2W ).

Pour le point (b) : Toujours par la continuité de l�application � ! B� 2 L(X;E � Rm) en � = 0;
pour "0 > 0 �xé, il existe un voisinage de 0; noté W tel que pour tout � 2W :

9"� 2 L(X;E � Rm) : "� := B� �B0 avec k"�kL(X;E�Rm) � "0: (5)

D�autre part, B0 est surjectif, pour tout x 2 X; il existe x� 2 X satisfaisant "�(x) = B0x�; i:e:
B�x = B0(x+ x�) et tel que kB0x�k � "0 kxk : Ainsi, pour tout � 2W , il vient

8x 2 X;9x� 2 X : B�(x� x�) = B0(x): (6)

Notre but est de montrer que, pour tout � 2W; B� est surjectif. Soit alors y 2 E�Rm, il existe donc
un vecteur x 2 X tel que B0x = y: D�après la propriété (6), il existe x� 2 X : B�(x� x�) = B0(x) = y:
D�où la surjection de l�opérateur B� pour � voisin de 0:

En conséquence, (p(�); q(�)) est l�unique multiplicateur de Lagrange (ou état adjoint) associé à la solution
x(�) pour tout paramétre � dans un certain voisinage W de 0: D�où le théorème. �

3 Estimation des premières variations

Le champ optimal étant continûment di¤érentiable au voisinage de la perturbation nulle et satisfait, pour
tout � 2 W , les égalités dans (1), nous pouvons alors donner l�expression de sa dérivée en � = 0: Nous
déduisons aussi une approximation d�ordre 1 de la solution et de son multiplicateur au voisinage de � = 0:
En e¤et, on a :

Corollaire 1 Sous les mêmes hypothèses, on a

(a)

24 x0�(0)
p0�(0)
q0I�(0)

35 = �M�1N : �! X � E� �Rm et q0J�(0) = 0:

(b)

24 x(�)
p(�)
qI(�)

35 =
24 �x
�p
�qI

35�M�1N(�) + o(�):

(c) la fonction valeur v(�) :W ! R telle que v(�) := f(x(�); �) est de classe C1 et
v0�(0) = L

0
�(z; 0):

Avec :

M :=

24 L00x(z; 0) g0�x (x; 0)
�h0�x (x; 0)

g
0

x(x; 0) 0 0
�h0x(x; 0) 0 0

35 et N :=

24 L00�;x(z; 0)

g
0

�(x; 0)
�h0�(x; 0)

35 :
Démonstration : Comme pour tout � 2W; on a le système d�égalités suivant :8>><>>:

L0x(x(�); p(�); q(�); �) = 0
g(x(�); �) = 0
hi(x(�); �) = 0 i 2 I
qj(�) = 0 j 2 J

7
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Par di¤érentiation par rapport au paramétre, on obtient :8>><>>:
L00x(z; 0) � x0�(0) + L00p;x(z; 0) � p0�(0) + L00q;x(z; 0) � q0�(0) = �L00�;x(z; 0)
g0x(x; 0) � x0�(0) = �g0�(x; 0)
h0ix(x; 0) � x0�(0) = �h0i�(x; 0)
q0j�(0) = 0;

donc 24 x0�(0)
p0(0)
q0I(0)

35 = �
24 L00x(z; 0) g0�x (x; 0)

�h0�x (x; 0)
g0x(x; 0) 0 0
�h0x(x; 0) 0 0

35�1 24 L00�;x(z; 0)

g0�(x; 0)
�h0�(x; 0)

35 :
Ce qui permet d�obtenir les expressions données dans (a) et de déduire (b):

D�autre part, la fonction valeur v(�) : W ! R telle que v(�) := f(x(�); �) est de classe C1 et on a
v(�) = L(x(�); p(�); q(�); �): D�où v0�(0) = L

0
�(z; 0) car :

8>><>>:
L0x(z; 0) = 0
L0p(z; 0) = g(x; 0) = 0

L0Iq(z; 0) = h(x; 0) = 0

L0Jq(z; 0) = � qJ
c = 0:

�
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