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Introduction

L�analyse des séries chronologiques est un outil couramment uti-
lisé de nos jours pour mieux comprendre et décrire l�évolution d�un
phénomène présenté par la série. L�idée est de prendre un échantillon
de données et de construire un modèle qui correspond le mieux à ces
données. Ce modèle nous permet de tirer certaines conclusions sur la
série, pour la prédiction de données futures.

La théorie des séries chronologiques trouve des applications dans
de nombreux domaines : économétrie (évolution d�indicateurs bour-
siers, des productions agricolesou industrielles, des prix), Assurance
(analyse des sinistres), Médecine, Biologie, �nance, astronomie...etc.
Cette dernière a connue un grand développement depuis la publication
du livre de Box-Jenkins [2] dans lequel les principales propriétés des
processus stationnaires autorégressif moyenne mobile (ARMA) sont
décrites avec les méthodes d�identi�cation, d�estimation, validation et
de prévision.

Ce mémoire s�organise en trois chapitres :

Le premier chapitre est consacré pour les préliminaires ou nous
mentionnons quelques notions et dé�nitions sur les séries chronolo-
giques et leurs caractéristiques.
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Ensuite, le deuxième chapitre présente di¤érentes modèles : AR,
MA, ARMA et ARIMA, leurs propriétés (la stationnarité, les fonc-
tions d�autocorrélation simples et partielles,...), et la méthode de Box
& Jenkins.

Finalement, le troisième chapitre est consacré à une application
de la méthodologie de Box-Jenkins avec le programme Eviews sur des
données réelles (le nombre des cas de paludisme tirées de direction de
la santé et de la population de Ouargla (2000-2021)) pour obtenir le
meilleure modèle qui représente cette série a�n de prévision.

2



Chapitre 1

Généralités sur les séries
chronologiques

La théorie des séries chronologiques est appliquée dans des do-
maines aussi variés que démographie, �nance, économétrie, Energie,
Médcine, Traitement de signal.
Dans ce chapitre, plusieurs concepts importants liés à l�analyse des

séries chro- nologique seront abordés. Parmi ceux-ci, on retrouve les
notions de stationnarité et d�autocorrélation et buit blanc.

1.1 Dé�nition d�une série chronologique

Une série chronologique ou chronique est dé�nie par : [1] ; [3]

Dé�nition 1.1 est un ensemble des observations d�une variable sta-
tistique d�un même phénomène, ordonnés dans le temps (année, tri-
mestre, mois, jour,...).
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1.2 Composantes d�une série chronologique

Une série Xt est composée des quatres parties comme suit : [3]

1.2.1 Tandanse (Tt)

Il s�agit d�un terme de la série qui traduit l�évolution à moyen terme
du phénoméne. Elle sera estimée sous forme paramétrique (linéaire,
polynomiale, logarithmique, exponentielle,... etc)

Tandance lineaire

La tendance la plus simple est linéaire on peut estimer les para-
métres au moyen de la méthode des moindre carés c�est une régression
simple :

Tt = a+ bt

Tendance quadratique

La forme de la tendance quadratique

Tt = a+ bt+ ct
2

Tandance polynomiale d�ordre q

On peut ajuster la série par un polynôme d�ordre q. Les paramètres
peut être estimer au moyen de la méthode de moindre carées c�est une
régression avec q variables explicatives :

Tt = b0 + b1t+ b2t
2 + :::+ bqt

q
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Tandance logistique

La fonction logistique permet de modéliser des processus ne pou-
vant dépasser une certains valeur c :

Tt =
c

1 + be�at

1.2.2 Saisonnalité(St)

Elle représente des e¤ets périodiques de période connue p qui se
reproduisent de façon plus ou moins identique d�une période à l�autre
elle est notée par St t = 1; :::; T .

Elle est généralement supposée périodique :

St+p = St

d�une période p:

1.2.3 Résidus ou les variations accidentelles ("t)

Les résudus noté "t est la partie non structurée du phénomène.
Elle est modélisée par une suite de variables aléatoire "t , centrées,
non corrélées et de même variance.

1.2.4 Cycle (Ct)

C�est une succession de mouvement persistant des variations de
mouvement ascendant (période de prospérité) et de mouvement des-
cendant (période de dépression). Pour de longues séries, un mouvement
cyclique peut se superposer à la tendance.
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1.3 Les schémas de composition

Pour pouvoir séparer les composantes servant à décrire la série
observée, il est nécessaire de préciser leur mode d�interaction. Il existe
trois types de schémas ou de modèles : [9]

1-Schéma additif

Dans ce modèle, la série chronologique, s�écrit de la façon suivante :

Xt = Zt + St + Ct + "t; t = 1:::T;

La tendance, la Saisonnalité, les variations accidentelles ou Résidus
et cyclique,
ont un e¤et additif dans ce modèle de série chronologique.

2-Schéma multiplicatif

Dans ce modèle, la série chronologique, s�écrit de la façon suivante :

Xt = Zt � St � Ct � "t; t = 1:::T:

Dans ce modèle, la tendance, la Saisonnalité, les variations acciden-
telles ou Résidus et cyclique, ont un e¤et multiplicatif dans ce modèle
de série chronologique.

3-Schéma mixte

Dans ce modéle les deux opération addition et multiplication sont
utilisées. On donne par exemple :

Xt = (Zt + Ct)St + "t; t = 1:::T;
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1.4 Notion d�opérateur retard L et de dif-
férenciation �

La manipulation pratique ou théorique des séries chronologiques
est e¤ectuée à l�aide de l�opérateur de retard et de di¤érenciation �.
[3] ; [7]

1.4.1 Opérateur de retard

On appelera opérateur retard L (L=lag, ou B =backward) l�opé-
rateur linéaire dé�ni par

L : Xt 7�! L(Xt) = LXt = Xt�1

et opérateur avance F (F=forward)

F : Xt 7�! F (Xt) = FXt = Xt+1

Remarque

L � F = F � L = I
(opérateur identité) et on notera par la suite

F = L�1et L = F�1

.
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Polynômes d�opérateurs L (i) Il est possible de composer les opé-
rateurs :

L2 = L � L
et plus généralement

Lp = L � L � ::: � L| {z } o�u p 2 N

P fois

avec la convention L0 = I. On notera que

Lp(Xt) = Xt�p

(ii) Soit A le polynôme

A(z) = a0 + a1z + a2z
2 + :::+ apz

p

On notera A(L) l�opérateur

A(L) = a0I + a1L+ a2L
2 + :::+ apL

p =

pX
k=0

akL
k

Soit (Xt) une série temporelle. La série (Yt) dé�nie par Yt = A(L)Xt

véri�e

Yt = A(L)Xt =

pX
k=0

akXt�k
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1.4.2 Opérateurs de di¤érenciation

Dé�nition 1.2 On dé�nit l�opérateur de diférenciation � par :

�Xt = Xt �Xt�1 ; 8t � 2

Dé�nition 1.3 On dé�nit l�opérateur linéaire de diférenciation d�ordre
k par la formule de réccurence :

�(k)Xt = �(�
(k�1)Xt)

1.4.3 Propriétés de l�opérateur retard

1. L0Xt = Xt

2. La = a, l�opérateur d�une constante a est une constante.

3. (Li + Lj)Xt = L
iXt + L

jXt = Xt�i +Xt�j:

4. Li(LjXt) = LiXt�j = Xt�i�j , de même Li(LjXt) = Li+jXt =
Xt�i�j .

5. L�iXt = Xt+i:

1.5 Processus stochastique

On appelle processus stochastique ou processus aléatoire toute fa-
mille de variables aléatoires Xt. Cela signi�e qu�à tout t 2 T est as-
sociée une variable aléatoire prenant ses valeurs dans un ensemble
numérique E. On note le processus Xt : Si T est dénombrable, On dit
que le processus est discret. [8]
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1.5.1 Processus bruit blanc

Le processus "t est un bruit blanc si :

i) E("t) = 0 pour tout t .

ii) var("t) = E("2t ) = �
2 pour tout t .

iii) cov("t; "t�h) = E("t"t�h) = 0 pour tout t et h 6= 0 .

1.6 La Stationnarité

Une des grandes questions dans l�étude de séries chronologiques est
de savoir si celles-ci suivent un processus stationnaire. [3] ; [7]

Dé�nition 1.4 Soit un processus temporel à valeurs réelles et en temps
discret Z1; Z2; :::; Zt. Il est dit stationnaire au sens fort si pour toute
fonction f mesurable :

f(Z1; Z2; :::; Zt) et f(Z1+k; Z2+k; :::; Zt+k)

ont même loi.

Dé�nition 1.5 Soit un processus temporel à valeurs réelles et en temps
discret Z1; Z2; :::; Zt. Il est dit stationnaire au sens faible (ou de second
ordre) si
� E(Zi) = � (ne d�epend pas de t)8i = 1:::t:
� V ar(Zi) = � 6=1 8i = 1:::t:
� Cov(Zi; Zi�k) = �k (ne d�epend pas de t)8i = 1:::t; 8k = 1:::t:

1.7 La Non Stationnarité

La plupart des séries sont non stationnaires, c�est-à-dire que le
processus qui les décrit ne véri�e pas au moins une des conditions de

10



la dé�nition d�un processus stationnaire du second ordre. Ceci nous
conduit à dé�nir deux types de non stationnarité : non stationnarité
déterministe et non stationnarité stochastique. [5]

1.7.1 Non stationnarité déterministe

On dit que le processus Yt est caractérisé par une non stationnarité
déterministe, ou encore que le processus Yt est TS (Trend stationary)
s�il peut s�écrire :

Yt = f(t) + Zt

ou f(t) est une fonction qui dépend du temps et Zt est un processus
stationnaire.

Ainsi, ce processus est rendu stationnaire en lui enlevant sa ten-
dance déterministe :

Yt � f(t) = Zt
stationnaire.

1.7.2 Non stationnarité stochastique

On dit que le processus Yt est caractérisé par une non stationnarité
stochastique, ou encore que le processus Yt est DS (Di¤erence station-
nary) si le processus di¤érencié une fois (1�L)Yt est stationnaire. On
parle aussi de processus intégré d�ordre 1, on note Yt � I(1) :

De maniére générale, on dit que le processus Yt est un processus in-
tégré d�ordre d, avec d le degré d�intégration, si le processus di¤érencié
d fois (1� L)dYt est stationnaire. On note Yt � I(d) :
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(1� L)dYt = Zt

1.8 Autocorrélations simple et partielle

Les principales caractéristiques temporelles d�un processus sont
données par l�autocorrélation (simple) et l�autocorrélation partielle [3].

1.8.1 La fonction d�autocovariance

La fonction d�autocovariance (h) mesure la covariance entre une
variable et cette même variable à des dates di¤érentes, pour un délai
h :

(h) = Cov(Yt; Yt�h) = E[(Yt � E(Yt))(Yt�h � E(Yt�h))]
Ainsi

(0) = V ar(Yt)

= E[(Yt � E(Yt))2]

Elle fournit une information sur la variabilité de la série et sur les
liaisons temporelles qui existent entre les diverses composantes de la
série Yt.

Remarque 1.1 La fonction d�autocovariance d�un processus station-
naire est une fonction paire :

(�h) = (h) 8h
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1.8.2 La fonction d�autocorrélation

La fonction d�autocorrélation est dé�nie par :

�(h) =
(h)

(0)
, h 2 Z

avec �(0) = 1 et j�(h)j < 1.

On appelle coe¢ cient d�autocorrélation d�ordre 1 (resp. d�ordre k)
le coe¢ cient de corrélation linéaire �(1) (resp. �(k)) calculé entre la
série et cette série décalée d�une période (resp. k périodes).

On dé�nit la matrice de corrélation (de dimensionm) de la manière
suivante :

R(m) =

0BBBBBB@
1 �1 �2 : : : �(m� 1)
�1 1 �1 : : : �(m� 2)

:
:
:

�(m� 1) �(m� 2) : : : �1 1

1CCCCCCA
1.8.3 La fonction d�autocorrélation partielle

Elle mesure la liaison (linéaire) entre Yt et Yt�h une fois retirés les
liens transitant par les variables intermédiaires Yt�1; :::; Yt�h+1.

Le coe¢ cient d�autocorrélation partielle d�ordre h, noté r(h), est
le coe¢ cient de corrélation entre :
� Yt � E(Yt=Yt�1; :::; Yt�h+1) et
� Yt�h � E(Yt�h=Yt�1; :::; Yt�h+1)

13



On a donc :

r(h) = cov(Yt; Yt�h=Yt�1; :::; Yt�h+1):

C�est donc le coe¢ cient de Yt�h dans la régression de Yt sur Yt�1; :::; Yt�h+1; Yt�h.
Le coe¢ cient d�autocorrélation partielle d�ordre h d�un processus

stationnaire se calcule de la maniére suivante :

r(h) =
jR(h)�j
jR(h)j

avec

R(h) =

0BBBBBB@
1 �(1) : : : �(h� 1)
�(1) 1 : : : �(h� 2)
: :
: :
: :

�(h� 1) �(h� 2) : : : 1

1CCCCCCA
et R(h)� la matrice R(h) dans laquelle on a remplacé la colonne h

par

0BBBBBB@
�(1)
�(2)
:
:
:

�(h)

1CCCCCCA ; soit :

R(h)� =

0BBBBBB@
1 �(1) : : : �(1)
�(1) 1 : : : �(2)
: :
: :
: :

�(h� 1) �(h� 2) : : : �(h)

1CCCCCCA
14



Ainci,

r(1) = �(1) r(2) =
�(2)� �(1)2
1� �(1)2 :::

15



Chapitre 2

Les modéles des séries
chronologiques

Dans ce chapitre, nous discutons de certains modèles linéaires fré-
quemment utilisés pour une série temporelle : le modèle autorégressif
(AR) et le modèle à moyenne mobile (MA). Nous pour suivons avec le
modèle ARMA qui permet de combiner ces deux modèles et le modèle
ARIMA. Nous discutons également d�une méthode de prévision des
séries temporelles, telle que la méthode de Box et Jenkins.

2.1 Les modèles autorégressifs

Dé�nition 2.1 Un processus autorégressif d�ordre p, noté AR(p) est
donné par : [10] ; [4] ; [6]

Xt = c+ '1Xt�1 + '2Xt�2 + :::+ 'PXt�p + "t

'1; :::; 'p sont les paramètres du modèle, c est une constante, "t un
bruit blanc.
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En utilisant L l�opérateur des retards, on peut écrire le modèle :

(1� '1L� '2L2 � :::� 'PLP )Xt = c+ "t:

2.1.1 Représentation stationnaire

Ce processus est actuellement dé�ni sous une forme implicite et
en particulier il n�est pas certain que cette dernière équation admette
toujours une solution stationnaire.

Si le polynôme � a des racines de module di¤érent de 1, alors on
peut inverser l�opérateur �(B). Nous concluons que l�équation accepte
une solution unique, en écrivant :

Xt = �(L)
�1"t =

+1X
i=�1

hi"t�i:

Nous pouvons alors montrer que l�on a
+1X
i=�1

jhij h+1 donc la re-

présentation est stationnaire.

2.1.2 Fonction d�autocorrélation d�un AR(p)

Soit un processus stationnaire AR(p) dé�ni par :

�(L)Xt = Xt +

pX
i=1

�iXt�i = "t;

dont les racines sont de module supériuer 1.

Alors la fonction d�autocorrélation :
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�(h) +

pX
j=1

�j�(h� j) = 0 h = 1; 2; :::

est donc dé�nie comme la solution d�une suite récurrente d�ordre
p, donc racines non-nulles de l�équation :

�p +

pX
j=1

�j�
p�j = 0:

Remarquons également qu�on a la relation matricielle (équation de
Yule-Walker) : 0BBBB@

��1
:
:
:
��p

1CCCCA = [�(i� j)]�1

0BBBB@
�(1)
:
:
:
�(p)

1CCCCA
Ce qui donne un algorithme d�estimation des coe¢ cients d�un pro-

cessus AR(p) en remplaçant �(h) par leur autocorrélation empirique.
Remarquons également que la variance de ce processus vaut :

(0) = �
pX
j=1

�j(j) + �
2 =

�2

1 +

pX
j=1

�j�(j)

:

2.1.3 Fonction d�autocorrélation partielle d�un AR(p)

Soit Xt � AR(p) :

18



�(L)Xt = Xt +

pX
i=1

�iXt�i = "t;

dont les racines sont à l�extérieur du disque unité.

On a que l�autocorrélation partielle r(h) = 0 si h � p + 1 car la

projection de Xt surM(Xt�1; :::; Xt�h) est -
pX
j=1

�jXt�j et le coe¢ cient

associé à Xt�h est nul.

Cette propriété est très utile en pratique lorsque l�on cherche à
identi�er l�ordre d�un processus AR. On peut ainsi calculer les auto-
corrélation partielles empiriques et regarder quand celles-ci sont négli-
geables (non-signi�cativement di¤érentes de 0).

2.1.4 Estimation

Les équations de Yule-Walker sont utilisées pour estimer les coe¢ -
cients. Les coe¢ cients sont exprimés en fonction des auto-corrélations,
et les paramètres estimés sont trouvés en fonction des auto-corrélations
estimées.

On écrit l�équation aux di¤érences :

�(h) = �1�(h� 1) + :::+ �p�(h� p):
sous forme matricielle :
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8>>>>>><>>>>>>:

�1�(0) + �2�(1) + :::+ �p�(p� 1) = �(1), h = 1
�1�(1) + �2�(0) + :::+ �p�(p� 2) = �(2), h = 2

:
:
:

�1�(p� 1) + �2�(p� 2) + :::+ �p�(0) = �(p), h = p

Les équations de Yule Walker s�écrivent

Rp� = p.

Alors

b� = bR�1p b�;
avec

cRp =
0BBBBBBBB@

1 b�(1) b�(2) : : : b�(p� 1)b�(1) 1 b�(1) : : : b�(p� 2)b�(2) b�(1) 1 : : : b�(p� 3)
: : : : : : :
: : : : : : :
: : : : : : :b�(p� 1) b�(p� 2) b�(p� 3) : : : 1

1CCCCCCCCA
;

b� =
0BBBBBB@
b�(1)b�(2)
:
:
:b�(p)

1CCCCCCA , et b� =
0BBBBBBB@

b�1b�2
:
:
:b�p

1CCCCCCCA
.
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2.2 Les modèles moyennes mobiles, MA
(Moving Average)

Dé�nition 2.2 On appelle processus moyenne mobile d�ordre q, noté
MA(q) pour Moving Average, un processus fYtgt2Z dé�ni par : [3]

Yt = "t �
qX
i=1

�i"t�i , 8t 2 Z

�i sont des réels, �q 6= 0 ,et "t � BB(0; �2").

Cette relation équivalent à :

Yt = (1� �1B � :::� �qBq)"t
() Yt = �(B)"t:

Proposition 2.1 un modèle moyenne mobile d�ordre q est inversible
si les racines de

1� �1Z � �2Z2 � :::� �qZq = 0;

sont en module strictement supérieures à 1.

2.2.1 Autocorrélations d�un MA(q)

La fonction d�autocovariance d�un MA(q) est :

(h) = E [XtXt+h] :

Ce qui est plus adéquat ici, car il y a non-corrélation des "t avec le
futur.
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On a

Xt = "t � �1"t�1 � �2"t�2 � :::� �q"t�q;
Xt+h = "t+h � �1"t+h�1 � �2"t+h�2 � :::� �q"t+h�q:

donc

(h) =

8>>>><>>>>:
(��h + �1�h+1 + :::+ �q�q+1)�2" si 1 � h � q

(1 + �21 + �
2
2 + :::+ �

2
q)�

2
" si h = 0

0 si h > q

La fonction d�autocorrélation :

�(h) =

8>>>>><>>>>>:

1 si h = 0

��h+�1�h+1+:::+�q+h�q
1+�21+�

2
2+:::+�

2
q

si 1 � h � q

0 si h > q

2.2.2 Représentation stationnaire

La dé�nition d�un MA(q) est explicite et ne pose donc pas de pro-
blém : le processusYt est parfaitement dé�ni et est automatiquement
stationnaire.
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2.3 Les modèles ARMA(p,q)

Dé�nition 2.3 Un modéle est dit autorégressif et moyenne mobile
d�order p et q, noté ARMA(p; q) si : [10] ; [5]

Xt �
pX
j=1

�jXt�j = c+ "t +

qX
k=1

�k"t�k (2.1)

"t � BB(0; �2") , �p 6= 0 , �q 6= 0 , c est une constante.

L�équation (2.1) est équivalante à l�écriture :

�(L)Xt = c+�(L)"t;

ou
�(L) = 1� �1L� �2L2 � :::� �pLP ;

et
�q(L) = 1 + �1L+ �2L

2 + :::+ �qL
q:

Les polynômes � et� n�ont pas de racines communes. On considére
que � et � ont tout les racines de module strictement supérieur à 1.

2.3.1 La stationnarité

Les conditions de stationnarité d�un processus ARMA si toutes les
racines de �(Z) en module supérieur à 1.

2.3.2 Autocorrélation

Soit (Xt) un processus ARMA(p; q), alors L�autocovariance (k)
statisfont :
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(k) = E(XtXt�k)

= E

" 
pX
j=1

�jXt�j + "t �
qX
i=1

�i"t�i

!
Xt�k

#
:

La covariance croisée entre Xt�k et "t est :

X"(k) = E("tXt�k):

On a :

(k) =

pX
j=1

�jE (Xt�jXt�k)�
qX
i=1

�i ("t�iXt�k) + X"(k)

=

pX
j=1

�j (k � j)�
qX
i=1

�iX"(k � i) + X"(k), k � 0 .

ou

E [Xt"t] = E

" 
pX
j=1

�jXt�j + "t �
qX
i=1

�i"t�i

!
"t

#
= E("t"t)

= �2" ,

et "t n�est pas corrélé avec le passé.8>>>><>>>>:
X"(k) = 0 k > 0,

X"(k) 6= 0 k < 0,

X"(k) = �
2
" k = 0:
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La fonction X"(k) n�est pas paire.
si k i q , tous les X"(k) = 0, et on a :

(k)=

pX
j=1

�j(k � j);

et

�(k)=

pX
j=1

�j�(k � j):

Pour un ARMA(p; q), la structure d�autocorrélation ne suit pas
un schéma connu jusqu�au délai q mais ensuite le comportement est le
même que celui d�un AR(p):

2.4 Les modèles ARIMA(p,d,q)

Dé�nition 2.4 un processus stationnaire Xt admet une représenta-
tion ARIMA(p; d; q) minimale s�il satisfait : [8]

�(L)(1� L)dXt = �(L)"t , 8t 2 Z.

avec les conditions suivantes :

1. �p 6= 0 et �q 6= 0.
2. � et �, polynômes de degrés resp p et q n�ont pas de racines
communes et leurs racines sont de modules > 1:

3. "t est un BB de variance �2:

Un processus ARIMA(p; d; q) convient pour modéliser une série
temporelle comprenant une tendance polynômiale de degrés d, l�opé-
rateur (1�L)d permettant de transformer un polynôme de degré d en
une constante.
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2.5 Méthode de Box & Jenkins

Box & Jenkins [2] ont élaboré une méthodologie pour identi�er un
modèle adéquat pour une série chronologique. Leur méthode est fon-
dée sur les modèles ARIMA. Dans ce chapitre, les principales étapes
de cette technique sont présentées. Pour les méthodes d�inférence pré-
sentées dans la suite, on supposera que T réalisations d�une série chro-
nologique univariée, notées X1; :::; XT ont été observées.

2.5.1 Identi�cation du modèle

De façon générale, l�étape d�identi�cation du modèle consiste à
identi�er le modèle qui représente au mieux la série étudiée. En d�autres
mots, il s�agit de trouver un modèle stationnaire qui tient compte de la
variabilité dans le temps et pour lequel il y a absence d�autocorrélation
des résidus. Plus particulièrement, cette étape implique les méthodes
d�estimation du paramètre d�intégration d, l�estimation des ordres p
et q, les tests d�hétéroscédasticité, les tests de non stationnarité ou de
racine unitaire.

Estimation du paramètre d�intégration

Lorsqu�un processus possède une non stationnarité de type DS, on
parle alors d�un modèle intégré. Dans ce cas, il convient de déterminer
l�ordre d�intégration d du processus �ltré (1 � L)dXt pour lequel le
processus est stationnaire, d�où le processus I(d).

Estimation des ordres p et q

Identi�cation d�un processus MA Soit un processus stationnaire
(Xt)t2Z satisfaisant une représentationMA(q). Pour déterminer la va-
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leur de q, on se base sur la fonction d�autocorrélation du processus
MA: En fait, q correspondra au plus grand délai tel que l�autocorré-
lation n�est pas statistiquement égale à 0:

Identi�cation d�un processus AR Soit un processus stationnaire
(Xt)t2Z satisfaisant une représentation AR(p): Globalement, l�ideni-
�cation d�un processus AR(p) s�e¤ectue de la même façon que celle
d�un processus MA(q). La seule di¤érence réside dans le fait que c�est
l�autocorrélation partielle, plutôt que l�autocorrélation, qui est utilisée.

Identi�cation d�un processus ARMA Il existe plusieurs méthodes
pour déterminer les ordres pet q d�un processus ARMA: On peut éga-
lement se baser sur les autocorrélations et les autocorrélations par-
tielles. Pour obtenir l�ordre de la composante MA; il faut identi�er
l�autocorrélation signi�cative dont l�ordre est le plus élevé ; pour la
composante AR, il faut identi�er l�autocorrélation partielle signi�ca-
tive dont l�ordre est le plus élevé.

Tests de non stationnarité

Il existe plusieurs tests de non stationnarité ou de racine unitaire,
ces tests ayant pour objet de déterminer la présence de non stationna-
rité. Ces tests permettent aussi d�identi�er le type de non stationnarité
(TS ou DS) d�un processus. Parmi les tests de non stationnarité les
plus populaires, on a ceux de Dickey & Fuller, Dickey Fuller augmenté
et de Phillips & Perron.

2.5.2 Estimation des paramètres

L�estimation des paramètres d�un modèle ARIMA(p; d; q) peut
étre e¤ectuée lorsque�il est supposé que p; d et q peut être e¤ectué de
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di¤érentes méthodes dans le domaine temporel parmi ces méthodes,
nous avons :

1. Maximum de vraissemblance :

Une méthode populaire pour estimer les paramètres d�un modèle
est le maximum de vraisemblance. La fonction de vraisemblance asso-
ciée à un échantillonX1; :::; XT iid d�une loi dont la densité est f(xn�),
avec � = (�1; :::; �k) 2 Rk, est dé�nie par :

L(�) =
TY
t=1

f(Xtn�):

L�estimateur du maximum de vraisemblance (EMV) est la valeur
\�EMV qui maximise L(�). Parfois, il est possible de déduire cet estima-
teur en dérivant L(�) par rapport à chacun des paramètres (�1; :::; �k)
et de résoudre le système à k équations

@L(�)

@�j
= 0, ou j = 1; :::; k.

2. Estimation de Yule Walker.

Dans le cas d�un AR(p), on utilise les équations de Yule-Walker :

266664
�(1)
:
:
:
�(p)

377775 =
26666664

�(0) �(1) : : : �(p� 1)
�(1) �(0) : : : �(p� 2)
: : : : : :
: : : : : :
: : : : : :

�(p� 1) �(p� 2) : : : �(0)

37777775 :
26666664
�1
�2

�p

37777775
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pour déterminer b�i i = 1; :::; p en fonction de b�(i) estimés.
De nombreux programmes informatiques mettent en oeuvre ces

méthodes d�estimation du modéle ARIMA (Eviews, Spss,R,...), no-
tamment les méthodes du maximum de vraisemblance .

Critères de choix des modèles

Souvent il n�est pas facile de déterminer un modèle unique . Le
modèle qui est �nalement choisi et celui qui minimiser l�un des critère
à partir T observations.

Critère standard 1. L�erreur absolue moyenne (Mean Absolute Er-
ror) :

MAE =
1

T

TX
t=1

j"tj .

2. L�erreur quadratique moyenne (Mean Squared Error) :

MSE =
1

T

TX
t=1

"2t .

3. La racine carrée de l�erreur quadratique moyenne (Root Mean
Square Error) :

RMSE =

vuut 1

T

TX
t=1

"2t .
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4. Ecart absolu moyen en pourcentage (Mean Absolute Percent
Error) :

MAPE =
100

T

TX
t=1

���� "tXt

���� .

Critère d�information

1. Akaike (1969) :

AIC (p; q) = log(b�2") + 2p+ qT .

2. Schwarz (1977) :

BIC(p; q) = log(b�2") + (p+ q) log TT .

3. Hannan_Quinn(1979) :

'(p; q) = log(b�2") + (p+ q)c log(log T )T
, avec ci2 .

2.5.3 Validation du modèle

Il s�agit de véri�er notamment que les résidus du modèle ARMA
estimé, résidus notés b"t, véri�ent les propriétés requises pour que l�es-
timation soit valide, à savoir qu�ils suivent un processus BB, non au-
tocorrélé et de méme variance, et qu�ils suivent une loi normale. Si ces
hypothéses ne sont pas rejetées, on peut alors mener des tests sur les
paramètres.
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Signi�cativité des paramètres

Les coe¢ cients du modèle doivent s�écarter signi�cativement de
zéro, pour cela on utilise le test de student classique.

On rejette l�hypothèse nulle H0 :

H0 : �j = 0; si jtcj >
��T�T�q�� , ou jtcj =

����� b�b�b�
����� .

S�il s�avére qu�un ou plusieurs paramètres du modèle ne sont pas
signicativement di¤érents de 0, on estime à nouveau le modèle.

Test sur les d�autocorrélations

Le test de Box Pierce aide à identi�er les processus de bruit blanc.
Ce test s�écrit :8<:

H0 : �(1) = �(2) = ::: = �(h) = 0 ,

H1 : �(i) 6= 0 pour au moins i , i 2 f1; :::; hg .

Une statistique de test proposée par Box et Piérce est

Q = T
hX
k=1

b�2(k):
h : nombre de retards,
T : nombre d�observations,b�(k) : autocorrélation empirique d�ordre k.
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La loi asymptotique des statistiquesQ est la khi-carré à h degrés de
liberté. On rejette donc H0, au seuil , si la statistique Q est supérieure
au la khi-carré dans la table au seuil (1� �) et h degrés de liberté.

Test de normalité des résidus

Plusieurs des modèles de séries chronologiques supposent que les
termes d�innovation sont indépendants et distribués selon la loi Nor-
male. Une façon de véri�er cette hypothèse consiste à étudier les ré-
sidus. Un des tests permettant de véri�er la normalité des résidus est
celui de Jarque k Bera.

Les hypohèses à confronter sont8<:
H0 : "t � N(0; 1),

H1 : "t � N(0; 1).

Avant de décrire le test pour les résidus d�un modèle de séries chro-
nologiques, prenons le cas de T observations X1; :::; XT indépendantes
et de même loi.
Dans ce cas, la statistique du test de Jarque et Bera, de loi asymp-

totique khi-carré à deux degrés de liberté, est dé�nie par

JB =
T

6
�21 +

T

24
(�2 � 3)2:

où

�1 =
1

T

TX
i=1

(
Xi �X
S

)3 et �2 =
1

T

TX
i=1

(
Xi �X
S

)4:
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sont respectivement les coe¢ cients d�asymétrie et d�aplatissement.
Ici, X et S sont respectivement la moyenne et l�écart-type empiriques.
Sous l�hypothèse de normalité, on peut montrer que :

p
T�1p
6 �!N(0; 1) ,

p
T (�2 � 3)p

24 �!N(0; 1) .

et que asymptotiquement, ces deux variables aléatoires sont indé-
pendantes.
Il s�ensuit que

T�21
6 �!{

2
1 et

T (�2 � 3)2
24 �!{

2
1 .

où {2v représente la loi khi-carré à v degrés de liberté. Ainsi, la
loi asymptotique de JB est la distribution khi-carré à deux degrés
de liberté. On rejette donc l�hypothèse de normalité, au seuil �, si
JB > {2�;2.

2.5.4 La prévision

Une fois qu�un modèle acceptable est trouvé pour la série chrono-
logique à l�étude, les prévisions peuvent être calculées. On note bXT+h

la prévision de XT+h au temps T +h où T est la taille de l�échantillon
des observations Xt et h l�horizon de la prévision.

La prévision est calculée par la formule suivante :

bXT+h = E(XT+h=XT ; XT�1; :::; X1):
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Chapitre 3

Application : Modélisation
par la méthode de
Box-Jenkins

Nous intéressons à modéliser par la méthode de Box-Jenkins les
données réelles "l�évolution annuelle des cas de paludisme de direc-
tion de la santé et de la population de Ouargla -Monographie sani-
taire".

Le tableau suivant présente les données :
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Année 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007
N des cas 28 25 16 06 02 01 00 02
de paludisme
Année 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015
N des cas 00 01 03 00 07 10 04 23
de paludisme
Année 2016 2017 2018 2019 2020 2021
N des cas 13 13 28 14 19 18
de paludisme

Tab. 3.1 �L�évolution annuelle des cas de paludisme.

3.1 Etude de la stationnarité

Le graphe de la série "les cas de paludisme" montre que la série
est non stationnaire :
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Fig. 3.1 �Représentation graphique de la série brute.

On utilise le test de racine unitaire (test ADF) pour con�rmer la
non stationnarité :
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Modèle sans tendance et avec constante

La p-value>0.05 donc la série a une racine unitaire, et la constante
est non signi�cative (la probabilité critique a¤ectées à la constante est
supérieure à 0.05).
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Modèle avec tendance et avec constante

La p-value>0.05 donc la série a une racine unitaire, la tendance et
la constante sont signi�cative (la probabilité critique<0.05).
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Modèle sans tendance et sans constante

La p-value>0.05 donc la série a une racine unitaire.

D�aprés ce qu�on a vu précédemment, la série "les cas de palu-
disme" est non stationnaire.
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3.1.1 Stationnarisation de la série

On utilise la première di¤érence et pour con�rmer l�élimination de
la racine unitaire on utlise autre fois le test ADF.

dpaludisme = paludisme� paludisme(�1):
1)

La constante n�est pas signi�cative, en outre la série a un racine
unitaire.
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2)

La constante et la tendance sont non signi�cative, en outre la série
a un racine unitaire.
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3)

La série a un racine unitaire.

Donc on utlise autre fois le test ADF pour la deuxième di¤érence.

ddpaludisme = dpaludisme� dpaludisme(�1)
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1)
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2)
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3)

D�aprés le test ADF, la série obtenue est une série stationnaire
(p-value<0.05).
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Graphique de la série stationnaire

Fig. 3.2 �Représentation graphique de la série stationnaire.

3.1.2 Modélisation de la série

A ce phase, la série ddpaludisme est stationnaire, on cherche un
modèle ARMA(p; q) qui représnte cette série. Pour déterminer quel
processus représente le mieux notre série, nous examinons les autocor-
relation simples et partielle.
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Corrélogramme de la série stationnaire

L�examen de ce corrélogramme montre que l�on peut s�anticiper des
modèle de typeMA(1),MA(3),MA(4), AR(1), AR(2), ARMA(1; 1),
ARMA(1; 3), ARMA(1; 4), ARMA(2; 1), ARMA(2; 3), ARMA(2; 4):
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3.2 Estimation

Pour choisir un bon modèle, nous construisons un tableau de com-
paraison des critères d�information et nous retenons le modèle qui
minimise ces critères.

AKAIKE SCHWARZ
ARMA(1; 3) 7,1835 7,3827
ARMA(1; 1) 7,1843 7,3835
ARMA(1; 4) 7,2007 7,3998
MA(1) 7,3247 7,4740
ARMA(2; 1) 7,4194 7,6186
MA(4) 7,6101 7,7594
AR(1) 7,6797 7,8291
ARMA(2; 4) 7,7101 7,9092
MA(3) 7,7301 7,8795
ARMA(2; 3) 7,8029 8,0020
AR(2) 8,2639 8,4133

Tab. 3.2 �Comparaison entre les critères des modèles.

En principe, d�après le tableau nous pouvons retenir le modèle
ARMA(1; 3) parce que c�est le modèle qui minimise les critères d�in-
formation de AKAIKE et SCHWARZ par rapport aux autres modèles.

3.3 Validation du modèle

Nous allons diagnostiquer notre modèle car il ne peut être mis à
défaut, avec des tests suivants :
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3.3.1 Test de signi�cativité des paramètres

Ce test consiste à véri�er que les paramètres du modèle qui ont été
estimés sont statistiquement di¤érents de 0.

Les hypothèses du test sont :8<:
H0 : � = 0; le coe¢ cient est non signi�catif ;

H1 : � 6= 0; le coe¢ cient est signi�catif.

Ainsi, au risque de 5%, les paramètres du modèle ne sont pas sta-
tistiquement di¤érent de zéro car pour la partie AR : jt� statj =
4:495655 > 2; mais pour la partie MA : jt� statj = 0:000255 < 2:
Alors le modèle ARMA(1; 3) n�est pas valide.

Nous pouvons retenir le modèle AR(1) car jt� statj = 3; 867604 >
2. (le paramètre � estimé est statistiquement signi�catif).

3.3.2 Test de normalité des résidus

On veut tester la normalité des résidus du modèle AR(1). Le test
que nous utilisons est de Jarque et Bera.

Ce test se formule avec les hypothèses suivantes :

8<:
H0 : les résidus sont normalement distribués;

H1 : les résidus ne sont par normalement distribués:
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Fig. 3.3 �Normalité des résidus du modèle AR(1).

La statistique BJ < {21��(2) (2:158898 < 5; 991) avec � = 0; 05 ;
alors on accepte l�hypothèse H0 de normalité des résidus au seuil � du
modèle AR(1).

Alors notre série est modélisée par un AR(1) :

Xt = 0:35 + 0:65Xt�1 + "t:
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3.4 La prévision

Les résultats de prévision de cinq années sont dans le tableau sui-
vant :

année Les prévisions
2022 12
2023 8
2024 5
2025 3
2026 2

Tab. 3.3 �Prévision du cas de paludisme.

Par exemple on obtient la prévision de l�année 2022 :

bXT+1 = E [XT+1=Xt]

= E [0:35 + 0:65XT + "T+1=XT ]

= 0:35 + 0:65XT

' 12
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Conclusion

Aprés avoir décrit divers modéles de séries temporelles. Nous nous
intéressons à savoir comment sélectionner un modéle approprié qui
peut produire des prévisions précises basées sur une description des
données d�une série chronologique, et comment déterminer les ordres
de modéle optimaux.

Les statisticiens George Box et Wilym Jenkins [2] ont proposé une
approche de prévision de séries temporelles univariées, basée sur l�uti-
lisation des modéles ARIMA. Leur concept est d�une importance fon-
damentale dans le domaine de l�analyse et de la prévision des séries
chronologiques.

Le but de notre étude est de trouver le meilleur modèle pour prédire
le nombre des cas de paludisme de Ouargla, on utilisant les modéles
de type ARIMA à l�aide des tests statistiques.
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: الملخص

التي               المنهجية خلل من بها والتنبؤ الزمنية السلسل نمذجة على المذكرة هاته في عملنا يعتمد
الخطية       النماذج طريق عن وجينكس، بوكس . وضعها

خطية              لنماذج عرض ذلك يلي الزمنية، بالسلسلة المتعلقة الساسية المفاهيم بعض نقدم اول
خلل          , AR , MA, ARMA, ARIMA:  وهي من العمل هاذا ننهي جينكس، بوكس طريقة نعرض ثم

الصحة      "        دائرة من المأخوذة الملرايا حالت عدد حقيقية ببانات على الطريقة هذه تطبيق
اليفيوز  "        برنامج باستخدام للتنبؤ النسب النموذج لتحديد بورڨلة .والسكان

             : الزمنية،  السلسلة التنبؤ، وجينكس، بوكس طريقة الخطية، النماذج المفتاحية ,ARالكلمات

AM,  ARMA,  ARIMA.

Résumé: 

Notre travaille repose dans ce mémoire sur la modélisaton et la prévision des séries 

chronologique à travers la méthodologie élaborée par Box et Jenkins , au moyen des 

modèles linéaires . 

Tout d'abord , nous introduisons quelques concepts de base liés aux séries chro nologique . 

S'ensuit la présentaton des modèles linéaires , à savoir le modèle AR , MA , ARMA , ARIMA . 

Puis nous présentons la méthode de Box et Jenkins . Nous terminons ce travail par une 

applicaton de cete méthode à des données réelles " le nombre des cas de paludisme trés 

de Directon de la santé et de la populaton de Ouargla " ain de déterminer le modèle le plus

approprié pour prédire , en utlisant le logiciel  views .

Mot clés: modèle linéaire, méthode de Box et Jenkins,   prévision,  série chronologique, AR,  

AM,  ARMA,  ARIMA.

Abstract:

 Our work is based in this memory on the modeling and forecastng of tme series through 

the methodology developed by Box and Jenkins, using linear models.

 First, we introduce some basic concepts related to tme series.  This is followed by the 

presentaton of the linear models, namely the AR, MA, ARMA, ARIMA model.  Then we 

present the Box and Jenkins method.  We end this work by applying this method to real data

"the number of malaria cases taken from the Department of Health and Populaton of 

Ouargla " in order to determine the most appropriate model to predict, using the  views 

software.  .

 Keywords: linear model, Box and Jenkins method, forecast, tme series, AR, AM, ARMA, 

ARIMA.


