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Notations

� R : des nombres réels.

� R+ : des nombres réels positifs.

� R∗
+ : des nombres réels strctement positifs.

� N : des entiers naturels.

� C : des nombres complexes.

� C([a, b]) : ª'espace des fonctions f continues sur [a; b] à valeur réels.

� Ω la fermeture de Ω et ∂Ω sa frontière.

� u′ (t) la dérivée ordinaire par rapport à t

� Ω : un ensemble ouvert borné .

� deg : degré topologique .

� max : maximum .

� Γ(.) : la fonction Gamma.

� β(., .) : la fonction Bêta.

� ⟨, ⟩ : produit scalaire.

�
RDp(f(t)) : dérivée fractionnaire à gauche au sens de Riemann-Liouville d'ordre

p > 0.
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�
cDp(f(t)) : dérivée fractionnaire à gauche au sens de Caputo d'ordre p > 0.

� Dn =
dn

dtn
: dérivée ordinaire par rapport à t d'ordre entier n.

� Iαa+ : intégrale fractionnaire de Riemann-Liouvilled'ordre α .
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Introduction

Les équations di�érentielles fractionnaires sont des équations complexes, suivies par

de nombreux scienti�ques et chercheurs dans l'étude du sujet de ces équations à travers les

âges jusqu'à nos jours. "Marquis" a envoyé à "Leibni" une lettre lui demandant de calculer

la dérivée n de la fonction f où : f(u) = u . En disant : " Quel est le résultat si n = 1
2
?

" Sa réponse fut : " La question semble contradictoire, mais elle porte la vérité " en 1695,

et pour cette raison ce sujet a suscité un grand intérêt de la part des chercheurs. et des

érudits tels que (L.Euler, Laplace, J.B.J.Fourier, J. Liouville, G.F.B.Riemann) entre 17 et

18 siècle, Il est considéré comme un sujet moderne, mais il est apparu dans le passé car il a

été acquis ces derniers temps par de nombreuses conférences spécialisées et recherches uni-

versitaires. Les équations di�érentielles fractionnaires sont une application mathématique

importante dans de nombreuses revues scienti�ques et techniques, par exemple, la physique,

l'ingénierie, économie, statistiques, sciences naturelles et biologiques, mécanique, biologie,

électricité...etc.

Ces équations sont un outil majeur dans la modélisation mathématique des di�érents phé-

nomènes qui se produisent dans ces domaines, et leur étude contribue à la compréhension

des phénomènes d'équilibre, la dynamique et la stabilité, et aide également à résoudre les

problèmes de modélisation. Voir ici pour plus d'explications ([23] -[25]) , Nous nous réfé-

rons également à ([16][17]).Les équations di�érentielles fractionnaires ont été étudiées par

les auteurs sur la base de la théorie du point �xe voir ([9], [12],[13], [18] -[21]), jusqu'à et

développement de l'étude des équations di�érentielles fractionnaires utilisant l'opérateur

P-Laplacien au 20 siècle voir par ( [10],[11], [14], [15]).

L'objectif principal de cette note est d'étudier l'existence de solutions positives pour un pro-

blème aux limites d'une équation di�érentielle fractionnaire avec l'opérateur P-Laplacien

en utilisant la méthode itérative monotone avec des conditions initiales appropriées.
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Pour cette étude, nous considérons le problème suivant :

(P )

{
Dγ(φp(D

αu(t))) = f(t, u(t)), 0 < t < 1,
u(0)=Dαu(0) = 0 , Dβu(1) = aDβu(ξ) , Dαu(1) = bDαu(η),

où f ∈ C([0, 1] × [0,+∞), [0,+∞)) est une fonction donnée et α, β, γ ∈ R; 1 < α, γ ≤
2; β > 0 et 1 + β ≤ α; ξ, η ∈ (0, 1) ; a, b ∈ [0,+∞); 1 − aξα−β−1 > 0 ;1 − bp−1ηγ−1 > 0

et φp(s) = |s|p−2s, p > 1, φq = (φp)
−1, 1

p
+ 1

q
= 1, Dα est le di�érenciation de Riemann-

Liouville.

Ce sujet a été étudié dans les trois chapitres suivants :

* chapiter 1 : nous rappelons quelques dé�nitions et notations et théorèmes (les di�é-

rents théorèmes de poit �xe) de base utiles dans la suite du travail.

* chapiter 2 : nous rappelons les éléments de base de théorie du calcule fractionnaire.

* chapiter 3 : nous donnons les lemmes pour prouver l'existece de solution positives

d'un probleme (P), et en appliquent la méthode itérative monotone établir l'existence

deux solutions positives d'un problème (P), à la �n de cette chapiter, nous donnons

deux exemples illustrant les résultats précédents.

3



Chapitre 1

Rappels et notions fondamentales

Le but de ce chapitre est étude de quelques théorèmes du point �xe. On commencera

par le plus simple et le plus connu d'entre eux : le théorème du point �xe de Banach pour les

applications contractantes. On verra ensuite le théorème du point �xe de Brouwer (valable

en dimension �nie) puis le théorème du point �xe de Schauder (qui est la "généralisation"

en dimension in�nie).

1.1 Théorème du point �xe

Dans cette section, nous utilisons la théorie du point �xe car c'était l'un des outiles

les plus importants de l'existence, on donne quelque théories et leur dé�nitions anisi que

propriétés du point �xe de Banach, et point �xe pour des contraction non dé�nies sur tout

l'espace métrique, en�n étudier les principes de continuation.

1.1.1 Théorème du point �xe de Banach

Ce théorème s'appelle le principe des cartes contraction et est à la base de la théore de

point �xe. Ce principe garantit l'existence d'un point �xe unique pour chaque contraction

d'espace métrique complet sur lui-même. Ces applications incluent l'existence des théorèmes

de solutions pour des équations di�érentielles ou intégrales, et l'étude de la convergence de

certaines méthodes numériques.

Dé�nition 1 (Point �xe) Soit F une application d'un ensemble X dans lui même. On

appelle point �xe tout point x ∈ X tel que F (x) = x.
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Dé�nition 2 (Application lipschitzienne) Soit (M,d) un espace métrique complet et

l'application F : M −→ M Lipschitzienne s'il existe une constante positive k ≥ 0 telle que

pour tout couple d'éléments x,y de M. On a l'inégalité :

d(F (x), F (y)) ≤ k(d(x, y)),∀x, y ∈ M (1.1)

Remarque :

Le plus petit réel k qui véri�e (1.1) est appelé constante de lipschitz.

Si k ≤ 1, l'application F est appelée non expansive.

Si k < 1, l'application F est appelée contraction.

Théoréme 3 [3] (Principe de contraction de Banach) Soit (M,d) un espace métrique

complet et soit F : M −→ M une application contractante i.e qu'il existe 0 < k < 1 telle

que

d(F (x), F (y)) ≤ k(d(x, y)),∀x, y ∈ M, (1.2)

Alors F admet un point �xe u ∈ M de plus pour tout x ∈ M on a

lim
n−→∞

F n(x) = u

et

d(F n, u) ≤ kn(1− k)−1d(x, F (x)), (1.3)

Preuve.

D'abord, On montrons l'unicité :

On suppose que il existe x, y ∈ M avec x = F (x) ; y = F (y) et d(x, y) = d(F (x), F (y) ≤
kd(x, y).

Puisque 0 < k < 1 alors la dernier inégalité implique que d(x, y) = 0 =⇒ x = y, alors

∃!x ∈ M tel que F (x) = x.

Maintenant, on preuve l'existence de x où x ∈ M .

On suppose que F n(x) est une suite de Cauchy où n ∈ {0, 1, ...}

5



d(Fn(x), F n+1(x)) ≤ kdF n−1(x), F n(x)) ≤ ....... ≤ knd(x, F (x))

Si m > n où n ∈ {0, 1, ...}

d(F n(x), Fm(x)) ≤ d(F n(x), F n+1(x)) + d(F n+1(x), F n+2(x)) + ......+ d(Fm−1(x), Fm(x))

≤ knd(x, F (x)) + kn+1d(x, f(x)) + ......+ km−1d(x, F (x))

≤ knd(x, F (x))
[
1 + k + k2 + .......

]
≤ kn

1− k
d(x, F (x))

Pour m > n;n ∈ {0, 1, ...} on a

d(F n(x), Fm(x)) ≤ kn

1− k
d(x, F (x)) (1.4)

Alors F n(x) est une suite de Cauchy dans l'espace complet X en suite alors il existe u ∈ M

avec

lim
n−→+∞

F n(x) = u

De plus par la continuité de F

u = lim
n−→∞

F n+1(x) = lim
n−→∞

F (F n) = F (u)

Alor u est un point �xe de F.

Finalement, m −→ ∞ in (1.4), on obtient

d(F n(x), u) ≤ kn

1− k
d(x, F (x))

Exemple 4 Considérons l'application F : R → R dé�ni par :F (x) = x
3

Alors F est contrectante, de constante contraction 1
3
, F n(x) = (1

3
)n et x converge vers 0,

donc admet unique point �xe de F.

Exemple 5 Soient X = R et l'application F : R −→ R dé�ni par : F (x) = x
6
+ 5

véri�e |F (x)− F (y)| < k|x− y| Alors F est contractante (k = 1
6
constante de contraction),

et elle admet un seul point �xe x = 6.

6



Remarque(contre-exemple)

Les exemples suivants montrent la nécessité de chacune des hypothèses précédentes, si on

en néglige une seule, alors un point �xe n'est pas accepté :

Exemple 6 (Condition de fermeture) T : [0, 1] −→ R, T (x) = x
2
+ 2, est contractante

mais n'admet pas de point �xe. Le problème est que T ([0, 1]) ⊈ [0, 1] et on ne peut pas

itérer : x0 = 0, x1 = 1, x2 = 1.5, mais x3 n'est pas dé�ni.

Exemple 7 Sais : T (x) = sin(x)
2

sur X =]0, π
4
]

On a T (]0, π
4
]) =]0,

√
2

4
] ⊂]0, π

4
] et T est contractante, mais n'admet pas de point �xe car X

n'est pas fermé dans R.

Exemple 8 (Condition de contraction) T : [1,+∞[→ [1,+∞[ ; T (x) = x + 1
x
véri�e

|T (x) − T (y)| < |x − y| pour tout x ̸= y, mais n'admet pas de point �xe. Le problème est

que T n'est pas contractante.

1.1.2 Théorèmes du point �xe pour l'application ne soit pas une
contraction sur tout l'espace métrique

Soit (M,d) un espace métrique complet, il est clair qu'une fonction dé�nie uniqument

sur un sous-ensemble de M n'aura pas nécessairement de point �xe. Des conditions supplé-

mentaires devront être remplies pour garntir cela.

Théoréme 9 Soient K un ensemble fermé dans M et f : K −→ M est contractante

Supposons qu'il existe x0 ∈ K et r > 0 tel que

B(x0, r) ⊂ K et d(x0, f(x0)) < (1− k)r

(k est constante de contracton)

Alors f a un unique point �xe x∗ ∈ B(x0, r).

Théoréme 10 Soit (M,d) un espace métrique complet, T : M −→ M une application

Lipschitzienne (pas nécessairement une contraction) mais l'une de ces itérées T p est une

contraction(i,e.,véri�e : d(T p(x)− T p(y)) < kd(x− y|) ) ∀x, y ∈ M , pour certain p ≥ 1 où

0 ≤ k < 1 , alors T a un seul point �xe x∗ ∈ M .
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Preuve. Comme T p est une contraction, il en résulte du théorème 9 que T p a un unique

point �xe, donc x∗ = T px∗. Alors T p(T (x∗)) = T (T p(x∗)) = T (x∗), alors T (x∗) est un point

�xe de T p. Mais T p admet un unique point �xe, d'où T (x∗) = x∗.Donc T a un unique point

�xe (x∗), et il est unique car tout point �xe de T est également point �xe de T p.

Exemple 11 Soit M un espace métrique donné par :M = C[a; b], est un espace de Banach

par rapport à la norme ∥u∥ = maxt∈[a,b] |u(t)|, u ∈ M . On dé�nit T : M → M par :

Tu(t) =

∫ t

a

u(s)ds

On montre que ∥T (u)− T (v)∥≤ (b− a)∥u− v∥. On a

∥T (u)− T (v)∥ = max
t∈[a,b]

|
∫ t

a

u(s)ds−
∫ t

a

v(s)ds|

≤ max
t∈[a,b]

∫ t

a

|u(s)− v(s)|ds

D'après la majoration, on obtient

∥T (u)− T (v)∥ ≤
∫ t

a

ds∥u(s)− v(s)∥

≤ (t− a)∥u(s)− v(s)∥, ∀t ∈ [a, b]

≤ (b− a)∥u(s)− v(s)∥

donc (b-a) est la meilleure constante de Lipschitz pour T. D'autre part, on a :

T 2(u)(t) =

∫ t

a

(∫ s

a

u(µ)dµ

)
ds =

∫ t

a

(t− s)u(s)ds

et par induction

Tmu(t) =
1

(m− 1)!

∫ t

a

(t− s)m−1u(s)ds

8



dés lors

∥Tmu(t)− Tmv(t)∥ = max
t∈[a,b]

|Tmu(t)− Tmv(t)|

= max
t∈[a,b]

∣∣∣∣ 1

(m− 1)!

∫ t

a

(t− s)m−1u(s)ds− 1

(m− 1)!

∫ t

a

(t− s)m−1v(s)ds

∣∣∣∣
= max

t∈[a,b]

∣∣∣∣ 1

(m− 1)!

∫ t

a

(t− s)m−1 (u(s)− v(s)) ds

∣∣∣∣
≤ max

t∈[a,b]

1

(m− 1)!

∫ t

a

(t− s)m−1 |(u(s)− v(s))| ds

≤ 1

(m− 1)!

∫ t

a

(t− s)m−1ds∥u(s)− v(s)∥

≤ −1

(m− 1)!×m
[(t− s)m]ta ∥u(s)− v(s)∥

≤ 1

m!
(t− a)m∥u(s)− v(s)∥ ∀t ∈ [a, b]

≤ 1

m!
(b− a)m∥u(s)− v(s)∥

et donc Tm serait une contraction si
(b− a)m

m!
< 1

1.1.3 Principes de continuation

Une autre façon d'obtenir l'existence de point �xe pour une application non dé�nie

sur tout l'espace s'obtient via un processus de continuation. Celui-ici consiste à déformer

notre application en une autre plus simple pour laquelle nous connaissons l'existence d'un

point �xe. Il va sans dire que cette déformation connue sous le nom devra véri�er certaines

condition voir [1].

Dé�nition 12 (Applications homotopes) Soient X et Y d deux espaces topologiques et

f, g : X −→ Y deux applications continues. f et homotope à g s'il existe une application

continue

H : X × I −→ Y, I = [0, 1]

telle que : H(x, 0) = f(x) et H(x, 1) = g(x).

L'application H est appelée homotopie de f vers g. On note f ≃ g ou H : f ≃ g.

9



Remarque : En d'autres termes, pour cette dé�nition, il existe une famille d'applications

de X dans Y, à savoir x −→ H(x, t) pour 0 ≤ t ≤ 1, qui part de f pour arriver à g, et varie

continument.

Exemple 13 Soit f : Rn → Rn l'application constante f(x) = 0, et g : Rn → Rn l'appli-

cation g(x) = x. Montrons que f et g sont homotopes. Il su�t de prendre :

H : Rn × [0, 1] → Rn

H(x, t) = tx.

Alors H(x; 0) = 0 ∗ x = 0 = f(x) et H(x, 1) = x ∗ 1 = g(x).

Exemple 14 Soit X = Y = Rn−{0}, on considère cette fois ,f(x) =
x

∥x∥
et g(x) = x. On

voit que f et g sont homotopes en prenant :

H : (Rn − {0})× [0, 1] −→ Rn − {0}

tel que : H(x, t) = (1− t)i(x) + tp(x), on a

H(x, 0) = (1− 0)× x+ 0× x

∥x∥
= x

et

H(x, 1) = (1− 1)× x+ 1× x

∥x∥
=

x

∥x∥

Alors H(x, t) = (1− t)x+ t
x

∥x∥
et H(x, 0) = g(x) et H(x, 1) = f(x).

Dé�nition 15 (Équivalence d'homotopie) Soit X, Y deux espace topoligique et f :

X −→ Y une application continue. On dit que f est une équivalence d'homotopie s'il existe

un application g : Y −→ X telle que g ◦ f ≃ idX et f ◦ g ≃ idy.on note X ≃ Y .

Remarque : On dit que X a le même type d'homotopie que Y s'il existe une équivalence

d'homotopie.

Exemple 16 Soit X = R2\{0} et S1, on prend alors f : R2\{0} −→ Y = S1 dé�nie

par f(x) = x/∥x∥, et g : S1 −→ R2\{0} l'inclusion. Alors f ◦ g ≃ idS1, et l'exemple

(14)(g(x, t) = (1− t)x+ t
x

∥x∥
) montre que g ◦ f ≃ idR2\{0}.

Donc l'espace R2\{0} et S1 ont même type d'homotopie .
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Soit (X,d)un espace métrique complet, et U un sous ensemble ouvert de X.

Dé�nition 17 (Les propriétés d'homotopie) On considéré F : U −→ X et G : U −→
X deux contractions, on dit que F et G sont homotopes s'il existe H : U × [0, 1] −→ X

véri�ant les propriétés suivantes :

* H(., 0) = G et H(., 1) = F .

* H(x, t) ̸= x pour tout x ∈ ∂U et t ∈ [0, 1]

* Il existe α ∈ [0, 1) tel que d(H(x, t);H(y, t) ≤ αd(x, y) pour tout x, y ∈ U , et t ∈ [0, 1].

* Il existe M ≥ 0 tel que d(H(x, t), H(x, s) ≤ M |t− s| pour tout x ∈ U , et t, s ∈ [0, 1].

Théoréme 18 Soit F : U −→ X et G : U −→ X deux applications homotopiquement

con-tractives et G a un point �xe dans U. Alors, F admet un point �xe dans U.

Preuve. On pose l'ensemble Q = {λ ∈ [0, 1] : x = H(x, λ)} pour certain x ∈ U et H est

une homotopie entre F et G a décrite dans la dé�nition (12).

noté : Q ̸= ∅ (car G a un point �xe et que 0 ∈ Q ).

On montre que Q est à la fois ouvert et fermé dans [0,1] alors montre Q = [0, 1]. Par consé-

quent F a un point �xe.

♢ Montrons que Q est un ensemble fermé dans [0,1] :

Soit {λn}n∈N une suite dans Q telle que limn−→∞ λn = λ, alors, nous devons montrer

que λ ∈ Q. Comme λn ∈ Q pour n = 1, 2...., il existe xn ∈ U où xn = H(xn, λn). On

a pour n,m ∈ {1, 2, ....}

d(xn, xm) = d(H(xn, λn)H(xm, λm)

≤ d(H(xn, λn)H(xm, λm)) + d(H(xn, λm), H(xm, λm)

≤ M |λn − λm|+αd(xn, xm)

Alors,

d(xn, xm) ≤
M

1− α
|λn − λm|

11



Donc {xn} est une suite de Cauchy de X(car {λn}l'est aussi) et, puisque X est complet,

il existe x ∈ U telle que limx−→∞ xn = x.

Par la continuité de H,

x = lim
n−→∞

xn = limn−→∞H(xn, λn) = H(x, λ)

Donc λ ∈ Q et Q est fermé dans [0, 1].

♢ Montrons que Q est un ensemble ouvert dans [0,1] :

Soit λ0 ∈ Q, alors il existe x0 ∈ U avec x0 = H(x0, λ0). Puisque, par hypothèse, x0 ∈
U , nous pouvons trouver r > 0 tel que la boule ouverteB(x0, r) = {x ∈ X : (x, x0) < r} ⊆
U . Choisissons ϵ > 0 tel que ϵ ≤ (1−α)r

M
où r ≤ dist(x0, ∂U), et dist((x0, ∂U)) =

inf{(x0, x) : x ∈ ∂U}. Fixons λ ∈ (λ0 − ϵ, λ0 + ϵ).

alors, pour x0 ∈ B(x0, r)

d(x0, H(x, λ)) ≤ d(H(x0, λ0)H(x, λ0)) + d(H(x, λ0), H(x, λ)

≤ αd(x0, x) +M |λ, λ0|

≤ αr + (1− α)r = r

Alors pour tout λ ∈ (λ0 − ϵ, λ0 + ϵ) �xé

H(., λ) : B(x0, r) −→ B(x0, r)

Par le théorème (3), (9), on déduit que H(., λ) un point �xe dans U. Alors, λ ∈ Q

pour tout λ ∈ (λ0 − ϵ, λ0 + ϵ). Et par conséquent Q est ouvert dans [0, 1] .

donc Q=[0, 1].

Remarque :Du théorème précédent, nous déduisons le résultat suivant.

Théoréme 19 [1] (Alternative non-linéaire de Leray-Schauder). Soit U ⊂ E un

ensemble ouvert d'un espace de Banach E tel que 0 ∈ U , et soit F : U −→ E une contraction

telle que F (U) soit bornée. Alors un des deux énoncés suivant est véri�é :

12



(a) F a un point �xe dans (U).

(b) il existe λ ∈ (0, 1) et x ∈ ∂U tells que x = λF (x).

Preuve. Supposons que (b) n'est pas véri�é et que F n'a pas de point �xe sur ∂U c'est à

dire x ̸= λF (x) pour tout x ∈ ∂U et λ ∈ [0, 1].

SoitH : U×[0, 1] −→ E donnée parH(x, λ) = λF (x), et soit G l'application nulle(G(x)=0).

Notons que G a un point �xe dans U (à savoir (G(0) = 0) et que F et G sont deux

applications homotopiquement con-tractives. Par le théorème (18)F a également un point

�xe et donc l'annonce (a) est véri�é.

1.2 Théorème du point �xe topologiques

Théoréme 20 (Théorème de point �xe de Brouwer) f : B̄ → B̄ une application

continue de la boule unité fermée de Rn. Alors f admet un point �xe c'est - à - dire :

∃x ∈ B̄, telle que f(x) = x.

Théoréme 21 (Théorème de point �xe de Schauder) Soit B̄ la boule unité fermée

d'un Banach E et f : B̄ → B̄ compacte. Alors f a un point �xe : ∃x ∈ B̄ tel que f(x) = x.

Théoréme 22 [2](Alternative non-linéaire de Leray-Schauder) Soit Ω ⊂ X un sous

ensemble ouvert borné d'un espace de Banach X tel que 0 ∈ Ω, et soit T : Ω → X un

opérateur compact. Alors un des deux énoncés suivants véri�é :

(a) T a un point �xe dans Ω.

(b) il existe λ > 1 et x ∈ ∂Ω tels que Tx = λx.

Théoréme 23 (Brouwer) Soit M une partie convexe, compacte et non vide d'un espace

normé de dimension �nie (X, ∥.∥) et soit A : M → M une application continue, alors A

admet un point �xe .

Théoréme 24 (Schauder) soit M une partie bornée, fermée, convexe et non vide d'un

espace de Banach X et soit A : M → M une application compacte, alors A admet un point

�xe.
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Maintenant Considérons X = C([a, b]) muni de la norme ∥u∥ = max
a⩽t⩽b

|u(t)|, avec −∞ < a <

b < +∞.Si M est un sous ensemble de X .

Dé�nition 25 Soit P un sous-ensemble non vide d'un espace de Banach E est appelé cône

si P est convexe, fermé et satisfait les conditions suivantes :

1. αx ∈ P pour tout x ∈ P et α ∈ R+.

2. x, −x ∈ P implique x = 0.

Dé�nition 26 (uniformément borné) M est uniformément borné,alors

∥u∥ ⩽ r, ∀u ∈ M et r > 0 un nombre �xé.

Dé�nition 27 (Ensemble équicontinu) M est équicontinu, alors

∀ϵ > 0,∃δ > 0, tq |t1 − t2| < δ et ∀u ∈ M ⇒ |u(t1)− u(t2)| < ϵ.

Théoréme 28 (Ascoli-Arzela) si M est uniformément borné et équicontinu alors M est

relativement compact.

Théoréme 29 (la convergence dominée de lebesgue) Soit (fn)n∈N une suit d'applica-

tion fn : R → R intégrable. Supposons qu'il existe une application g : R → R+ intégrable

telle que :

1. limn→∞ fn(x) = f(x) existe.

2. pour chaque n ∈ N, on a |fn(x)| ⩽ g(x) pour x ∈ R.
Alors

* f intégrable (f ∈ Lp).

* ∥fn − f∥Lp → 0.
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Chapitre 2

Fractionnaire

Dans ce chapitre, nous donnons quelques dé�nitions et propriétés qui ont un rôle

important dans le calcul fractionnaire de la di�érentielle et de l'itégrale ainsi que de la

dérivée fractionnaire.

2.1 Outils de base

2.1.1 Fonctions de base utilisées et importantes dans le calcul farc-
tionnaire

La fonction Gamma :

La fonction Gamma d'euler Γ(α) est l'une des fonctions sépciale et importes dans la théorie

du calcul fractionnaire, qui généralise la factorielle n ! (n est valeurs réels ou complexes).

Dé�nition 30 (La fonction Gamma d'Euler)

La fonction Gamma Γ(α) est d'Euler de seconde espèce et dé�nie par l'intégrale suivante :

Γ(α) =

∫ +∞

0

tα−1e−tdt, (Re(α) > 0)

(qui converge pour tout complexe α ∈ C(Re(α) > 0)).

propriétés de la fonction Gamma :
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* En utilise l'intégrale de fonction Gamma on remplace α par α + 1 et on intégre par

partie, on obtient :

Γ(α + 1) = αΓ(α), (Re(α > 0))

* cas particulier :

la relation entre la fonction Γ(α) et la factorielle (n !) est :

Γ(n+ 1) = n!,∀n ∈ N∗

* On a Γ(1) = 1, Γ(0+) = +∞, Γ(α) est une fonction monotone et strictement décrois-

sant pour 0 < α ⩽ 1.

* La fonction Gamma est monotone et strictemente croissante pour α ⩾ 2 donc elle est

convexe pour α ∈]0,+∞[ , avec point de minimum égal à Γ(
3

2
)=

√
π

2
.

* Pour tout les valeurs entières de α, Γ(α) est in�ni ( Γ(−1),Γ(−2),...,Γ(−n),...) sont

i�nis.

La fonction Bêta :

La fonction Bêta est très importante pour le calcul des dérivées fractionnares de la fonction

puissance.

Dé�nition 31 (La fonction Bêta d'Euler)

la fonction Bêta est d'Euler de premier espèce et dé�nit par l'intégrale suivante :

β(p, q) =

∫ 1

0

sp−1(1− s)q−1ds

(telle que en dé�nie pour tous nomberes positive (Re(p > 0)), (Re(q > 0))

la relation entre les fonction Γ et β :

∀p > 0, q > 0, on a β(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
,

16



2.1.2 L'opérateur P-Laplacien

Dé�nition 32 [22]

L'opérateur P-Laplacien φp, p ∈ (1,+∞) est dé�ni sur R comme

φp(x) =

{
|x|p−2x, x ̸= 0
0, x = 0.

Lemme 1 [22]

L'opérateur P-Laplacien φp : R −→ R est un homeomorphism et strictement monotone

augmentant, et φ−1
p (.) est continu, envoie les ensembles délimités aux ensembles délimités,

et est se ned par

φp(x) = φq(x) =

{
|x|q−2x, x ̸= 0
0, x = 0.

Où 1
p
+ 1

q
= 1,

2.2 L'intégrale fractionnaire

Voici quelques dé�nitions des intégrale fractionnaires.

2.2.1 L'intégrale fractionnaire sur un intervalle [a,b]

Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a, b]. On considère l'intégrale :

I(1)f(x) =

∫ x

a

f(t)dt

I(2)f(x) =

∫ x

a

I(1)f(u)du

=

∫ x

a

(

∫ u

a

f(t)dt)du

On obtient

I(2)f(x) =

∫ x

a

(x− t)f(t)dt, n ∈ N∗
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plus généralement le nime itéré de l'opérateur I peut s'écrire pour n ∈ N∗ :

Inf(x) =

∫ x

a

dx1

∫ x1

a

dx2...

∫ xn−1

a

f(xn)dxn =
1

(n− 1)!

∫ x

a

(x− t)(n−1)f(t)dt (2.3)

Cette formule est appelée formule de Cauchy et depuis la généralisation du factoriel par la

fonction Gamma : (n− 1)! = Γ(n), Riémann rendu compte que la second membre de (2.3)

pourrait avoir un sens même quand n prenant une valeur non entière, il a dé�nit l'intégrale

fractionnaire comme suite suivante :

2.2.2 L'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Dé�nition 33 si f ∈ C[a, b], α ∈ R+ est dé�nie l'intégrale

Iαa+f(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)(α−1)f(t)dt telle que x ≻ a

est appelée intégrale fractionnaire (á gauche) de Riemann-Liouville d'ordre α.

Iαb−f(x) =
1

Γ(α)

∫ x

b

(x− t)(α−1)f(t)dt tel que x ≺ b

est appelée intégrale fractionnaire (á droite) de Riemann-Liouville d'ordre α.

Fonction dé�nies sur (0,+∞)

Dé�nition 34 [23] L'itégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d'une fonction x : (0,+∞) →
R est donné par

Iαx(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1x(s)ds,

à condition que le côté droit soit dé�ni ponctuellement sur (0,∞).

Cas spéciaux :

I0a+f(x) = f(x) (i.e. I0a+ est l'opérateur identité)

Théoréme 35 [8]

Pour f ∈ C[a, b],lintégrale de Riemann-Liouville on a :

Iαa+ [I
β
a+f(x)] = I

(α+β)

a+ f(x), α, β > 0
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Preuve.

la preuve découle directement de la dé�nition

[Iαa+ [I
β
a+f(x)] =

1

Γ(α))Γ(β)

∫ x

a

1

(s− t)α−1

∫ x

a

f(u)

(t− u)1−β)du

Or f ∈ C[a, b], d'après le théorème de Fubini on et par le changement t = u+ s(x− u) on

obtient

[Iαa+ [I
β
a+f(x)] =

B(α, β)

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

f(u)

(t− u)1−β
du = I(α+β)

α+
f(x)

Ou B(α, β) désigne la fonction Bêta.

Exemple 36 .

On af(t) = (t− a)m.

A l'aide de changement de variable τ = a+ x(t− a)on trouve :

Iα(t− a)m =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1(τ − a)mdτ

=
1

Γ(α)
(t− a)α+m

∫ 1

0

(1− x)α−1xmdx

=
1

Γ(α)
(t− a)α+mβ(m+ 1, α)

=
Γ(m+ 1)

Γ(α +m+ 1)
(t− a)α+m

pour α = 0.5,m = 1 et a = 0, on aura

I0.5(t) =
Γ(2)

Γ(2.5)
t1.5 =

√
t3

Γ(2.5)

2.3 La dérivation fractionnaire

Voici quelques dé�nitions des dérivés fractionnaires

2.3.1 Dérivées fractionnaire au sens de Grünwald-Letnikov

En généralement, la dérivée d'ordre entier p d'une fonction f et donné par :

Dpf(t) = lim
h→0

h−p

n∑
k=0

(−1)k(pk)f(t− kh), avec(pk) =
p!

k!(p− k)!
=

p(p− 1)..(p− (k − 1))

k!
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Cett formule pour p non entier(avec 0 ⩽ n− 1 < p < n) et comme

(−1)k(pk) =
−p(1− p)..(k − p− 1)

k!
=

Γ(−p)

Γ(k + 1)Γ(−p)

nous obtenons

GDpf(t) = lim
h→0

h−p

n∑
k=0

Γ(k − p)

Γ(k + 1)Γ(p)
f(t− kh)GDpf(t) = lim

h→0
hp

n∑
k=0

Γ(k + p)

Γ(k + 1)Γ(p)
f(t− kh)

si f est de classe Cn, alors en utilisant l'intégration par parties on obtient :

GD−pf(t) =
fk(a)(t− a)k+p

Γ(k + p+ 1)
+

1

Γ(n+ p)

∫ t

a

(t− τ)n+p−1f (n)(τ)dττ

aussi

GDpf(t) =
f (k)(a)(t− a)k−p

Γ(k − p+ 1)
+

1

Γ(n− p)

∫ t

a

(t− τ)n+p−1f (n)(τ)dττ

2.3.2 Dérivées fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Dé�nition 37 [6]

Soit F une fonction intégrable sur [a; t[ alors la dérivée fractionnaire d'ordre p (avec n−1 ≤
p < n) au sens de Riemann-Liouville est dé�nie par :

R
aD

pf(t) =
1

Γ(n− p)

dn

dtn

∫ t

a

(t− τ)n−p−1f(τ)dτ

=
dn

dtn
(In−pf(t)).

Fonction dé�nies sur (0,+∞)

Dé�nition 38 [23] La dérive fractionnaire d'ordre de Riemann-Liouville d'une fonction

α > 0 d'une fonction continue x : (0,+∞) → R est donné par

Dαx(t) =
1

Γ(n− α)
(
d

dt
)n
∫ t

0

x(s)

(t− s)α−n+1
ds,

où n = [α] + 1, [α] désigne la partie entière du nombre α, à condition que le côté droit soit

dé�ni ponctuellement sur (0,∞).
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Exemple 39 .

1. La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville de constante.

la dérivée non entière d'une fonction constante au sens de Riemann-Liouville n'est

pas nulle ni constante mais :

R
aD

pC =
c

Γ(1− p)
(t− a)−p

cas pariculier : Si c = 1 :
R
aD

p1 =
(t− a)−p

Γ(1− p)

2. La dérivée de f(t) = (t− a)α au sens de Riemann-Liouville d'ordre p.

Soit p non entier et 0 ≤ n− 1 < p < n et α > −1 alors an a :

R
aD

p(t− a)α =
1

Γ(n− p)

dn

dtn

∫ t

a

(t− τ)n−p−1(τ − a)αdτ

En faisant le changement de variable τ = a+ s(t− a) on aura :

R
aD

p(t− a)α =
1

Γ(n− p)

dn

dtn
(t− a)n+α−p

∫ t

a

(1− s)n−p−1sαds

=
Γ(n+ α− p+ 1)β(n− p, α+ 1)

Γ(n− p)Γ(α− p+ 1)
(t− a)α−p

=
Γ(n+ α− p+ 1)Γ(n− p)Γ(α + 1)

Γ(n− p)Γ(α− p+ 1)Γ(n+ α− p+ 1)
(t− a)α−p

=
Γ(α + 1)

Γ(α− p− 1)
(t− a)α−p

Par exemple : R
0 D

0.5t0.5 =
Γ(1.5)

Γ(1)
= Γ(1.5).

Proposition 40 [7]

Composition avec l'intégrale fractionnaire

- L'opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est un inverse

gauche de l'opérateur d'intégration fractionnaire.

RDp(Ipf(t)) = f(t),
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en général on a

RDp(Iqf(t)) =R Dp−qf(t)

et si p− q < 0,R Dp−qf(t) = Iq−pf(t)

- En général la dérivation et l'intégration fractionnaire ne commutent pas

RD−p(RaD
q
t f(t)) =

R Dq−pf(t)−
m∑
k=1

[RDq−k
t f(t)]t=a

(t− a)p−k

Γ(p− k + 1)

avec m− 1 ⩽ q < m

Composition avec les dérivées d'ordre entier

La dérivation fractionnaire et la dérivation conventionnelle (d'ordre entière) ne commutent

que si :fk(a) = 0 pour tout k = 0, 1, 2, ..., n− 1.

dn

dtn
(RDpf(t)) =R Dn+pf(t)

mais
RDp(

dn

dtn
f(t)) =R Dn+pf(t)−

m∑
k=1

f (k)(a)(t− a)k−p−n

Γ(k − p− n+ 1)

Composition avec les dérivées fractionnaires

Soit n− 1 ⩽ p < n et m− 1 ⩽ q < m,alors

RDp(RDq
t f(t)) =

R Dp+qf(t)−
m∑
k=1

[RDq−kf(t)]t=a
(t− a)−p−k

Γ(q − k + 1)

RDp(RDq
t f(t)) =

R Dp+qf(t)−
m∑
k=1

[RDq−kf(t)]t=a
(t− a)−p−k

Γ(−q − k + 1)
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par la suite deux opérateurs de dérivation fractionnaire RDp et RDq(p = q), ne commutent

que si et

[RDp−kf(t)]t=a = 0

pour tout k = 1, 2, .., n, et[RDq−kf(t)]t=a pour tout k = 1, 2, ..,m

2.3.3 Dérivées fractionnaire au sens de Caputo

Dé�nition 41 [6]

Soit p > 0 avec n− 1 < p < n (n ∈ N∗), et une fonction f donnée sur l'intervalle [a, b], la

dérivées fractionnaire d'ordre p de f au sens de Caputo est dé�nie par :

cDpf(t) =
1

Γ(n− p)

∫ t

a

(t− τ)n−p−1f (n)(τ)dτ

= In−p d
n

dtn
(f(t))

Remarque :La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d'ordre ]n− 1, n[ s'ob-

tient par une application de l'opérateur d'intégration fractionnaire d'ordre n−α suivit d'une

dérivation classique d'ordre n, alors que la dérivée fractionnaire au sens de Caputo est le

résultat de la permutation de ces deux opérations.

Exemple 42 .

1. La dérivée d'une fonction constante au sens de Caputo

La dérivée d'une fonction constante au sens de Caputo est nulle

cDpC = 0

2. La dérivée de f(t) = (t− a)α au sens de Caputo

Soit p un entier et 0 ≤ n− 1 < p < n avec α > n− 1, alors on a

f (n)(τ) =
Γ(α + 1)

Γ(α− n+ 1)
(τ − a)α−n
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d'où
cDp(t− a)α =

Γ(α + 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)

∫ t

a

(t− τ)n−p−1(τ − a)α−ndτ (2.4)

e�ectuant le changement de variable τ = a+ s(t− a) on obtient

cDp(t− a)α =
Γ(α + 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)

∫ t

a

(t− τ)n−p−1(τ − a)α−ndτ

=
Γ(α + 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)
(t− a)α−p

∫ 1

0

(1− s)n−p−1sα−nds

=
Γ(α + 1)β(n− p, α− n+ 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)
(t− a)α−p

=
Γ(α + 1)Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)Γ(α− p+ 1)
(t− a)α−p

=
Γ(α + 1)

Γ(α− p+ 1)
(t− a)α−p,

2.4 Relation entre la dérivée de Riemann-Liouville et

celle de Caputo :

Théoréme 43 Soit p ≥ 0, n = [p] + 1, si f posséde n − 1 dérivée en a et si RDp
a existe

alors :

cDp
af(x) =

R Dp
a[f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k]

pour presque tout x ∈ [a, b].
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Preuve. D'après la dé�nition on a :

RDp
a[f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k] =R DnIn−p

a [f(x)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k]

=
1

Γ(n− p)

dn

dxn

∫ x

a

(x− t)n−p−1[f(t)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k]dt

=
−1

Γ(n− p+ 1)
[(x− t)n−p(f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k)]xa

+
1

Γ(n− p+ 1)

∫ x

a

(x− t)n−p[D(f(t)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k)]dt

= In−p+1
a D[f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k]

de même façon pour n fois alors :

In−p
a D[f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k] = In−p

a InaD
n[f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k]

Or
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k est un polynôme de degré n− 1 alors :

In−p
a D[f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k] = In−p

a InaD
nf(x)

= DnIn−p
a [f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k]

= DnIna I
n−p
a Dnf(x)

= In−p
a Dnf(x)

=c Dp
af(x)

Remarque : d'apres le relation on remarque que la dérivation au sens de Caputo d'une

fonction f est une dérivation fractionnaire de reste dans le développement de Taylor de f .
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2.5 Quelques propriétés des dérivées fractionnaires

Théoréme 44 (Linéarité)[6] L'opérateur de dérivée fractionnaire est un opérateur linéaire

Dα(λf(t) + µg(t)) = λDαf(t) + µDαg(t), t > 0.

Théoréme 45 (Règle de Leibniz)[6] On soit que de la règle de Leibniz pour calculer la dé-

rivée n-ième du produit de deux fonction f(t),g(t), ce qui est donné par la relation suivante :

dn

dtn
(f(t)g(t)) =

n∑
k=0

(
n

k

)
f (k)(t)g(n−k)(t). (2.5)

En remplaçant l'entier n par paramètre réel p, dans le membre à droit de (2.5) on obtient

la formule :

Dp(f(t)g(t)) =
n∑

k=0

(
p

k

)
f (k)(t)Dp−kg(t)−Rp

n, n ≥ p+ 1,

telle que

lim
n−→∞

Rp
n(t) = 0.

Alors on a une généralisation de la règle de liebinz d'ordres fractionnaires.
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Chapitre 3

Application de méthode itérative

monotone

Dans ce chapitre, nous utilisons la méthode itérative monotone pour étude l'existence

de solutions positives de problème aux limites d'une équation di�érentielle fractionnaire avec

l'opérateur P-Laplacien.

On considére le problème suivante :

(P )

{
Dγ(φp(D

αu(t))) = f(t, u(t)), 0 < t < 1,
u(0)=Dαu(0) = 0 , Dβu(1) = aDβu(ξ) , Dαu(1) = bDαu(η),

où f ∈ C([0, 1] × [0,+∞), [0,+∞)) est une fonction donnée et α, β, γ ∈ R; 1 < α, γ ≤
2; β > 0 et 1 + β ≤ α; ξ, η ∈ (0, 1) ; a, b ∈ [0,+∞); 1 − aξα−β−1 > 0 ;1 − bp−1ηγ−1 > 0

et φp(s) = |s|p−2s, p > 1, φq = (φp)
−1, 1

p
+ 1

q
= 1, Dα est le di�érenciation de Riemann-

Liouville.

Nous montrons que pour conditions prédé�nies (P) admet des solutions positives.

3.1 Préliminaires :

Dans cette section, nous fournirons des lemmes de base qui nous amènent à prouver

les résultats, avec les dé�nitions de l'étude mentionnées précédemment (34) et (38).

Lemme 2 [23]
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(1) Si x ∈ L(0, 1), ρ > σ > 0, Alors

DσIρx(t) = Iρ−σx(t), DσIσx(t) = x(t)

.

(2) Si ρ > 0, λ > 0, Alors

Dρtλ−1 =
Γ(λ)

Γ(λ− ρ)
tλ−ρ−1

.

Lemme 3 [23] Supposons que x ∈ C(0, 1) ∩ L(0, 1) avecune dérivée fractionnaire d'ordre

α > 0 appartenant à C(0, 1) ∩ L(0, 1). Alors

IαDαx(t) = x(t) + c1t
α−1 + c2t

α−2 + · · ·+ cN t
α−N , ci ∈ R, i = 1, 2, . . . , N,

Où N est le plus petit entier supérieur ou égal à α.

3.2 Résultats d'existences

Dans cette section, nous étude d'existence et l'unicité d'une solution positive au

problème (P).

Lemme 4 Si h ∈ C[0, 1], α ∈ (1, 2], β > 0 et 1 + β ≤ α, ξ ∈ (0, 1), a ∈ [0,+∞),A :=

aξα−β−1, Alors le valeur aux limites problème

Dαu(t) + h(t) = 0, 0 < t < 1, (3.2)

u(0) = 0, Dβu(1) = aDβu(ξ), (3.3)

a une solution unique

u(t) =

∫ 1

0

G(t, s)h(s)ds

où

G (t, s) =


tα−1(1−s)α−β−1−(1−A)(t−s)α−1−atα−1(ξ−s)α−β−1

Γ(α)(1−A)
, 0 ≤ s ≤ t ≤ 1, s ≤ ξ

tα−1(1−s)α−β−1−(1−A)(t−s)α−1

Γ(α)(1−A)
, 0 < ξ ≤ s ≤ t ≤ 1

tα−1(1−s)α−β−1−atα−1(ξ−s)α−β−1

Γ(α)(1−A)
, 0 ≤ t ≤ s ≤ ξ < 1,

tα−1(1−s)α−β−1

Γ(α)(1−A)
, 0 ≤ t ≤ s ≤ 1, ξ ≤ s

(3.4)
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Preuve. En appliquant le lemmme (3), nous pouvons réduire eq (3.2) à une équation inté-

grale équivalente.

u(t) = −Iαh(t) + c1t
α−1 + c2t

α−2

Pour certains c1, c2 ∈ R, noter que u(0) = 0, on a c2 = 0. par conséquent la solution

générale de l'eq (3.2) est

u(t) = −Iαh(t) + c1t
α−1. (3.5)

Par(3.5) et lemme (2), on a

Dβu(t) = −DβIαh(t) + c1D
βtα−1 = −Iα−βh(t) + c1

Γ(α)

Γ(α− β)
tα−β−1

Donc,

Dβu(1) = −
∫ 1

0

(1− s)α−β−1

Γ(α− β)
h(s)ds+ c1

Γ(α)

Γ(α− β)
(3.6)

Dβu(ξ) = −
∫ ξ

0

(ξ − s)α−β−1

Γ(α− β)
h(s)ds+ c1

τ(α)

τ(α− β)

α−β−1

(3.7)

Par Dβu(1) = aDβu(ξ), en combinant avec (3.7) et (3.6), on obtient

c1 =
1

Γ(α)(1−A)

{∫ 1

0

(1− s)α−β−1h(s)ds− a

∫ ξ

0

(ξ − s)α−β−1h(s)ds

}

Donc, l'unique solution du problème (3.2), (3.3) est

u(t) =−
∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
h(s)ds+

tα−1

Γ(α)(1−A)

{∫ 1

0

(1− s)α−β−1h(s)ds

−a

∫ ξ

0

(ξ − s)α−β−1h(s)ds

}
=

∫ 1

0

G(t, s)h(s)ds.
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Lemme 5 Si h ∈ C[0, 1], ϕp(s) = |s|p−2s, p > 1, ϕq = (ϕp)
−1 , 1

p
+ 1

q
= 1, α, β, γ ∈ R, 1 < α,

γ ≤ 2, β > 0 et 1 + β ≤ α, 0 < ξ, η < 1, a, b ∈ [0,+∞),B =: bp−1ηγ−1, Alors le problème

Dγ (ϕp (D
αu(t))) = h(t), 0 < t < 1, (3.8)

u(0) = Dαu(0) = 0, Dβu(1) = aDαu(ξ), Dαu(1) = bDαu(η), (3.9)

a une solution unique

u(t) =

∫ 1

0

G(t, s)ϕq

(∫ 1

0

H(s, τ)h(τ)dτ

)
ds

où

H (t, s) =


[t(1−s)]γ−1−bp−1[t(η−s)]γ−1−(1−B)(t−s)γ−1

(1−B)Γ(γ) , 0 ≤ s ≤ t ≤ 1, s ≤ η;
[t(1−s)]γ−1−(1−B)(t−s)γγ−1

(1−S)Γ(γ) , 0 < η ≤ s ≤ t ≤ 1
[t(1−s)]γ−1−bp−1[t(η−s)]γ−1

(1−B)Γ(γ) , 0 ≤ t ≤ s ≤ η < 1;
[t(1−s)]γ−1

(1−B)Γ(γ) , 0 ≤ t ≤ s ≤ 1, η ≤ s

G(t,s) est dé�ni par (3.4).

Preuve. à partie de l'eq (3.8) et du lemme (3), nous avons

ϕp (D
αu(t)) = Iγh(t) + d1t

γ−1 + d2t
γ−2

Pour certains d1, d2 ∈ R. Noter que Dβu(0) = 0, on a d2 = 0, Alors

ϕp (D
αu(t)) =

1

Γ(γ)

∫ t

0

(t− τ)γ−1h(τ)dτ + d1t
γ−1

Donc,

ϕp (D
αu(1)) =

1

Γ(γ)

∫ 1

0

(1− τ)γ−1h(τ)dτ + d1, (3.10)

ϕp (D
αu(η)) =

1

Γ(γ)

∫ η

0

(η − τ)γ−1h(τ)dτ + d1η
γ−1. (3.11)

par Dαu(1) = bDαu(η), combinant avec (3.10) et (3.11) , On a

d1 = −
∫ 1

0

(1− τ)γ−1

Γ(γ)(1− B)
h(τ)dτ +

∫ η

0

bp−1(η − τ)γ−1

Γ(γ)(1− B)
h(τ)dτ
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Donc, l'uniqe solution du problème (3.2), (3.3), est

ϕp (D
αu(t)) =

∫ t

0

(t− τ)γ−1

Γ(γ)
h(τ)dτ −

∫ 1

0

tγ−1(1− τ)γ−1

Γ(γ)(1− B)
h(τ)dτ

+

∫ η

0

bp−1tγ−1(η − τ)γ−1

Γ(γ)(1− B)
h(τ)dτ

=−
∫ 1

0

H(t, τ)h(τ)dτ.

Donc,

Dαu(t) + ϕq

(∫ 1

0

H(t, τ)h(τ)dτ

)
= 0

En combinant avec les conditions aux limites u(0) = 0, Dβu(1) = aDαu(ξ), par Lemme (4),

On obtient l'unique solution du problème (3.8), (3.9).

u(t) =

∫ 1

0

G(t, s)ϕq

(∫ 1

0

H(s, τ)h(τ)dτ

)
ds

3.2.1 Existence des solutions positions

la fonction de Green : Soit G la fonction de Green, Donc

(1) G(t, s) ≥ 0 pour tout 0 < s ≤ t < 1 .

(2) max0≤t≤1G(t, s) = G(s, s), s ∈ [0, 1].

(3) G(s, s) a unique maximum.

(4)
∫ 1

0
G(t, s) ≤ sγ−1(1−s)γ−1

Γ(γ)
.

Alors,

Lemme 6 Suposons 1 − A > 0, 1 − B > 0. Les fonctions G(t, s) et H(t, s) ont les pro-

priétés suivantes :
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(1) G(t, s), H(t, s) ∈ C([0, 1]× [0, 1]) et G(t, s) > 0, H(t, s) > 0 pour t, s ∈ (0, 1).

(2) Il existe deux fonctions positives ω, ω1 ∈ C((0, 1), (0,+∞)) telles que

ω(s) ≥ max
0≤t≤1

G(t, s), ω1(s) ≥ max
0≤t≤1

H(t, s)

où

g(t, s) =
tα−1(1− s)α−β−1 − (t− s)α−1

Γ(α)
,

g1(t, s) =
[t(1− s)]γ−1 − (t− s)γ−1

Γ(γ)
,

ω(s) = g(s, s) +
A(1− s)α−β−1

Γ(α)(1−A)
, ω1(s) = g1(s, s) +

B(1− s)γ−1

Γ(γ)(1− B)
, s ∈ (0, 1).

Preuve. Il est vident que g(t, s) > 0, g1(t, s) > 0 pour s, t ∈ (0, 1). on remarque que

g(t, s), g1(t, s) sont décroissantes par rapport à t pour s ≤ t et croissantes par rapport à t

pour t ≤ s. Ainsi,

max
0≤t≤1

g(t, s) = g(s, s) =
sα−1(1− s)α−β−1

Γ(α)
, s ∈ (0, 1);

max
0≤t≤1

g1(t, s) = g1(s, s) =
sγ−1(1− s)γ−1

Γ(γ)
, s ∈ (0, 1).

♢ Nous démontrons d'abord l'énoncé(1) :

D'après les dé�nitions de G(t, s) et H(t, s), il est clair que G(t, s), H(t, s) ∈ C([0, 1]×
[0, 1]).

Pour 0 < s ≤ t < 1, s ≤ ξ, On a
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G(t, s) =
tα−1(1− s)α−β−1 − (1−A)(t− s)α−1 − atα−1(ξ − s)α−β−1

Γ(α)(1−A)

=
1

Γ(α)

(
1 +

A
1−A

)
tα−1(1− s)α−β−1 − (t− s)α−1

Γ(α)

− atα−1(ξ − s)α−β−1

Γ(α)(1−A)

=
tα−1(1− s)α−β−1 − (t− s)α−1

Γ(α)

+
atα−1

[
ξα−β−1(1− s)α−β−1 − (ξ − s)α−1

]
Γ(α)(1−A)

≥g(t, s) +
atα−1

Γ(α)(1−A)
g(ξ, s)

>0.

En utilisant un argument analogue, nous avons G(t, s) > 0 pour 0 < ξ ≤ s ≤ t < 1

ou 0 < t ≤ s ≤ ξ < 1 ou 0 < t ≤ s < 1, ξ ≤ s

Ainsi, G(t, s) > 0 pour t, s ∈ (0, 1). Pour 0 < s ≤ t < 1, s ≤ η, On a

H(t, s) =
[t(1− s)]γ−1 − bp−1[t(η − s)]γ−1 − (1− B)(t− s)γ−1

Γ(γ)(1− B)

=

(
1 +

B
1− B

)
[t(1− s)]γ−1

Γ(γ)
− (t− s)γ−1

Γ(γ)
− bp−1[t(η − s)]γ−1

Γ(γ)(1− B)

=
[t(1− s)]γ−1 − (t− s)γ−1

Γ(γ)
+

bp−1tγ−1 [ηγ−1(1− s)γ−1 − (η − s)γ−1]

Γ(γ)(1− B)

= g1(t, s) +
bp−1tγ−1

1− B
g1(η, s)

> 0.

De même H(t, s) > 0 pour 0 < η ≤ s ≤ t < 1 ou 0 < t ≤ s ≤ η < 1 ou

0 < t ≤ s < 1, η ≤ s. Ainsi, H(t, s) > 0 pour t, s ∈ (0, 1).

♢ Suit maintenant la prouve de l'énoncé(2) :

Pour , 0 ≤ s ≤ t ≤ 1, s ≤ ξ On a
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max
0≤t≤1

G(t, s)

= max
0≤t≤1

(
g(t, s) +

atα−1
[
ξα−β−1(1− s)α−β−1 − (ξ − s)α−1

]
Γ(α)(1−A)

)

≤ g(s, s) +
A(1− s)α−β−1

Γ(α)(1−A)
= ω(s).

Pour 0 < ξ ≤ s ≤ t ≤ 1, On a

max
0≤t≤1

G(t, s)

= max
0≤t≤1

tα−1(1− s)α−β−1 − (1−A)(t− s)α−1

Γ(α)(1−A)

= max
0≤t≤1

(
1

Γ(α)

(
1 +

A
1−A

)
tα−1(1− s)α−β−1 − (t− s)α−1

Γ(α)

)
≤ g(s, s) +

A(1− s)α−β−1

Γ(α)(1−A)
= ω(s).

Pour 0 ≤ t ≤ s ≤ ξ < 1,

max
0≤t≤1

G(t, s)

= max
0≤t≤1

tα−1(1− s)α−β−1 − atα−1(ξ − s)α−β−1

Γ(α)(1−A)

= max
0≤t≤1

(
tα−1(1− s)α−β−1

Γ(α)
+

atα−1
[
(ξ − ξs)α−β−1 − (ξ − s)α−1

]
Γ(α)(1−A)

)

≤ g(s, s) +
A(1− s)α−β−1

Γ(α)(1−A)
= ω(s)

Pour 0 ≤ t ≤ s ≤ 1, ξ ≤ s

max
0≤t≤1

G(t, s) = max
0≤t≤1

tα−1(1− s)α−β−1

Γ(α)(1−A)

= max
0≤t≤1

(
1

Γ(α)

(
1 +

A
1−A

)
tα−1(1− s)α−β−1

)
≤ g(s, s) +

A(1− s)α−β−1

Γ(α)(1−A)
= ω(s).

Donc,

max
0≤t≤1

G(t, s) ≤ ω(s), s ∈ (0, 1)
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Pour 0 ≤ s ≤ t ≤ 1, s ≤ η, On a

max
0≤t≤1

H(t, s) ≤ max
0≤t≤1

(
g1(t, s) +

bp−1tγ−1

1− B
g1(η, s)

)
≤ g1(s, s) +

B(1− s)γ−1

Γ(γ)(1− B)
= ω1(s).

Pour 0 < η ≤ s ≤ t ≤ 1, On a

max
0≤t≤1

H(t, s)

= max
0≤t≤1

[t(1− s)]γ−1 − (1− B)(t− s)γ−1

Γ(γ)(1− B)

= max
0≤t≤1

(
g1(t, s) +

Btγ−1(1− s)γ−1

Γ(γ)(1− B)

)
≤ g1(s, s) +

B(1− s)γ−1

Γ(γ)(1− B)
= ω1(s).

Pour 0 ≤ t ≤ s ≤ η < 1,

max
0≤t≤1

H(t, s) = max
0≤t≤1

[t(1− s)]γ−1 − bp−1[t(η − s)]γ−1

Γ(γ)(1− B)

= max
0≤t≤1

(
[t(1− s)]γ−1

Γ(γ)
+

bγ−1tγ−1

1− B
g1(η, s)

)
≤ g1(s, s) +

B(1− s)γ−1

Γ(γ)(1− B)
= ω1(s).

Pour 0 ≤ t ≤ s ≤ 1, η ≤ s

max
0≤t≤1

H(t, s) = max
0≤t≤1

[t(1− s)]γ−1

Γ(γ)(1− B)

= max
0≤t≤1

(
[t(1− s)]γ−1

Γ(γ)
+

B[t(1− s)]γ−1

Γ(γ)(1− B)

)
≤ g1(s, s) +

B(1− s)γ−1

Γ(γ)(1− B)
= ω1(s).

Donc,

max
0≤t≤1

H(t, s) ≤ ω1(s), s ∈ (0, 1)

Il est évident que ω(s), ω1(s) ∈ C((0, 1), (0,+∞)).
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3.3 Méthode itérative monotone

Dans ce section, nous établir l'existence de solutions positives pour le problème

aux limites d'une équation di�érentielle fractionnaire avec l'opérateur P-Laplacien (P) en

utilisant cette méthode monotont, de sorte que le princpe de cette méthode est basé sur

la recherche de deux suites monotones et qui convergent respectivement vers les solutions

minimum u∗ etet maximum v∗ de problème (P).

Soit E = C[0, 1] un espace de Banach de norme maximal ∥u∥ = max
t∈[0,1]

|u (t)|. Dé�nir le cône

P ⊂ E en P = {u ∈ E | u(t) ≥ 0, 0 ≤ t ≤ 1}.

Dé�nition 46 (Sous-ensemble relativement compact) Un sous ensemble P d'un es-

pace topologique E est relativement compact si et seulement si toute suite dans P a une

sous-suit convergente dans E.

Dé�nition 47 (Complètement continu) l'application est dit complètement continu s'il

est continu et pour tout sous-ensembles bornés en ensembles précompacts(relativement com-

pact).

Lemme 7 Soit T : P → E l'opérateur dé�ni par

(Tu)(t) =

∫ 1

0

G(t, s)ϕq

(∫ s

0

H(s, τ)f(τ, u(τ))dτ

)
ds.

Alor T : P → P est complètement continu.

Preuve. L'opérateur T : P → P est continu en vue de la continuité non négative de

G(t, s), H(t, s) et f(t, u). De plus, il est facile de voir par le théorème de(28) et (29) que

T : P → P est complètement continu (voir,par exemple [4]).

Pour plus de commodité, nous introduisons la notation suivante :

L =

[∫ 1

0

ω(s)ϕq

(∫ s

0

ω1(τ)dτ

)
ds

]−1
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3.3.1 Existence deux solutions positions

Théoréme 48 Soit f ∈ C([0, 1]× [0,+∞), [0,+∞)), Supposons qu'il existe une constante

λ > 0 telle que

(C1) f (t, x1) ≤ f (t, x2) pour tout 0 ≤ t ≤ 1, 0 ≤ x1 ≤ x2 ≤ λ ;

(C2)max0≤t≤1 f(t, λ) ≤ ϕp(λL) ;

(C3) f(t, 0) ̸= 0 pour 0 ≤ t ≤ 1.

Alors le problème (P) a deux solutions positives u∗ et v∗ , telle que

0 < ∥u∗∥ ≤ λ et lim
n→∞

T nu0 = u∗, où u0(t) = λ,

0 < ∥v∗∥ ≤ λ et lim
n→∞

T nv0 = v∗, où v0(t) = 0.

Preuve. Dé�nir Pλ = {u ∈ P | ∥u∥ ≤ λ}. Dans ce qui suit, nous d'abord TPλ ⊆ Pλ.

Soit u ∈ Pλ, puis 0 ≤ u(t) ≤ ∥u∥ ≤ λ. par hypothèse (C1) et (C2), nous avons

0 ≤ f(t, u(t)) ≤ f(t, λ) ≤ ϕp(λL)

pour tout u ∈ Pλ, par lemme (7) , on sait que Tu ∈ P , et pour conséquent

∥Tu∥ = max
0≤t≤1

∫ 1

0

G(t, s)ϕq

(∫ s

0

H(s, τ)f(τ, u(τ))dτ

)
ds

≤
∫ 1

0

ω(s)ϕq

(∫ s

0

ϕp(λL)ω1(τ)dτ

)
ds

= λL

∫ 1

0

ω(s)ϕq

(∫ s

0

ω1(τ)dτ

)
ds

= λ.

Donc Tu ∈ Pλ. Ainsi, on obtient TPλ ⊆ Pλ.

Soit u0(t) = λ, 0 ≤ t ≤ 1, alors ∥u0∥ = λ et u0 ∈ Pλ. Soit u1(t) = Tu0(t), alors u1 ∈ Pλ.

Dé�nir

un+1 = Tun = T n+1u0, n = 0, 1, 2, . . .

Puisque TPλ ⊆ Pλ, on a un ∈ Pλ ( n = 0, 1, 2, . . .). D'après le Lemme (6) , T est compact ;
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on a�rme que {un}∞n=1 a une sous suite convergente {unk
}∞k=1 et il existe u∗ ∈ Pλ tel que

unk
→ u∗.

D'après la dé�nition de T et (C1), pour toute t ∈ [0, 1], on a

u1(t) = (Tu0) (t)

=

∫ 1

0

G(t, s)ϕq

(∫ s

0

H(s, τ)f (τ, u0(τ)) dτ

)
ds

≤
∫ 1

0

ω(s)ϕq

(∫ s

0

ϕp(λL)ω1(τ)dτ

)
ds

= λL

∫ 1

0

ω(s)ϕq

(∫ s

0

ω1(τ)dτ

)
ds

= λ

= u0(t).

Donc,

u2(t) = Tu1(t) ≤ Tu0(t) = u1(t), 0 ≤ t ≤ 1.

Donc, par induction on a

un+1 ≤ un, 0 ≤ t ≤ 1, n = 0, 1, 2, . . .

Ainsi, il existe u∗ ∈ Pλ tel que un → u∗. En appliquant la continité de T et un+1 = Tun,

on obtient Tu∗ = u∗.

Soit v0 = 0, 0 ≤ t ≤ 1, alors v0 ∈ Pλ. Soit v1 = Tv0, alors v1 ∈ Pλ.

Dé�nir

vn+1 = Tvn = T n+1v0, n = 0, 1, 2, . . .

Puisque T : Pλ → Pλ, on a vn ⊆ Pλ, n = 0, 1, 2, . . .. Comme T est complètement continu,

on a�rme {vn}∞n=1 est ensemble séquentiellement compact.
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Puisque v1(t) = Tv0(t) = (T0)(t) ≥ 0, 0 ≤ t ≤ 1, on a

v2(t) = Tv1(t) ≥ (T0)(t) = v1(t), 0 ≤ t ≤ 1.

Donc, par induction on a

vn+1 ≥ vn, 0 ≤ t ≤ 1, n = 0, 1, 2, . . .

Ainsi, il existe v∗ ∈ Pλ tel que vn → v∗. En appliquant la continuité de T et vn+1 = Tvn,

on obtient Tv∗ = v∗.

Il est bien connu que chaque point �xe de l'opérateur T dans P est une solution du pro-

blème (P). De plus, si f(t, 0) ̸= 0, 0 ≤ t ≤ 1, alors la fonction nulle n'est pas la solution du

problème (P).

On a, donc ∥u∗∥ > 0, ∥v∗∥ > 0. Alors u∗ et v∗sont deux solutions positives du problème

(P).

En appliquant le théorème (48), on obtient le corollaire suivant

Corollaire 49 Supposons que (C3) est satisfaite, et que les conditions suivantes sont sa-

tisfaites :

(C4) f (t, x1) ≤ f (t, x2) Pour tout 0 ≤ t ≤ 1, 0 ≤ x1 ≤ x2

(C5) limx→∞max0≤t≤1
f(t,x)
xp−1 ≤ ϕp(L) (en particulier limx→∞max0≤t≤1

f(t,x)
xp−1 = 0

)
.

Alors le problème (P) a deux solutions positives u∗ et v∗.

c =
α

2− α
Iq0

+y(1)

3.4 Example 1

Soit p = 3
2
, α = 4

3
, γ = 3

2
, β = 1

4
, ξ = 1

3
, η = 1

4
, a = b = 1

2
. Nous considérons le problème de

valeur limite suivant :
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{
D

3
2

(
ϕ 3

2

(
D

4
3x(t)

))
= f(t, x(t)), 0 < t < 1

x(0) = D
4
3x(0) = 0, D

1
4x(1) = 1

2
D

1
4x
(
1
3

)
, D

4
3x(1) = 1

2
D

4
3x
(
1
4

)
,
(3.12)

où

f(t, x) =
1

24

(
1 + xet + x

3
2

)
Il est évident que

1− aξα−β−1 = 1− 1

2

(
1

3

) 1
12

> 0, 1− bp−1ηγ−1 = 1− 1

2
3
2

> 0

Par calcul, nous pouvons obtenir L ≈ 0.2318. choisissons λ = 5. Donc, f(t, x) satisfait

(1) f (t, x1) ≤ f (t, x2) pour tout 0 ≤ t ≤ 1, 0 ≤ x1 ≤ x2 ≤ 5

(2) max0≤t≤1 f(t, λ) = f(1, 5) ≈ 25.7703
24

≈ 1.0738 < ϕ 3
2
(λL) ≈ 1.0766 ;

(3) f(t, 0) = 1
24

̸= 0 pour 0 ≤ t ≤ 1.

En suite, Théorème (48), problem (3.4) a deux solutions positives u∗ et v∗ telles que

0 < ∥u∗∥ ≤ 5 et lim
n→∞

T nu0 = u∗, où u0(t) = 5,

0 < ∥v∗∥ ≤ 5 et lim
n→∞

T nv0 = v∗, où v0(t) = 0.

3.5 Example 2

Soit p = 3
2
, α = γ = 3

2
, β = 1

4
, ξ = η = 1

2
, a = 1

4
, b = 1

2
. Nous considérons le problème de

valeur limite suivant :

{
D

3
2

(
ϕ 3

2

(
D

3
2x(t)

))
= f(t, x(t)), 0 < t < 1

x(0) = D
3
2x(0) = 0, D

1
4x(1) = 1

4
D

1
4x
(
1
2

)
, D

3
2x(1) = 1

2
D

3
2x
(
1
2

)
,
(3.13)

où

f(t, x) =
x2

15
+

tx

12
+

1

20
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Il est évident que

1− aξα−β−1 = 1− 1

4

(
1

2

) 1
4

= 0, 8 > 0, 1− bp−1ηγ−1 = 1−
(
1

2

) 1
2
(
1

2

) 1
2

= 0, 5 > 0

Par calcul, nous pouvons obtenir L ≈ 3, 2218. choisissons λ = 8. Donc, f(t, x) satisfait

(1) f (t, x1) ≤ f (t, x2) pour tout 0 ≤ t ≤ 1, 0 ≤ x1 ≤ x2 ≤ 8

(2) max0≤t≤1 f(t, λ) = f(1, 8) ≈ 17940
3600

≈ 4.9833 < ϕ 3
2
(λL) ≈ 5.0768 ;

(3) f(t, 0) = 1
20

= 0.05 ̸= 0 pour 0 ≤ t ≤ 1.

En suite, Théorème (48), problème (3.5) a deux solutions positives u∗ et v∗ telles que

0 < ∥u∗∥ ≤ 8 et lim
n→∞

T nu0 = u∗, où u0(t) = 8,

0 < ∥v∗∥ ≤ 8 et lim
n→∞

T nv0 = v∗, où v0(t) = 0.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous prouvons l'existence des solutions positives du problème aux limites

d'un équation di�érentielle fractionnaire avec l'opérateur P-Laplacien (P) en appliquant

la méthode monotone, ces résultats obtenus dans cette méthode monotone sont basés sur

diverses théories �xes. Au �nal, obtenons qu'il existe deux solutions positives au problème,

en donnant un exemple appliqué pour cela.
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 صـــــــــملخال

الهدف الرئيسي من هذه المذكرة هو إثبات وجود حلول موجبة لمسالة قيم حدية لمعادلة تفاضلية       

هذه رتيب ، من خلال تطبيق طريقة التكرار ال(P-Laplacian)الحسابي بلاس لا ؤثرتتضمن مكسرية 

 دالةالطريقة مفيدة بشكل خاص للمعادلات التفاضلية غير الخطية التي لا يمكن حلها تحليلياً، وباستخدام 

 .بناء الحل التكراري لاستخدامه في سلسلة متقاربة، يمكن (Green's function)ن غري

 ، حل تكراري. غرين دالة،  ، معادلات تفاضلية كسريةالرتيب، طريقة التكرار حلول موجبة :الكلمات المفتاحية

 

Abstract 

   The primary objective of this dissertation is to establish the existence of 

positive solutions to a boundary value problem involving a fractional 

differential equation with the P-Laplacian operator. To achieve this, we 

employ the monotone iterative method. This approach is particularly 

valuable for nonlinear differential equations that cannot be solved 

analytically. By utilizing the (Green's function) , an iterative solution is 

constructed, which leads to a convergent series. 

 

 Keywords : Positive solutions, monotone iterative method, fractional 

differential equations, Green's function, iterative solution. 
 

Résumé 

   L'objectif principal de ce mémoire est d'établir l'existence de solutions  positives à un 

problème aux limites impliquant une équation différentielle fractionnaire avec 

l'opérateur P-Laplacien. Pour ce faire, nous utilisons la méthode itérative monotone. 

Cette approche est particulièrement précieuse pour les équations différentielles non 

linéaires qui ne peuvent pas être résolues de manière analytique. En utilisant la 

fonction de Green, une solution itérative est construite, conduisant à une série 

convergente. 

Mots-clé : Solutions positives, méthode itérative monotone, équations différentielles 

fractionnaires, fonction de Green, solution itérative. 
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