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.1 Introduction

La physique mathématique est un domaine de recherche passionnant qui cherche a
résoudre des problemes physiques en utilisant des outils mathématiques avancés. Au
coeur de cette discipline se trouvent les équations aux dérivées partielles, qui sont des
équations mathématiques décrivant des phénomenes physiques complexes. Dans cette
mémoire, nous nous intéresserons a quelques-uns des problemes les plus fondamentaux
de la physique mathématique, qui se présentent sous la forme d’équations aux dérivées

partielles de seconde ordre.

Le sommaire de cette mémoire est divisé en trois parties, chacune se concentrant
sur un type spécifique de probleme d’équation aux dérivées partielles : le probleme

hyperbolique, le probleme parabolique et le probleme elliptique.

Dans la premiere partie il a été fait référence aux géneralités des éléments du
mémorandum que nous nous apprétons a présenter et a inclure présentation des EDP,les

opérateurs différentiels, Définitions et propriétés des EDP | classification des EDP.

Dans la deuxieme partie, nous examinerons le probleme hyperbolique. Ce type de
probleme se caractérise par des équations aux dérivées partielles qui impliquent des
termes de dérivées secondes par rapport au temps et des termes de dérivées spatiales.
Les exemples courants de problemes hyperboliques incluent les équations des ondes et
les équations de transport. Nous explorerons les méthodes mathématiques utilisées pour
résoudre ces problemes, telles que les techniques de séparation de variables, les méthodes

de transformée de Fourier et les approches de propagation des singularités.

Dans la ltroisieme partie , nous nous pencherons sur le probleme elliptique. Ce type
de probleme se caractérise par des équations aux dérivées partielles qui impliquent
uniquement des termes de dérivées spatiales. Les équations de Laplace et les équations
de Poisson sont des exemples classiques de problemes elliptiques. Nous aborderons des
techniques avancées telles que la méthode des différences finies, la méthode des éléments

finis et la méthode des intégrales de frontiere pour résoudre ces problemes elliptiques.

Enfin, dans la quatriémé partie ;nous aborderons le probleme parabolique. Ce type
de probleme implique également des termes de dérivées secondes par rapport au temps,

mais les termes de dérivées spatiales sont moins prononcés. Les équations de la chaleur
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et les équations de diffusion sont des exemples courants de problemes paraboliques. Nous
étudierons les méthodes d’analyse fonctionnelle, telles que la théorie des semi-groupes et

les espaces de Sobolev, qui sont utilisées pour résoudre ces problemes paraboliques.

En explorant ces différents problemes de la physique mathématique, nous découvrirons
la richesse des méthodes mathématiques utilisées pour résoudre des équations aux dérivées
partielles de seconde ordre. Nous examinerons les principes théoriques qui sous-tendent
ces méthodes et leur application pratique dans divers domaines de la physique, tels que
la mécanique des fluides, la thermodynamique et 1’électromagnétisme. En outre, nous
discuterons des applications concretes de ces problemes de physique mathématique dans
la modélisation et la simulation de phénomenes physiques complexes, ainsi que de leur

importance pour notre compréhension fondamentale du monde qui nous entoure.
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Chapitre I

RAPPELS ET NOTATION
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I.1 Rappels et notations

I[.1.1 Présentation des edp
I[.1.1.1 Les opérateurs différentiels

Pour commencer, nous présentons ici quelques opérateurs différentiels qui jouent un
role important dans les équations aux dérivées partielles..
Dans toute la suite, {2 désigne un ouvert de R" (avec n € N*) muni de la mesure de

Lebesgue dz.

Difinition .2.1.1.1 Le gradient : Soit u : 2 — R une fonction de classe C'. Le gradient

de u, noté Vu , est donné par :
ou ou ¢

Difinition .2.1.1.2 Le Laplacien : Soit u : D — R une fonction de classe C?. Le Laplacien

de u, noté Au, est défini par :

s oa
Au(z) = 8—;%@) FR 872‘(3;).

[.1.1.2 Définitions et propriétés des edp

Définition .2.1.2.1 : Une équation aux dérivées partielles (EDP) est une équation qui

concerne les dérivées partielles d'une fonction inconnue. Si nous notons :

u:R™ (ou 2) - R
ou :x — u(x)

alors I’équation peut étre écrite sous la forme :

F(z,u(x), Du(z), D*u(x), ..., DPu(z)) =0 (1.1.1)

ou n et p sont des entiers strictement positifs donnés et F': R” x R x R" x R™"™ x ... X

Rm*nx--Xn ot yne fonction donnée.

Définition .2.1.2.2 : L’ordre d’une équation aux dérivées partielles (EDP) est le plus

haut ordre parmi les dérivées partielles apparaissant dans cette EDP.
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Définition .2.1.2.3 : La dimension d’'une EDP est le nombre de variables indépendantes

de la fonction inconnue u.

Remarque .2.1.2.4 : L’équation (1.1.1) est une EDP d’ordre p et de dimension n.

Définition .2.1.2.5

1. On dit qu'une EDP est linéaire si elle ne fait intervenir que des combinaisons linéaires

des dérivées partielles de la variable dépendante.

2. On dit qu'une EDP est quasi-linéaire si elle est linéaire par rapport aux dérivées

d’ordre le plus élevé.

3. En dehors de ces criteres, 'EDP est qualifiée de non linéaire.

I.1.1.3 Classification des EDP :

On peut classer les équations aux dérivées partielles en trois grandes catégories :

1. Les équations de type elliptique : Ces équations comprennent ’équation de Poisson

comme modele principal, exprimée comme suit :

" Pu
—Vu =— 2 a—x?(x) = f(z) (1.1.2)
RNz = (x1,...,x,) € 2 C R", la fonction u : f — R est une fonction donnée, et

I'inconnue : u : 2 — R.

2. Les équations de type parabolique dont le prototype est ’équation de la chaleur :

OT (x,1) _ar —~ T,
o~ AT t) = o () - > Szt =0

i=1 (

Vr € 2C R" et t > 0. L’inconnue est la fonction 7" : x]0, +oo[— R

3. Les équations de type hyperbolique dont les prototypes sont :
i/ I’équation de transport
ou ou

a +G£($,t) =0

, Va2 eC R™ t >0 et a € R. ii/ L’équation des ondes

& ~
(@) +;aa—;§(x,t) =0

Ve e 2CR" t>0etaun réel donné.



’EMP Les problemes hyperboliques ‘

Chapitre 11

LES PROBLEMES HYPERBOLIQUES
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II.1 Le cas unidimensionnel

Dans ce chapitre, nous nous concentrerons initialement sur les équations hyperboliques
scalaires . Nous démontrerons 1" existence de Kruzhkov [[ et le théoréme d’unicité pour
la solution entropique . Nous examinerons d’abord le cas unidimensionnel dans la section
(1) avant de passer au cas multidimensionnel dans la section (2). Enfin, dans la section
(3), nous présenterons quelques éléments pour 'analyse des systémes hyperboliques.

L’équation (1) représente une équation hyperbolique scalaire de la forme :

ou ou

Cette équation est associée a la vitesse de transport c. La condition initiale est donnée
par :

u(z,0) = ug(x) (I1.2)

Si la condition initiale ug est suffisamment réguliere, on peut observer facilement que

la fonction (3) satisfait cette équation.
u(z,t) = uo(z + ct) (I1.3)
Si I’équation est non linéaire, la solution de I’équation (1)-(2) peut étre obtenue d’une

maniere "faible” méme si ug n’est pas réguliere, c¢’est-a-dire qu’elle peut étre discontinue.

ou  Of (u)
E—F ox

=0,teR,,z€R (I1.4)

Calculer les solutions faibles de 1'équation (1)-(2) devient plus difficile lorsque 1'équa-

tion est non linéaire, par exemple avec f(u) = u?, et avec une condition initiale donnée
par (2).
Remarquel.l : En ce qui concerne la simulation numérique, les équations hyperboliques
sont généralement discrétisées selon la méthode des volumes finis, tandis que les méthodes
par éléments finis entrainent souvent des schémas instables. En effet, les solutions discretes
obtenues par ces méthodes ne satisfont pas toujours certaines propriétés physiques sou-
haitables.

Considérant ” f” appartenant a 1'espace C'(R, R) et une condition initiale uy apparte-

nant & espace C'(R). Nous examinons maintenant I’équation hyperbolique non linéaire

1. Stanislav Nikolaevich Kruzhkov, 1936-1997, mathématicien russe, spécialiste de 'analyse des EDP
non linéaires.
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suivante :

o Of(w)
E_‘_ ox

= 0,u(z,0) = ug(x), (z,t) € R x Ry (IL.5)

I1.1.1 Solutions classiques et courbes caractéristiques

Prenons d’abord le temps de définir la notion de solution classique pour ce probleme,
méme si, comme nous le verrons par la suite, le probleme (5) ne possede généralement pas
de solution classique.

Soit Q une partie de R? (p > 1) et k € N . On dit que u appartient & C*(Q) si u est

la restriction & Q d’une fonction de classe C* sur R?. Cette définition est équivalente & la

k

définition usuelle lorsque k£ = 0. Nous utiliserons également la notation u;

, ce qui signifie
que u appartient & C*(Q) et qu'il existe K C @, ot K est compact, tel que u soit nulle sur
le complémentaire de K. Cette notation sera utilisée, par exemple, lorsque Q = R x Rou
Q=R x[0,T].

Définition 6 (Solution classique) : Supposons que ug appartienne & C*(R) et que f}(R,R).
Alors, u est une solution classique du probleme (5) si u € C*(R x Ry, R) et si u vérifie les

conditions suivantes :

B, t) + 9D (1) = 0,9(x,1) € R x R*

(IL6)
u(z,0) = up(x), Vo € R.

Avant de présenter la proposition 5.5 qui démontre 'inexistence d’une solution clas-
sique, il est important de rappeler le résultat classique d’existence et d’unicité locale de
solutions pour une équation différentielle non linéaire, connu sous le nom de théoreme de
Cauchy-Lipschitz. Ce théoreme s’applique lorsque nous avons une fonction a localement

lipschitzienne de R x R* & IR et un point de départ zy € R.

zo(t) = a(x(t),1),t € R- (IL.7)

Io(O) = Xy-

VT > 0, le probleme (7) a au plus une solution (classique) définie sur I'intervalle [0, T'[.
Il existe un 7,4, > 0(éventuellement égal & +00) et une fonction = continue sur [0, T},4: ],
de classe C' sur ]0, T,u.[, qui est une solution classique du probleme (7). De plus, si
Trnaz < +00, alors limy_pas |2(8)| = 4o00.

Soit u une solution classique de . On définit alors :
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Soit a € C(R x RT,R) définie par :

a(z,t) = f'(u(z,t)) (I1.8)

ou fp est une fonction continue dépendant de u(x,t). Il est évident que la fonction u est

une solution classique du probléeme suivant :

au T, au T, *
—ét 2 a(a:,t).# =0,(z,t) e R xR}

(IL.9)
u(z,0) = ug(x).

Maintenant, nous présentons la définition des courbes caractéristiques pour ’équation
(9), établissant ainsi une connexion entre les équations hyperboliques linéaires et les
équations différentielles ordinaires.

Définition 3(Courbe caractéristique) : Supposons que la fonction a définie par (8)
soit localement lipschitzienne de R x R a R. Soit xqg € R. Nous définissons la courbe
caractéristique du probleme (9) a partir de 2y € R comme étant la courbe déterminée

par le probleme de Cauchy suivant :

2(t) = a(z(1), 1)
z(0) = xo

(11.10)

Proposition 4 (Solutions classiques et courbes caractéristiques) :Soit f € C?*(R,R),
ug € C'(R), et w une solution classique de (5). Alors, pour tout zy € R et tout ¢t € RT,
on a u(xg + f'(uo(xo))t,t) = uo(xp). Autrement dit, pour tout z € R, la fonction u
est constante le long de la droite t8z(t) = zo + f'(uo(xo))t. (Cette droite est la courbe
caractéristique du probleme (9) issue de zo € R avec a(z,t) = f'(u(z,t)).)

Démonstration : On pose a(z,t) = fo(u(z,t)). Comme f, € C?*R,R) et que
u € CYRR',R), la fonction a est bien localement lipschitzienne de R x RT dans R.
Le théoreme de Cauchy-Lipschitz s’applique donc pour le probleme (9). Soit zy € R, le
probleme (9) admet alors une solution maximale x(t) définie sur [0, T},q.[, et |z(t)] tend
vers l'infini lorsque t tend vers 1,42 Si Thnae < +00. Les trois étapes de la démonstration

sont les suivantes :

1. Comme wu est une solution classique, nous avons :
u(z(t),t) = ug(xg) ,Vt € [0, Thnaz| Ce qui signifie que u (solution de (5)) est constante

le long de la droite caractéristique issue de zy. En effet, soit @ définie par :
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2.

3.

En dérivant @ On obtient :
D'(t) = Opu(x(t),t) + dpu(x(t), t)a'(t).
Comme la fonction z satisfait (10), cela entraine :
() = u(x(t), t) + fo(u(x(t),t))Ozu(x(t),t)
et donc :
D' (t) = dyu(x(t),t) + dpu(folu))(x(t),t) = 0.
La fonction @ est donc constante, ce qui implique :
u(z(t),t) = &(t) = &(0) = u(x(0),0) = u(xo,0) = ug(xg),t € [0, Trnaz]

Les courbes caractéristiques sont des droites, car u(z(t),t) = ug(xo), vt € [0, Tz,
et donc zo(t) = f'(up(zo)). En intégrant, on obtient que le systeme (10) décrit la

droite d’équation :

x(t) = f'(u(xo))t + xo. (IT1.11)

Cela signifie que pour chaque valeur de xy (la condition initiale), la courbe caracté-
ristique correspondante dans le plan (x,t) est une droite. L’évolution de cette droite
dans le temps est déterminée par la fonction f’, qui dépend de la valeur de ug a
I’emplacement initial z.

En d’autres termes, les courbes caractéristiques représentent les trajectoires des so-
lutions du systeme (10) dans le plan (x, t). Chaque droite correspond & une condition
initiale différente, et elle évolue linéairement dans le temps en fonction de la valeur

de ug (o)
Tinae = +00, done Vt €[0, +ool, u(z,t) = uo(zo).
Puisque x satisfait (11), si Tynar < 00, alors : limy_,7, . |z(t)| < 4+00. Par conséquent,

on en déduit que T,,,, = +00.

Proposition 5 (Non existence d’une solution classique) Considérons une fonction f

appartenant a l'espace C*(R,R). Supposons que f’ n’est pas constante. Dans ce cas, il

existe une fonction wuy appartenant a I'espace C°(R) telle que I’équation (5) n’admette

pas de solution classique.

10
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Démonstration : Etant donné que f’ est non constante, on peut trouver deux valeurs vg
et vy telles que f'(vg) > f'(v1). En utilisant ces valeurs, on peut construire une fonction
up appartenant a 'espace C2°(R, R) telle que ug(zg) = vg et up(x1) = vy, ol o et 1 sont
des valeurs données avec xg < x1, comme illustré dans la figure 1.

Supposons maintenant que u soit une solution classique avec cette condition initiale.

Alors, d’apres la proposition (4) :

En utilisant la condition initiale :

u(zo + f(uo(xo))t, t) = up(zo) = vo et u(zy + f'(uo(x1))t, t) = up(z1) = vy
On peut déterminer T tel que :

zo + f'(vo)T = x1 + f'(v))T = .

En résolvant cette équation, on obtient :

— T1—xQ
T'= 7oo-ron
Ainsi, on a :

w(z, T) = up(xo) = v = up(x1) = vy, ce qui est impossible.
Par conséquent, on en déduit que I’équation (5) n’admet pas de solution classique pour

cette condition initiale.

Figure I1.1 — Droites caractéristiques, cas non linéaire

I1.1.2 Solutions faibles

Il n’existe donc pas toujours de solution au sens classique au probleme (5). On
va donc affaiblir le sens de solution, et définir des solutions dites faibles. On donne
cette définition dans un cadre légerement plus général consistant a supposer que f est
localement lipschitzienne (au lieu d’étre de classe C7). On note Lipy,. (R,R) I’ensemble
des fonctions localement lipschitziennes de R dans R. On rappelle que si f € Lipj.
(R,R), la fonction f est alors derivable p.p., sa dérivée est localement bornée et on a :
fle) = f(d) = [* F'(t)dtYe,d € R.

Définition 7(Solution faible) : Soit uy € L®(R) et f € Lipi.(R,R). On appelle solution

11
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faible de (5) une fonction u € L*(R x R+) telle que : Donnons maintenant les liens entre

solution classique et solution faible.

//R T 000 + (e )l 1)] do i+ / wo(2)p(x, 0) dz = 0, Vo € CLR x RY, {].12)

R

Proposition 8 : Le texte mathématique correspondant aux propositions données est le

suivant :

Soient f € C'(R,R) et ug € L=(R). ¢

1. Si u est une solution classique de I’équation (5) (et donc ug € C*(R,R)), alors u est

une solution faible de I'équation (5).

2. Siu € CYR x RT) est une solution faible de ’équation (5), alors uy € C*(R,R) (au
sens ol la classe de fonctions ug a un représentant de classe C! et est identifiée a ce
représentant), et u est une solution classique de I’équation (5).

3. Soit 0 € R, Dy = (x,t) e RxRT;z <ot et Dy =(x,t) e RxRY;z > 0.

(a) On suppose que u € C(R x R*), que u restreint & D; € CY(D;,R) pour i
= 1, 2, que I'équation (5) est vérifiée pour tout (z,t) € D;(i = 1,2), et que la
condition initiale (5) est satisfaite presque partout. Alors u est une solution faible

de 'équation (5).

(b) Plus généralement, on suppose que u|p, € C'(D;,R) (i = 1, 2), que I'équation
(5) est vérifiée pour tout (x,t) € D; (i = 1, 2) et que la condition initiale (5) est

satisfaite p.p.. Pour t € R™, on pose :

ut(ot,t) = hin}5 u(z,t) et u (ot,t) = th}e u(z,t),

[u](ot,t) = ut(ot,t) — u (ot, 1),
[f(w)(ot,t) = f(uT(ot, 1)) — f(u(ot,1)).

alors u est une solution faible de I’équation (5), cela signifie que :

olul(at,t) = [f(u)](ot,t) pour tout t € RT (I1.13)

12
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Cette relation est connue sous le nom de condition de Rankine[FHugoniotf]
Démonstration :

1. Supposons que u est une solution classique de (5), ¢’est-a-dire de :

Ou+ 0, (f(u) =0, (x,t) e RxRy,
u(z,0) = up(x), x€R.
Soit¢ € CH(R x Ry, R).On Multiplions (5) par ¢ et on fait intégration sur R x R,
On aura :

/R 3 8tu(:v,t)q5(x,t)dtdx+/R . Ox(f(u))(x,t)p(z,t)dt de = 0.

L’application du la théoreme de Fubini et on f intégration par parties donnent alors :

/(330 ¢(z,0) de— //R+ u(z, t)py(x, t) dt de— / Af(u)(m,t)éx(x,t)dxdtzo,

(car le support de ¢ est un compact de R x R ).

On aura donc bien la relation (12), grace a la condition initiale u(x,0) = ug(z).

2. Soit u une solution faible de (5), qui vérifie u € CY(R x [0, +00[). On a donc suffi-
samment de régularité pour fair une intégration par parties dans (12).
On prendre ¢ a support compact dans Rx]0,+oo[. On a donc ¢(z,0) = 0, et on

fait intégration par parties dans (12) donne :

—/R 3 8tu(x,t)qb(x,t)dtdx—/R /R@x(f(u))(:v,t)gb(x,t) dx dt = 0.

—/R s Opu(x, t)p(z,t) dzfdac—/]R /R@m(f(u))(x,t)gzﬁ(m,t) dx dt = 0.

On a donc :

/]R s (Opu(x,t) + 0 (f(w))(z,t))p(x, t) dt de = 0,

Yo € C1(Rx]0, +ool).

1. William John Macquorn Rankine (1820-1872), ingénieur écossais qui contribua aussi en physique
et mathématiques

2. Pierre-Henri Hugoniot (1851-1887), inventeur, mathématicien, and physicien frangais spécialiste de
mécanique des fluide, en particulier des chocs

13
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Comme la dyu + 0,(f(u)) est continue sur R x R, en déduit que dyu + 0, (f(u)) =
0. on rappelle que si h € L (Rx]0,400]) et [g fR é(x,t)dt dz = 0 pour
toute fonction ¢ € CH(Rx]0, +oc]), alors h = 0 p.p. De plus, si h est continue sur
R x]0, +o0[, alors h = 0 elle est partout sur Rx]0, +ool.

On prend alors ¢ € C}(R x R,). Dans ce cas, on fait intégration par parties dans

I'équation (5.11) donne :

/u(x, 0)o(x,0) d:v—/ (Opu(x, t)+0,(f(u))(x,t))p(x,t) dt d:l:—/ uo(x)p(x,0) dz = 0.
R R JR, R
mais va montrer que % + %( f(u)) =0 ,et on a deduit que :

/R(uo(a:) —u(z,0))¢(x,0)dr =0, V¢ € CHR x R")

3. On montre directement litem (b) (qui contient litem (a)). On suppose que
u|p, € C*(D;,R) pour i = 1,2, que la premiére équation de (5.5) est vérifiée pour
tout (z,t) € D; pour i = 1,2 et que la condition initiale (de (5)) est satisfaite p.p.
sur R. Nous allons montrer que u est solution faible de (5) si et seulement si (13)

est vérifiée. Pour cela, on pose :

X = //R+ x, )Pz, t) dtda:+/ /Rf(u)(x,t)gbz(:v,t)dxdt.

On aura donc X = X1 + X2, avec :

X, = // (x, )z, t)dtdx et Xy = / / ) (z,t) P (2, t) dz dt.
R+ R+

Calculons X;. Comme u n’est de classe C' que sur chacun des domaines D;, on
n’a pas le droit d’intégrer par parties sur R x R* entier. On va donc décomposer
I'intégrale sur D; et Ds; supposons par exemple o < 0, voir figure 2. (Le cas o > 0
se traite de fagon similaire et le cas o = 0 est plutot plus simple). On a alors Dy =

{(z,t);zeR et 0<t <Zet Dy=RT xRTU{(z,t);2 € R™ et £ <1< +o0}.

14
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Figure I1.2 — Les domaines D; et Dy

On a alors :

i [ f jauw)@(x,w aies [ [ e nades [ ] o .

Comme u est de classe (' sur chacun des ces domaines, on peut utilise I'intégration

par parties, ce qui donne :

Xy = fpu_(z,27)p(z,27) de — [, u(z,0)p(z,0)dr — [, fo Opu(x t)qS(m t)dtdx
- Joo vy (z,27)p(x, %) do — [ f+°° 8tu(9c t)o(x,t)dtde — [5, u(x,0)¢(z,0)dr —
Jar S Owulz, t)(x,t) dt de.  (11.14)

En regroupant, il vient :

X1 =— [pu(z,0)¢(z,0) de— ffD1 Oyu(z, t)o(z,t) dt doe — fng Oyu(x, t)p(x,t) dt de —
Jo[ul(x, £)p(x, £) dx. Dans ce derniere intégrale, on fait le changement de variable

f. On obtient :

Xi =~ [pu(,0)8(x,0) dr — [[, Oz, t)p(x,t)dtdx— [[, Owu(w,t)p(x,t)dt dz+
0 Joilul(at, t)p(at, t) dt.

On décompose de meéme facon Xy sur D; U Dy, en remarquant maintenant

que :Dy = {(z,t) e Rx RT;z < ot} et Dy = {(z,t) € Rx Rt; 2 > ot} :

15
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= Jor L7 Fu) (@, )pp(w,t) dudt + [ [27° f(u)(z,t)du(a, t) du dt.

La fonction u est de classe C' sur chacun des deux domaines, on peut la en-

core fait I'intégration par parties. Comme ¢ est & support compact sur R x R*, on

obtient :

Xy = o (P @)l 0y drdt — [ [oy(F)a(e, 06w, 1) dudt
Jer [f (w)](at, t)o(ot, t) dt.

% + %(f(u)) = 0 sur Dy et D, on a donc :

X=X+ Xy =— [pu(z,0)¢(z,0)dx + [, (o[u](at,t) — [f(u)](at,t))p(at,t) dt.

On en déduit bien que u est solution faible de (5) si et seulement si (13) est vérifiée.
Notons qu’il existe fréquemment plusieurs solutions faibles. On a donc besoin d'une
notion supplémentaire pour les distinguer. C’est la notion de solution entropique,
qui nous permettra d’obtenir I'unicité. Donnons tout d’abord un exemple de non-
unicité de la solution faible. Pour cela, on va considérer une équation modele, appelée

équation de Burgers El qui s’écrit

o+ 0,(u*) =0 (15)

et des données initiales particulieres, sous la forme

() ug six <0,
Ug\T ) =
ug six >0,

avec ug, ug € R. Ces données initiales définissent un probleme de Cauchy particulier,

qu’on appelle probleme de Riemann El

Nous considérons maintenant I’exemple simple obtenu avec uy = —1 et uq = 1. Le

probléme considéré est donc le probleme suivant, avec f(u) = u?, u, = —1, ug = 1:

1. Johannes Martinus Burgers (1895-1981) physicien néerlandais.
2. Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866), mathématicien allemand qui a apporté de nom-
breuses contributions importantes en particulier en topologie, analyse, et géométrie différentielle
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I1.1.3

Ou+ 0.(f(u)) =0,

ug stz <0, (16)
up(z) =
ug six > 0.

On cherche tout d’abord une solution faible de la forme :

ug six < ot,
u(z,t) = (17)
ug Six > ot.
Cette éventuelle solution est discontinue au travers de la droite d’équation x =
ot dans le plan (x,t). On remplace u(x,t) par ces valeurs dans (12). D’apres la

proposition 8, on sait que u est solution faible si la condition suivante (condition de

Rankine et Hugoniot) est vérifiée :

o(ud —ug) = (f(ua) = f(ug)), (18)

Ce qui, avec la condition initiale spécifique choisie ici, conduit & 20 = 12 —(—1)? = 0.
Cependant, il est possible de trouver d’autres solutions faibles. Si u est une solution
réguliere, on sait que sur les courbes caractéristiques, définies par ’équation z(t) =
zo + f)(uo(0))t, la fonction u reste constante. Etant donné que fi(u) = 2u, les
courbes caractéristiques sont des droites de pente —2 lorsque zy < 0 et de pente 2
lorsque zy > 0. Nous pouvons construire ces caractéristiques sur la figure (3) Dans
la région centrale, représentée par un point d’interrogation, nous cherchons u sous
la forme wu(z,t) = ¢($),Pour que u soit continue sur I R x I R*, nous pouvons choisir

la fonction w suivante :

—1, six< —2t,
uzt)=92 s —2<az<2t, (19

1, six > 2t.

Solution entropique

Nous avons observé qu’il peut exister une non-unicité des solutions faibles. Comment

choisir la "bonne” solution faible parmi les équations (17) et (19)? Etant donné que les

problemes hyperboliques sont souvent obtenus en négligeant les termes de diffusion dans

les équations paraboliques, une technique pour choisir la solution consiste a rechercher la

17
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limite du probleme de diffusion associé, qui peut étre écrit comme suit :

Oru+ 0 (f(u)) — €0ppu =0,  (20)

T=1x T =mxy =&

-

u(z, t) =4, =[-1 iz, 1) = pa 1 [y

—
H
Il

T Ty

Figure I1.3 — Probléeme de Riemann pour I’équation de Burgers

lorsque le terme de diffusion devient négligeable, c’est-a-dire lorsque € tend vers 0. Soit
ue la solution de (20) avec la condition initiale u.(-,0) = ug(+) (nous supposons pour le
moment 'existence et I'unicité de u.). On peut démontrer que u. converge vers u (dans
un sens approprié) lorsque e tend vers 0, ou u est la "solution faible entropique” de (20),
définie comme suit.
Définition 9 (Solution entropique) : Soit uy € L>*(R) et f € Lip,.(R,R). Soit
u € L®°(R x R"). On dit que u est une solution faible entropique de 1’équation (5.5)
si, pour toute fonction n définie sur R a valeurs dans R, qui est convexe et appelée
“entropie”, et pour ¢ définie par ¢(s) = [ f'(7)n/(7)dr (pour s € R), qui est appelée
"flux d’entropie”, on a :

Pour toute fonction ¢ € C}(R x RT,RT), on a I'inégalité suivante :

I oo+ gt ndvdt+ [ auate)ofs,0)ds = o

On rappelle que si la fonction n définie sur R est convexe, elle est localement lipschit-
zienne, ce qui permet de remarquer que ¢ est correctement définie. Il est également
pertinent de noter que dans la définition (9), il est possible de restreindre les fonctions 7
A la classe C? (il suffit de régulariser n & 'aide d’une famille de noyaux régularisants pour
en étre convaincu). Si f et n sont des fonctions de classe C*, alors ¢ est simplement une
fonction de classe C' avec ¢'(s) = n/(s)f'(s). Enfin, il va de soi que si u est une solution

faible entropique, alors u est également une solution faible (proposition 12).

Remarque 10 (Condition initiale) : Notons que dans la définition 9, nous choisis-

sons & nouveau ¢ € C}(R x R, R™) afin de prendre en compte correctement la condition

18
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initiale. Ce n’est pas toujours fait de cette maniere dans les travaux plus anciens sur le
sujet, ou la condition initiale était garantie par une condition supplémentaire, a savoir
u(t) — ug localement dans L' lorsque ¢ — 0 . Si la condition initiale est prise en compte
uniquement dans la définition de la solution faible (sans étre reprise dans la condition
d’entropie), le choix de I'espace fonctionnel dans lequel nous cherchons la solution devient
(R)) et

crucial pour préserver I'unicité de la solution entropique, alors u € C([0, +o0l, Li,,

u(t) — uo dans L] . lorsque t — 0.
Nous prouverons ultérieurement le théoreme 25 dans un cadre multidimensionnel,
mais avec la variable spatiale restreinte a un domaine borné plutot que dans tout
I'espace. Ce théoreme énonce qu’en présence de uy € L¥(R) et f € Lip,.(R,R), il existe
une unique solution entropique de (5) selon la définition 9. Examinons maintenant les
relations entre la solution classique, la solution faible et la solution entropique.
Proposition 11 (Solution classique et solution faible entropique) : Soit parf € C'(R,R)
et up € L*(R) N CY(R,R). Si u est une solution classique de (5), alors elle est également
une solution (faible) entropique.
Démonstration : Soit u une solution classique de (5.5) et n € CY(R) (la convexité de n
est inutile ici) et ¢ tel que ¢’ = f'n' (¢ est la fonction flux associée a n). Multiplions
(5.5) par n'(u) :
L’équation n'(u)0yu + f'(u)0yun'(u) = 0 peut également s’écrire comme suit, en utilisant
=

(n(u)e + (¢'(u)s =0

Ainsi, on obtient finalement I’équation :

(n(u)e + (p(u))e =0 (22)

De plus, puisque u(x,0) = wug(x), nous avons également n(u(z,0)) = n(ue(z)). Soit
¢ € CHR x RT,R), nous multiplions I’équation (22) par ¢, nous intégrons sur R x R* et
obtenons (21) (avec égalité) en effectuant une intégration par parties. Dans le cas d’une
solution classique, I'inégalité d’entropie devient une égalité.

Une solution faible entropique est également une solution faible.

Proposition 12 : Soit f € Lip.(R,R) et ug € L*(R). Si u est une solution faible
entropique de (5), alors u est également une solution faible de (5).

Démonstration : 11 suffit de choisir n(u) = u et n(u) = —u dans (21) pour comprendre le

résultat.
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De la proposition 11 et du théoreme (25) de Kruzhkov, il découle que si plusieurs so-
lutions faibles existent pour le probleme (5) et que I'une d’entre elles est réguliere, alors
cette solution réguliere est nécessairement la solution entropique.

On utilisera souvent la caractérisation suivante, qui sera admise :

Proposition 13 (Entropies de Kruzhkov) : Soit ug € L*(R) et f € Lipi.(R, R). Considé-
rons u € L°(R x R*). La fonction u est une solution entropique de 1’équation (5) (selon
la définition 9) si et seulement si pour tout k& € R, 'équation (21) est satisfaite avec 7
définie comme 7(s) = |s — k|, et ¢, le flux d’entropie associé, défini par :

La fonction p(u) = f(max(u, k)) — f(min(u, k)) est définie pour étudier les solutions pré-
sentant une ligne de discontinuité, telles que celles mentionnées dans la derniere partie de
la proposition 8. I convient de noter que la fonction 7, appelée “entropie de Kruzhkov”,
n’est pas nécessairement de classe C?.

Nous allons maintenant examiner le cas particulier des solutions présentant une ligne de
discontinuité, similaire a celui abordé dans la derniere partie de la proposition 8.
Proposition 14 : Soient f € C'(R,R) et uy € L¥(R). Soit ¢ € R, D; = {(x,t) €
R xRz < ot} et Dy = {(x,1) € RxR%; 2z > ot}. Nous supposons que u|p, € C'(D;,R)
pour ¢ = 1,2, que la premiere équation de (5.5) est vérifiée pour tout (x,t) € D; pour
i = 1,2, et que la condition initiale (de (5.5)) est satisfaite presque partout. Pour ¢ € RY,
NOUS posons :

ut (ot t) = hf% u(z,t) et u (ot,t) = hTH}f u(x,t),

[u](ot,t) = ut (ot t) —u (ot,t),

[f(w)](at,t) = f(u®(ot, 1)) = f(u”(0t,1)).

Alors u est solution faible entropique de (5) si et seulement si :

olul(ot,t) = [f(u)](ct,t) pour tout t € Rt (23)

et, pour toute fonction n € C*(R) convexe et ¢ € C* telle que ¢’ = f'r/,

oln(u)](ot,t) > [p(u)](ot,t) pour tout t € RT (24)

Démonstration : La proposition 5.7 montre que u est solution faible si et seulement si
(23) est satisfaite. En reprenant la démonstration de la proposition (8), on montre que u
est solution faible entropique si et seulement si (23) et (24) sont satisfaites.

Dans le cas ou la fonction f est strictement convexe, la proposition (14) peut étre
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précisée. Ceci est fait dans la proposition (16) donnée ci-apres, dont la démonstration
repose sur le petit lemme technique suivant.
Lemme 15 (Un résultat pour des fonctions convexes) : Soient f et 1 deux fonctions
convexes de R a R. Soit a,b € R, avec a < b, et 0 = % Définissons ¢ comme suit :
e(s) = [, 0/ (t)f/(t)dt pour s € R (de sorte que ¢'(s) = n/(s) f'(s) p-p. sur R). Alors :

L a(n() —n(a)) < (p(b) — ¢(a)).
2.50it 1 une fonction strictement convexe et f une fonction convexe et non affine entre a
et b. Alors, a(n(b) — n(a)) < (p(b) — (a).
Démonstration : Rappelons tout d’abord que si ¢ est une fonction convexe de R a R,
alors elle est localement lipschitzienne. Par conséquent, elle est dérivable presque partout,
sa dérivée est localement bornée, et p(a) —p(8) = [{ ¢/(t) dt pour tout (, f) € R*. Pour

tout vy € R, on a :

()~ pla)) — o(a) ~ (@) = [ OO -0)dt = [ () - O -t (25

Etant donné que f est convexe, la dérivée f’ est croissante. Comme o est la valeur
moyenne de f’ sur l'intervalle ouvert (a,b), il existe un ¢ € (a, b) tel que :

f'(t) <opptte(ac)et f/(t) > o p.p.t (pour presque tout) t € (c,b).

Soit maintenant v = sup{r/(s),s < ¢} dans lexpression (5.24), de sorte que
n(s) < vsis < cetn(s) > s s > c Bien str, si ' est continue, alors
v = 1n'(¢). Comme (1'(t) —v)(f'(t) — o) > 0 pour presque tout ¢ € (a,b), on obtient
(6(6) = 9(a)) — o (n(b) = n(a)) = [, (' (t) = N(f'(t) = o)dt = 0.

Ce qui établit le premier point du lemme.

Pour le deuxieme point, on observe que :0(n(b) — n(a)) = (¢(b) — ¢(a)) implique
(n'(t) — v)(f'(t) — o) = 0 presque partout sur (a,b). Comme 7 est strictement convexe,
on a (n' — ) # 0 presque partout sur (a,b).

On en déduit que f' = o presque partout sur (a,b), ce qui signifie que f est affine sur
(a,b), ce qui contredit I’hypothese.

Proposition 16 : Sous les hypotheses de la proposition 14, considérons u comme une
solution faible de 1'équation (5). Supposons également que f soit strictement convexe.

Dans ce cas, les trois conditions suivantes sont équivalentes :
1. u est une solution faible entropique,

2. u— (ot,t) > u+ (ot,t) pour tout t € R,
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3. Il existe une fonction strictement convexe 7 (de R a R) telle que (5.23) est vérifiée
(avec ¢ défini par ¢ = f'n).
Démonstration : Prouvons d’abord 1’équivalence entre les deux premiers éléments.
Supposons que u soit une solution faible entropique. Cela signifie que pour toute fonction
convexe 7 de classe C!, I'équation (24) est satisfaite pour tout ¢. En choisissant une
fonction strictement convexe 7, le lemme 15 garantit que, étant donné que f est également

strictement convexe, u~(ot,t) > u*(ot,t) pour tout t € R*.

Réciproquement, si u satisfait = (ot,t) > wut(ot,t) pour tout ¢ € RT alors le
lemme 15 implique que 1'équation (24) est satisfaite pour tout ¢ et pour toute fonction
convexe 7 de classe C' (ceci reste vrai méme si f est seulement une fonction convexe).

Ainsi, nous avons établi I’équivalence entre les éléments 1 et 2.

Pour conclure la preuve de la proposition 16, il est remarquable que le premier

élément implique naturellement le troisieme.

Réciproquement, si u satisfait le troisieme élément, le lemme 15 garantit, grace au
fait que f est également strictement convexe, que u~ (ot,t) > u*t(ot,t) pour tout t € R.

Alinsi, u est une solution faible entropique.

Remarque 17 (Contre-exemple si f n’est pas strictement convexe) : L’équiva-
lence entre les deux premiers éléments de la proposition 16 n’est plus valide si 'on
remplace 'hypothese ”f strictement convexe” par ”f convexe”. Cela est évident lorsque
ug prend ses valeurs dans un intervalle ou f est une fonction affine, mais cela s’applique
également aux wug plus généraux. Nous commencerons par présenter un exemple qui
apparait dans certains articles traitant de la modélisation de la circulation routiere.
Ensuite, nous adapterons légerement cet exemple pour qu’il corresponde exactement aux

hypotheses de la proposition 16.

Soit @« > 0, f < 0, et choisissons a = _aLiﬁ (remarquons que a € (0,1) et
ac = f(a — 1)). Définissons la fonction f de la maniére suivante : f(s) = as pour
s € [0,a] et f(s) = B(s —1) pour s € (a,1). Considérons également u, € (a,1) et
uq € (0,a), et définissons uy de la maniere suivante : ug = u, sur R_ et uy = ug sur R.
Dans ce cas, il est relativement simple de prouver que la solution faible entropique de (5)

est la fonction u définie par :

22



\EMP Les problemes hyperboliques \

uy six < Bt
u(z,t) =qa sipt<z<ot,

ug six > ot.

Cependant, étant donné que u, > a (et aussi a > u,) et que f est concave, cette solution

semble étre en contradiction avec la proposition 16.

Puisque u, > a (et aussi a > uy) et étant donné que f est concave, cette solution

semble étre en contradiction avec la proposition 16.

Dans cet exemple, la fonction [ est lipschitzienne et la solution présente deux
lignes de discontinuité. En modifiant légerement cet exemple, nous pouvons obtenir une
fonction f € C'(R) avec une seule discontinuité. Nous prenons a = % et définissons
f(s) = as pour s € [0,a] et f(s) = s —ys* +d avec a = 7y = %, B = %, et 6 = —%.
La fonction f est de classe C*, strictement concave sur [a, 1], et affine sur [0, a]. Comme
précédemment, nous choisissons u, € (a,1) et uq € (0, a), et définissons u, tel que ug = u,
sur R_ et up = ug sur R,. Alors, la solution faible entropique de (5.5) est la fonction u

définie par (puisque f'(a) = «).

ug six < f'(ug)t,
uw@t) =S¢ sifllugit <a < fla)tet f'(E) =2, €E€la,uyl,

ud stz > f'(a)t = at.

Dans cet exemple également, puisque a > ud et que f est concave, cette solution semble
étre en contradiction avec la proposition 16. Cependant, il convient de noter que les

hypotheses de la proposition ne sont pas respectées.

Les propositions 14 et 16 peuvent étre généralisées aux cas de courbes de discontinuité.
Proposition 18 (Rankine-Hugoniot, cas courbe) : Soient f € C'(R,R) et ug € L>=(R).
Supposons qu’il existe un nombre fini d’ouverts a frontiere lipschitzienne, D;, i =1,..., N,
tels que :

1. RxRt =Y, D,
2. Pour i # j, D; N D; = {(t,0,;(t)) | t € I, ;}, ot I;; est un intervalle de RT et o;; est
une fonction lipschitzienne de /; ; dans R.

p, appartient & C(D;,R) et est une solution (classique) de la premiere

3. Pour tout 7, u
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équation de (5) et satisfait (p.p.) la condition initiale (de (5)) lorsque D; rencontre 1'axe
t=0.

Pour tout 4,5 € {1,..., N} et t € I, ;, nous définissons les quantités suivantes :

ut (o ;(t),t) = lim wu(z,t),

xia’i,j (t)

u- (O-LJ' (t>7 t) = Thm(t) U(l’, t)a
zto;,;

Alors, la fonction u satisfait la condition de solution faible entropique de I’équation (5) si

et seulement si les équations suivantes sont vérifiées pour presque tout ¢ € I, ; :

o;;(O[ul(0i;(t), 1) = [f(W)](0i;(t),t) (26)
et, pour toute fonction convexe n € Cl(R) et p € O telle que ¢ = ',

g

i (O] (0i;(2),1) = lp(w)l(oi;(1), 1) (27)

Démonstration :La démonstration peut se faire en utilisant la formule de Stokes (espace
temps) sur chaque D;. En notant u; le prolongement par continuité de u sur D;, la formule

de Stokes fait apparaitre pour tout couple (i, j), i # j (lorsque Z; ; est non vide),

[ R RN

\J U; (l’, t)

ou 7y représente la mesure de Lebesgue unidimensionnelle sur I;; et n;; est le vecteur
normal a I; ; qui pointe vers I'extérieur de D;. Pour que u soit une solution faible, il est
nécessaire et suffisant que le terme correspondant a ¢ sur I; ; se compense avec le terme
\ . z /7 \ _1
correspondant a j. Etant donné que n; ;(0;;(t),t) est parallele au vecteur (et
) 2 /
05 (t)

que n;; = —n,;), on obtient la condition (26).

uA
En appliquant un raisonnement similaire avec le vecteur e , on obtient la condition
n(ui)
(27).

constatons que les solutions d’une équation hyperbolique non linéaire respectent les
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bornes de la solution initiale.

Proposition 19 (Principe du maximum) : Considérons une fonction initiale uy appar-
tenant a l'espace L*°(R) et deux constantes A et B dans R tels que A < uyg < B
presque partout. Soit f une fonction localement lipschitzienne de R dans R. Alors, la
solution entropique u appartenant a l'espace L>®(R x R™) de I’équation (5.5) satisfait :
A < wu(x) < B presque partout dans R x R*.

On peut démontrer cette propriété en prenant la limite des solutions de I'équation
visqueuse associée ou des solutions approchées par un schéma numérique. Il est important
de veiller a ce que le schéma respecte les bornes afin de garantir le respect des bornes
physiques.

Remarque 20 (Domaine borné) :Que faire si le domaine spatial est différent de R,
par exemple si le probleme (5) est posé pour x € I, ou I est un intervalle de R?
Si fo ne change pas de signe, il est assez facile de donner une bonne définition de
solution entropique et de montrer un théoreme d’existence et d’unicité de la solution
entropique. Dans le cas ou fy change de signe (et ce cas est tres intéressant pour de
nombreux problémes), le probleme est beaucoup plus difficile. Le premier résultat sur
la question est celui de Bardos-Leroux-Nedelec (1979). Dans la these de Otto (1996), il
y a une tres jolie formulation pour les conditions aux limites. Un intérét considérable
de cette formulation est qu’elle est tres pratique pour montrer la convergence des
schémas numériques. Dans le cas multidimensionnel de la section suivante, on s’inté-
ressera 4 un probléme similaire & (5) posé dans un domaine borné de RN (N > 1),
mais sans aborder vraiment ce délicat probleme des conditions aux limites (car dans

le théoreme 25 on considere un champ de vecteurs b nul sur le bord du domaine considéré).

Pour clore cette section, nous aborderons les concepts de “discontinuité de contact”,

“onde de choc” et "onde de détente”.

Dans le cas ou f est une fonction linéaire (ou affine, ce qui revient au méme en
supposant f(0) = 0) et ol ug € L*>°(R), la solution faible de '’équation (5) est unique.
Ainsi, elle correspond a la solution entropique. De plus, dans ce cas, les inégalités
d’entropie (21) sont vérifiées en tant qu’égalités. Si la solution u présente une courbe de
discontinuité, on parle alors de "discontinuité de contact”.

Lorsque f est strictement convexe et que la solution faible entropique u de I’équation (5)
présente une courbe de discontinuité, on parle d’'un choc ou d’une onde de choc. Dans ce

cas, il est possible de montrer que les inégalités d’entropie (21) sont strictes pour certains

n et ¢.
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Si up présente une discontinuité, c’est-a-dire une rupture brusque dans sa valeur,

cela peut indiquer la présence d’une onde de détente.

Dans le cas ou la fonction f est linéaire (ou affine, ce qui revient au méme car on
peut supposer f(0) = 0) et que ug appartient & L*(R), la solution faible de I’équation
(5) est unique . Par conséquent, elle correspond a la solution entropique. De plus, dans
ce cas, les inégalités d’entropie (21) sont vérifiées en tant qu’égalités. Lorsque la solution
u présente une courbe de discontinuité (qui est nécessairement une demi-droite), on parle

de "discontinuité de contact”.

Si la fonction f est strictement convexe et que la solution faible entropique u de
I'équation (5) présente une courbe de discontinuité, on parle d'un choc ou d’une onde
de choc. Dans ce cas, il est possible de montrer que les inégalités d’entropie (21) sont

strictes pour certains 7 et ¢.

I1.1.4 Conditions limites

Nous présentons maintenant un résultat qui garantit l'existence et 1'unicité d’une
solution pour une équation hyperbolique avec des conditions aux limites, en utilisant la

formulation proposée par Otto El

Considérons le probleme suivant :

Nous focalisons notre attention sur le probléeme suivant :

ou 0 n
E+%(f(u)):(), (x,t) e R x RT (28a)

avec les conditions initiales :

u(@,0) = up(x), = €]0,1] (28b)

et les conditions aux limites :

w(0,t) =u(t), u(l,t)="u(t), teR" (28c)

Cependant, comme nous ’explorerons ultérieurement, les conditions aux limites ne sont

que partiellement incluses dans la formulation faible entropique du probleme.

1. F. Otto. Initial-boundary value problem for a scalar conservation law. C. R. Acad. Sci. Paris Sér. 1
Math., 8 :729-734, 1996.
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Définition 5.20 (Solution entropique avec conditions aux limites, Otto ) : Soient uy €
L>([0,1]), w,u € L*°((0,400)) et f € Lip,.(R,R). Soit u € L>®(R x R*). Soient A et
B tels que A < ug,w,u < B p.p.. On dit que u est une solution entropique de I’équation
(28) s'il existe M > 0 tel que :

/+oo/ (;1; t) dz dt + /01 n(ug(z))p(z,0) dx

/+OO/ (x t)dedt+M [ $(0,)n(ult)) dt-+M - o(L, )n(u(t)) dt > 0

R+ 0

Pour tout ¢ € C1([0,1] x RT,RT) et pour toute fonction n positive et convexe, telle qu’il
existe un élément sy € [A, B] vérifiant 7(sp) = 0, ainsi qu’une fonction ¢ définie par

fs 7 ( t)t dt.(on rappelle qu'une fonction convexe de R dans R est localement

0

hpsch1tz1enne et donc dérivable).
Théoréme 22 (Existence and unicité, avec conditions limites) : Soit vy € L>°([0, 1]), u, u,
€ L>(]0, +o0|) et f € Lip,,.(R,R). Soient A et B tels que A < ug < B p.p. et Au,u < B
p.p.. Soit M > max,e(a g | f'(s)]. Alors il existe une unique fonction v € L>(R x R™) qui

est solution entropique de ’équation (28).

De plus :
V(z,t) €]0, 1[xR*

nous avons A < u(z,t) < B presque partout. La démonstration de l'existence de solution
dans le théoreme (22) peut étre obtenue en choisissant M > max,c(a 51 |f'(s)| (la solution
u prend ses valeurs dans [A, B]). Une approche relativement simple pour prouver cette
existence consiste a prendre la limite des schémas numériques a flux monotone, comme
démontré dans le théoreme (31) pour le cas multidimensionnel. L unicité est valide pour
toute valeur de M (mais n’est évidemment pertinente que s’il y a existence), et la solution
(qui existe si M > maxsea,p |f'(s)|) ne dépend pas de M.

Si la solution est de classe C', alors cette solution est une solution entropique sur ]0, 1|,
c’est-a-dire qu’'elle est une solution de 1’équation (29) pour tout ¢ € C!(]0, 1[xR*,R)
et pour toute fonction convexe 7, et elle satisfait les conditions aux limites telles que
définies dans [1

Ceci reste valide méme lorsque la solution est de classe BV (aussi appelée a varia-

1. C. Bardos, A. LeRoux, and J. Nédélec. First order quasilinear equations with boundary conditions.
Comm. Partial Differential Equations, 9 :1017-1034, 1979.
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tion bornée) en espace pour tout t, ce qui signifie que la solution a, pour tout ¢, une
limite en z = 0 et x = 1. Il est a noter que 'espace BV ([0, 1]) est défini par :

Définition 23 (Fonction a variation bornée, espace BV ) : Soit v :J0, 1[— R, alors v est
considérée comme une fonction & variation bornée, ou v € BV (]0, 1]), si v appartient a
L]0, 1]) et si |v|py([0,1] < 400, ol |v|py(£2) est défini comme le supréme des intégrales

suivantes :

v| v (£2) = sup {/deivgbd:c,¢ € CERY,RY), 8]l () < 1} .

Bien sur, siu € L (R xR™) est solution de (5.28) comme dans la définition 21, la fonction
u est aussi solution de (29) avec les entropies de Kruzhkov, c’est-a-dire n définie (pour

k € [A, B]) par n(s) = |s — k| (et donc ¢, flux d’entropie associé, définie par :

¢(s) = f(max(s, k)) — f(min(s, k)))

Par contre, le fait que u € L>®(R x R™) vérifie (29) pour toutes les entropies de Kruzhkov
n’est pas suffisant pour assurer I'unicité (alors que c¢’était suffisant dans le cas du probleme
posé sur tout R, sans conditions aux limites). Un exemple de non unicité est donné dans
la remarque 24. On obtient toutefois I'unicité si u € L>(R x R™) vérifie (29) pour toutes
les "semi-entropies de Kruzhkov”, c’est-a-dire les fonctions 7 définies (pour k € [A, B])
par n(s) = (s — k)T (et donc ¢(s) = f(s) — f(k) si s > k et 0 sinon) et n(s) = (s — k)~
(et donc ¢(s) = f(k) — f(s) si s < k et 0 sinon).

Remarque 24 (Contre exemple a I'unicité avec les entropies de Kruzhkov) : Nous don-
nons dans cette remarque un exemple de non unicité si on se limite dans la définition
21 aux entropies de Kruzhkov, c’est-a-dire aux fonctions n définies (pour k € [A, B]) par

n(s) = |s — k| (et donc ¢, flux d’entropie associé, définie par :
#(5) = f(max(s, b)) — f(min(s, k)
)

Pour cet exemple, f(s) = s* uy =1 p.p. dans |0,1[, u = —1 p.p. sur R et u =1 p.p. sur
R*. Il est donc possible de prendre A = —1, B =1 et M = 2. Le théoréme 22 nous donne
une solution entropique de (28) avec ces valeurs de A, B et M. On peut vérifier que cette

solution est la fonction u définie par :

=, six <2t
u(z,t) =

1, six > 2t

28



\EMP Les problemes hyperboliques \

Elle correspond & une onde de détente. Cette solution reste donc aussi solution de (29) en
se limitant aux entropies de Kruzhkov.

On consideére maintenant la fonction constante u = 1 p.p. dans ]0, 1[xR*. Cette fonction
constante est aussi solution de (29) si on se limite dans cette définition aux entropies de
Kruzhkov. Cette solution consiste en fait a propager une discontinuité non entropique au
point x = 0.

On a ainsi deux fonctions qui vérifient (29) si on se limite dans cette définition aux

entropies de Kruzhkov.

I1.2 Cas multidimensionnel

Soit 2 CIRY, N =2,3,T>0,b€ C'(2x[0,T)N et f € C'(IR,R) (mais on pourrait
aussi considérer le cas f € Lip;,.(R,R)). On étudie maintenant le probleme suivant :
Considérons 2 C RY, ot N =2 ou N = 3, et T > 0. Soit b € C1(2 x [0,T]))N et
f € CY(R,R) (mais on peut également envisager le cas ot f € Lip,.(R,R)). Nous étudions

maintenant le probleme suivant :

% +div(bf(u)) =0 dans 2x]0, 7],

avec les conditions initiales :

u(z,0) = up(x) dans 2. (30)

Pour étre plus précis, nous allons prouver, en supposant des hypotheses appropriées sur
les données, le théoreme d’existence et d’unicité des solutions entropiques de ce probleme.
Tout d’abord, nous examinerons le cas sans conditions aux limites , puis nous aborderons

le cas d'un probleme avec des conditions aux limites .

I1.2.1 Cas sans condition limite

On suppose ici que b = 0 sur 012 x [0, 7], et donc on n’a pas besoin de conditions aux

limites sur Of2.

Théoréme 25 (Kruzhkov,1955) : Soit {2 un ouvert borné de RY (avec N > 1)
ayant une frontiere lipschitzienne. Soit T > 0 et b € C*(2 x [0, 7))V tel que b = 0 sur
90 x [0,T] et divb = 0 dans §2 x [0, T]. Soit ug € L=(02) et f € C*(R,R).

Alors il existe une unique solution entropique de 1’équation (5.29),c’est-a-dire solution
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de :
u € L>(02x]0,T]) / / w)dy + P(u)b - Vo) de dt + /Qn(u[)(m))gb(x,O) dx >0,
Vo € C(2 x [0, T[,R"), ¥n € C*(R,R) convexe et & tel que & =n'f'. (31)

De plus, si A < 0 et B > 0 sont tels que A < ug < B p.p. sur {2, alors on a
A <u < B p.p.sur £2x]0,T7.

Démonstration :

Etape 1 (Construction d’une solution approchée) : Soient n € N* et u(™ une solution

telle que u™ € L?(]0, T, H}(§2)), satisfaisant I’équation suivante :

// " g, d dt— / /bf )V da di+— //Vu Vo drdi— /Q uo(2)é(x, 0) dz = 0,

Vo € C2(2 x [0, +00])  (32)

On a établi Pexistence et l'unicité de u(™ grace a 1'étude de I'équation de convection-

diffusion . (Le fait d’avoir % au lieu de 1 ne pose aucun probleme dans cette étude.)

On a également constaté, que cette formulation est équivalente au probleme sui-
vant :

La fonction u(™ appartient & 'espace L2(]0, T[, H}(£2)), la dérivée partielle par rapport au
temps de u(™ appartient & L2(]0,T[, H=*(£2)), et u™(0) = uy. On a I’équation suivante :

T
/ (O™ v) s it — / /bf M)y . Vodzdt + — / /wﬂn - Vodzdt = 0,
0

Vv € L*(]0,T[, Hy(£2)). (33)

Etape 2 (Estimations sur la solution approchée) : Soit uy € L>((2). Il existe A et B € R,
tels que A < 0 < B, vérifiant A < uy < B presque partout (A et B sont donc indépendants
de n). Par conséquent, on en déduit que pour tout ¢ € [0,7], on a A < u™ < B presque
partout. La suite (u(™),cy est donc bornée dans L>=(2x]0, T[). En prenant maintenant
v = u™ dans Iéquation (33), et en utilisant Io bf(u™) - Vu™dz = 0 presque partout
(grace a div b = 0), on obtient :
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1 2 1 T
Z Ly () _ 2 i (n)|2 _
5 ||u (T>HL2(Q) HuoHLz(Q) + n/o /(2 |Vu'™|*dzdt = 0.

On en déduit que Pour tout n, on a :
1 ' \Vul™ |2dzdt < 1Hu 12 < +oo. (34)
nJo J02 = 2022 ‘

L’estimation \/%HVU(")HLQ(QX}O’TD est utile pour la limite lorsque n — 4o00. Cette
estimation ne garantit pas la compacité, mais elle est nécessaire pour la convergence

faible.

Grace & la premiere estimation (u™ bornée dans L>(£2x]0,T[)), apres extraction

d’une sous-suite, on peut supposer que u™ converge faiblement vers u dans L>(£2x]0, T'[).

Si f(u) = wu, il est facile de montrer que u est une solution faible de I’équation
(30). En utilisant uniquement 7(s) = s dans I’équation (31) avec ¢ dans C°(2x [0, T, R)
et = au lieu de >, on peut montrer que u est une solution de I’équation (31), ce qui

conclut la partie "existence” du théoreme 25.

Si la fonction f; n’est pas constante, la situation est beaucoup plus complexe,
méme pour montrer que u est une solution faible de 1’équation (30), car la convergence
de u™ vers u est seulement faible. On ne sait donc pas si f(u(™) tend vers f(u) (et plus
généralement, si n(u(™) tend vers n(u) et ¢(u™) tend vers ¢(u)). Pour surmonter cette
difficulté, deux méthodes ont été développées.

Une premiere méthode, proposée par Kruzhkov, suppose initialement que la donnée
initiale uy appartient a I'espace BV({2 (on dit aussi que ug a une "variation bornée”), ce

qui signifie que ug € L'($2) et |u0|BV(§ < 400, ol (|UO|BV(ﬁ) est défini comme suit :

)

]u0|BV(ﬁ) = sup {/Quodiv¢d:c ¢ € O (RN, RY), 1]l o2y < 1} (35)

On prouve alors que la suite (u"),cy est bornée dans BV (2 x [0, T]). L’idée pour établir
cette borne sur u” est de dériver la premiere équation de (30) par rapport a x; et de

multiplier par sign(d;u). Grace a cette estimation sur u", on peut ensuite appliquer le
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théoreme de HellyEl qui est présenté ci-dessous.
Théoréme 30 (Helly) : Considérons d > 1 et (u,)neny une suite bornée dans L'(Q) et
bornée dans BV (Q), o1 Q est un compact de R?. Alors, la suite (u,),en est relativement

compacte dans L'(Q).

Nous pouvons donc appliquer le théoreme de Helly avec Q = 2 x [0,T] (et d = N + 1).
Etant donné que u, — u dans L'(Q), & Pexception d’une éventuelle sous-suite, nous
avons u" — u dans LP(Q)) pour tout p < +00, et nous pouvons également supposer (apres
extraction éventuelle d’une sous-suite) que v — u presque partout. Nous pouvons alors
montrer que u est une solution de (31) (ce que nous ferons a l'étape 3 ultérieurement),
ce qui prouve I'existence d’une solution & (31) si ug € BV(£2). Si ug n’appartient qu’a
L>(2) (ce qui est probablement la contribution majeure de Kruzhkov ici), nous pouvons
approximer ug par une suite d’éléments de L>(§2) N BV (£2) et montrer que la suite des
solutions entropiques associées converge (dans un sens approprié, apres extraction d’une

sous-suite) vers une solution entropique associée a .

On peut également démontrer l'unicité de la solution de l'équation (31) (étape 4
ci-apres). Cependant, cette méthode présente un inconvénient majeur, car elle ne semble
pas fonctionner pour démontrer la convergence des schémas numériques. Méme si la
condition initiale est supposée appartenir & lespace BV (§2), la solution approchée obtenue
par un schéma numérique n’est pas bornée dans BV (2 x [0,7T]), indépendamment des
parametres de discrétisation, sauf dans le cas des maillages cartésiens.

C’est pourquoi on peut préférer la deuxieme méthode, qui ne repose pas sur l'estimation
de BV. On considere uniquement ug dans L*°({2) et on ne cherche pas a démontrer
directement une compacité forte de la suite u™ dans L'(§2x]0,T[). Grace a I'estimation
de u" dans L>®(£2x]0,T[), on montre (aprés extraction d'une sous-suite) que u” — u
dans un sens approprié, ott u dépend d’une variable supplémentaire. (Il s’agit donc d'un

théoreme de compacité atypique qui conduit a une convergence que nous désignons

comme une “convergence non linéaire faible-77).

Ensuite, nous démontrons que wu constitue une solution du probleme dans un sens
plus général que celui de (31), que nous appelons le "sens processus”. Cette démonstration
est tres similaire a celle de I'étape 3 mentionnée précédemment. Par la suite, nous prou-

vons 'unicité de la solution dans le sens processus et que la solution processus est une

1. Eduard Helly, 1884-1943, mathématicien autrichien, prisonnier en Sibérie pendant et apres la pre-
miere guerre mondiale, il n’obtient pas de poste universitaire en raison de sa judéité et il s’exile aux USA
apres I’Anschluss en 1938. * Il a donné de nombreuses contributions en Analyse fonctionnelle.
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solution entropique (c’est-a-dire une solution de (31)). La démonstration d'unicité est tres
similaire a celle présentée dans 'étape 4 susmentionnée. Cela conclut la démonstration
de D'existence d’une solution a (31) (directement avec ug dans L*((2)). (L’unicité est
toujours assurée par I’étape 4.) Un sous-produit de cette démonstration est la convergence
(forte) de u™ vers u dans tous les espaces LP({2x]0,T]), ou p < 400, méme lorsque f est
linéaire (ou linéaire sur des intervalles de R). L’idée essentielle a donc été de remplacer
le théoreme de compacité (forte) de Helly par un théoreme de compacité plus faible
combiné avec un résultat d’unicité de la solution "au sens processus” de (30).

Etape 3 : Nous allons maintenant reprendre la méthode 1 et procéder a la limite lorsque
n — 400, en supposant que ug € BV et donc que u" — u p.p. (pour une sous-suite).

Nous admettons donc la partie "estimation BV de u"”.

1. Montrons que u est une solution faible. Soit ¢ € C2°(f2 x [0, +00[), nous avons :

T 1 /T
/0 /Q(u G +bf(u )-ng)d:z:dt—l—/guo(x)qb(x,O)dx—ﬁ/o /QVU -Vodrdt =0

On remarque tout d’abord que le dernier terme du membre de gauche tend vers 0,

grace a l'estimation (34) et a I'inégalité de Cauchy-Schwarz, en effet :

L /T/ Vu"-Veod dt' < ! H ! |Vu"|
— u” - T — ||—=|Vu
nJo JQ2 —Vn|vn

n o T n
et [ly/ Vel g0y < (&) ltoll g2y pax (34). Aimsi, L [ [ V- 9 tend
vers 0 lorsque n tend vers 0.

11Vl ||L2(Q><]O,TD

L2(£2x10,17)

Les autres termes convergent par convergence dominée, et donc en passant a la

limite, on obtient
T
/0 /Q(ugbt +bf(u) - Vo) dr dt + /Quo(x)qs(x,()) dr=0. (36)

2. Montrons que u est une solution entropique. Etant donné que u(n) est une solution

faible de I’équation parabolique
) 1
uy +div(bf(u™)) — EAU” =0, (37)

on peut montrer (on 'admettra) que u™ € C?(2x]0,T]) (c’est ce que 'on appelle
Ieffet régularisant pour une équation parabolique). La fonction u™ est donc une
solution classique de (37). Nous pouvons ensuite multiplier cette équation par ' (u")

avec 7 € C?(R,R) convexe. On obtient, sur £2x]0, 77,
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L’équation obtenue est :

(n(u™)s + bf () (u") - Vur — %n' (™) A = 0.

On peut en déduire :

"))+ b V(@) — ~div( (W) Va) + 1" (@] T = 0.

n

Cependant, étant donné que %n//(u”)]Vu"P > 0, nous avons donc :

(m(u™))e+b-V(P(u"™) — ldiv(n/ (u")Vu™) <0

n

En multipliant cette équation par ¢, avec ¢ € C(£2 x [0,T[,RT), on obtient,
toujours sur 2x]0,77 :
(n) ™y _ L gdiv(n (™) Ty
S(n®)); + 6 - F(B) — Lodiv( () Tu)) < 0

On integre sur [e, T[x {2 avec € > 0 et, apres intégration par parties, on obtient :

// W™y d di— /Q"( o(x, €) do— / / (- (u"). Vot~ 77( ")V (u")

Vu"Ve) drdt < 0

Mais on a quand :

lim u,(g) = u,(0) =ug dans L*(£2)

e—0

n(un(g)) = n(up) dans L*(£2)

Et donc :

- [ fondo [onwoooa— [ [ ' J - #) Tt )V )

Vu"Ve)drdt <0

Lorsque n — oo, nous avons n(u™) — n(u) et ®(u,) — @(u) dans L2(2x]0,T]). De

plus, avec C, 4 5 = max{|n (s)|, A < s < B}, nous avons :

1 [T , . C .
e Vodedt] < S0 g0 1T s 2 0
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lorsque n — +o00.

En utilisant ces résultats, nous obtenons finalement :

/0 /Qn(u)gbt +b-P(u")Vodrdt + /Qn(uo)gzﬁ(x, 0)dz >0

pour tout ¢ € C°(£2 x [0,T[,RT), ce qui conclut la preuve de I'existence.

Etape 4 : Soit u une solution de I’équation (5.30). Tout d’abord, nous démontrons qu’il
est possible de prendre ¢ € C*(RY x [0, T[,RT) dans I'équation (5.30). C’est & ce stade
que 'hypothese b = 0 sur le bord de 2 est utile.

Nous construisons une suite (¢, )neny appartenant a C°(£2) telle que ¢, = 1 sur K,, =
{z € ;d(x,00) > %}, 0 < ¢, <1, et |[Vo,| < Cpn, ot Cf) dépend uniquement de 2
(la régularité lipschitzienne de {2 est importante ici).

Soit ¢ € CP(RY x [0, T[,R"). Nous prenons alors ¢(z,t)¢,(x) comme fonction test

dans 'équation (5.30) et obtenons :

/OT /Q (cﬁnn(U)% + 4P (u)b - V¢) dx dt + /QU(Uo(m))d)n(x)d)(x, 0) dz
+/0T/Qb@(U)¢ Vo, dzdt >0

Les termes initiaux convergent grace a la convergence dominée. Appelons R, le dernier
terme. Nous allons démontrer sa convergence de maniere assez facile en utilisant ’hypo-

these que b est nul sur le bord.

Rn:/OT/QbQP(u)¢-V¢ndxdt :/OT/ bb(u)¢ - Vb, da dt

N _ N
ou Cn = o
On a alors :

|Rn| < T||b||L°°(Cn)Cu,¢H¢||oocf2nmes(cn)

Ou Cy,p = max{|p(s)|:s€[-,7]}, avec v = ||u||LOQ(_QX[07TD. Comme b = 0 sur
012 x [0,T] (et b continue), on a ||b||gemy — 0 quand n — oo. Enfin, la suite

(nmes(Cy,))nen est bornée. On a donc lim,,, o, R, = 0 et on obtient donc :
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T
/ / n(u)n + bB(u) - Vo da dt + / n(uo)(z,0)dz > 0 Yo € C=RY x [0,T], RY)
o JI2 02

Vn € C*(R,R),n convexe.
Par un procédé de régularisation, il est alors assez simple de démontrer que I'hypothese
de régularité sur n (c’est-a-dire n de classe C?) peut étre remplacée par une hypothese

)

plus faible, a savoir ” n localement lipschitzienne”. Cela présente ’avantage de pouvoir

utiliser les entropies de Kruzhkov.

On peut maintenant montrer 'unicité de la solution de ’équation (31). Soient u et v
deux solutions de (5.30). On va utiliser (31) en prenant pour 7 une entropie de Kruzhkov
et des fonctions ¢ € C°(RY x [0, T],R") (on vient de montrer que cela est possible). On
reprend ici une idée de Kruzhkov, dite de dédoublement de variables. Elle consiste tout
d’abord a choisir, dans (31), & = v(y,s) et a prendre ¢(z,t) = VY(t)pa(z — y)pnu(t — s)
avec P € C2([0,T],R"), pn(x) = n¥p(nz) et p,(t) = np(nt), ot p et p sont des noyaux
régularisants, et a intégrer par rapport a y et s. La fonction p est a valeurs positives, elle
est de classe C sur R¥, elle a son support dans la boule de rayon 1 et son intégrale sur
RY vaut 1. De méme, la fonction p est a valeurs positives, elle est de classe C™ sur R,
elle a son support dans la boule de rayon 1 et son intégrale sur R vaut 1. De plus, on
choisit p de maniére a ce que son support soit dans R™. Avec ce choix de fonction test (et
n assez grand pour que la fonction test soit admissible dans (31)) écrit avec des éléments

de ¢ € C=(RY x [0,T],R), on obtient :

Al,n + A2,n + A3,n + A4,n Z 07 (38)
T T ,
A, = / / / / lu(z,t) — v(y, )|V (t)pn(z — y)pu(t — s) dx dt dy ds,
o JN2Jo JS2

A= [ ) I ) [ lute.0) = o060~ 1) ) dodrdyds,

Ay = / /Q / /Q<f<u<:c,t>>—f<v<y,s>>><sign<u<x,t>—v<y, )OOV po(—1)pu(t—s) di dit dy ds,
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= [ o) = o 10 to )t ey,

On passe alors maintenant a limite quand n — +oo dans (38). Il n’est pas difficile de

démontrer que :

n1—1>IJIrlooA1":/ / lu(z, t) — v(x, )] (t) da dt.

On démontre ensuite que Ay, + Az, < 0. Pour cela, on peut suppose la formulation
entropique pour v, écrite avec y et s comme variables. On choisit ’entropie de Kruzhkov
associée a k = u(x,t) et ¢(y,s) = ¥(t)pa(r — y)pa(t — s). Enfin, en fait intégration par
rapport & x € 2 et t € RT, on obtient :

/ / / / [0(y, s) — ul(w, )| (E)pn(z — y)p,(t — 5) ds dx di

_/0 /Q/o /Q(f<v(y’8))_f(u($vt)))3ign(v(ya3)—U(37at))¢(t)b'vpn($—y)pn(t—s)dsdxdt20

Ce qui résulte Ay, + Az, < 0. On note que le terme associé a la condition initiale est
nul car p,(t) = 0 si ¢ > 0. Il suffit maintenant de montrer que lim,,_, o A4, = 0 pour

conclure en passant a la limite dans (39) que

//mm o(a, | (1) dzdt > 0. (39)

Pour montrer que lim,,_, ;. A4, = 0, nous reprenons la formulation entropique pour v
écrite avec y et s comme variables. Nous choisissons 'entropie de Kruzhkov associée a
k= up(z) et ¢(y,s) = ¥(0)pn(z — f pn(—7)d7 (avec n suffisamment grand pour que
cette fonction test ¢ soit admissible). Enfin, nous intégrons par rapport a = € (2. Cela
nous donne :

Le terme Ay, peut étre réécrit comme suit :
T
A / / A / | (F0l9) = Flao@) (ol = uo() (0} - Vpul =)

( / ) Pn(—T)dT) dydsdz + /Q /Q o (y) — uo(z)[10(0) pu(z — y)dady > 0.

Nous avons donc l'inégalité suivante :

0 S A4,n S AS,n + AG,na
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avec

Agp = / /Q /Q (F(0(y.9)) — F (o)) (sign(v(y, s) — uo(x))b(0)b

Vpulz —y) < / N pn(—T)dT) dydsdz
) Ao = [ ]| 1ol = a0 = )y

Il est possible de démontrer aisément que lim,,_, . A5, = lim, ;o Ag, = 0. On en
déduit que lim,,_, o A4, = 0, et finalement, on obtient (39).

On peut maintenant conclure. Soit 0 < € < T', on choisit une fonction ¢ € CZ ([0, T, RT)
telle que ¢ < 0 sur |0, T — €[.

L’inégalité (39) donne alors : u = v . sur §2x]0,T — ¢[. Comme € est arbitrairement petit,

on en conclut que u = v . sur §2x]0, T[, ce qui finis la preuve de I'unicité.

Remarque 27 (Pour le cas ol {2 est non borné) : Dans la partie "unicité” de
(Etape 4) de la démonstration précédente, il aurait été possible de avoir une fonction

dépendant aussi de x. On aurait alors obtenu :

/0 /{2 lu—v|1(t) dx dt—l—/o /Qb(f(u)—f(v) sign(u—v)-Vipdrdt >0 Vi € C°(RY %[0, T[,R") (40)

Ceci est intéressant pour démontrer que 'unicité dans le cas ou I'ouvert {2 est non borné
( exemple : 2 = RY), en profitant de la propriété de "propagation & vitesse finie” pour

des problemes hyperboliques. Plus précisément, on prend dans (40) :

P(x,t) = r(t)do(|z] + wt)avec : w = L||b|| o

Dans cette démonstration, nous utilisons la notation L; pour représenter un majorant de
|f'| sur lintervalle [—7, ], olt v est défini comme le maximum entre ||u|s et ||v]/o. De
plus, nous définissons r(t) comme la fonction (1/T)(T — t)* et ¢, comme une fonction
appartenant a C2°([0, co[, R"), telle que ¢, = 1 sur [0, a] pour un certain a > 0, et ¢, est
décroissante.

On peut observer qu’'un simple argument de régularisation permet de prendre une fonction

Y telle que dans I’équation (5.39). On obtient alors :

17 r .
——/ / |u—’u\¢a(|x\+wt)dxdt+/ / = vlr()g, (|2] + wt)w de dt
T 0 RN 0 RN
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+/0 /RN b(f(u) — f(v))sign(u — v)r(t)e, (|z] + cuzf)i dx dt > 0.

|z
Cependant, on a :

| = resientu— o)r s ol + ) = do e

]

T
< / / 1BI1L st — ol ()i (2] + wot) da dt
0 RN

T
< _/ / lu — vlr(t)é,(|2] + wt)w dz dt,
0 RN

car w = ||b|Ly. Par conséquent,

1 T
—_/ / = v|a(|2] + wt) da dt > 0.
T 0 RN

On en déduit, avec B, = {z tq :|z| + wt < a}, que

T
/ / |u — v|dz dt = 0.
0 JBay

En faisant tendre maintenant a vers +o0o, on obtient, par convergence monotone,

T
/ / |u —v|dxdt =0,
0o J2

et donc u = v p.p. sur 2x]0,7T7.
Remarque 28 (hypotheéses sur b) :

1. Nous avons utilisé la régularité C* de b pour obtenir 'estimation BV des solutions
approchées. Méme si nous n’utilisons pas cette estimation BV, nous utilisons tou-
jours la régularité C! de b pour l'unicité. En réalité, on peut remarquer que les
démonstrations de l'estimation BV et de l'unicité restent valables des que b est
localement lipschitzienne.

2. Nous avons supposé que div(b) = 0. Cette hypothese pourrait étre remplacée par
div(b) € L™ a condition de supposer que f soit lipschitzienne. Nous avons également
supposé que b = 0 sur 92 (afin d’éviter de traiter le cas difficile des conditions aux
limites), mais on pourrait remplacer cette condition par b-n = 0 sans difficulté

supplémentaire majeure. Le probléme des conditions aux limites se poserait si b-n #

0.

I1.2.2 Cas des conditions aux limites

Ce sous titre est consacrée a une généralisation du théoreme 22 dans le cas scalaire

multidimensionnel Nous prend le probleme (30) et ne supposons plus que b = 0 sur la
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frontiere.

Définition 29 (Solution faible entropique, avec conditions limitesD : Soit {2 un sous-
ensemble ouvert borné de RY (N > 1) avec une frontiere de Lipschitz. Soit 7' > 0, f
une fonction continue dérivable (ou f : R — R lipschitzienne) et b € 2 x [0, 7]". Soit
ug € L®(£2) et u €L>(9f2 x (0,7)). On suppose que ug est bornée entre A, B € R, et
que ug est bornée entre A et B presque partout sur 9f2 x (0,7).

Une fonction u : £2 % (0,7') — R est une solution entropique faible de I’équation (5.29)

qui satisfait faiblement la condition limite @ si les conditions suivantes sont respectées :

u € L®(2x (0,T))and Vk € [A, B],Y¢ € C}(2x [0,T),R")
| =200 sgn. (= m) (@) = £ racte] o

+M/ / )+ o t) dy(a) dt + /Q(w) )t e(w, 0)dr > 0, (41)

La notation dvy(x) représente l'intégration par rapport a la mesure de Lebesgue (N —

1)-dimensionnelle sur la frontiere de (2. De plus, on choisit un coefficient M tel
que :M est tel que : ||b]loo|f(s1) — f(s2)] < M - |s1 — so| Vs1,82 € [A, Bl,aussi : ||b]] =
Sup ., e (2 j0.0(2: 1)[(].|designe la norme euclidienne dans R?)

Remarque 30 :

1. Si u satisfait des inégalités (41), on a capable de prouver que u est une solution
faible de (30) et qu’elle correspond certaines inégalités d’entropie dans {2 x (0, 7)),

a savoir
lu — k| + div(b(f (max(u, k) — f(min(u, k)))) < 0,Vk € R

et aussi sur les frontieres 0f2 et a t = 0(unité de temps). La solution faible entro-
pique u correspond la condition initiale u(-,0) = ug et correspond partiellement les
conditions aux limites. Par exemple : si fo > 0 et que u et {2 sont suffisamment
réguliers, alors u(x,t) = u(x,t) six € 92, t € (0,T) et b(x,t) - n(x,t) <0, ot n est
le vecteur normal sur frontiere extérieur de 0f2.

2. Soit M > 1. 1l est important de constate que u est une solution de (41) si et
seulement si u est une solution de (41) tel que le terme [)(ug — k)= (x,0)dx est
remplacé par M [)(ug — k)¢ (x,0)dz.

Théoréme 31 (Existence et unicité, Otto, 1996) : Sous les hypotheses de la définition 29,

considérons que divb = 0 dans {2 x [0,T7]; alors il existe une solution entropique unique

1. F. Otto. Initial-boundary value problem for a scalar conservation law. C. R. Acad. Sci. Paris Sér. 1
Math., 8 :729-734, 1996.
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u € L>®(R x RT) satisfaisant (41). De plus,

A <wu(z,t) < B,p.p.(z,t) €0, 1[xR"

Démonstration : Nous ne donnons ici qu'un résumé de la preuve dans le cas {2 un sous-
ensemble ouvert borné polygonal de R"™ ; cette preuve est basée et dépend de la convergence
des approximations numériques El

Etape 1 : (SOLUTIONS APPROCHEES). En supposant un millage assez général de
2, noté T, et un pas de unité temps k, une solution approchée uzy du probleme (30)
peut étre sur-définie en utilisant des flux numériques de deux points (sur les bordures des

mailles) construits avec une fonction de flux numérique g ou :

— g est croissante comparant a son premier argument et décroissante par rapport a

son second argument,
— g(s,8) = f(s),pour tout s € [A, B|

— g est localement lipschitzienne.

h

Sous une condition connue sous le nom de condition CFL, exprimée par £ < (1 — ()7

avec ¢ > 0, il est possible de démontrer facilement que pour tout point (x,t) appartenant

a {2 x (0,7, la solution approchée ury satisfait I'inégalité :
A<ury, <B

Malheureusement, obtenir directement un résultat de compacité forte pour la famille

de solutions approximatives n’est pas une tache aisée (bien que ce résultat de compacité
forte soit bel et bien vérifié, comme nous l’explorerons plus tard).
Etape 2 : COMPACITE FAIBLE. En se basant uniquement sur la borne L* de ury, on
peut supposer (par extraction d’une sous-suite) que lorsque la taille de la maille tend vers
0 (avec la condition CFL), la solution ury converge vers une solution u d’une maniere
faible et non linéaire (analogue a une convergence vers une mesure de Young, ). Cela
signifie que u appartient a L>*(f2 x (0,7) x (0,1)) et que pour tout ¢ appartenant a
LY (2 x (0,T)) et tout ¢ appartenant & C(R,R), nous avons :

/OT /Q d(ur(z,t))(x, t)dvdt — /01 /OT /Q o(u(z, t, @) (x, ) dedtda

1. . Vovelle. Convergence of finite volume monotone schemes for scalar conservation laws on bounded
domains. Numer. Math., 90(3) :563-596, 2002.
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Etape 3 : PASSAGE A LA LIMITE. En utilisant la propriété de monotonie des
flux numériques, les solutions approchées vérifient des inégalités d’entropie discréte
spécifiques. En procédant a la limite de ces inégalités, nous obtenons que la solution u

(définie a I'étape 2) satisfait des inégalités similaires a (41) suivantes :
1 T
w e L2(02x(0,T)% (0, 1)), / / /Q[(u—ﬂ)i¢t+signi(u—/<a)( F(u)—f())b-gradd]dedtda
o Jo

' u — k) o(x x uo—/{i x X
M / /(,),Qw(t) V(. ) (x)dt + /Q< V(. 0)dz > 0,

pour tout k € [A, B] et tout ¢ € C1(2x [0,T],R").

Nous sélectionnons ici une constante M qui est choisie pour étre plus grande non
seulement que la constante de Lipschitz de ||b]| f sur 'intervalle [A, B], mais aussi plus
grande que la constante de Lipschitz des flux numériques associés aux bords des mailles
sur l'intervalle [A, B]?. Ce choix de M est réalisable car la solution unique de 1’équation
(41) ne dépend pas de M, a condition que M soit supérieur a la constante de Lipschitz
de ||b||oof sur lintervalle [A, B]. De plus, il est possible de choisir la fonction de flux
numérique de telle sorte qu’elle ait une constante de Lipschitz bornée par la constante
de Lipschitz de ||b||f (par exemple, en utilisant le flux de Godunov). Cette méthode
conduit a un résultat d’existence avec M seulement supérieur a la constante de Lipschitz
de [|b]|ofsur s € [A, B] ,en passant a la limite sur les solutions approchées obtenues avec
ces flux numériques.

Etape 4 : DETERMINATION DE LA SOLUTION UNIQUE DE (42). Dans cette étape,
nous utilisons la méthode de ”"dédoublement de variables” de Krushkov pour prouver
I'unicité de la solution de 1’équation (42). Supposons que u et w soient deux solutions de

(42). En appliquant la méthode du dédoublement de variables, nous obtenons I’expression

/01 /0 /OT /Q (e, t,a) — w(z,t, §)|¢drdtdads

n /O 1 /0 1 /0 ' /Q( f(max(u, w)) — f(min(u, w)))b - Vodaedtdads > 0 (42)

suivante :

pour tout ¢ € CH(2 x [0,T],R*).
En choisissant ¢(x,t) = (T — t)* dans cette expression (ce qui est effectivement pos-
sible), nous obtenons que u ne dépend pas de «, w ne dépend pas de 3, et u = w presque

partout sur 2 x (0,7). Par conséquent, u est également la solution unique de I’équation

42



|EMP

(41).

Etape 5 : CONCLUSION. L’étape 4 garantit, en particulier, l'unicité de la solution de
I'équation (41). Elle garantit également que la limite faible non linéaire des suites de
solutions approchées est une solution de 1’équation (41), ce qui prouve lexistence de la
solution de (41).

De plus, étant donné que la limite faible non linéaire des suites de solutions approchées ne
dépend pas de «, il est assez facile de déduire que cette limite est "forte” dans LP(2x (0, T))
pour tout p € [1,00) . Grace a I'unicité de la limite, la convergence a lieu sans extraction

de sous-suite.
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Chapitre 111

LES PROBLEMES ELLIPTIQUES
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I11.1 Introduction

Le but de ce chapitre est diEtudier la classe particuliEre des Equations elliptiques
linéaires diordre 2. En particulier on montrera des resultats diexistence et dfunicitE de
solutions du problEme continu (1.1.2). On fera Evoquer aussi les rEsultats de rEgularitE
de la solution ainsi que ses propriEtEs qualitatives (positivitE, continuitE par rapport

aux donnEes du problEme).

II1.2 Des équations elliptiques linéaires

IT1.2.1 Présentation du probléme

Soit {2 un ouvert borné de R™ avec une frontiere I définie par 0f2 = % Soient les
fonctions a;; € L>°(§2) vérifiant 'hypothese d’ellipticité uniforme, c’est-a-dire qu’il existe

a > 0 tel que pour tout & = (§1,&2,...,&,) € R™,

Z ai;(£)&& > algl* (5.1.1)

1,j=1

On considere les fonctions f € L?(£2) et g : 92 — R. On cherche une solution au probléme

suivant :
ZZ% = f(x), ze,
=1 j=1 8$ 6a7] (512)
u(z) = g(x), x € 0f2
Définition 5.1.1 - Solution classique” : Si les fonctions a;; € C*(£2) pour 4,5 = 1,...,n,

f e C(f) et g€ C(D), alors une solution classique du probléeme (5.1.2) est une fonction
u € C2(£2) N C(9) satisfaisant (5.1.2).

Remarque 5.1.1 : Cette solution n’existe pas toujours, mais elle existe au sens faible.
Soit ¢ € C°(f2). En multipliant I’équation (5.1.2) par ¢(z) et en intégrant sur {2, on
obtient :

/ZZ waxz x)dﬂ?Z/Qf(x)d)(w)d:c, Vo € C2(52) (5.1.3)

=1 j5=1
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En utilisant la formule de Green, cette équation devient :
/ Zn:zn:ai- Fu d:v—/f x)dx,Yxr € 2 514
Q\&=="" 89518:6]

Puisque ¢ € C°(12), alors I’équation (5.1.4) implique

ou Op

/ (ZZ e >dm—/ fodr, Yze 2. (5.1.5)
=1 j5=1

Comme u € C?*({2), nous avons g—x“ € CHN) C O(N) C L) et g—xu € L?*(02) pour tout

i. Par conséquent, u C C(£2) C L*(£2) donc u € H*(§2). Pour le cas particulier ot {2 est

borné et 912 est de classe C, et pour toute fonction f € L?*({2), le probleme (2.1.6) peut

étre reformulé comme :

El 121 1 z]aaug dil?'—f({lj'), Vo € {2
u(x) =0,z € 012

(5.1.7)

Pour v € H}(2), grace a la densité de C*(2) dans Hj(f2), il existe une suite
(@n)nen C C(02) avec p, € CH(Q) telle que p, — v dans H'(2), c’est-a-dire ¢, — v

dans L*(92) et %‘@ g” dans L?(§2) pour tout i = 1,...,n. Cela conduit a

~

En passant a la limite, on va trouve que wu satisfait le probleme suivant, qu’on ’appelle

formulation faible du probleme (5.1.6) :

u € H(£2),

Jo (S Tim as B2 B0 do = — [ f@ye(e)de, Vo € HY(Q).

Remarque 5.1.2 ”Probléme minimal” : Dans le cas ou a;; = aj; pour ¢ # j, u est la

solution de (5.1.7) si et seulement si u est solution du probleme suivant :

u € Hy(£2),
J(u) < Jw), Yve H}($),
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ou la fonctionnelle J est définie comme suit :
1 n n
J(v) = 3 (/szaij D;v - Djv) vdr.
=1 j5=1
I11.2.2 Existence et unicité de la solution

Considérons le probleme (2.1.7) mentionné précédemment.
Théoréme 5.2.1 : Soit 2 un ouvert borné de R", f € L*(£2), et soit (a;;)i;—; C 1°°(£2)
une fonction dans L'(£2) telle que pour tout o > 0, la condition (5.1.1) est satisfaite.
Alors le probleme (5.1.7) possede une unique solution.
Pour démontrer l'existence et l'unicité des solutions des problemes (5.1.7) et (5.1.8),
nous ferons appel au lemme de Lax-Milgram. Pour appliquer ce lemme, nous réécrivons
le probleme (5.1.7) sous la forme suivante :

Trouver u € H}(§2) tel que pour tout v € H(£2), on ait a(u,v) = T(v), on

et :

La fonctionnelle T" est définie par
T(v) = —/ f(x)v(x) dx.
P
Nous pouvons noter en premier lieu que la forme linéaire 71" est continue, ¢’est-a-dire que :

T < Nl 1l < N0l 1l oy
La forme bilinéaire a est évidemment continue. On a

|a(u,v)| < Z |ai,j’Loo(_Q)HDiuHm(Q)HDjU“m(Q) < CHUHHI(Q)HvHHl(Q)v

ij=1
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\ n .
ou C' =30 |aijl o) De plus, a est coercive, car

a(u, / (Z > ai;DuD; u) de > [%f(a”)} /Q (zn: |D,~u|2> dr = h/Q|Vu|2dm,

i,j=11,5=1 i=1

ou h =inf,, ;37" |a;;|. En utilisant I'inégalité de Poincaré, on obtient
HuH?{l(Q) = ”u”iz(Q) + Z ||D’Lu||iE(Q) < (CQ + 1) Z ||Dzu||§{1 (9]
i=1 1
ce qui implique :

2
ZIIDUHLW o il

En conclusion, le lemme de Lax-Milgram assure l'existence et I'unicité de la solution du

probleme (5.1.7).

I11.2.3 Régularité et positivité de la solution
I11.2.3.1 La régularité de la solution

Théoréme 5.3.1 : On considere le probleme (5.1.6) avec u € H(£2), a;; € CH(R)
pour 7,5 = 1,...,n et 2 un ouvert & frontiere de classe C2. Alors, pour toute fonction
feL*N),onauec H*().

Pour démontrer ce théoreme (5.3.1), on se rameéne par la technique dite des "cartes locales”
au cas 2 = (xy, 1) ot 1y > 0 et 19 € R*L,

Considérons le probleme suivant :

Yu € Hy(£2), / 7]%%@5—/]%6&, Yo € HY (), x=(v1,15)
j

Ensuite, nous utilisons le théoreme de Nirenberg énoncé ultérieurement, qui nécessite les
lemmes techniques suivants :

Lemme 5.3.1 Soient g € L*({2) et h > 0. Pour toute fonction wy, , définie par :

1
Wh,g = E(gh — g),avec g, € Hy(£2) défini comme :g;,(x) = g(x1, 75 + h)
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Alors, on a :

lwongll -1y < l9llr2c0)

Preuve : Soit g € L?({2). Par définition :

lwh gl -1 = sup (/ / whgvdridry, YU € H&(Q), vl < 1)
.TQEQ R+ JRn—1

Puisque l'espace C%° est dense dans H}({2), nous pouvons écrire :
lwhg|| 1 = sup (// whgvdridry, Yv e CF,  vl|m < 1)
xo R JRn—1
Soit v € C° tel que [[v| ;) < 1. Alors,
1
Wh,gdx1des = 7 [9(21, 22 + ) — g(21, 22)]v(21, T2)dT1dTA
R JRn—1 R JRn—1

1 ~ ~ ~
= E (/ / g(-Tl, x2)v(371, To — h)dl'ldajg — / / g($1,$2)v($1’x2)d$1d$2)
R JRn-1 & Jani

— —h
= / / 9($1,$2)-U(x1’x2) UGS )dxl dxs
R+ ]Rn—l _h/

Preuve :

v(xy, x2) —v(xy, 9 — h)
|/Wh,gvdx|L2(_Q) < ||9||L2((2) -l e —h She ||L2(_Q)

< Ngll o vl < 9l

On en déduit que :
Hwh,g||H_1(_Q) < H9HL2(Q)

Lemme 2.3.2 Sous les hypotheses du lemme précédent (5.3.1), soit u € L _(R™), alors
wpt — Dou dans D' lorsque h — 0.

Preuve : Soit p € C2°(R™), nous voulons montrer que :

/ / wptt p dry dry — / —/ uOap dxy dry = (Os, )y p  lorsque h — 0
R+ JRr-1 R+ Rn—1 ’
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Or,

B) —
/ / ottt s s _/ / (u(xl,x2+ ) U(m,xz)) (a1, 22) dzy dvs
R+ JRn—1 R+ JRrn—1 h

/ / wpuuudr; dry = / / (SO(%’ T2) — pla1, 72 — h)) (1, x9) dry day
R+ JRn—1 R+ JRn—-1 —h

(90(561;:62) __90}§x1;$2 - h)) — O

lim
h—0

Alors,

lim/ / whudazldeZ/ / uOspdxdrsy
h=0 Jr+ Jrm R+ JR-1

Théoréme 5.3.2 (Nirenberg) : affirme que si f € L*(R") telle que :

2= (z1,13), 71 < Oetwy € R™ 1 CR”

et u € Hg(£2) et la solution unique de probléme :

VuVudr = frvdr, Vve€ Hi(02),r=(r;,15) (5.3.1)

R" R

Alors, la solution u € Hj(R™) du probléme est unique, ot u est une fonction appartenant
a H}(R") et f est une fonction appartenant a L?(R™).
La présente démonstration sera effectuée dans le cas on n = 2, . Considérons u € H}(),

solution de I"équation (2.3.1). Par conséquent, u satisfait le suivante :

// VU~Vvdx1dxz+// u-vd:md:ng:// g-vdxidzy, Vv € Hy(9),
R+ JRn—1 R+ JRn-1 R+ JRn—1

oll g = u+ f appartiennent a L*(2).

///ru v dry drgtu  vdry dry = g vdry dry, Yo € HY(2), oug=ut+f € L*(9),
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twcthy = s ([ [ 1l drides) < gl ll v €
IEQ R+ JR* ¥

HgHHq(Q) = Sup (/ / g-vdr dx2> ;U € Hé(_Q), ”UHHl(Q) <1
:L’EQ R+ JRXx—¥

On suppose 'opérateur auto-adjoint :

T,: Hy(2) — H™1(0) :v»—>/ / gdxy dry, avec g € L*(£2).
Rt JRr+1

On choisit maintenant v = u dans (5.3.2) pour obtenir :

ull g2y < Mgl 02

On introduit la fonction :

up, olt uy, € H(§2), définie par :

_ 1
T (uthw)?
up(x) = u(xy, z9 + h).

Puisque u est une solution de (2.3.1), alors uy, vérifie :

Ce qui conduit a :

/ Vh,Vvdz, dry = / / frvdzydzy = f(x+h) Yh <O0.
R+ JR-1 R+ JRX—¥

En supposant wy f = wpg — wpu, on en déduit que :

(W, v) () = /whgv dzy dze, Vv € Hy(92).

Ce résultat entraine que la norme [|wyul| ;1 () est bornée par la norme [|wpgll -1 (- En

appliquant le lemme (2.3.1), nous obtenons alors :

Hth”H1(Q) < ||wthH—1(Q)-

On applique le lemme (5.3.1) on aura :

HwthHfl(Q) < HQHL2(Q)

Maintenant, considérons h = % avec n € N dans l'inégalité ci-dessus et laissons n tendre

vers +00. Par ce qui précede, la suite (w 1 u) est bornée, donc il existe w € L*(12)
neN

n
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telle que (w%u>n€N — w dans L?({2). Ainsi, nous avons <w%u)neN — w dans D', et
d’apres (2.3.2), cela implique 9,,u = w dans L?*({2). Par conséquent, 0,,0,,u € L*((2) et
8§2u € L?(02). Pour conclure, il reste & montrer que Gilu € L?(02). En effet, comme u est
une solution faible de (2.3.1), nous avons Vu = f dans D', ce qui implique ailu =f —6’9262 U

presque partout. Par conséquent, 07 u € L*(£2). Cela termine la preuve.

I11.2.4 Des équations elliptiques non linéaires
II1.2.4.1 Théorémes de points fixes

Nous commencerons par rappeler un résultat bien connu concernant I’existence et 1'uni-
cité de points fixes pour les applications contractantes.
Théoréme 11.2.4.1.1 (Point fixe de Banach, Picard) : Soit (X, d) un espace métrique com-
plet et f : X — X une application contractante, c’est-a-dire qu’il existe une constante
0 < K <1 telle que :
d(f(x), f(y)) < Kd(z,y)Vo,y € X.
Alors, 'application f possede un unique point fixe z dans X, c’est-a-dire f(z) = z.
Nous allons maintenant établir deux nouveaux théoremes de point fixe. Le premier
concerne les dimensions finies (le théoreme de Brouwer) et le second concerne les di-
mensions infinies (le théoreme de Schauder). Ces théorémes seront utiles pour démontrer
I'existence de solutions pour des EDP elliptiques semi-linéaires.
Théoréme I1.2.4.1.2 (Point fixe de Brouwer) : Soit & un ensemble compact et convexe
de R" et f: K — K une fonction continue. Alors, il existe un point fixe de f dans K.
Démonstration :
Etape 1 (On peut réduire le probleme au cas ou K est une boule fermée) : Supposons
que le résultat soit vrai pour les boules fermées. Considérons un ensemble convexe com-
pact K C R" et une fonction continue f : K — K. Comme K est borné, il existe une
boule fermée B telle que K C B. Nous définissons g = f o Px ou Pk est la projection
orthogonale sur le convexe fermé K. Ainsi, g : B — K C B est continue car elle est
la composition de fonctions continues. Par conséquent, il existe un point z € B tel que
f(Pk(z)) = g(z) = Z. Comme f prend ses valeurs dans K, il est nécessaire que z € K et
Py (Z) = Z, ce qui montre que f(Z) = Z. Sans perte de généralité, nous pouvons également
supposer que B est la boule unité fermée.
Etape 2 (On peut réduire le probléeme au cas ou f est une fonction continue sur R") :
En effet, de la méme maniere que dans I'étape 1, si f : B — B est une fonction continue,
nous posons g = f o Pg ou Pp est la projection orthogonale sur la boule fermée B. Ainsi,

g : R" — B est continue car elle est la composition de fonctions continues. Il existe alors
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un point = € R” tel que f(Pg(z)) = g(z) = . Comme f prend ses valeurs dans B, il est
donc nécessaire que T € B et Pg(Z) = T, ce qui montre que f(Z) = Z.

Etape 3 (Nous pouvons réduire le probléme au cas ou f est une fonction de classe C*
sur R") : En effet, si f : R” — B est une fonction continue, nous définissons f. := f * p,,
ol p. est un noyau régularisant. Les propriétés classiques de la convolution montrent que
fe € C°(R"™) et | f.| < 1. De plus, comme f est continue, nous avons f. — f uniformément
sur tout compact. Soit x. € B tel que f.(z.) = x.. Comme B est une boule fermée et
donc un compact, il existe une sous-suite r.;, — ¥ € B. Comme f., — f uniformément
sur B, alors f. (z.,) — f(), ce qui montre que f(Z) = 7.

Supposons par contradiction que f n’admet pas de point fixe sur B, c’est-a-dire f(z) # x
pour tout x € B. Comme [ prend ses valeurs dans B, cela signifie en fait que f(x) # x
pour tout x € R".

Etape 4 (Construction d’une rétraction de classe C™ de B dans OB) : Nous allons
construire une fonction continue g : R® — 0B telle que g(z) = x pour tout x € dB. Pour
cela, nous considérons la demi-droite partant de U'extrémité f(x) et dirigée par le vecteur
x — f(x). Cette demi-droite intersecte la sphére OB en un unique point que nous notons
g(x). Par construction, il est évident que g prend ses valeurs dans 9B et que g(z) = x si
x € 0B.

Par définition de g, il existe un nombre A\, > 0 tel que g(x) = f(z) + A\s(z — f(z)). Ce

nombre est obtenu en résolvant 1’équation du second degré :
1= g@) = |f@)P +20f(2) - (e — f(2)) + N]x— f(x)P
et en prenant la racine positive. Le calcul du discriminant donne :
Az = (f(z) - (x = f(2))) + (L= |f(@))|z = f2) = 0

car |f(z)| < 1. Par conséquent, nous obtenons :

f(@) - (x — f(z)) +VAz
|z — f(x)[?

Ao = —

, et la fonction x — A\, est continue sur R". Par conséquent, g est continue sur R".

Remarquons qu’il existe une constante § > 0 telle que Az > § pour tout x € B. En effet,
étant donné que x — Az est continue sur le compact B, elle atteint son minimum en
un point zo € B. Si Azg = 0, alors cela impliquerait que |f(zo)| = 1 et x¢ - f(z) = 1,
ce qui est impossible car cela signifierait que zo = f(xp). Par conséquent, en posant

0 = Axp = mingecp Az, on constate effectivement que Ax > 6 pour tout x € B. Nous
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en déduisons que la fonction x — )\, est de classe C* sur B°, ce qui implique que

g € C*(B°). De plus, nous avons :

¢ =max|Vg| < +oo
rEB

Etape 5 : Pour tout 0 <t <1 et pour tout x € B, nous définissons :

O(z) = (1 —t)x + tg(x)

1

de sorte que ¢o(z) = x et ¢1(x) = g(x). Montrons que si 0 <t < 1=,

C'-difféomorphisme de B° sur B°.

alors ¢, réalise un

Tout d’abord, notons que ¢;(B) C B car si z € B, alors g(x) € OB C B, et par convexité
de B, ¢(z) = (1 — t)x + tg(z) € B. En utilisant I'inégalité des accroissements finis, nous

avons pour tout x,y € B :

l9(z) — g(y)| < clz —yl.

De plus :
0e(2) = @e(y)| = (1 =)z —y| —tlg(z) — g(y)| = (1 =) — ct)|z —y].

L

+.- Etant donné que

On peut conclure que la fonction ¢; est injective lorsque 0 < ¢ <
¢¢ est I'identité sur 0B, il en découle que ¢;(B°) C B°.

1 :
De plus, pour 0 <t < 77, nous avons :

Vor=(1—-t)I+tVg=(1-1) (I+1L_th),

ou

t ct
— Vg < — < 1.
1—t| g|_1—t

1
1+c¢?

le théoreme d’inversion globale, ¢; réalise une transformation différentiable de classe

Par conséquent, pour tout x € B® et 0 <t < la matrice V;(x) est inversible. Selon

Cl-difféormorphismede B° vers son image ¢;(B°), qui est un ensemble ouvert.
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Prouvons maintenant que ¢; est surjective en supposant par ’absurde que ¢,(B°) # B°.

Il existe donc un élément y € B°\ ¢(B°). Soit yy € ¢;(B°) et posons :

Ao :=1nf{A>0:yx= (1= Nyo + Ay ¢ ¢:(B°)}.

Comme ¢;(B°) est un ensemble ouvert, nous avons Ay > 0. De plus, \y < 1 puisque
y & ¢(B°). Pour un k € N suffisamment grand, nous avons yx,—1/x € ¢(B°), ce qui
implique I'existence d'un x;, € B° tel que ¢u(xr) = Yno—1/k- Etant donné que B est un
ensemble compact, en extrayant une sous-suite, nous pouvons supposer que I — g € B.
En utilisant la continuité de ¢;, nous avons alors ¢;(xo) = y»,. Par conséquent, zo ¢ 0B,
car si c’était le cas, nous aurions xy = y,, € 0B. Etant donné la convexité de B, le
segment [y, y| serait entierement inclus dans B°. Par conséquent, xy € B° et donc ¢, (B°)
est un voisinage de y,,. Il s’ensuit qu’il existe A\; > Ao tel que y) € ¢¢(B°) pour tout

A € [Ao, A1, ce qui contredit la définition de Ay en tant que borne inférieure.
Etape 6 : comme :

t — det(Vor(z)) = ap(z) + ar(x).t + ... + an(z).t"

est une fonction polynomiale de degré n par rapport a ¢, on en déduit que

P(t) = [,det(Vo(x))dr est également une fonction polynomiale qui est de degré
n par rapport a t. Comme V¢, = (1 — t)I + tVg converge uniformément vers I sur B,
il en découle que det(V¢;) converge uniformément vers 1 sur B. Cela montre l'existence
d'un tp < 1%(: tel que pour tout 0 < ¢t < g et tout € B, on ait det(Vey(z)) > 0. En

utilisant la formule de changement de variables, nous obtenons que pour tout 0 < t < ¢y :

1BY) = |64(B°)| = / det(V () dr = P(t).

Cela montre que le polynome P est constant sur I'intervalle ouvert |0, to[, et donc constant

sur R. Par conséquent :
B = P(1) = / det (Vb (2) ) — / det (Vg(x))dz.
B B

D’autre part, si x € B était tel que det(Vg(z)) # 0, le théoreme d’inversion locale
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montrerait que g réalise une C'-difféomorphisme localement au voisinage de z, et donc
I'image de g ne serait pas vide. Cela contredirait le fait que g prenne ses valeurs sur la
sphere 0B. Par conséquent, det(Vg) = 0 sur B, ce qui est impossible car |B| # 0. Nous
concluons donc que f possede au moins un point fixe dans B.

Nous sommes maintenant en mesure d’étendre ce dernier résultat en dimension infinie.
Théoréme 11.2.4.1.3 ( Point fixe de Schauder ) : Soit £ un espace de Banach, K un
sous-ensemble compact et convexe de E, et f : K — K une fonction continue. Alors, il
existe un point fixe de f dans K.

Démonstration : L.’idée est de se ramener au point fixe de Brouwer par une approximation.
Pour tout £ > 0, étant donné que K est compact, il existe un entier n € N et des points
x1,..., T, € K tels que : K soit inclus dans I'union des boules ouvertes de rayon € autour
de ces points, c¢’est-a-dire

K C CJB(:@,S)

i=1

Notons que pour tout z € K, la quantité > | dist(x, B(x;,€)¢) est strictement positive.
Sinon, il existerait un point z € K tel que = € (., B(z;,¢)¢ = (Ui, B(z;,¢€))¢, ce qui

est impossible. Nous pouvons alors définir, pour tout x € K, les fonctions :

dist(z, B(z;,)°) >0

aj(r) = >y dist(x, B(zj,e)) ~

Ces fonctions af sont continues sur K et vérifient

Z ai(z) =1

pour tout z € K. Définissons J.(x) = >, af(z)z;Ver € K. Alors, pour tout € K, on
a:

() — 2| <) as (@) |z — 2
i=1
Si af(z) # 0, alors x € B(z;,¢), ce qui implique :

|J.(z) —z|| < e Z of(x)=¢ (I1.24.1.1)

Notons K. = Conv{zy,...,x,}, Uenveloppe convexe de {z1,...,z,}. Comme K. est un
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sous-ensemble convexe de K et que K est compact, le théoreme du point fixe de Brouwer
assure l'existence d’un point x. € K. tel que f.(z.) = x., ou f. = J. o f est également
une fonction continue.

De plus, étant donné que K. C K et que K est compact, nous pouvons extraire une

sous-suite (;Eaj) qui converge vers un point z € K. Par conséquent :

1/ (@) = 2] < I f(ze;) — 2, [ < &5 = 0

ce qui montre que f(Z) = .
Il peut étre utile d’utiliser la version suivante du théoreme du point fixe de Schauder.

Corollaire I1.2.4.1.4 : Soit £ un espace de Banach, C' C EF un sous-ensemble convexe,

fermé et borné, et f : C'— C une fonction continue telle que f(C') soit compact. Alors, il
existe un point fixe de f dans C.

Démonstration : L’ensemble A = m est compact par hypothese, mais il n’est pas
convexe. Nous considérons donc l'enveloppe convexe Conv(A), qui est convexe mais
pas fermée en dimension infinie. De plus, nous considérons l’ensemble convexe fermé
K = Con—V(A) et admettons temporairement qu’il soit compact. Comme f(C') C C, alors
A= m C C puisque C' est fermé. Ensuite, Conv(A) C C car C est convexe, et enfin
K = Con—V(A) C C car une fois de plus, C' est fermé. Par conséquent, f : K — K et

le théoreme du point fixe de Schauder garantit ’existence d’un point fixe de f dans K C C.

Il nous reste a démontrer que K est compact. Soit ¢ > 0. Comme A est compact,

il existe un entier m € N et des points 1, ..., z,, € A tels que :

m

Ac|B(i.e/2) = {z1,....2m} + B(0,£/2)

=1

Par conséquent :

Conv(A) C Conv{zy,...,zm} + B(0,e/2)

Comme Conv{xy,...,z,,} est un sous-ensemble convexe de Vect{xy,..., 2, } qui est un
sous-espace vectoriel de E' de dimension finie, Conv{zy,...,z,,} est a la fois convexe et
compact. Il existe donc un entier n € N et des points yi, ..., y, € Conv{xy,...,z,} tels
que :

Conv{zy,...,xn} C U B(y;,e/2) ={y1,...,yn} + B(0,¢/2)

J=1
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Ainsi, nous en déduisons que :

Conv(A) C{yi1,...,yn} + B(0,e) = U B(y;,¢e)

Jj=1

,ce qui démontre que Conv(A) est précompact et donc compact.

I11.2.4.2 Equations semi-linéaires

Théoréme du point fixe de Schauder et solutions d’EDP semi-linéaires : Le théoreme
du point fixe de Schauder est utilisé pour démontrer 'existence de solutions pour les
équations aux dérivées partielles (EDP) elliptiques semi-linéaires, c’est-a-dire des EDP
non linéaires dont la partie principale est linéaire par rapport a u. Nous commencgons par

considérer 'EDP sous forme de divergence suivante :

—div(AVu) = f(x,u) dans 2,
( )= 1) (11.2.4.2.1)

u = 0 sur 0f2

Le terme principal de cette équation Z%ﬂ ey (m)@fju(a:) est effectivement linéaire par
rapport a u.

Tout d’abord, rappelons la définition et quelques propriétés des fonctions de Carathéo-
dory.

Définition I11.2.4.2.1 : Soit 2 C RY un ouvert. On dit que f : 2 x R™ — R est une
fonction de Carathéodory si f(z,-) est continue sur R™ pour presque tout x € 2et f(-, 2)
est mesurable sur {2 pour tout z € R™.

Lemme I1.2.4.2.2 : Soit f : {2 x R™ — R une fonction de Carathéodory et w : 2 — R™
une fonction mesurable. Alors la fonction x — f(z,w(z)) est mesurable.

Démonstration : La fonction w étant mesurable, on peut trouver une suite (wy,)nen de
fonctions étagées qui converge vers w presque partout sur (2. On peut alors trouver

ai,...,ap € R™ et des ensembles mesurables Ay, ..., Ay C {2 deux a deux disjoints tels

que
k

w, = E QX A, -
i=1

Ainsi, pour presque tout x € {2,
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Comme f est une fonction de Carathéodory, on a que =z +— f(z,q;) est mesurable.

Par conséquent, © — f(x,w,(z)) est mesurable comme produit et somme de fonctions

mesurables. Comme w,(z) — w(x) et que f(x,-) est continue presque partout sur {2,

on en déduit que f(z,w,(z)) — f(z,w(z)) presque partout sur (2, ce qui montre que

x +— f(x,w(x)) est mesurable comme limite presque partout de fonctions mesurables.

Hypothéses Nous formulons les hypotheses suivantes :

(Hy) £ C RY est un ouvert borné;

(Hy) f: 2XR — R est une fonction de Carathéodory, et il existe une fonction a € L*(£2)
telle que | f(z,s)| < a(x) pour tout s € R et presque tout = € 2;

(H3) Pour tout 1 < 4,7 < N, les fonctions a;; € L>(f2) vérifient l'inégalité
Zz]‘Vj:1 aij(r)&& > NE* pour presque tout z € 2 et tout £ € RN, avec A > 0

une constante.

Théoréme I1.2.4.2.2 : Sous les hypotheses (Hy), (Hs) et (Hs), il existe une solution faible
u € H}(2) de I'équation (11.2.4.2.1), c’est-a-dire :

/QA(m)Vu(x) -Vw(z)dr = /Qf(x, u(z))w(x)dr Yw € H(£2).
Démonstration : Nous utiliserons le théoreme du point fixe de Schauder. Pour cela,

considérons I'application T : L?(2) — L*(2) qui & u € L?(§2) associe 'unique solution

v="T(u) € Hy({2) de la formulation variationnelle suivante :
/Q A(x)Vu(x) - Vw(z)dr = /Qf(x, u(z))w(z)dr Yw € Hy(£2).

L’existence et I'unicité de v découlent du théoreme de Lax-Milgram puisque la fonction
x — f(z,u(r)) appartient a L?(£2) d’apres le Lemme 11.2.4.2.2 et I'hypothese (Hy).
En prenant w = v comme fonction test dans la formulation variationnelle et en utilisant

les hypotheses (Hs), (Hj) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons :

AV, 0 < /QA@c)wx) Vo(a)de = / | @) < lal ol
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Ainsi, I'inégalité de Poincaré donne :

CQHauLz(Q)
—

IVl 2 < R =
En notant K := {v € H}() : HUHH&(Q) < R}, nous avons montré que T : L*(2) — K.
De plus, I'ensemble K est convexe et le théoreme de Rellich montre que K est compact
dans L?($2).
Il reste & montrer que T : L?(£2) — L*({2) est continue. Pour cela, considérons une suite
(un) C L*(02) telle que u,, — u dans L?(2), et notons v, := T'(u,) € H}({2). L’argument

précédent montre que ||v,|| i) = R. On peut donc extraire une sous-suite telle que :
0

Vo(my—v faiblement dans H(2),
Ug(n) — v fortement dans L*(12)

Ug(n) — U P.p. sur §2

Comme f est une fonction de Carathéodory, on a f(x,usm)(z)) — f(z,u(z)) presque
pour tout = € {2, et 'hypothese (H,) montre que |f(z, uym)(2))| < a(z) p.p. tout z € §2
avec a € L*(92).

Le théoreme de la convergence dominée montre alors que f(-, uyn)()) — f(-,u(-)) dans

L?($2). En passant a la limite dans la formulation variationnelle

/QA(x)va(n) (x) - Vw(x)dx = /Qf(m, U (ny(@))w(z)dx Yw € Hy(£2),

on obtient :

/Q A(x)Vou(z) - Vw(z)dr = /Qf(x, u(z))w(z)dr Yw € Hy($2),

ce qui montre que v = T'(u). Nous avons donc établi que T (uq(m)) — T(u) dans L*(£2).
Par unicité de la solution de la formulation variationnelle, on a en fait que T'(u,,) — T'(u)
dans L?(£2), ce qui montre que T est continue sur L?({2).

Nous avons donc montré que 7' : K — K est continue et que K est un sous-ensemble
convexe et compact de L%(£2). Le théoréeme du point fixe de Schauder assure I'existence

d’un point fixe u € K de T dans K, c¢’est-a-dire T'(u) = u, autrement dit :
/QA(I)Vu(x) Vw(z)dr = /Q Flo u(@)w(z)de Y e HY().
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On peut aussi considérer un probleme un peu plus général en autorisant f a dépendre de

Vu. On s’intéresse alors a ’équation aux dérivées partielles suivante :

—div(AVu) = f(x,u,Vu) dans {2,
(A4vu) =1 ) (11.2.4.2.2)

u=0 sur Of2.

Pour cela, on ajoute I’hypothese suivante :

(Hy) f:2x (R xRY) — R est une fonction de Carathéodory, et il existe une fonction
a€ L*$2),b>0,et 0< B <1 tels que |f(x,s,&)] < alz)+b(|s|® + |€]°) pour tout
(5,€) € R x RY et presque tout x € §2.

Théoreme 11.2.4.2.3 : Sous les hypotheses (Hy), (Hy), et (Hj3), il existe une solution faible
u € H} () de I'équation (11.2.4.2.2), c’est-a-dire

/QA(JZ)VU(JZ) -Vw(z)dr = /Qf(x,u(a:), Vu(z))w(x)de Yw e Hy(£2).

Démonstration : On définit I'application T : HJ(£2) — H{(£2) par v = T(u), ot v € HJ(£2)

est I'unique solution de la formulation variationnelle

/QA(x)Vv(x) -Vw(z)dr = /Qf(x,u(ac), Vu(z))w(x)de Yw e Hy(£2).

Notons que v est unique car x — f(z,u(x), Vu(z)) appartient & L*(£2). En effet, d’apres
le Lemme 11.2.4.2.2; cette fonction est mesurable, et d’apres I'hypothese (H)), on a
|f(z,u(z), Vu())| < a(z) + b(|u(z)|? + |Vu(z)|?) presque partout dans (2.

Comme la fonction a + b(|u|® + |Vu|?) € L*(2) + L*%(82) C L*(2) (car B < 1 et £2 est
borné), on en déduit que f(-,u, Vu) € L*(£2).

En prenant w = v comme fonction test dans la formulation variationnelle et en

utilisant les hypotheses (H(), (H3), et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :
2 _
/\||Vv||L2(Q) < /QA(m)Vv(x) -Vou(x)der = /Qf(x, u(z), Vu(x))v(z)dx

< (el + b (el + 190 22)) Wl
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En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'inégalité de Poincaré, on a :

B B B B 1-8 B
Il + MVl lg) < (el g + 1Vl ) 1215 < Cllull},

ou C' > 0 ne dépend que de N, (2, et 5. Par conséquent, en utilisant a nouveau 'inégalité

de Poincaré, on obtient :

Jollgg) < Col1+ lully ),

ou C, > 0 est une constante ne dépendant que de A\, N, HaHLQ(Q), b, £2, et 5. Comme
B < 1, on peut trouver un R > 0 tel que C*(1 + R”?) < R, de sorte que si HUHHg(Q) <R,
alors ||T(u)||H5(Q) = ||U||H3((Z) < R. Si C désigne la boule fermée dans Hj({2) centrée en 0
et de rayon R (un ensemble convexe, fermé, et borné), on a donc montré que 7' : C' — C.
Montrons maintenant que 7 est continue sur H}(£2). Soit (u,)nen une suite dans Hg (£2)
telle que : u, — u dans HJ({2), et notons v, := T(u,). L’argument précédent montre
que la suite (v,)nen est bornée dans H((2), et donc on peut extraire une sous-suite et
trouver une fonction v € Hj(£2) telle que vy, —v faiblement dans Hg(£2).

D’autre part, la réciproque de la convergence dominée montre qu’on peut encore extraire

des sous-suites et trouver des fonctions G et H € L?(12) telles que :

(
Ug(n) — U P.p. sur §2,

Vg — Vu p.p. sur §2,

|u0(n)| < G p-p. sur Qa

| [Vtg(m)| < H p.p. sur £2.

La fonction f étant de Carathéodory, on en déduit que f(-, Us(n), Viom)) — f(-,u, Vu)
p.p. sur {2. Par suite, '’hypothese (H|)) montre que :

[f (o oy, Vo) < a+b(IG)7 + |HIP) € L2(2) + L*P(£2) € L*(1),

car f < 1. Le théoreme de la convergence dominée implique que f(-, Uo(n); Vlo@m)) —

f(-,u, Vu) dans L*(£2). En passant & la limite dans la formulation variationnelle :

/Q A(2)VUg(ny(z) - Vw(z)dr = /Qf(x,ua(n) (z), Vg (x))w(z)de Yw e Hy(9),

62



\ EMP Les Problemes elliptiques

on obtient :
/QA(x)Vv(x) -Vw(z)dr = /Qf(x,u(m), Vu(z))w(z)de Yw e Hy(£2),

ce qui montre que v = T'(u). Nous avons donc établi que T'(uy(n)) — T'(u) dans Hj(£2).
Par unicité de la solution de la formulation variationnelle, on a en fait que T'(u,,) — T'(u)

dans L?(£2), ce qui montre que T est continue sur H}({2).

Montrons maintenant que 7'(C') est relativement compact dans Hg(£2). Soit (uy,)nen une
suite dans C' telle que v, := T'(u,) € C. Comme C' est borné, on peut en déduire que les
suites (up)nen €t (Un)neny sont bornées dans HJ((2). Ainsi, en extrayant éventuellement

des sous-suites, on peut trouver des fonctions u,v € H} () telles que :

Ug(m—u faiblement dans H{((2),

Vo(n)— faiblement dans Hg(f2)

De plus, le théoreme de Rellich montre que :

Vg(ny — v fortement dans L*(£2) (11.2.4.2.3)

En notant h,, := f(-, u,, Vu,), d’apreés 'hypothese (H}), on déduit que la suite (hy)nen
est bornée dans L%(f2) et donc, en extrayant éventuellement une nouvelle sous-suite, on

peut supposer que :

homy—h faiblement dans L*(£2) (11.2.4.2.4)

Il est important de noter qu’a ce stade de la preuve, nous n’avons pas encore h =
f( u, Vu).

En passant a la limite dans la formulation variationnelle :

/Q A(2)VUg(ny () - Vw(z)dr = /Qf(x,ug(n) (2), Vg (@)w(x)de Vw € H)(9),
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on obtient :

/(2 A(x)Vo(z) - Vw(z)dr = /Qh(az)w(x)dx Yw € Hy(S2).

En prenant w = v,(,) comme fonction test, on en déduit que :

/{2 A(2)Vr(n)(2) Vo) (2)dr = /Q "o () () Vo(ny (@) d — /Q h(z)v(z)dr = /QA(x)Vv(x)-Vv(:r)d:B,

ol I'on a utilisé le fait que v,(,) — v fortement dans L3(£2) et homy—h faiblement dans

L?(£2). En vertu de la propriété de coercivité (Hs), on a donc :
A /Q Vo — va(n)|2dx < /Q A(Vv = V,mm)) - (VU = Vg )de — 0,

ce qui montre que Vu,,) — Vu fortement dans L?(£2), ou encore T(uy(y) — T(u)
fortement dans H}(2). Cela prouve que T(C') est relativement compact dans H}(£2).

Nous sommes donc en mesure d’appliquer le Corollaire 11.2.4.1.4 qui montre que 'ap-
plication T" possede un point fixe dans C. Il existe donc un uw € C' C H}(£2) tel que

T(u) = u, c’est-a-dire :
/Q A(x)Vu(z) - Vw(z)dr = /Qf(x, u(z), Vu(x))w(z)dr Yo € Hy(S2).

L’exemple suivant montre que ’hypothese 8 < 1 dans (HJ) est optimale.
Exemple 11.2.4.2.3 : Soit \; > 0 la premiere valeur propre de l'opérateur —A avec
condition de Dirichlet sur le bord. On rappelle que A; peut étre calculée en considérant

le probleme de minimisation du quotient de Rayleigh .

A1 = min {/Q|V¢’2da: ¢ € Hy(92), 16 202y = 1} :

Soit ¢ € HE(£2) une solution de ce probleme. Remarquons que puisque ¢y € H{(£2),
alors |¢1| € Hy(£2) et V|o1| = V1Xp>0 — Voixe <o de telle sorte que [V|d1|| = [Vl
En remplacant ¢; par |¢1|, on peut donc supposer toujours que ¢; > 0 p.p. sur 2. La

fonction propre ¢; est une solution de la formulation variationnelle

/Q Vo -Vodr =\ /Q prvde  (11.2.4.2.5)
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pour tout v € H}(£2).
Posons, pour tout s € R, f(s) = 1+ A;s et supposons que u € H}({2) est une solution
faible de :

—Au = f(u) dans 2, wu =0 sur 012,

c’est-a-dire :

Vu~Vvdx:/ uvdx:/ v.dr + A / wodz, € HN ) (11.2.4.2.6
I [ tde= [ iz [ D) )

En prenant v = u dans 'équation (11.2.4.2.5) et v = ¢; dans 'équation (I11.2.4.2.6), on en
déduit que :

/Q Vo, - Vudr =)\ /_(2 pude, /Q Vu-Vodr = /Q ¢ dr + M /Q u¢py dx,

ce qui implique que :

/qul de = 0,

ou encore que ¢; = 0, ce qui est impossible.

En général, il n’y a aucune raison pour que l'unicité ait lieu. Terminons cette section par
un exemple de critere assurant l'unicité des solutions.

Théoréme I1.2.4.2.3 : On suppose, en plus de (H;), (Hz) et (H3), que la fonction
s+ f(x,s) est décroissante pour presque tout = € (2. Alors, il existe une unique solution

faible u € H}(§2) de I'équation (11.2.4.2.1), c’est-a-dire :

/Q A(x)Vu(z) - Vw(z)dx = /Qf(a:, u(z))w(x)dr pour tout w € Hy(12).

Démonstration : Soient u; et uy deux solutions du probleme. Comme v = u; —ugy € H&(Q)

est une fonction test, on en déduit que :
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/ z)Vuy - (Vug — Vug) dx/ flzyuy)(ug — ug) de

/ x)Vug - (Vu; — Vug) dx—/ flz,ug)(uy — ug) du.

En faisant la différence entre ces deux égalités, il vient

/QA(x)(Vul — Vug) - (Vuy — Vug) de = /Q(f(x, uy) — fx,uz))(uy — ug)dr <0,

d’apreés I'hypothese de décroissance de f. En utilisant la propriété de coercivité (Hs) de

A, on en déduit que :

/\/ |Vu, — Vs> dr <0,
P

ce qui montre que Vu; = Vuy p.p. sur {2. Enfin, I'inégalité de Poincaré implique que

[y — uzll 2 ) < CllVur — Vug|| 2 ) = 0, et done que uy = up p.p. sur {2.

I11.2.4.3 Equations quasi-linéaires

Une équation aux dérivées partielles (EDP) est dite quasi-linéaire si elle est non
linéaire, mais linéaire par rapport aux dérivées d’ordre maximal. Dans cette étude, nous
nous intéressons aux EDP elliptiques quasi-linéaires du second ordre sous forme de

divergence, qui peuvent étre généralement exprimées comme suit :

—diva(x,u, Vu) = f(z,u, Vu) dans 2, u = 0 sur 0f2.

Remarquons que le terme principal, donné par Z O¢,a;(x, u, Vu)(92 u, est linéaire

ij=1
par rapport a D?*u.

Lorsque a(z,u, Vu) = A(z,u)Vu est linéaire par rapport a Vu, nous pouvons prouver
I’existence de solutions en utilisant le théoreme de Schauder, a condition que les coeffi-
cients a;; : 2 x R — R de la matrice A soient des fonctions de Carathéodory satisfaisant

la condition suivante : il existe deux constantes A > 0 et A > 0 telles que :

NEP < Az, s)€ - € < Alg)?
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pour tout (s,&) € R x RY et presque partout z € 2. Dans le cas général, nous utiliserons
une méthode de Galerkin en considérant un probleme approximé en dimension finie et en
faisant une hypothese de monotonie sur la dépendance de a par rapport a Vu.

Nous nous intéressons aux EDP de la forme suivante :

—diva(z,u, Vu) = f dans 2, w=0sur 02, ([[.2.4.3.1)

c’est-a-dire que nous supposons que le second membre f est indépendant de u et Vu.
Nous faisons les hypotheses suivantes :
(Hy) 2 C RY est un ouvert borné;

(Hy) a: 2 xR xRY — RY est un opérateur de Leray-Lions :

(a) Pour tout 1 < i < N, a; : 2x (R x RY) — R est une fonction de Carathéo-

dory;

(b) (Coercivité) Il existe A > 0 et 1 < p < oo tels que a(x,s,§) - & > AP pour
tout (s,€) € R x RY et presque partout = € §2;

(c) (Croissance) Il existe A > 0 tel que |a(z,s,&)] < Al + [s[P~! + [¢]P71) pour
tout (s,€) € R x RY et presque partout = € (2;

(d) (Monotonie) Pour tout s € R, &,& € RY et presque partout x € (2,

(a(I’ 3751) - a(x, 5752)) ' (61 - 52) > 0;
Hy f e L7(0)($2), ou L + & =1,

p

Remarque 11.2.4.3.1 :

1. L’hypothese de monotonie est satisfaite, par exemple, lorsque a(x,s,§) = DW (),
ou W : RY — R est une fonction convexe de classe C* et DW désigne la différentielle

de W . En effet, si &, & € RY et t €]0, 1[, alors en utilisant la convexité de W, on a :

W& +t(& — &) =Wt + (1 =)&) <tW (&) + (1 — )W (&)

Par conséquent, en utilisant la convexité de W (&) et en passant a la limite lorsque

t — 0, on obtient :
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DW (&) - (&2 — &) S W (&) — W (&).

En inversant les roles de & et &, on obtient également :

DW (&) - (&1 — &) S W (&) — W (&)

En sommant les deux inégalités, on a :

(DW (&) — DW (&) - (€2 — &) = 0.

2. Lorsque W (§) = @, alors DW (£) = [£|P2¢ et Péquation suivante :

—div(|VulP"2Vu) = f dans £2, u =0 sur 0f2

est I’équation du p-Laplacien.
Nous commencons par établir un résultat sur les opérateurs coercifs en dimension

finie.

Lemme 11.2.4.3.2 Soit T : R™ — R" une fonction continue et coercive, c¢’est-a-dire que :

T(ﬁ)'” — +oo lorsque |u| — +o00. Alors T est surjective, c’est-a-dire que pour tout b € R™,

il existe u € R™ tel que T'(u) = b.
Démonstration : Soit b € R™. Nous allons utiliser le théoreme du point fixe de Brouwer.
Soit Bg la boule fermée de centre 0 et de rayon R > 0. Il s’agit clairement d’un compact

convexe. La projection orthogonale Pg : R — Bpg est définie par :

u si |u] <R,
Pr(u) =

%u si|ul > R.

Elle est caractérisée par :

(u— Pgr(u)) - (v — Pg(u)) < 0 pour tout v € Bg.
On définit la fonction Tk : R* — R"™ par :

Tr(u) := Pp(u —T(u) +0b) pour tout u € R".

Clairement, TR est continue en tant que composition de fonctions continues et

Tr : B — Bp. Le théoreme de Brouwer montre donc que Tk admet un point fixe, noté
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ug, dans Bgr. En utilisant la caractérisation de la projection orthogonale, on a :

(ugp — T(ug) +b— Pr(ug — T(ugr) +b)) - (v— Pgr(ug — T(ug) + b)), pour tout v € Br <0

En utilisant le fait que :

PR(’U,R — T(UR) — b) = TR(UR) = UR

il vient que :

(b—T(ug)) - (v—ug) <0, pour tout v € B (11.2.4.3.2)

En prenant

’UZOEBR

on obtient :

T(UR) *UR S b- UR S |b[|uR|

et la propriété de coercivité implique que
|uR| S C

, ou C' > 0 est une constante indépendante de R. Par conséquent, quitte a extraire une
sous-suite, on peut trouver un u € R” tel que ug — u lorsque R — +o00. Comme 71" est

continue, T'(ug) — T'(u), et en passant a la limite dans (5.3.2), on obtient
(b—T(u))(v—u) <0,YveR"

ce qui montre que : T'(u) = b.
En fixant une base, on en déduit le résultat suivant.
Corollaire 11.2.4.3.3 Soit E un espace vectoriel de dimension finie, " : £ — E’ un

opérateur continu et coercif, ¢’est-a-dire :

(T(uw),u)p &

— +oo lorsque ||u||lp = 400
lulle

Alors, pour tout b € E’, il existe un u € F tel que : T'(u) = b.
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Théoréme 11.2.4.3.4 : Sous les hypotheses (Hy), (Hs) et (Hj), il existe une solu-
tion faible u € W, ?(£2) de (5.3.1), c’est-a-dire :

/_(2 a(z,u(z), Vu(x)) - Vw(z) de = /Qf(x)w(x) dr Yw e W P(9).

Démonstration : La démonstration est basée sur une méthode de Galerkin qui consiste a
approcher le probleme en un probleme posé en dimension finie, puis en faisant tendre la
dimension vers l'infini.

Etape 1 (définition d’un opérateur) : Soit u € W, (£2) fixé. Alors, pour presque tout

x € §2, d’apres 'hypothese de croissance,
la(z, u(z), Vu(@))] < AL+ Ju(@) P~ + [Vu(@) ")

, ce qui montre que a(-, u, Vu) € L¥' (£2) Par conséquent, I'application linéaire
v e WP (02) = (Alu),v) = /Q a(z,u, Vu) - Vo dx

est continue, car d’apres les inégalités de Holder et de Poincaré,

1-1

(A, o) < A (25 4l g + 19Ul VIVl ) < € (14 Tl ) Tollyen

Par conséquent, A(u) définit un élément du dual topologique de W, (£2) noté W' (£2)
Montrons que A : Wy?(£2) — W1 (£2) est un opérateur continu. Soit (uy,)pen une
suite d’éléments de Wy (£2) telle que u,, — u dans W, ?(£2). D’apres la réciproque de
la convergence dominée, on peut extraire une sous-suite notée (Uy(n))nen €t trouver des

fonctions G et H € LP({2) telles que :

Ug(n) = Uy VUg(n) = VU, [Ugm)| < G et [V | < Hp.p.surs?

Comme a est une fonction de Carathéodory, on a a(-, uy(n), Vo)) = a(:, u, Vu) p.p. sur

(2 et d’apres la propriété de croissance

(-, o), Vitgm)| < AL+ |G+ [HPT) € LP(82)
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Par convergence dominée, on en déduit que a(-,Usm), Viom)) — a(-,u, Vu) dans
LPI(Q), et comme la limite est Indépendamment de la sous-suite, on peut en réa-
lité constater que toute la suite a(-,u,, Vu,) — a(-,u, Vu) dans LP'(§2). Pour tout

v € WyP(£) tel que ||v||WO1,p(_Q) < 1, nous avons, grace a 'inégalité de Holder,

(A(up) — A(u),v) = /Q[a(x, Un, Vuy,) — a(z,u, Vu)| - Vo dz

< lla(; un, Vun) — a(-; u, VU)HLP/(_Q)HVUHLP(_Q) < lla(; un, Vun) — a(-; u, VU)HLP’(Q)

En prenant le supremum sur tous les v, on obtient

[ACun) = AWl ) < llals tn, Van) = aleu, Vu)l ) = 0,

ce qui démontre bien que A est continu.
Montrons enfin que A est coercif. En effet, d’apres la propriété de coercivité (Hs) — b, on

a .

(A(w),u) | = /Qam:,u,w) Vads 2 NVl ) = Al o Il

(Aw),w|l

Puisque p > 1, nous concluons que
ull 1m0
woP(§2)

— 400 lorsque ||u||W01,p(Q) — 400, ce qui
démontre la coercivité de A.

Etape 2 : (Probléme approché en dimension finie) : Nous allons aborder un probléme en
dimension finie. En raison de la contrainte 1 < p < oo, l'espace VVO1 P(£2) est séparable,
ce qui signifie qu’il contient un ensemble dénombrable dense D = {e, },en. Nous notons

E, = vect{ey,...,e,}, qui est un sous-espace vectoriel de dimension finie de Wy (£2).

Ainsi, nous avons

Wo?() = E. (1124.3.3)
n=1

(voir équation (11.2.4.3.3).

Pour tout u € F,, nous définissons T,, = A|g,. L'opérateur T, : E, — E! est continu
et coercif selon 'étape précédente. Etant donné que f € LP(£2), qui est inclus dans
W=7 () et E!, le Corollaire 11.2.4.3.3 garantit 1'existence d’un élément u,, € FE, tel que
T, (u,) = f. Autrement dit, pour tout w € E,, (voir équation 5.3.4) :

a(x, Uy, Vi, 'dex:/ fwdx (11.2.4.3.4
J ) | uds (12434
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Etape 3 : (Estimations a priori) En utilisant la propriété de coercivité et I'inégalité de

Holder, nous obtenons :

)‘”vun”ip(g) S /Qa'(xa Up, vun) : vun dv = <Tn(un)a un>E§“En = <f7 Un>E4L,En

< HfHLp/(_Q)”un”Lp(_Q)-

En appliquant ensuite 1'inégalité de Poincaré, nous obtenons :

_ C
IVuall? i < =211y

Ce qui démontre que la suite (u,) est bornée dans W,"(£2). De plus, en utilisant la

propriété de croissance, on a l'inégalité suivante :

— —1 —1
Ha(xvunv vun)”Lg(Q) <A <|~Q|1 1/p + ||Un”12p(9) + Hvun”ip(9)> )

ce qui montre également que la suite (a(-, up,, Vi, ) )nen est bornée dans L (£2). Comme
1 < p < oo,on aaussi 1 < p < oo. Par conséquent, Wol’p(_Q) et LP(£2) sont des
espaces réflexifs. Nous pouvons extraire une sous-suite (g () )nen telle que :uq(,) converge
faiblement & u dans Wy *(£2) et a(-, ts(n), Vitp(n)) converge faiblement & ¢ dans L¥ (£2).

Etape 4 (Passage 4 la limite) : Soit v € W, "*(£2). D’aprés 'équation (I1.2.4.3.3), il
existe une suite (v,)nen telle que v, € FE, pour tout n et v, converge fortement a v
dans W, ?(£2). En prenant w = Us(n) comme fonction test dans I'équation (I1.2.4.3.3), on

obtient :

a(x, Uy (n), VUgn)) * VU d :/ fUsm dx.
/!2 (n) (n) (n) 0 (n)
En passant a la limite lorsque n — 400, on a :

/Qg -Vvdr = /Q fode,¥Y €veWyP(2) (11.2.4.3.5)

En particulier, puisque uq(,) converge faiblement a u dans LP({2), on en déduit que :
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a(x, Ug(n), Vign -Vugndx%/fudx—/f-Vudx.
/Q( (n), Vilg(n)) (n) o 0

Nous allons utiliser I’astuce de Minty basée sur la propriété de monotonie pour montrer
que div(§) = div(a(-,u, Vu)). Pour ce faire, on remarque que la propriété de monotonie

implique :

0< /Q[a(% Ug(n), Vig(n)) = A(T, Us(n), VUsm))] - [Viom) — VUem)] dr = I,

ou I, = I} — I? — I3 + I;. On a déja montré que I} — [n&-Vudr et I? — [&- Vuda.
De plus, Vv, — Vo fortement dans LP(f2) et par le théoreme de Rellich, u@n) — u
fortement dans LP((2). Comme a est une fonction de Carathéodory a croissance p — 1, on

en déduit que a(-, Uy (ny, VOg(n)) — a(-,u, Vo) fortement dans L” (£2). Ainsi, on a :

It — /Qa(:c,u, V) - Vodz

et

P — /Qa(x,u, V) - Vudz.

car Vg (,) — Vu converge faiblement dans Lp( ) En regroupant les quatre convergences

précédentes, on obtient :

/Q[f — a(x,u, Vv)] - (Vu — V) dz > 0,Vv € WP ().

En choisissant v = u + ew avec € > 0 et w € W, (£2), on obtient :

Comme : u+ew converge fortement vers u dans W, (£2), on en déduit que a(-, u, Vu+eVw)

/ 3
converge vers a(-, u, Vu) dans L? ({2). Par conséquent, on a :

/Q[f —a(z,u, Vu)] - Vw <0,
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c’est-a-dire, en remplagant w par —w :

/Q[f —a(x,u, Vu)] - Vw =0 pour tout w € W,?(£2).

En reportant dans (I1.2.4.3.5), on a établi que :

/Q a(x,u,Vu) - Vodr = /Q fudz  pour tout v € W,P(£2),

ce qui conclut la preuve du théoreme.

La question de l'unicité est plus délicate a traiter. Dans le cas ou la fonction a est
indépendante de u, le résultat général suivant s’applique :

Proposition I1.2.4.3.5 : Supposons que la fonction a : 2 x RY — R est indépendante de
s et strictement monotone, c’est-a-dire que pour tout &, & € RY avec & # & et presque

partout x € (2, on a l'inégalité :

(a(z, &) —a(z,&)) - (&G — &) > 0.

Alors, il existe une unique solution faible u € Wy (£2) de Péquation (I1.2.4.3.1), c’est-a-

dire :

/(2 a(z, Vu(z)) - Vw(z) dr = /Qf(:v)w(w) dz,Yw € Wy (£2).

Démonstration : Supposons que u; et us sont deux solutions de 1’équation. Comme

v =y —uy € WyP(£2) est une fonction test, on a, pour i = 1,2 :

a(x, Vu; -Vvd:x:/ fudzx,
IRACR

ce qui montre que :

/Q[a(xv Vul) - a(x7 VUQ)] : (VUl — VUQ) dr = 0.
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En utilisant ’hypothese de monotonie, on sait que

la(x, Vuy) — a(z, Vug)] - (Vuy — Vuy) > 0 presque partout sur {2
. Par conséquent, on a en fait que

la(x, Vuy) — a(z, Vug)] - (Vuy — Vug) = 0 presque partout sur {2

On utilise maintenant ’hypothese de stricte monotonie qui implique nécessairement que
Vu; = Vuy presque partout sur 2. Comme : u; — uy € VVO1 P(£2), inégalité de Poincaré

donne :

lur = usll 1 9 < ClIVur = Va1, ) = 0,

ce qui signifie que u; = uy presque partout sur 2.
Dans le cas général ou a = a(x,s,£), on peut toujours démontrer 'unicité dans le cas
1 < p < 2 sous des hypotheses plus fortes de monotonie de a par rapport a &. Cependant,

lorsque p > 2, la solution n’est généralement pas unique |I|

1. L. Boccardo, T. Gallouet, F. Murat ~ : Unicit “e de la solution de certaines “equations elliptiques
non lin “eaires, C. R. Acad. Sci. Paris S“er. I Math. 315 (1992), no. 11, 1159-1164.
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Chapitre IV

LES PROBLEMES PARABOLIQUES
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IV.0.1 Apercu des méthodes

IV.1 Equation de la chaleur dans R”, solutions classiques

Soit N > 1etuyeC (RN , R). On s’intéresse ici a chercher des solutions classiques au

probléme suivant

ou(x,t) — Au(z,t) = 0,2 € RVt € Ri,(4
u(z,0) = uo(z), = € R,

ou Oyu désigne la dérivée partielle de u par rapport au temps ¢, et Au désigne le laplacien

de u :

N
Au = Z Pu
i=1

ot Pu désigne la dérivée partielle seconde de u par rapport & la i-eme variable
d’espace x;. Par "solution classique”, on entend une fonction u € C? (]RN X Ri,R) N
C (RN x Ry, R) solution de 4.1 au sens classique de la dérivation et de la condition ini-
tiale.

On commence par un petit calcul formel (le terme "formel” signifiant souvent en mathé-
matiques "non nécessairement justifié”). On suppose qu’on peut utiliser pour la condition
initiale et pour la solution la transformée de Fourier (en espace). On retient comme formule
pour la transformée de Fourier d'une fonction intégrable sur RY la formule suivante :

A 1
f&)= oo

/ e f(2)da.

Si u est solution de .1, on obtient ainsi (si on est autorisé a utiliser la transformée de

Fourier)

D€, 1) + [E7(€, 1) = 0, pour € € RY et ¢ > 0, et (€, 0) = io(€), pour € € RY

ce qui donne

A€, t) = e 0 (8), pour E€ RN et t >0

En choisissant g(t) € L' (RV) t.q. g/(t\)(ﬁ) = e l€° on a donc a(-,t) = g/(t\)ﬁo pour tout
t > 0 et donc (en utilisant le fait que la transformée de Fourier transforme la convolution

en produit),
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N —
2

g(t)xug pour t >0

ou encore

u(-,t) = (2#)_%g(t)*u0 pour t > 0

Il reste a calculer g(t). Comme g/(?) e L! (RN ) pour ¢ > 0, le théoreme d’inversion de

e

Fourier nous donne g(t) = g(t)(—-), c’est-a-dire

1 )
g(t)(z) = 2 /e“’éewtdf pour z € RN et t >0
mT)2

Le changement de variable £ = n/ V2t donne alors

1 1 i _lnl?
g(t)(x) = N—N/ew e dn pour v € RY et t > 0.
(2m)=2 (2t)=

Finalement, on obtient

1 P 2, 1 x 2
g(t)(z) = —e |vaE P = Ne’% pour # € RY et t > 0
(20 (20
Ce qui donne
1 7‘I*y|2 N
u(z,t) = + [ e 3 up(y)dy pour z € RY et t > 0.(4.2)
(4mt)=

Il est maintenant possible de donner des conditions sur uy pour lesquelles (4.2) donne
une solution classique de(4.1). Voici deux exemples de conditions suffisantes pour lesquelles
la fonction u donnée par (4.2) est une solution classique de (4.1) :

Exemple 1 :

up € (L' (RY) + L* (RY)) nC (RY,R)

Exemple 2 :

up € C (RV,R) et il existe C' € R et p € N tels que |ug(z)| < C (1 + |z[P) pour tout z € RY
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(4.3)

On a ainsi obtenu des résultats d’existence d’une solution classique pour (4.1). A-t-on
alors unicité de la solution ? On n’a pas de résultat d’unicité si on ne met des hypotheses
que sur ug. Plus précisément, on peut construire une solution classique non nulle de (4.1)
avec ug = 0. Il n’y a donc jamais unicité de la solution classique de (4.1). Par contre, si on
rajoute une hypothese convenable de croissance sur la solution, on a un résultat d’unicité.

Théoréme 4.1 Sous 'hypothese 4.3 | il existe une et une seule fonction u vérifiant :

1. wu est solution classique de .1 .
2. VT' > 0,3Cr € R, Pr € N tel que |u(z,t)] < Cr (1 + |z|'7) Vo € RN, Vt € [0,T].

Comme nous l'avons déja dit, sans la deuxieme condition sur u donnée dans
le théoreme .1 il n’y a pas unicité de la solution puisque l'on peut trouver u €

C> (RN x [0, +00]),u # 0 et t.q.

Ou — Au = 0 dans RY x R,
u(r,0)=0 VreRY
Un exemple est donné dans le livre de Smoller [31]. La démonstration de 'unicité dans
le théoreme 1] peut se faire en utilisant la transformée Fourier dans ’espace &' (ou &’
est le dual de 'ensemble S des fonctions C'*° a décroissance rapide ainsi que toutes leurs
dérivées, muni de sa topologie naturelle). Pour cela, on remarque que, sous I’hypothese
de croissance donnée dans le théoreme .1 on a u € §’. Notons que ce raisonnement par

analyse de Fourier est limité & RY et essentiellement au cas du laplacien.

IV.2 Solutions presque classiques, équation de diffusion, {2 ouvert borné

Soit 2 un ouvert borné de RY. Pour uy donné, on s’intéresse maintenant au probleme

ou—Au=0 dans 2xRY
u(z,t) =0 pour x € 0 et t >0 (4.4)
u(z,0) = ug(x) pour x € 2

Pour cela on définit un opérateur A d’une partie de L?(£2), notée D(A), dans L*(£2)
en posant
D(A) = {u € Hj(92); Au € L*(2)}
et, pour u € D(A), Au = —Au. Dans la définition de D(A), Au est une dérivée faible de
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u. Le fait que u € D(A) signifie donc simplement que v € H}(£2) et qu'il existe f € L*(£2)
t.q. fQ Vu-Voudr = fQ fv dx pour tout v € D(2) (ou, de maniere équivalente, pour
tout v € Hg(£2) ).

On suppose maintenant que ug € L?(£2) et va chercher une solution de 4.4 au sens

suivant :

u € CY(]0, +oo [, L*(£2)) N C ([0, +o00 [, L*(£2))
u(t) € D(A) et v/(t) + Au(t) = 0 p.p., pour tout ¢t > 0 (4.5)
u(0) = ugy p.p.
ou u(t) désigne la fonction x — wu(z, t). On rappelle et plus particulierement le théoreme
2.13 qu’il existe une base hilbertienne de L?({2) (c’est-a-dire une famille orthonormale
dense dans L*(£2) ), notée (ey,), .k, formée de fonctions propres de 'opérateur A. Pour

tout n € N*, la fonction e,, est une solution faible de

—Ae,, = \,e, dans (2
e, = 0 sur 0f2

avec A, > 0 et \, T +o0 lorsque n — 4o00. Pour tout n € N*, on a donc e,, € D(A) et
Ae,, = \,en.
Soit ug € L*(£2). En notant (u | v), le produit scalaire de u et v dans L*({2), on a

+o0

Uy = Z (UO | en)g €n

n=1
(cette série étant convergente dans L?({2) ).
On a aussi 3.7 (ug | e,)s = ||uol5 < +oc.

On pose, pour ¢t > 0

+oo

u(t) =3 e (ug | en)y e

n=1

qui est une série convergente dans L*(£2). On a donc ainsi u(t) € L? (RY) pour tout
t > 0 et on a méme (comme la suite (\,), . est bornée inférieurement par A; avec
A > 0)u € C([0,+00 [, L2(£2)) et u(0) = up p.p.. D’autre part, comme ), 1 +oo quand
n — +00, il est facile de montrer que la fonction u est dérivable de ]0, +oo[ dans L?(£2) et
que la dérivée de u est obtenue est dérivant la série terme a terme (ceci est une conséquence
du fait que la série dérivée terme a terme est, sur |0, 400 [, localement uniformément

convergente dans L?({2)). On a donc, pour tout ¢ > 0
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du +oo
/ o . —Ant
W) = G = LA ey

(La série écrite dans le terme de droite est convergente dans L*(§2) ).

+

On rappelle que pu(t) € D(A) pour tout ¢ > 0 car la série > Ae™ (ug | €,), €,

est convergente dans L?(2), pour tout ¢ > 0,

—+o00
Au(t) = " e (ug | €n), €n
n=1

On a donc u € C*(]0, 400 [, L2(£2)) et u'(t) + A(u(t)) = 0 p.p. pour tout ¢ €]0, +oo.
On a ainsi trouvé une solution au probleme( 4.5) .
On veut montrer maintenant que cette solution est unique. Pour cela, nous allons

montrer que si u est solution du probleme avec donnée initiale nulle, c’est-a-dire

u € CY(]0, +o0 [, L*(£2)) N C ([0, +oc [, L*(£2))
u(t) € D(A) et u/(t) + Au(t) = 0 p.p., pour tout ¢ > 0
u(0) =0 p.p.
alors u reste nulle pour tout temps, c’est-a-dire u(t) = 0 p.p. pour tout ¢ > 0.
Soit t > 0. Comme u'(t) + Au(t) = 0 p.p., en prenant le produit scalaire avec
u(t) € L*(£2), on obtient (u'(t) | u(t))y + (Au(t) | u(t))2 = 0. Comme (Au(t) | u(t))s =
J IVu(t)]* dz, on a donc

(W (8) | ult)), = - /Q Vu(t)? dr <0

Soit v l'application définie par t — (t) = Hu(t)Hi2 ey L’application ¢ est continue
sur Ry, dérivable sur RY et ¢/(t) = 2 («/(¢) | u(t)), pour tout ¢t > 0. On a donc ¢/(t) <0
pour tout ¢ > 0. L’application ¢ est donc décroissante sur R et, comme 1 (0) = 0, on en
déduit que ¥ (t) < 0 pour tout ¢ > 0. Donc 9 (t) = 0 pour tout t > 0. On a bien finalement
u(t) = 0 p.p. pour tout ¢t > 0

Nous avons ainsi montré 'existence et 'unicité de la solution de 4.5. Cette solution est
dite "presque classique” car la dérivation en temps est prise au sens classique (puisque u
est de classe C! & valeurs dans L*(f2) ), la condition intiale est prise au sens classique dans
L?(£2). Par contre le laplacien de u(t) est pris au sens des dérivées faibles. Il faut un travail
supplémentaire (sur la régularité des fonctions e, ) pour montrer que 1’équation du — Au
est vérifiée au sens classique sur R x R, Ceci est fait pour N = 1 dans l'exercice (4.1)

Remarque 4.2 (Généralisation) On peut aussi montrer l'existence et 'unicité (pour

ug € L*(82) ) de la solution de ¢4,5)en remplagant, dans la définition de A, Au par
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vajzl D; (a;;D;yu), avec a;; € L>(2), sous une hypothese de coercivité, c’est-a-dire s'il
existe a > 0 tel que a|¢]? < Y a;;6¢; p.p. dans 2 et pour tout £ € RY. On peut aussi

remplacer u/(t) + Au(t) = 0 par «'(¢) + Au(t) = f(¢) si f € C ([0,00[, L*(£2)) .

IV.3 Solutions presque classiques par semi-groupes

Soit E un espace de Banach réel et A : D(A) C E — E un opérateur linéaire.
L’ensemble D(A) est donc le s.e.v. de E' sur lequel A est défini.

Définition (4,3) (Opérateur m-accrétif) On dit que A est m-accrétif si A vérifie :

(i) D(A) est dense dans E,

(ii) VA > 0, (Id +AA) est inversible, d'inverse continue et ||(I + )\A)_lug(E,E) <1

On rappelle que L(FE, E) désigne I'ensemble des opérateurs linéaires continus de E dans

E, et que

T(u
1T z(mE) = sup w
ueBuzo ||ullz

, pour tout T' € L(E, E).
Remarque : (4,4) (Opérateur maximal monotone) Soit £ est un espace de Hilbert réel
et A: D(A) C E — FE un opérateur linéaire. L’opérateur A est m-accrétif si et seulement

si il vérifie :

(Au|u)g >0 Yue D(A)
(Id +.A) surjectif.

Dans ce cas, on dit que A est maximal monotone.

Exemple : Le laplacien Soit (2 est un ouvert borné de RN, E = L?(2) et A défini par
D(A) = {u € H}(2); Au e L*(2)} et Au = —Au si u € D(A). L’opérateur A est alors
un opérateur m-accrétif (ou maximal monotone puisqu’on est dans le cas d’un Hilbert).

Remarque . (4,5 (Graphe d’un opérateur m-accrétif) Le graphe d’un opérateur m-

779

accrétif est fermé. En ce sens, il est maximal, d’ ou le ” m ™ dans m-accrétif.

On admettra le théoréme suivant di & Hille ]! et Yosida |* (voir par exemple [8] pour
la démonstration dans le cas des espaces de Hilbert) :

Théoréme - (4.6) (Hille-Yosida) Soit E un espace de Banach, A: D(A) C E — E un

opérateur linéaire m-accrétif et ug € D(A). Alors il existe un unique u : Ry — E tel que

u e C'([0, 4o0[, E), (4.6a)
u(t) € D(A),vt >0, 43 (4,6b)
u'(t) + A(u(t)) = 0 sur RY, (4,6¢)
u(0) = uo. (4,6d)
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La démonstration de ce théoreme peut s’effectuer par une discrétisation en temps :
on considére le probleme elliptique W + Au,1 = 0, qui s’écrit encore u, 1 =
(Id +-6tA)~tu,, ot §t > 0 est le pas de la discrétisation. On effectue ensuite un passage a
la limite ot — 0.

Définition «4,7) (Semi-groupe) Soit F un espace de Banach, A: D(A) C E — E un
opérateur linéaire maccrétif. Pour uy € D(A) et t > 0, on pose S(t)ug = u(t), o u est
I'unique fonction vérifiant( 4.3.4). Alors 'opérateur S(t) est un opérateur linéaire continu

de D(A) C E dans E qui vérifie

S(t+s)=S5(t)oS(s) pourt,s >0
S(0) = 1d
15 ()uoll g < lluollz

On dit que {S(¢),t > 0} est un semi-g le contraction.[]
Soit t > 0, comme D(A) = E, 'opé 5(t) se prolonge de maniére unique a tout

E en un opérateur S(t) et S(t) € L(E, E)

Définition :(4,8) (Solution ”mild”) Soit E un espace de Banach, A: D(A) C E — F

un opérateur linéaire maccrétif. Soit uy € E, la fonction u(t) = S(t)ug, définie de maniere

unique, s’appelle solution mild du probleme

8tu + Au =10
u(0) = g

Dans le cas du laplacien, on peut se demander en quel sens la solution mild satisfait
(4.4). On peut montrer que la solution mild est solution en un sens faible que nous verrons
dans la section 4.3. De plus, cette solution mild est, dans ce cas particulier, I'unique
solution faible. Cependant, cette situation n’est pas completement générale. La solution
mild, obtenue par densité, est toujours unique (deés que ug € E, quelque soit 'espace de
Banach E' et 'opérateur m-accrétif A ). Pour les problémes issus d’équations aux dérivées
partielles, cette solution mild est en général une solution faible du probleme que 1’on veut
résoudre ; toutefois le probleme de I'unicité de la solution faible est beaucoup plus difficile.

7 dans

On peut avoir non unicité de la solution faible quand on prend une "solution faible
un sens qui semble pourtant raisonnable. Il n’y a pas alors d’équivalence entre la notion
de solution mild et de solution faible, car la solution mild est unique et, malheureusement,
il n’y a pas unicité de la solution faible.

Pour essayer d’éclairer cette difficulté, nous nous intéressons, dans le paragraphe qui

1. .Carl Einar Hille (1894-1980),Mathématicien américain d’originie suédoise,spécialisted’analyse.
2.Kosaku Yosida (1909-1990),Mathématicien japonais,spécialiste de ’analyse fonctionnelle.
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suit, a un probleme un peu plus simple. Nous nous intéressons a un probleme elliptique
pour lequel nous montrons que la solution obtenue par densité, a la maniere de la solution
mild introduite ci-dessus, est unique alors qu’on n’a pas unicité des solutions faibles en
prenant une définition "naturelle” de solution faible. Ceci montre en particulier que dans
le cas parabolique, il n’y a pas non plus d’équivalence entre solution mild et solution faible
(par exemple en considérant les solutions stationnaires).

Le Laplacien avec donnée L'  On considére un ouvert borné 2 de RN, N > 2, des
fonctions a;;, pour ¢,5 = 1,..., N, appartenant a L>({2) et satisfaisant I'hypothese de

coercivité habituelle :

Ja > 0; Zaij&fj > al¢|? p.p. dans 2, V€€ RY
12
On note A la fonction a valeurs dans My (R), définie par les fonctions a;j,i,j =

1,...,N. On sait (par le lemme de Lax-Milgram) que pour tout f € L%*(£2), il existe

un unique u solution de

we HY(9), @7
JnAVu Vv dz = [ fv,Vv € Hj(£2).

On considere le méme probleme avec une donnée moins réguliere f € L'(£2).

Etape 1 - Estimation, cas régulier. Pour tout 1 < ¢ < on montre qu’il existe

Pt
C, € R tel que si u est (I'unique) solution de 4.7) avec f € L*(2) alors Hu”wg’q(ﬂ) <
Call f1I 12 (42)- On pose alors T, (f) = u.

Etape 2 - Solution mild Pour tout 1 < ¢ < %, lapplication T, de L?*({2) dans
Wy 9(£2) est continue de L?(£2) muni de la norme de L'(£2) dans Wy %(£2) (muni de sa
norme naturelle). On peut donc prolonger 7, de maniere unique par densité sur tout
LY(0) (car L*(£2) est dense dans L'(£2) ). On appelle T, ce prolongement. On remarque

alors que T_qlf = T_QQf pour tout ¢q1,¢2 t.q. 1 < 1 < @ < On peut ainsi définir

ey
un opérateur (linéaire) T de L' dans ﬂl§q<% Wy (£2) par T(f) = T,(f) pour tout
1<g< %

Définition 4.9 (Solution mild pour un probléme elliptique & donnéeL' ) Sous les
hypothéses précédentes sur 2 et A, soit f € L*(f2). La fonction T f est la solution mild

de

—div(AVu) = f dans {2 (4,8)
uw =0 sur 0f2

Etape 3 - Quel sens donner a la solution mild? Il est naturel de se demander quel
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rapport il y a entre la solution mild v = T'f et une solution faible du probleme de
Dirichlet homogene. Il est assez facile de montrer que w est solution faible dans le sens

(naturel) suivant :

u € nlgq<% Wol’q(g)v (4,9)
JoAVu - Vv de = [ fode Yvel.y Wy (£2).

Remarque : un résultat analogue d’existence de solution mild et donc d’existence de
solution faible est encore vrai si f est une mesure sur {2 (dans (4.9), on remplace alors
fvdz par vdf ). Pour montrer ce résultat, on utilise la densité de L*(§2) dans I’ensemble
des mesures sur {2 au sens de la convergence faible- dans C(£2)’( car I'ensemble des mesures
sur §2 peut étre vu comme une partie du dual de C(£2) ). 1l faut aussi utiliser le fait que
les éléments de VVO1 " (£2) sont des fonctions continues pour r > N

Etape 4 - Unicité mild, non unicité faible La solution mild est unique. La solution de
4.9 est-elle unique ? pas toujours. .. Montrons d’abord que si N = 2, la solution faible est
unique. Ceci se montre par régularité sur le probleme dual, qui entraine 1'unicité sur le

probleme primal. Soit u solution de

U € Nj<yer Wo(£2),

(4,10)
[AVu-Vodz =0, Yoe ., Wy (£2).

On veut montrer que v = 0. On ne peut pas prendre comme fonction test v = u dans
4.9 ou 4.10 , en raison du manque de régularité de u. Pour contourner ce probleme, on va
raisonner en utilisant la régularité des solutions du probléme dual. On remarque d’abord

que u est solution de 4.10 et que 4.10 peut se re-écrire ainsi :
1,
u € Micga W, (4,11)
[AVY - Vudr =0, YvelJ,.,W," (02
Or on sait (par le théoreme de Lax-Milgram) que si g € L*(f2) il existe un unique v

solution de

v e HLN),
J AV - Vw de = [ gw dz, Yw e Hj().

(4,12)

(4.12 est le probleme dual de 4.7 .)

On aimerait pouvoir prendre w = u dans 4.12 , car on aurait alors, grace a 4.11,
f ngu dr = 0 pour tout g € L?(£2), ce qui permettrait de conclure que u = 0. Mais
pour l'instant, on ne peut pas car u et v ne sont pas dans les bons espaces. L’astuce

consiste a considérer un second membre g plus régulier dans 4.12) et d’utiliser le résultat
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de régularité suivant [25].

Théoréme 4.10 (Meyers, [25]) 11 existe p* > 2, ne dépendant que de A et §2, tel que si
g € L*(£2) et v solution de 4.12 alors v € Wol’p*(Q).

Soit donc g € L>(£2) et v solution de 4.12. On a alors v € W™ *(Q) grace au théoreme

*
de Meyers. On note (p*)/ I'exposant conjugué de p*, de sorte que (p*)/ = z% < 2. Par

* ’
densité de D({2) dans VVO1 () (£2), on déduit de 4.12 que

L(xY (4,13)
/AtVU -Vw do = /gw dz, Ywe WO’(p ) (12)
*
Or, comme (p*)/ = pg_ o < 2, toute solution wu solution de 4.11 appartient a

L) : 1p*
W, (£2). On peut donc prendre w = u dans 4.13. Mais comme v € Wy* (§2) avec

p* > 2, on a également, par 4.11, JoA'NVv - Vudz =0. On a donc [)gu dz = 0, pour
tout g € L*({2). On en déduit que v = 0 en prenant successivement g = 1{u>0} puis
9 = l{u<o}

Pour N = 3, le théoreme de régularité de Meyers est encore vrai, la démonstration
d’unicité est donc encore juste si A est telle que p* > N = 3 (afin de pouvoir prendre v
comme fonction test dans 4.9 ). Mais il existe des fonctions matricielle A = (a;;), ;_, y (&
coefficients dans L>(£2) et coercive) pour lesquelles p* < 3. L’unicité n’est plus assurée et
on peut effectivement construire des cas pour lesquels la solution de 4.9 n’est pas unique
(voir[27]).

Etape 5 Que peut-on rajouter & solution faible pour avoir I'unicité? Pour f € L'(£2),
on montre qu’il existe une et une solution a une nouvelle formulation, due a Ph. Bénilan
366. Cette nouvelle formulation (aussi appelée formulation entropique), est la suivante :

u € Wy (£2), pour tout 1 < g < 5, Ti(u) € HY(£2),Vk >0, (4,14)

JoAVu - VT (u—)de = [ fTi(u—p)dz Ve € D(2),Vk > 0.

ou Ty est la fonction troncature, définie par : Ty (s) = max(min(k, s), —k). L’article de
Ph. Bénilan et al. démontre qu'il existe une unique solution au probléeme 4.14) (qui est
donc la solution mild de (4.8). Ph. Bénilan conjecturait que le fait d’ajouter la condition
Ti(u) € HE($2) (pour tout k > 0 ) & la formulation v/4.9 devait suffire & assurer l'unicité.
De fait, dans les articles de Serrin et Prignet [29, 27], le contre exemple consiste & construire
une solution non nulle de (4.9) avec f = 0, mais cette solution ne vérifie pas T (u) € Hj(£2)
pour k > 0. La conjecture de Bénilan reste donc une conjecture...

Une autre question ouverte consiste a trouver une formulation semblable & 4.14 donnant
I'unicité lorsque f est une mesure sur (2.

Remarque 4.11 (Limitation de la méthode semi-groupe) Une difficulté importante de
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cette méthode par semigroupe est sa généralisation au cas ou A dépend de t.

IV.4 Méthode de Faedo-Galerkin (discrétisation en espace)

Soit {2 un ouvert borné de R, T > 0, uy une fonction de 2 dans R et f une fonction

de 2x]0,T[ dans R. On considere 1'équation de la chaleur

Ou — Au = f dans 2x]0,T1,
u = 0 sur 902x]0,T[
u(.,0) = ug

(4,15)

[

Pour ug € L*({2) et f dans un espace convenablement choisi, on va chercher u €
L*(J0, T [, Hi(£2)) solution faible de ce probleme. La méthode de Faedo * Galerkine °
consiste a construire par approximation une suite de problemes dont la solution existe et
de montrer la convergence des solutions des problemes approchées vers une fonction qui
satisfait une formulation faible de 4.15 .

Comme H}(£2) est séparable, il existe une suite (E,,) .y d’espaces inclus dans H{(£2),

neN

de dimension finie, par exemple dim F,, = n, et tels que E, C E,; et

U E. = H) (%)

neN

Soit {e;...e,} une base de E,. On cherche w,(t) = > " | ai(t)e;t.q.

Z/Qag(t)eiek dx—i—Z /(2 a;(t)Ve;-Vey do = /Qf(t)ek dz, pour tout k = {1...n}ett>0
i=1 i=1

et les a;(0) sont choisis pour que u,(0) = >0 @;(0)e; — wug dans L?({2) quand
n — 4o00. Ceci donne, pour tout n € N*, un systeme de n équations différentielles avec
condition initiale pour lequel on montre I'existence d'une solution. On cherche alors des
estimations sur la solution u,, qui permettent de passer a la limite quand n — +o00. Cette
technique, qu’on va développer plus loin, permet de montrer que pour f € L2(]0,T [, H™')

la limite u des u,, satisfait :

1. Philippe Bénilan (1941-2001), mathématicien francais, spéialiste des EDP, professeur & I'université
de Besancon.
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u € L*(]0,T[, Hy(£2)),0pu € L*(J0, T [, H~'(£2)) ,u € C([0,T], L*(£2)) ,u(0) = uo p.p- ,

(4,16)
fOT (O, 0) g1 gy dt+f0T (fQVu Vo dx) dt = fo (f,0) -1 gy dt, Yo € L*(]0,T' [, Hy(£2)) -

IV.5 Discrétisation en espace et en temps

On discrétise le probleme(4.15) par un schéma numérique, par exemple par éléments
finis P1 en espace et par un schéma d’Euler ¢ implicite en temps. On obtient une solution
approchée notée u,,. On obtient alors des estimations sur u,,. On passe ensuite a la limite
lorsque n — +o00.

Pour f € L?(0,T, L*(£2)), on obtient ainsi pour le probleme de la chaleur 4.15) que la

limite u du schéma numérique satisfait :

u€L2(0 T [, Hy(2),

/ /u@tgoda: dt+/ /Vu Vedr dt — /Q o(x)p(z,0)dx (4,17)

= /0 /Q fedx dt, Ve e C5([0,T[x12))

\
On démontrera plus loin le lemme suivant, qui donne I’équivalence des formulations

4.16) et 4.17).
EIERE

4.3 Etude de I’équation de la chaleur
Notation : Si E est un espace de Banach et T' > 0, on notera souvent L*(]0, T[, E)
(au lieu de L%(] 0, T Vespace L%(]0, T[, B(]O, T[, A) .
On s’intéresse dans ce paragraphe au probleme suivant :
Soit {2 un ouvert borné de BN, T € BY, f une fonction de 2x] 0, T[dans IR et uy une
fonction de {2 dans B. On cherche u tel que
Ou— Au= f dans 2x]O, T7,
u=20 surd2x]O, T[, On va donner pour ce probléme linéaire un résul-

u 0) = up.
tat d’existence par la méthode de Faedo-Galerkine et d'unicité de solution faible.

Théoreme 4,12) (Faedo-Galerkine)  Soit (2 un  ouwvert borné  de

1. Alessandro Faedo (1913-2001), mathématicien et homme politique italien, connu pour ses travaux
en analyse numérique; il a été I'un des éleves de Leonida Tonelli et il lui a succédé a la chaire d’analyse
mathématique de 'université de Pise apres la mort de ce dernier.

2. Boris Grigorievitch Galerkine (1871-1945), mathématicien et ingénieur soviétique, connu pour sa
méthode d’intégration approchée et spécialiste de mécanique des structures.

3. Leonhard Euler (1707-1783), mathématicien, physicien, astronome, géographe et ingénieur suisse
qui fonda la théorie des graphes et la topologie et fit des découvertes fondamentales dans de nombreuses
branches des mathématiques.
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IRNT > 0 et u € L? on identifie L*() avec son dual et on sup-
pose que f € L*] O0,T[[H™' Alors, il existe un et un seul u tel que
(we 120, T[, HE e L2(0, T[, HY()),

Jo {0vuts), v(s)) s yds + [ [y Vuls) - Vo(s)dads = [{{F(s), v(s))s1,mds

Vv e L*(]0, T[, Hy(£2)) , “18)

[ u(0) = upp-p..
(4.19) (On rappelle que u(s) (resp. v(s) ) désigne la fonction x — u(zx, t) (resp. v(x,t

On a de plus les estimations suivantes sur u et Oyu :

HUHHGQTLH(%(Q)) < HUOHQ + Hf”L?(}O,T[,H*l(Q)) )

0wl 2o, -1 (§2)) < |luoll2 + 2|1 fll 2o,z -1 (£2))

Démonstration
On rappelle que 'on a identifié L?() avec L? de sorte que Hy () C L*(w) = L*(2) Cc H!
Comme on cherche ut.q. v € L3(] 0,T[, H} et dyu € L*(] 0,T[, H~' on a nécessairement
u e C([0, T], L*
. La fonction u est donc définie en tout ¢ € [0, T, ce qui permet de donner un sens a
la condition u(O) = ugp.p..
Etape 1, remarques liminaires. La famille (e,,), o est une base hilbertienne de L*({2)
et vérifie
en € HY (D)
o Ve, - Vudz = X\, [e,vdz, pour tout v € Hy(£2)
(), avec A, > 0 pour tout n € IN* et \,, T +oo quand n — +oo.

Comme (e,), * €st une base hilbertienne de L?(£2) on a, pour tout w € L*w =
n

Z (w|e, )€, au sens de la convergence L%() (c’est-a-dire que Z(w|ei)e,~ — w dans

neIN¥ i=1
L?*(2) quand n — +00).

On va montrer maintenant que la famille (A, Y 2en) nx est une base hilbertienne de

nel

HJ(£2) On rappelle que Hj(§2) est un espace de Hilbert ; la norme de u dans H}(§2) est
définie par [[ull ;1) = [[IVulll 12 () et donc le produit scalaire de u et v dans H} (D) est
0

donné par (u|v)H01(Q) = /{2 Vu - Vudz.

On remarque tout d’abord que pour tout n,m > 1, on a

/ Ve, - Ve,dr = /\n/ enemde = N\popm.
P P
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On en déduit que (en|em)Hé(Q) =0sin#met

en 2 B Ve, Ve, .
Il = 5, =1

Puis, on remarque que l'espace vectoriel engendré par la famille (ec),, o jyx, noté ev{e,, n €
IN*}, est dense dans Hy En effet soit v € H}(£2) t.q. (v]en) g 02y = 0 pour tout n € IN*,
On a donc, pour tout n € IN*,

0= (U|6n)H6(Q) = /Q Ve, - Vodx = A\, /Q epvda.

Comme (e,), o+ €st une base hilbertienne de L*(£2) (et Ac # 0 pour tout n € 1IN*), on
en déduit que v = 0 p.p.. Ceci montre que 'orthogonal dans HE(£2) de ev{e,, n € IN*}
est réduit a {0} et donc que ev{e,, n € IN*} est dense dans H} Finalement, on obtient
ainsi que la famille (A, Y 2en)n€IN* est une base hilbertienne de H}(2)

Etape 2, solution approchée.

Soit n € IN*; on pose E,, = ev{e,, p=1, ...n}, et on cherche une solution approchée
uy, sous la forme u,(t) = Zai(t)ei avec a; € C([O, T], B) . En supposant que les o

1=
sont dérivables pour tout ¢ (ce qui n’est pas vrai, en général), on a donc

= Zn: o (t)e,
i—1

de sorte que, pour tout ¢ € Hj(£2) et tout ¢ €] O, T, on a (compte tenu de I'injection de
L*(2) dans H}(£2)

{u;z<t)7 @}Hfl(()),H&(Q) = Za;(t) /Q&QOdLL’
=1

D’autre part, pour tout ¢t € [0, T] on a
—Auy (1) ZO‘Z (t)Ne; = Z i (t)e; dans D*(£2) et dans H~1(12)

c’est-a-dire, pour tout ¢ € Hl(Q)
{=Au,(t), @}H(Q)’H&(Q) —-1= /Q Vu,(t) - Vodr = Z iy (t) /Q eipd.
i=1

Enfin, comme f € L*(]0, T[, H™!) , on a pour tout ¢ € H}(2){f(-), QO}H—l(Q),Hg(Q) €
Liz(] 0,T La quantité {f(t), @}H(Q) ) — 1 est donc définie pour presque tout ¢ et on
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obtient finalement, pour presque tout ¢ et pour tout ¢ € Hg(())

{u;(t)_ﬁun(t)_f(t)v 90>H—1(Q),H5(Q) = Z(a;(t)+)‘zaz(t>) /_Q Gz‘Sde—{f(t)» @)H—I(QLH&(Q)'

=1

Pour obtenir u,,, une idée naturelle est de choisir les fonctions «; pour que

{u, (1) — Dun(t) — f(2), <P}H—1(Q),H01(Q) =0

pour tout ¢ € E,. En posant f;(t) = {f(¢), €i}H_1(Q) H1(£2)> cecl est équivalent & deman-
g
der pour tout i € {1, ..., n},

af(t) + Nai(t) = fi(t) .

(0)

En tenant compte de la condition initiale et en posant a; ' = (ugle;)q, ceci suggere donc

de prendre

t
a,-(t) = Oégo)e_Ait +/ G_Ai(t_s)fi(s)ds. (4,19)
0

Les fonctions «; ainsi définies appartiennent a C([0, 7], IR) et on a donc u, €
C([0, T), E,) C C((O, T, H}(£) avec u,(t) = Y ai(t)e;.
i=1

Etape 3, précision sur la dérivée en temps. Soit n € IN* et u, la solution approchée
donnée par ’étape pré- cédente. Les fonctions «; ne sont pas nécessairement dérivables.
On va préciser ici ce que vaut la dérivée (par transposition) de w,. On va noter cette
dérivée Op(u,,) . Par définition de la dérivation par transposition, d;(u) est un élément de

Dy avec E = H(£2) Soit ¢ € D(]0, T[) on a

O, ¢hppp == [ w(tF (0t € By < (@)

n
Comme u,, = E a,e;, on a donc

O =3 [ ottt = =3[ g e

On utilise maintenant (4,19)

T
/ a;(t)'dt = T; + S,
0
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avec

S — /0 N /0 LN £(5)ds) g (1)t

Pour transformer S; on utilise le théoréeme de Fubini :

Si = /OT(/OT 1[0,t](3)67/\i(t75)f¢(S)ds)gol(t)dt = /OT(/OT 1o (e~ =) (1)dt) fi(s)ds
= /OT(/ST e MUY (1) de) fi(s)ds = /OT(/ST Ae o (4)de) fi(s)ds — /OT o(s) fi(s)ds.

= [ re e ety - / e

On en déduit que T; + 5; = / i (t)p(t)dt — / fi(t)e(t)dt, et donc

0

O, Yo == [ Nttt + 3 [ et

Comme cette égalité est vraie pour tout ¢ € D(] 0,7) on a finalement

3tun = — Z )\iaiei + Z fiel- € Lz(]O, T[, En) .
i=1 i=1

Ce qui peut aussi s’écrire, avec (™ = E fiei,

Ayun = Au, + ™ € L2()0, T[, E,) c L*(|0, T[, HL(£2)) c L*(0, T[, H () .

Soit maintenant v € L*(]0,T[, Hi(w) Comme 0w, € L*] 0,T[H™' on a
{atu”’wH*l(Q),Hg(Q) € L'(]0, TJ) et

T T n T
/ [0n(0), 0O} 102y s = — / / Vu, - Vodadt + 3 / / fieswdadt.
0 o J2 — Jo J{?

Ceci donne, en revenant a la définition de f;,

/{atun }Pt )} g ()2 0)dt / /Vun . Vodzdt =
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n T
2;/0 {£(®), 6¢}H_1(Q),H5(Q)(fgewdaz)dt

T n
=[:U@%§;M@w&mwm%mﬁt

On note P, opérateur de projection orthogonale dans L*(§2) sur le s.e.v. E,. L’opérateur
P, peut donc étre vu comme un opérateur de L*(£2) dans Hj(w) (car E, C Hy(£2) On
note alors P! l'opérateur transposé qui est donc un opérateur de H'(£2) dans (L*(£2))’
qui est lui méme identifié & L?(£2) et est aussi un s.e.v. de H~1(£2)

On obtient alors (pour tout v € L*(] 0,T [, Hy($2)
T

T T
/ {atun, /U}H—lvHoldt + / /"(2 Vun . Vvdxdt = / {f, an}Hfl,Hédt =
0 0 0

/T{Péﬂ U}H—l,Holdt' (4,20)
’ On a aussi u, € C([0, T], Hj(£2) et u,(0) = P,uq.

Etape 4, estimations sur la solution approchée Pour n € IN*, on a u, €
C([O, T, H () € L*(] 0, T[, H(52) et dyuy, = Au, + f™ € L] 0,T[, H (1)

D’apres la section 4.2 on a donc

1 1 T
(T = 3ol = | {0, ) gt
En prenant v = u,, dans (4,20)) on en déduit

1 1 T T
w%@w——mﬁ+/’/Hmﬁmaz/{ﬁawﬁm—Lw
2 2 0o JN 0 0

et donc

T T
1
2 2 2
Hun”LQ(]O’T[’Hé( ,2)) /0v / |vun| dxdt S 5”“0”2 —+ /O {f, 1 nun}H—l’Holdt.

On en déduit, en remarquant que P,u, = u,,

HunHL2 (0,7}, HI(Q))72

T
<Hw@+l/{ﬂUAHa%ﬁ
0

1
< Lo lBH171 20,71, 2D un 2o 13 0
2

1 1
5”“0”2 ||f||L2 (0, T[,H~ 1(())) ||un||L2 ]OT[HI(Q))‘
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On a donc

2 2 2
”unHLQ(}O,T[,Hé(Q)) < HuOH2 + HfHLQ(]O,T[,H—l(.Q))'

Ce qui donne aussi

[unll 2o, a2y < Nwolla + (1 £l 2 g0z = 1(82)) -

Comme dyu,, = Au, + Pt f (égalité ((4,20) et que HinHHg(Q) < HwHHé(Q) pour tout

w € Hi(w) on obtient aussi une borne sur dyu,, :

||atun||L2(]0,T[,H - 1(~Q>> < HunHm(]o,TLH&(Q)) + ||fHL2(}0,T[,H*1(Q))

et donc

|Ocun || 2o, a1 (12)) < l|uoll2 + 2| f]|z2qo,ra-1(52)) -

La suite (up ), est donc bornée dans L*(]0, T, H(£2) et la suite (Jyuy, ), cpyx €st bornée
dans L*(] 0,T[, H*(£2)

Etape 5, passage a la limite. Grace aux estimations obtenues al’étape précédente, on
peut supposer, apres extrac- tion éventuelle d'une sous-suite, que, quand n — +oo,

u, — u faiblement dans L*(] 0,7 [, Hy(£2)

Oy, — w faiblement dans L2(] 0, T[, H~*(£2)

et les estimations sur u,, et 0,u,, donnent aussi les estimations suivantes sur v et w :

lell oy < leolla + 11 2oz (€2)

lwl|2qo,rp-1(52)) < |luoll2 + 2| fll 2o,z (£2)) -

Nous allons montrer tout d’abord que w = d,u (puis nous montrerons que u est solution
de Oyu = Au+ f au sens demandé par ( (4,18)
Par définition de dyu, on a, pour tout ¢ € D(]0,T)

T T
[ oo [ utee
0 0
Pour démontrer que d;u = w, il suffit donc de montrer que 1’on a, pour tout ¢ € D(]0, 1)

/0 w(t)p(t)dt = —/0 u(t)' (t)dt. @.21)

On rappelle que le terme de gauche de I'égalité ((4,21)) est dans H~'(£2) alors que le
terme de droite est dans H{(£2). Cette égalité utilise donc le fait que H}(2) C H1(),

cette inclusion étant due au fait que nous avons identifié L?(£2)" avec L*
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Soit donc ¢ € D(]0,T[) Nous allons montrer (#:21) . Pour ¢ € HJ({2) on considere
'application S de L?(]0 T[) [ H} () dans IR définie par

/ / ) (z)dz pour v € L*(] 0,T [, Hy
L’ apphcatlon S est linéaire continue de L?(] 0,T[, H}(£2) dans IR. Comme u, — u
faiblement L?(] 0,7, Hi(§2) on a donc S(u,) — S(u) quand n — +o0. Or, pour v = u,

et pour v = u, on a

S(w) = —( / o (Ddt|)e = —{ / V(O (B)dt, D) — 1.

On a donc, quand n — +o0,
_{/ un ()’ (t)dt, w}HHl 1, — {/ t)dt, ¢}HH1 -

On utilise maintenant le fait que — / t)dt = / Oy (t)p(t)dt (par définition de
0
Oyu,). On a donc

{/ 8tun dt w}HHl 1 — {/ dt w}HHl —

On consideére maintenant Iapplication S de L2(] 0, T[, H~! dans IR définie par
—{/ t)dt, ) g1 g pour v € L*(] 0,7 [, H™

L’application S est linéaire continue de L%(] 0,7[, H~! dans IR. Comme dyu, — w
faiblement L2(] 0,T[, H~! on a donc S(9yu,) — S(w) quand n — 400, c’est-a-dire

U @0t oy [ wOp0, sy

On en déduit que pour tout ¢ € H, 16

—{/ t)dt, Y)pg-1 gy = {/ t, V)1 -

T T
On a donc bien montré que — / u(t)¢' (t)dt = / w(t)p(t)dt pour tout ¢ € D(] 0,T
0 0

c’est-a-dire que dyu = w.

on a

Nous savons donc que u,, — u faiblement dans L*(] 0, T, H}(£2) et que dyu,, — Ou
faiblement dans L*(] 0,T[, H~*({2) Pour montrer que u est solution de dyu = Au + f

au sens demandé par (4,18), il suffit maintenant de passer a la limite dans (4,20) . Soit
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v € L*(] 0,T[, H}(£2) on a pour tout n € IN*, selon (4,20)

T T T
/0 {0vtun, U}HH& - 17dt+/0 (Un|U>H§dt :/0 {f, PnU}HHg —1,dt.

Les deux termes de gauche de cette égalité passent alimite quand n — 400 grace
aux convergences de u, et Jyu,. Pour le terme de droite, on utilise 1’étape liminaire.
On remarque que P,v(t) — v(t) dans H{(f2) pour presque tout ¢ et Han(t)HHé(Q) <
lv(®)]] m1((2) bour presque tout f. Cela permet de passer a la limite dans le terme de
droite, par le théoreme de convergence dominée. On obtient ainsi

T T T

/0 {0vu, U}Hl,Hédt+/U (U|U>H3dt:/0 {f, v}u-1 mdl.

Ce qui est bien le sens souhaité dans la formulation  (4,18)

Etape 6, condition initiale. Comme u € L(] 0, T, H3(£2) et dyu € L*(] 0,T[, H*(£2)
on sait que u € C([0, T], L*(£2) (voir la sectionE4.2. Pour terminer la démonstration du
fait que w est solution de (4,18), il reste donc seulement & montrer que u(O) = uy p.p.
(c’est-a-dire u(O) = uy dans L*(£2)

On sait que u(t) — w(O) dans L%*(f2) quand ¢t — 0. On sait aussi que u,(0) =

Z &Eo)ei — up dans L*(£2) quand n — +o00. Pour en déduire que u(O) = uy, il suffit de
i=1
montrer que la suite (uy), o est re- lativement compacte dans C([0, T], H™'(£2) En

effet, si la suite (uy), .+ est relativement compacte dans C([O, T], H~'(f2) il existe
w € C([O, T], H(£2) et une sous—suite, encore notée (), ok, t-0. un(t) = w(t) dans
H=1(£2) uniformément par rapport a t € [0, T| (et donc aussi dans L*(] 0,7[, H ()
En particulier, on a donc w(O) = ug. Mais on sait déja que u, — u faiblement dans L?(]
0, T[, H}(£2) et donc aussi faiblement dans L*(]0, T[, H '({2) Par unicité de la limite,
on a donc u = w p.p. sur]O, T[et donc u(t) = w(t) pour tout ¢t € [0, T] car u et w sont
continues sur [0, 7. On obtient ainsi, finalement, u(O) = w(0) = wuy.

Il reste a montrer que la suite (u,), .+ est relativement compacte dans
C(|O, T], H ' (£2) Par le théoreme d’Ascoli, il suffit de montrer que

L. Pour tout t € [0, T7, (un(t)), e+ €st relativement compacte dans H~'(£2)

2. ||tn(t) — un(s)||r — 1 — 0, quand s — ¢, uniformément par rapport a n € 1IN* (et
pour tout ¢ € [0,T

Par démontrer le deuxiéme item, on utilise le fait que duc € L'([0, T], H }(£2) La
section( 4.2)
IN, on a (dans H~1(£2)

Nqus donne que pour tout ty,ty € [0, T],t; > to, et tout n €

tn(tr) — n(ta) = / By (5)ds,

to
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et donc

t1 T |
lan(t1) — wn(to)l| s < / 10t () | r-1ds < ( / 100t ()| ds) P VE — T

to 0

< |G || z2qo 1)V

Comme la suite (Oyuy), .+ est bornée dans L*(J0, T, H'(£2) on en déduit bien
que |[un(t) — un(s)||lg — 1 — 0, quand s — ¢, uniformément par rapport a n € IN* (et
pour tout ¢ € [0,T

Pour démontrer de premier item, on utilise encore la section (4.2)

Comme u,, € L*(] 0, T[, H} ()
et Oyu, € L*(]0, T[, H*(£2) on a, pour tout ¢,s € [0, T,

[l (812 = Hun(8)||§+2/ {Ovun (&), un(§)} -1 myd,

et donc

t
lun(I5 < lua(s)z + 2/ {Ouun(€), un()) iy — 1,1d6 < lua(s)]3 +
2Hatun”L2(]O,T[,H*1)||un”L2(]O,T[,H&)- En intégrant cette inégalité par rapport a s sur [0, 77,

on en déduit

THun(t)H% < HunHiQ(]O,T[,LQ(Q)) =+ 2CZjHal‘/,u’nHLQ(]O,T[,H_l)”unHLQ(]O,T[,H&)'

Ceci montre que la suite (uy(t)), .+ st bornée dans L?(£2) pour tout ¢ € [0, T (et méme
uniformément par rapport a ¢). On en déduit que la suite (u,(t)), .+ €st relativement
compacte dans H~1(£2) pour tout ¢ € [0, T]. On peut donc appliquer le théoréme d’Ascoli
et conclure, comme cela est indiqué au début de cette étape, que u(O) = wop.p.. Ceci
termine la démonstration du fa.. yue u est solution de (4,18) et donc la démonstration de
la partie “existence” du théoreme  (4,12)

Dans la démonstration, nous avons obtenu les estimations suivantes

HUHLZ(}O,T[,H(}(Q)) < ||u0||2 + ||f||L2(}0,T[,H*1(Q)) )

0wl 2o, — 1(£2)) < ||uoll2 + 2| f[|z2qo,rper — 1(£2)) -

Enfin, comme u € L*(] 0, T, H}(£2) et d,u € L*(] 0, T[, H *(£2) donne, pour tout t,

t
)3 = uoll3 + 2 / {0u(s), u(s)}pm — 1,ds,
0
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on en déduit que

2
(N2 < Nuollz + 10eull 0 7 sy + 1l g0 s

Etape 7, unicité. On montre malntenant la partie “unicité” du théoreme(4,12) Soit

(2 bour tout ¢ € [0,7 [.

U1, ug deux solutions de (4,18) On pose u = u; —us. En faisant la différence des équations
satisfaites par u; et uy et en prenant, pour ¢t € [0, T, v = uljy, comme fonction test, on

obtient

/ot{at“(s)’ u(s) -1, myds + /O t / | Vu(s)- Vu(sdrds =0

Comme u € L*(] 0,T[, H} et Qyu € L*(] 0,T[, H ! on a, d’apres la section 4.2

1 2 2\ _ !
§(HU(t)H2—(HU(0)H2)—/0{@“(8)7 u(s)}r-1,myds.

On en déduit, pour tout ¢ € [0, T,

(la®)]2 — (Ju(O)]2) +2 / /Q Vu(s) - Vu(s)dads = 0.

Enfin, comme u(O) = 0, on obtient bien, finalement, u(t) = 0 p.p. dans (2, pour tout
t € [0, T]. Ceci termine la démonstration de la partie “unicité” du théoreme < (4,12)
Nous allons maintenant donner quelques propriétés complémentaires sur la solution de
(4,18)

Proposition (4,13) (Dépendance continue) Soit 2 un ouvert borné de IRY etT > 0. Pour
ug € L*(02) et f € L*(J0, T[, H () on note T(ug, f) la solution du probléme i (4,18)
L’ opérateur T est linéaire continu de L*(§2) x L*(]0,T[, H*(£2) dans L*(] 0, T[, H} (£2) et
dans C([O, T, L*(£2)

Démonstration Il suffit de reprendre les estimations vues dans le théoreme (4,12) pour

u solution de  (4,18) :

HUHH(]O,T[,Hg) < [ fllezqorpa-1) + lluoll2,
a1 < lluoll3 + 0l 2o zm-1) + I1ull72g0 ) POUT tout ¢ € [0, T,

0wl 2o, 1) < lluollz + 2[| fllz2qorpa-1) -

On en déduit bien la continuité de T dans les espaces annoncés.

Proposition 44,14) (Positivité et principe du maximum) Soit 2 un ouvert borné de
BN, T >0 et uy € L*(12)

On note u la solution de (4,18) avec f = 0.

1. On suppose ug > Op.p.. On a alors u(t) > Op.p. et pour tout t € [0, T1.
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2. On suppose que ug € L>®(£2) . Soit A, B € IR tels que A <0< B et A < ug < Bp.p..
On a alors A < wu(t) < Bp.p. et pour tout t € [0, T].

Démonstration Pour démontrer le premier item, on montre plutot (ce qui est équi-
valent) que ug < Op.p. implique u(t) < 0 p.p. pour tout ¢ € [0, T|. On suppose donc
que up < 0 p.p.. On utilise alors le lemme (4,15)avec p(s) = s. Il donne que u™ € L*(]
0,T[, Hj(£2) Pour t € [0, T7], on peut donc prendre v = u™1ljy, dans I'équation de [ (4,18)

et on obtient

/Ot{atu(S), ut(s)) g1 pads + /Ot /Q Vu(s) - V' (s)dwds = 0.

En utilisant encore le lemme (4,15)0n a donc

1 1 t
—||u+(t>\|§——||u+(0)||§+/ Ju* ()| 3 ds = 0.
2 2 0 0

Comme u"(0) = uy = 0 p.p., on en déduit bien que ||[u™(¢)]|2 = 0 et donc u(t) < Op.p..
La démonstration du deuxieme item est semblable en utilisant le lemme (4,15) avec

p(s) = (s = B)T et p(s) = (s — A

Lemme (4,15) Soit {2 un ouvert borné de BY et T > 0. Soit ¢ une fonction lipchitzienne
de IR dans IR t.q.(0) = 0. On définit ¢ par
& _
#() = [ P(EE pour ¢ € B
0
Soit w € L*(|0, T[, H}(Q) t.q. Ou € L*(|0, T[, HY(2) On a alors p(u) =
L*(J0, T[, HL(2) &(u) € C([O, T], L' et, pour tout ty,ty € [0, T},

kﬂwmm—kﬂmeZA{M@ww®h%ﬁﬁa

On a aussi pour presque tout t €] O, T[, p(u(t)) € Hy(£2) et Vo(u(t)) = ¢'(u(t))Vup.p.,
c'est-a-dire, en étant plus précis, Vo(u)(z, t) = ¢ (u(z, t))Vu(x, t) pourpresque tout
x € (2. Dans celte égalité, on peut prendre pour ¢ (u(x, t)) n’importe quelle valeur si
@ n'est pas dérivable au point u(x, t) . En particulier ceci montre que, pour tout a €
IR, Vu = Op.p. sur l'ensemble {u = a}.

Démonstration Ce lemme est la version “parabolique” des lemmes 2.22 et 2.23 vus pré-
cédemment. La démons- tration consiste a considérer d’abord (comme dans le lemmeE222
que ¢ est de classe C! et a régulariser u Ppuis a, approcher ¢ par des fonctions de classe
C! (au moins lorsque ¢ est dérivable sauf en unnombre fini de points, le cas général étant

plus difficile). Cette preuve n’est pas détaillée ici. On donne maintenant I’équivalence
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entre la formulation faible (4,18) et une autre formulation faible, la formulation ' (4,22)
Cette deuxieme formulation est, en particulier, intéressante lorsque 1’on cherche a prouver
la convergence des solutions approchées obtenues par une discrétisation en espace et en
temps.
Proposition - (4,16) Equivalence entre deux formulations faibles) Soit 2 un ouvert borné

de BN, T > 0,uq € L*(2) et f € L*(]0, T[, H~'(£2) (on identifie, comme d habitude L*12)
avec L*(£2)). Alors u est solution de (4.19) si et seulement si u vérifie :.

u e L*(]0, T[, Hy(12)),

— [ [oudipdadt — [ouo(z)p(z, 0)da + [ [0 Vu- Vedzdt (4,22)

= fOT < f(s), ¥ 8) >g-1my ds pour tout p € D([0, T[x(2, ).

Démonstration On montre tout d’abord que u solution d (4,18) = u est solution de
(4.22) - On suppose donc que u est solution de ((4,18). Soit p € D(§2 x [0,T Pour n € IN,

on pose

n—1
t) = Z 1]ti7ti+1[(t)¢(x7 ti)
i=0
ot t; = (i/n)T. Comme ¢ est une fonction réguliere, il est clair que ¢, € L?(] 0,7 |,
H(0) et que ¢, — ¢ dans L*(]0,T[, H} quand n — +o00. Comme ,, € L*(] 0, T[, H} ()

et que u est solution de (4,18) , on a

T T T
/ {0, on) -1 mrdt + / /_Q Vu - Vp,dedt = / {fs o)1 madt.
0 0 0

T
On pose T, = / {0, on) -1 gadt. Comme ¢, — ¢ dans L*(] 0,T[, Hy(£2) quand

0
n — 400, ’égalité précé- dente donne

T T T
lim T, :/ {0, ©) g1 grdt = —/ /QVu-VgodxdtJr/ {f: @) a1 mdt. (4,24)
0 0 0

n—-+4o0o

On va maintenant calculer lim 7}, en utilisant (4,23) On a
n—-+00

T n—1 i1
T, = / {Opult ,th i (( ti) gy — 1,dt = Z/ {Ow(t), v ti)gmy — 1.d
0 =0

=3 / 1Dpu(t)dt, o 1)y s — 1,

Comme u, dyu € L*(]0, T[, H '(w) (on rappelle que H} (£2) € H~!(£2) par I'identification
de L*(£2) avec son dual), on a (d’apres la sectionE42u € C([0, T], H () et
/ 8tu(t)dt = U(ti+1) - U(tl) € Hil
ti
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On a donc
n—1 n—1
Ty =Y fultin) —uts), ¢ty = Y /Q(U(xa tiv1) —u(z, t;))p(z, t;)de.
i=0 1=0

La derniere égalité venant de la maniere avec laquelle un élément de H}(2) est considéré

comme un élément de H ! Une intégration par parties discréte donne alors (en remarquant

que ¢t,) = 0)

T, = —/Qu(x, 0)p(z, 0)dx+§/ﬁ(@(l’, tio1) —(z, t;))ulz, t;)dz.

Puis, comme ¢ est une fonction réguliere,

T, =— /Quo(x)gp(x, 0)dz — 2: /Q( /t t Oz, tydt)u(z, t;)da

T n
D)oo, Ode— [ [ ol (3 Ui agule, t)dads
2 o J2 i1

__ / o ()
_ /Quo(x)go(:v, 0)d — /0 ' /Qatgo(x, D(ulz, 1) + Rulz, t)dadt,

n

avec R, ( Z L, o au(z, t;) —u(z, t) . Pour tout t € [0, T, on a

T
1B )22y < mac{lus1) — (sl oy 51, 52 € 0, T, Js = sol <

Comme u € C([O, T], L? on en déduit que ligl | Rn(s )] (12 = 0 uniformément par
n—-+0oo
rapport a t € [0, T] et donc que

T
nl—l>I—&I-loo/0 /Qatgp(ac, t)R,(z, t)dzdt = 0.

En résumé, on a donc

Avec (4.25) on a donc, pour tout ¢ € D([0,T

T
/ /@cp tu(z, t)dedt — /Quo(a:)w(:c, 0)dx —|—/ /QVu - Veodzdt =
0

A {f7 SO}HH(% - ]-7dt

Ceci montre que u est bien solution de  (4,22)
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On montre maintenant que u solution de (4,22) = u est solution de (4,18) On suppose
donc que wu est solution de (4:22). On veut montrer que u est solution de '(4,18) . On va
raisonner en deux étapes. On va d’abord montrer que dyu € L?(]0, T[, H ' (£2) et du =
Au+ f (remarquer que Au, f € L*(]0, T[, H*(£2) puis que u(O) = uy. Etape 1 On
montre ici que du € L*(] 0,T[, H () et dyu = Au + f. On utilise la définition de dyu.
On a dyu € Df , avec E = H}(£2) et pour tout ¢ € C>=(]0, T, B)

T
{0, O} pr = — /0 ()¢ (t)dt € H}

Pour montrer que dyu € L*(] 0,T[, H () et Ou = Au + f, il s’agit donc de montrer
que, pour tout ¢ € C(]0, T[, B) ,

- [ e oa = [ @+ o

Noter que le membre de gauche de cette égalité est dans H}(§2) et donc dans H '(w)
(gréee a l'identification entre L?(§2) et son dual) et que le membre de droite est dans

) Pour montrer 1'égalité de ces deux termes, il suffit de montrer que

- / DAt g1y = { / (Du(t) + F() ()AL, B g1 gy pour tout o € H]

c’est-a-dire que
T

/ {u(t)¢'(t), V) -1, mydt = / {(Au(t) + f(t))6(t), ¥} g-1,mydt pour tout v € Hy
0
Par densité de D(£2) dans H} il suffit de considérer ¢ € D(2) . En utilisant la manicre
donc H}($2) est inclus dans H~! on a

/ {u(t)§/ (), ¢}y gt = /0 ' /Qu(:c, 1)/ (£)0 () dadlt.

D’autre part, on a

/0 {(Au(t) + f(£))o(t), ¢>H—1,H5dt=/o o) Au(t) + f(1), ) g1 mydt

__ /0 o(1) /QVu(x, £) - V() dadt + /0 HOLS, Vo vt

En résumé, pour terminer 1’étape 1, il suffit donc de montrer que

// (x, t)¢ r)dzdt = /¢ /QVU(;E, t)- Vo (x)dedt+{f,¢) g1 —1,)dt

pour tout ¢ € D(]0, T|) et tout ¢ € D(
Comme cela a été déja dit, ceci donnera dyu € L*(] 0,T[, H* et Oyu = Au + f.
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Pour montrer (4, 25) on utilise (422). Soit ¢ € D(]0, T]) et ©» € D({2) . On choisit
dans (4,22), p(z, t) = ¢(t)y(x)(ce qui est possible car on a bien ¢ € D(]0, T[x{2) . On
obtient

/ / z)dadt + / / (Vu(z, t) - Vo(z)o(t)dzdt

/{f (00} s — 1,dt.

Ceci donne (4,25) et termine donc 'étape 1, c’est-a-dire du € L?(] 0, T[, H 1(£2) et

Ou = Au+ f (ce qui 'équation demandée dans (4,18)

Etape 2 Comme u € L*(] 0,T[, H}(2) et Ou € L*(] 0,T[, H () on a (d’apres la
section,u € C([O, T],52 L* On montre dans cette deuxieme étape que u(O) = ug. Pour
n € IN*, on choisit une fonction r,, de C=([0, T[, IR) décroissante et t.q. |7’ (t)] < 2n
pour tout t,7,(0) =1 et r,(t) =0sit > 1/n.

Soit 1 € D(§2) et n € IN* tel que 1/n < T. On prend ¢(x, t) = r,(t)¢(x) dans (4.23).
On obtient

/ / u(z, O () (x)dedt — /Q uo () (2)da + /0 : /QVu(x, £) - Vab(a)rn (t)ddt

= [0, gt

c’est-a-dire

E:AﬂMW@M—&+&,MQ

// (e, ) (B)()dadt,

R, = /0 /Q Vu(z, t) - Vi(x)r,(t)dzdt et S, = /0 {f@), Y a mara(t)dt.

avec

On montre tout d’abord que R,, et S,, tendent vers 0. En effet, on a

uahzl”ﬂﬂvwatmkumua

< ( /0 ! /vau@;, £)[2dadt) 2 ( / / IV (z)2dzdt)? « 4:27)

< ||u||L2(]O,T[,H3)%||77Z)||H3-

On adonc lim R, =0.0Onaaussi lim S, =0 car
n—-+o0o n—-+o0o

1
—=||y
1Sul < 11 £l 2o )V 1.
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On remarque maintenant que

1
n
n = _/ / (.00 ()t [T (o) (.00 () ()t
0 Q n l() Q ) n
:fQ u(ac,O)w(:c)dx—fO” fQ(u(x,t)—u(x,O))r;L(t)d)(x)dxdt

(On a utilisé ici r,(0) =1 et 7,(1/n) = 0.) On majore de dernier terme de cette égalité :

te

n 1
7] e 0= 0 00@)daat) < 2ol 2t )= Ol

Comme u € C([0, T], L*(£2) ce denier terme tend vers 0 quand n — +o00 et on a donc,

finalement,

lim Tn—/Qu(ac, 0)¢(x)dx.

n—-+o0o

Avec 1(4,26) , comme lim R, = lim S, =0, on en déduit
n—4o0o n—4o0o

/ u(z, 0)yY(x)dr = / up(z)y(x)dz pour tout ¢ € D(£2) .

Cgci permet de concluf(e2 que u(O) = ug et termine la

démonstration de la proposition (4,16)Nous donnons maintenant un théoreme de com-
pacité qui sera tres utile pour la résolution de problemes non li- néaires comme ceux de
la section 4.4 C’est 1’équivalent parabolique des théoremes de compacité vus pour les pro-
blemes elliptiques. Soit §2 est un ouvert borné de 1RY. Pour f € H~! on note T'(f) la
solution faible de 'équation —Au = f avec u € Hj On a déja montré que l'opérateur T
était compact de H1(§2) dans L*(£2)

Proposition(4,17) (Compacité) Soit 2 un ouvert borné de BN et T > 0. On identifie
L*(02) avec L*(£2) Pour f € L*(]0, T[, H~'($2) et ug € L*(£2) on note T(f, o) la solution
de . (4,18)

L’opérateur T est compact de L*(]0, T[, H '(2) x L*(w) dans L*(] 0, T, L*(£2)

Démonstration la proposition (4,13)dbnne déja la continuite’ de T'. Il reste donc amontrer que
Ttransforme les parties borne’es de L]0, T[, H '(§2) ) xL?(§2) en parties relativement
compactes de L*(]0, T[, L?(£2) ). Soit donc A une partie bornée de L*(]0, T[, H'(£2) x
L? Onpose B = {T(f, uo), (f, up) € A}. Les estimations vues dans le théoréme montrent
que B est une partie bornée de L?(] 0, T, Hi(£2) et que {Oyu, u € B} es tyos une partie
bornée de L(]0, T[, H~'(£2) ). Le lemme de compacite’ donne’ ci — apres(lemmeoc434, di
aJ. L. Lions, donne alors la relative compacité de A dans L*(] 0, T[, L*(£2)

Lemme @;18) (Compacité espace—temps, cadre L?) Soit £2 un ouvert borné de BY et
(tn)nen une suite de L*(]0, T[, L*(£2) On identifie L*(£2) avec L*(£2) On suppose que 1.

la suite (up)nen est bornée dans L*(] 0, T[, H3(£2) 2. la suite ((Oyun))nen est bornée dans
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L*(] 0, T[, HY(£2) Alors, la suite (u,)nern est relativement compacte dans L*(] 0, T[, L*($2)
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CONCLUSION.

Dans ce travail,nous avons traité quelques problémes fondamentaux de physique
mathématique , qui se présentent sous la forme d’équations aux dérivées partielles
du second ordre. Ces problémes sont représentés dans :le probléme hyperbolique , le

probléme eliptique et le probléme barabolique.

le probleme hyperbolique Ce type de probleme se caractérise par des équations aux
dérivées partielles qui impliquent des termes de dérivées secondes par rapport au temps

et des termes de dérivées spatiales.

le probleme elliptique Ce type de probleme se caractérise par des équations aux

dérivées partielles qui impliquent uniquement des termes de dérivées spatiales.

le probléeme parabolique Ce type de probleme implique également des termes de dé-
rivées secondes par rapport au temps, mais les termes de dérivées spatiales sont moins

prononcés



Résumé.

Dans ce : mémoire enva traité quelques problémes fondamentaux de physique mathé-
matique , qui se présentent sous la forme d’équations aux dérivées partielles du second
ordre. Ces problémes sont représentés dans :le probléme hyperbolique , le probléme

eliptique et le probléme barabolique .

ABSTRACT.

In this note, e have dealt with some fundamental problems of mathematical physic
,which present themselves in the form of second-order partial differential equations. These
problems are represented in : the hyperbolic problem, the elliptical problem and the

barabolic problem.
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