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Notations

e On utilise la convention de la sommation par rapport aux indices répétés.

e On utilise les notations suivantes tout au long du travail :

Les symboles :

e R : ’ensemble des nombres réels.

e (M,d) : espace métrique.

e d(.,.): application de distance.

e C([a,b]) : Pespace des fonctions continues.
e () : un ensemble ouvert borné.

e O =QJ0Q : cest la fermeture de Q.

e U : un ensemble ouvert.

o U=UJOU : cest la fermeture de U.

o 6K(., .) : Pespace des fonction & valeurs dans R, K fois différentiable dans €.
e deg : degré topologique.

e degp : degré topologique de Brouwer.

e degrs : degré topologique de Leray-Schauder.

e mazx : le maximum.



B : la boule unité fermée

N : L-compact sur €.
|- |lco= mazx|.|.

a, 3,7 : fonctions € L[0,1].



Introduction

Ce premier chapitre est consacré aux outils mathématiques utiliser pour développer ces
présentes études. On s’intéresse particulierement a dénir quelques notions fondamentales
et & rappeler quelques théorémes importants dans la théorie du point fixe, notamment
le principe de contraction de Banach, ’alternative non linéaire de Leray-Schauder. pour
plus de détails voir [1; 21; 22| : Aussi en guise d’introduction nous discutons une notion
bien importante : le degré topologique et ses implications pour les théorémes de points
fixes. Cette théorie est intéressante pour deux raisons : d’une part, elle constitue I'une des
approches classiques pour démontrer quelques théorémes d’aspect topologiques, Notons
que cette théorie a fait 'objet d’un travail publié.

Enfin il convient de rappeler le théoréme pilier dans cette thése qui est celui d’Ascoli-
Arzela dont nous faisons un usage fréquent dans presque tous les chapitres, ce dernier est
utilisé pour prouver la compacité dans des espaces de fonctions définies sur des ensembles
compacts oll non nécessairement compacts

Dans deuxieme chapitre, nous présentons nos travaux concernant l'existence et 'unicité
des solutions d’un probléme a valeurs aux limites en trois points généré par une équation
différentielle du troisiéme ordre. Nous établissons des conditions suffsantes permettant
d’obtenir I'existence des solutions en utilisant ’alternative non linéaire de Leray- Schau-
der et le principe de contraction de Banach. Ces travaux ont fait 'objet des publications

[13] et [14]



Chapitre 1

Rappels et notions fondamentales

1.1 Théorémes du point fixe métrique
1.1.1 Théoréme de point fixe de Banach

Définition 1.1 (Point fize) Soit T' une application d’un ensemble X dans lui méme.
On appelle point fize tout point x € X tel que T'(z) = x.

Le théoréme du point fize le plus élémentaire et certainement le plus utilisé est le prin-
cipe de contraction de Banach. Pour cela nous commencons par une présentation de ce

principe ainst qu’un certain nombre de généralisations de ce résultat.

Théoréme 1.1 (principe de contraction de Banach [10] . soit (M.d) un espace métrique
complet et soit T : M — M wune application contractante i.e qu’il eriste 0 < K < 1 que
d(T(z);T(y)) < kd(x,y) Nx,y € M, alors T admet un unique point fivze x* € M de plus
pour tout x € M ona : lim, ., T"(z) = z* et,

Kn
1-K

d(T"(z),z") < d(z,T(x)).

Preuve. D’abord, on montrons I'unicité .

On suppose que il existe z,y € M avec v = T'(z);y = T'(y) et d(x,y) = d(T(z),T(y) <
kd(z,y).

Puisque 0 < k < 1 alors I'inégalité dernier d(x,y) = 0 = x = y, alors 3z € M tel que
T(x)=ux.



Maintenant, on preuve 'existence de z ou x € M.

On suppose que 7" (x) est une suite de Cauchy ou n € {0,1, ...}
d(T™(z), T" ™ (z)) < kd(T" (), T"(2)) < ....... < k"d(xz,T(x))
Sim>notune{01,..}

d(T™(2), T™(2)) < d(T"(2), T (2)) + d(T" (@), T"2(2)) + oo + (TN (), T™ ()
< k"d(xz,Tz) + k" d(z, Tx) + ... + k™ (2, T(x))
<k'd(z,T(z)) [14+k+ K+ ......]

ke
- e T(@)
< d(e, T(a)

Pour m > n;n € {0,1,...} on a

n

AT (@), (@) < 7

d(xz,T(x)) (1.1)

alors T™(z) est une suite de Cauchy dans 'espace complet X en suite alors il existe u € X

avec

lim T"(u) =u

n—>-+00

De plus par la continuité de T

w= lim T""(2) = lim T(T") = T(u)

n—aoo n—aoo

Alors u est un point fixe de T.
Finalement, m — oo , on obtient

n

d(T"™(u),u) < T %

d(x, T (x))

Exemple 1.1 Considérons Uapplication T : R — R défini par T(x) = £ + 5 ; alors

1

T une contraction avec 0 < k = 5 < 1; et admet comme point fire v = 1 de plus

Hm{T"(z)}52, =1



Remarque : Les conditions du théoréme sont nécessaires, pour s’en convaincre consdé-

rons les exemples suivants .

Ezxzemple 1.2 T :[0,1] = R, T'(z) = 5 + 1 ,est contractante mais n’admet pas de point
fize. Le probléme est que T([0;1]) & [0;1] et on ne peut pas itérer : xg = 0; x; = 1;

To = 1.5 ; mais x3 n’est pas déifni!

Exzemple 1.3 T :)0,1] —]0,1] , T(x) = % ; est contractante et vérifie T(]0;1]) C]0;1]
mais n'admet pas de point fize. Le probléme est que |0;1] n'est pas fermé : lim u, = 0

n’est pas contenue dans ]0; 1]

Ezemple 1.4 T : R = R; T(z) = x + 17 vérifie |T(x) — T(y)| < | — y| pour tout
x # 1y, mais n'admet pas de point fixe. Le probléme est que T n’est pas contractante, et

pour tout xy € R on obtient x,, — +00

1.1.2 Théorémes du point fixe pour des contractions non définies
sur tout ’espace métrique

Soit (M;d) un espace métrique complet, il est clair qu’une fonction définie seulement
sur un sous-ensemble de M n’aura pas forcément un point fixe. Pour assurer cela, des-

conditions supplémentaires seront nécessaires.

Théoréme 1.2 Soient K C M un ensemble fermé et T : K — M une k-contraction.

Supposons qu’il existe xo € K et r > 0 tels que :

B(Io,r> CK

et
d($0;T($0)) < (1 — k})?“,



alors T a un unique point fize z* € B(xo;7).
Dans certaines applications, il y’'a des cas ou T est lipschitzienne sans étre une contrac-
tion, alors qu’une certaine puissance de T est une contraction (voir[l]). Dans ce cas nous

avons le théoréme suivant.

Théoréme 1.3 Soit ( M; d) un espace métrique complet et T : M — M une application
telle que d(T™(x); T™(y)) < kd(x,y) , Yx,y € M , pour un certainm >1; 00 0 < k < 1.
Alors T admet un unique point fize x* € M.

Preuve. Comme T™ est une contraction, il en resulte du théoréme (1.2) que T™ a un
unique point fize, soit donc x* = T™x*. Alors T™(T(x*)) = T(T™(x*)) = T(x*) , i.e.,
T(x*) est un point fize de T™ : Mais T™ a un unique point fize, d’ot Tx* = x* : Donc
T a un unique point fize x* ; et il est unique car tout point fixe de T est également point

fixe de T™.

Ezxzemple 1.5 Considérons l'espace métrique M donné par :M = Cla;b]; Uespace des
fonctions continues a valeurs réelles définies sur Uintervalle [a;b]. M est un espace de
Banach par rapport la norme ||u|| = maxcjap [u(t)]. u € M . On définit T : M — M

par :

alors,

1T (w) = T ()|l < (b= a)llu— vl

donc (b — a) est la meilleure constante de Lipchitz pour T. D’autre part, on a :

T2(u) (1) = / t ( / swm) ds — / (= s)u(s)ds

ﬁ/ (t — )™ tu(s)ds,

6

et par induction

Tu(t) =



dés lors

(b—a)™
IT" (@) = T (@) < 2= flu =0l
et donc T™ serait une contraction st % <1

1.1.3 Principes de continuation.

Une autre facon d’obtenir 'existence de point fixze pour une application non définie sur
tout l’espace s’obtient via un processus de continuation . Celui-ci consiste déformer notre
application en une autre plus stmple pour laquelle nous connaissons [’existence d’un point
fize. Il va sans dire que cette déformation connue sous le nom d’homotopie devra vérifier

certaines conditions voir [1] .

Définition 1.2 Soient X etY deux espaces topologiques. Deux applications continues f,

g: X — Y sont dites homotopes lorsqu’il existe une application continue
H:X x[0;1] =Y,

telle que H(x,0) = f(z) et H(z,1) = g(x). En d’autres termes, il existe une famille
d’applications de X dans'Y , 4 savoir x — H (z; t)pour 0 <t < 1; qui part de f pour

arriver & g ; et varie continément. On note f ~ g.

Ezxzemple 1.6 Soit X =Y = R", on considére ¢ : R* — R™ ["application constante
c(x) =0, et i : R™ — R™ Uapplication i(x) = x. Montrons que c et i sont homotopes. 1l

suffit de prendre :

H:R" x[0;1] - R"
H(z;t) = tx.
Alors H(z;0) =0=c(z) et H(z;1) =z :

Ezxzemple 1.7 Soit X =Y =R"—{0}; on considére cette fois p(x) = z/||z|| ; et i(z) = x

de nouveau. On voit que p et i sont homotopes en prenant
H: (R"—{0}) x [0;1] - R" — {0}

7



H(x;t):(l—t)xHHz—H

Définution 1.3 Soit f: X — Y une application continue. On dit que f est une équiva-
lence d’homotopie lorsqu’il existe g :' Y — X telle que go f = id, et fog =1id, . On
dit alors que X et'Y ont le méme type d’homotopie, ou parfois qu’ils sont homotopie-

équivalents, et on note X ~Y .

Ezemple 1.8 Soit X = R" — {0} et Y = S"1, on prend alors f : X — Y définie par
flx) =z/||z|; et g: Y — X Uinclusion. Alors fog=1id, , et l'ezemple 1.7 montre que
go f~id,. Donc R" — {0} a le meme type d’homotopie que la sphére S .

Soit (X, d) un espace métrique complet, et U un sous ensemble ouvert de X.

Définition 1.4 Soit F : U — X et G : U — X deux contractions, on dit que F et G

sont homotopes s’il existe H : U x [0,1] — X wvérifiant les propriétés suivantes :

(a) H(,0) =G et H(,1) = F;

(b) H (z; t) # x pour tout x € OU et t € [0,1];

(¢) Il existe o € [0; 1) tel que d(H (x;t); H(y,t)) < ad(x,y) pour toutz, y € U ett € [0,1];

(d) Il existe M > 0 tel que d(H(x,t); H(z;5)) < M|t — s| pour tout x € U et t; s € [0,1]

Théoréme 1.4 Soit F : U — X et G : U — X deux applications homotopiquement

contractives et G a un point fire dans U : Alors, F' admet un point fize dans U :



preuve Considérons 'ensemble Q@ = {\ € [0,1] : « = H(z;\) , pour certain x € U} ou
H est une homotopie entre F' et G décrite dans la définition 1.2. Notons que @) est non
vide puisque G a un point fize et que 0 € QQ - On montre que QQ est la fois ouvert et fermé
dans [0;1] ; et ainsi, par connexité on aura QQ = [0,1] : Par conséquent F' a un point fize :
Montrons d’abord que @ est un ensemble fermé dans [0,1] : En effet,soit {\,}nen une
suite dans @ telle que lim,_,.o A\, = X\ ; alors, nous devons montrer que X € (). Comme
A € Q pour n = 1; 2,....... il existe x,, € U ot x, = H(x,; \,). Egalement pour n;m
€{1,2,3,...}, on a

d(p, Tm) = d(H(zp, ), H(Tm, An))

IN

d(H(2p, M), H(py M) + d(H (20, M), H(Tps A))
< M|\, — M| + ad(zp, )

Ainsi, nous avons

M
d <2, -
(s 2m) < 7= = Al

Ce qui montre que {x,} est une suite de cauchy de X (car {\,} Uest aussi ) et, puisque

X est complet, il existe x € U telle que limy,_oon = x. Par la continuité de H,
T = UMy ooy = limy, oo H(Tp, \p) = H(x, \).

Ainsi, A € Q et Q est fermé dans [0;1] .

Montrons que Q est un ensemble ouvert de [0;1] : Soit \y € Q, alors il existe x9 € U
avec xg = H(xo; No) o Puisque, par hypothése, xy € U, nous pouvons trouver r > 0 tel
que la boule ouverte B(xg;r) = {x € X : d(z;z0) < r} C U : Choisissons ¢ > 0 tel
que € < %7’ o r < dist(xy,0U) ; et dist(xg;0U) = inf{d(zo;x) : € OU} . Fizons



A€ (Ao —e; X +¢) 1 Alors, pour xg € B(xo,T);

d(xo, H(z,\) < d(H(xg,No), H(z, o)) +d(H(z, \o), H(x,\))

IN

Oéd(l‘o,l’) + M|>\ - )\0‘

IN

ar+(l—a)r=71

Alors pour tout X € (A\g — €; Ao + &) fizé,

H(.;)\:B(zo,;) = B(xo,T) :

Par le théoréme 1.1,1.2; [1]; on déduit que H(.; \) a un point fize dans U. Alors, A € Q
pour tout A € (A\g — &, \g + €), et parconséquent @ est ouvert dans [0; 1] .

Du théoréme précédent, nous déduisons le résultat suivant.

Théoréme 1.5 (Alternative non-linaire de Leray-Schauder) [1]. Soit U C E un en-
semble ouvert d’un espace de Banach E tel que 0 € U, et soit F : U — E une contraction

telle que F(U) soit bornée. Alors un des deux énoncés suivantsest vérifié :

(1) F a un point five dans U ;

(2) il existe A € (0;1) et x € OU tels que x = A\F(x) .

preuve. Supposons que (2) n'est pas verifi et que F' n’a pas de point fize sur OU c’est
dire x # AF () pour tout x € U et X\ € [0; 1].

Soit H : U x [0;1] — E donnée par : H(z;\) = AF(z); et soit G Uapplication nulle.
Notons que G a un point fize dans U (& savoir 0 = G(0) ) et que F' et G sont deux
applications homotopiquement contractives. Par le théoréme 1.4, F aégalement un poin

fize et donc l’ennoncé (1) est vérifié.
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1.2  Degré topologique

Dans cette section, nous donnons un bréf aperéu de la notion du degré topologique que
ce soit en dimension fnie ou infine. Le degré, deg(f;),y) de f dans Q par rapport a y
donne une information sur le nombre de solutions de l'équation f(x) = y dans un en-
semble ouvert Q@ C X ou f : Q C X — X est continue, y ¢ f(OU) et X est un espace
topologique, métrique la plupart du temps. Pour plus de connaissances et d’amples details

voir [8; 10; 17] .

1.2.1 Degré topologique de Brouwer

Considérons un ouvert borné Q de R™ de frontiére 0S) et de fermeture Q. Uk(Q,R”)
désignera ’espace des fonction wvaleurs dans R™, k fois différentiables dans €2 qui sont
continues sur Q . Cet espace sera muni de sa topologie usuelle.

Soit o € Q; si f est diférentiable en xo, on note par J(xo) = detf (o) le Jacobien de f

en Ig.

Définition 1.5 Soit f une fonction de classe C* sur . Notons parJ(xo) le Jacobien de
[ en un point xo de Q . Le point xq est dit point critique si J¢(zo) = 0 : Dans le cas
contraire, xo est dit point réqulier.

On désigne par Sp(Q2) l’ensemble des points critiques. C’ets & dire :
Sr(Q) ={z € Q, Ji(z) =0}.

Définition 1.6 Un élement y € R" est dit valeur réquliére de [ si f~'(y) N Sp(Q) = ¢

Dans le cas contraire, y est dit valeur singuliére.

Définition 1.7 Soient [ € Ul(w,R”) et y € R"\ f(Ow) une valeur réguliére de f. On

appelle degré topologique de f dans S par rapport a vy, le nombre entier

deg(f,w,y) Z SgnJs(z

z€f~1(y)

11



ou Sgn Js(x) désigne le signe de J¢(x), défini par sgn(t) =1 sit > 0 et sgn(t) = —1 si
t <0.

Remarques 1.2.
1) Par convention si f~*(y) = ¢ , deg(f,Q,y) =0 .

2) f~1(y)contient un nombre fini d’éléments.

Ezemple 1.9 soit 0 < € < 1 et considérons la fonction f(x,y)(x*> — y? — €,2xy), et
f710,0) = {(z,y) € R? f(x,y) = (0,0)} alors, on a

?—y?—e=0 (1.2)
et
2xy =0 (1.3)

D’aprés (1.3) on trouve x =0 ou y = 0.
Six =0 alors : —y> — e =0 = y?> = —€ c’est contradiction.

Siy=0alors : 2> —e =0 <= x = /e ou x = —\/€, donc

F710,0) = {(=V/e,0); (Ve,0)}

St Q{(z,y) € R? : 22 + y* < 1} alors f~1(0) N IQ = 0. En outre, comme

ste = (5 )

2y 2z

et det(Ji((2,y))) = 4(2* — y?) et puisque deg(f.0,y) = D ,ep1 SgnJs(x) alors

SgndetJ;(\/e,0) = Sgnde = 1
SgndetJ;(—+/€,0) = Sgnde = 1
= deg(f,2,0)=1+1=2
Remarques 1.8 Donc le cas ot f~(y) NSy # 0, on ale lemme suivant

12



Lemme 1.1 (lemme Sard) Soit une fonction f € C*(Q, R"). Alors l’ensemble f(S;) des
valeurs critiques de f est de mesure nulle.
Nous verrons maintenant qu’on peut étendre la notion de degré au cas ou la fonction f

est seulement continue.

Définition 1.8 Soient Q C R™ un ouvert borné, f € C(Q,R") et y € R" tel que y ¢

f(02). On définit le degré topologique de f dans 2 par rapport & y par

deg(f,Qy) = Tim deg(fn, 2, y)

ot { fo}nen+ est une suite de fonction C(QQ,R™) qui converge uniformément vers f dans

Q.

Rappelons a présent quelques propriétés importantes du degré topologique de Brouwer.
Théoréme 1.6 (10) Soit 2 C R™ un ouvert borné, et posons

A(Q) ={f € C(QR") 1y ¢ f(0))}

L’application degg(f,Q,y) : A(Q) — Z satisfait les propriés suivantes

1. (Normalisation) degp(I;Qy) = 1 siy € Q etdegp(l;Q,y) = 0 siy € R\Q ou [

désigne Uapplication identité sur ).
2. (Solvabilité) Si degp(f,Q,y) # 0, alors f(x) =y admet au moins une solution dans .

3. (Invariance par homotopie) Pour tout h : [0;1] x Q — R™ et tout y : [0;1] — R™ conti-
nues telles que y(t) ¢ h(t;00) pour tout t € [0;1], degp(h(t;.),2,y(t)) est indépendant
de t.

13



4 .( Additivité) Supposons que Qy et Qo sont deux sous-ensembles disjoints et ouverts de

Qetyd FION(UUQ)) . Alors

degB(f? Q??J) = degB(f> Qlyy) + degB(fa QQa y)

5.degp(f,Q,y) est constant sur toute composante connexe de R™\ f(0)

6. degB(f? Q? y) = degB(f - Y, Qa O>

7. Soit g : Q — F,, une application continue ot F,, est un sous espace de R",dimF,, =m

, 1 <m <n : Supposons que y est tel que y & (I — g)0Q2 . Alors

degB(f7 Q> y) = degB(<I - g)ﬁﬁFma Q N Fm> y)

Dans le but de démontrer ['existence de solutions d’équations non linéaires dans R",
la propriété (2) du théoréme ci dessus est souvent complétée par la propriété d’invariance
par homotopie du degré. L’intérét principal de cette notion réside dans le fait que si deux

applications sont homotopes, elles ont le méme degré.
Ezxzemple 1.10 Soit Q) = (—1;1) et considérons

h:(t;x) €[0,1] x Q — h(t,z) = (1 — t)x + twe”

il est clair que cette appliction satisfait

1. h est continue sur [0;1] x Q

2.0(0;x) = x et h(1;2) = xe”

3. Pour toutt € [0;1] ; la fonction h(t;x) ne sannulle pas en {—1,1}. Donc si f(x) = xe”
alors degB(fv (_17 1)a O) = degB(Ia (_17 1)a O) =1

14



1.2.2 Degré topologique de Leray-Schauder

Soient X un espace vectoriel normé de dimension infinie, Q C X un ensemble ouvert et
borné, f : Q — X une fonction continue et y € X tel que y & f(0Q) .Dans la section
précédente , nous avons vu qu’en dimension finie , C(Q, X) est une classe convenable
de fonctions pour laquelle il existe une unique fonction degré , le degré de Brouwer , sa-
tisfaisant les propriétés 1,2 et 3 du théoréeme . Malheureusement, en dimension infinie,
C(Q, X) ne lest pas .En effet , un evemple du o Leray montre qu’il faut restreindre la
classe des fonctions pour laquelle il y a existence et unicité d’une fonction degré , le degré

de Leray-Schauder , a un ensemble strictement contenu dans C(€, X).

L’exemple de Leray [6]

On considére X = C([0,1],R) muni de la norme de la convergence uniforme ||.| , a sa-
voir pour v € X, ||x]| = maxscp|e(s)|. On définit la fonction xo € X par xo(s) = 5
Vs € [0,1] , puis on introduit ['ensemble ouvert borné Q = {x € X, ||z — xo|| < %}
Alors, on peut montrer qu’il existe y € X tel que pour toute fonction deggp(.,€,y) :
C(Q,X) = 7Z , une des trois propriétés 1,2 et 3 listées ci dessus n’est pas vérifiée.

En effet , supposons au contraire qu’il existe une fonction degg(.,Q,y) : C(Q, X) = Z ,
satisfaisant 1 — 3.0n définit f € C(Q, X) par f(x) =hox, ouh € X,

1

s st 0<s< -
1 25
h(s) = 1—s si -<s<-<;
5 2 5 8

On remarque que pour x € €, pour tout s € [0,1],0 < z(s) < 1. Donc , puisque h([0,1]) =
[0,1], f/(Q) € Q. Soit H : Q x [0,1] — X définie par H(x,t) = tx + (1 —t)f(x) . Il est
clair que H est une homotopie continue entre l’identité et f et vérifie

[H (2, 1) — 20|l <tz — zofl + (1 = 1)[[f(2) — 2ol < %
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Montrons que pour tout t € [0,1], H(0,t) C 9. Pour ce faire , fitons t € [0, 1]. Soit

1 1 1
r € 00 ie|lx — x| = 5 Alors, Vs € [0, 1],—5 < z(s) — zo(s) < 5 et pour un certain
1

so € [0,1], |x(s0) — zo(s0)| = 5 0 e qui entraine que x(sg) € {0,1}. Par conséquent,

1
H(x(so),t) = x(so) et donc |H(x(s0),t) — xo(s0)| = 3" On sail que pour x € 0S), pour
tout s € [0,1],0 < z(s) < 1, ce qui implique que Vs € [0,1],0 < H(x(s),t) < 1. Autrement

1
dit |H(z(s),t)—zo(s)| < 5 Ainsi , on a bien démontré que pour tout x € 02 et Vs € [0, 1]

on a |H(x,t) —x(s)| = %

1 1
Soit a présent la fonction y € X défini pour s € [0,1] par y(s) = 35 + 7 Alors y ¢ 092

puisque ||y —xo|| = %1 Par suite , d’aprés ce qui précede , pour tout t € [0,1],y ¢ H(08,1)
et donc degp(H(.,t),Q,y) est bien défini .Ainsi , en accord avec les propriétés 1 et 3 on a
degp(f,Q,y) = degp(I,Q,y)) = 1 et vu la propriété 2, on déduit lexistence de x € Q) tel
que f(x) = hox =vy. Montrons alors que l’équation z(s) = % admet une unique solution

. On sait d’apres la définition de h que

Y0)= § =hoa(0) = a(0) = | ety(1)=> =how(l)= (1) = 1*
Par conséquent, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, I’équation x(s) = 1 admet
au moins s* € [0, 1], de plus s* doit satisfaire y(s*) = hox(s*) = h(%) = % i.e. s = %, d’ot
lunicité. En vu du théoréeme des valeurs intermédiaires, il résulte que pour tout s € (%, 1]
soit x(s) < %7 soit z(s) > % Le premier cas n’est pas possible puisque z(1) = ;—(7) Donc

1 1 1
pour tout s € (=,1],z(s) > 3 Mais comme z(s) = 3 il existe € > 0 tel que pour

11 15 S 5 1 31
tout s € [5,5 + ¢, z(s) € [§’§]’ ce qui implique que h o x(0) € [h(é),h(g)} = [5,5],

contradiction avec le fait que pour tout s € [0, 1],y(s) = %S + 411 = houx(s).

En réalité. le bon cadre pour introduire la notion de degré topologique de Leray-Schauder
est celui des perturbations compactes de lidentité, c’est a dire des opérateurs du type [ —T
avec T un opérateur compact.

Pour construire ce degré, nous avons besoin de quelques résultats et définitions notamment

ceux des opérateurs compacts , et de rang finis [17].

Définition 1.9 [17] Soient X un espace de Banach et ) une partie de X. Si1T: Q — X
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est un opérateur continu , on dit que T est compact si pour toute partie bornée B de € ,
T(B) est relativement compact dans X.
On notera en particulier que st T est compact , alors T est borné sur les parties bornées

de X.

Définition 1.10 Soient X un espace de Banach et Q) une partie de X. On dit que [’ap-
plication T : Q — X est de rang fini si dim(Im(T)) < oo, autrement dit , si Im(T) est

un sous-espace de dimension finie de X.

Lemme 1.2 Soient X un espace de Banach , Q C X. un ouvert borné et T : Q0 — X une
application compacte . Alors , pour tout € > 0 , il existe un espace de dimension fini noté

F et une application continue T, : Q — F telle que
|Tox — Tz| <€  pourtout x € Q.

Définition 1.11 Soient X un espace de Banach , Q C X. un ouvert borné et T : Q — X
une application compacte . Supposons maintenant que 0 ¢ (I — T)(9N2). Il existe ¢g > 0
tel que pour € € (0,€), le degré de Brouwer degp(I — T.,Q2 N F,,0) est bien défini ou
T. est défini comme dans le lemme 1.2. Par conséquent , nous définissons le degré de

Leray-Schauder par
degrs(I —T,9Q,0) =degrs(I —T., Q2N F,0).

Remarque 1.1 Cette définition ne dépend que de T et de Q. SiY € X est tel que
y ¢ (I —=T)(00), le degré de I —T dans Q2 par rapport & y est défini comme étant

degrs(I —T,Q,y) = degrs(I — T —y,Q,0).

Théoréme 1.7 [10] Soit X un espace de Banach et
A={(I-T,9,0),Q un ouvert borné de X,T:Q— X compacte ,0¢ (I —T)(09)}
alors , il existe une unique application  degrs(f,Q,y) : A — Z appelé le degré
topologique de Leray-Schauder telle que :

1. (Normalité) Si 0 € Q alors degrs(I1,€,0) = 1;
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2. (Solvabilité) Si degrs(I —T,8,0) # 0 alors 3 z € Q tel que (I —T)zx = 0;

3. (Invariance par homotopie) Soit H : [0,1]Q une homotopie compacte, telle que 0 ¢
(I — H(t,.)(0). Alors (I — H(t,.),$,0) ne degpsdete [0, 1];

4. (Additivité) Soient Qy et Qo deur sous-ensembles disjoints ouverts de S et
0¢ (I =T)Q\ (uU)).

Alors,
degrs(I —T,Q,0) =degrs(I —T,9,0) + degrs(I —T,s,0).

Le degré de Leray-Schauder conserve toutes les propriétés de base du degré de Bro-
wer. Pour finir et comme conséquence de cette notion du degré nous allons prouver
quelques théoremes de points fize topologiques en particulier alternative non linéaire

de Leray-Schauder.

1.3 Théoréme du point fixe topologiques

Théoréme 1.8 (Brouwer) Soit B la boule unité fermée de R et f : B — B continue.

Alors f a un point fize : il existe x € B tel que f(x) = x.

Preuve. S’il existe un v € 0B, alors il n’y a rien a prouver. Sinon considérons l’applica-
tion h(t,x) =x —tf(x). On a h est continue , h(0,z) = x et h(1,2) =z — f(z). En outre
st on suppose que h(t,zo) = 0 pour certain xo € OB, alors on obtient xo = tf(zo) ce qui
implique comme 0 < t < 1, que f(xg) € OB, contradiction . comme est une homotopie

admissible entre I — f et I alors
degp(I — f,€,0) = degp(I,£2,0) = 1.
En conclusion , il existe un x € B, tel que x —tf(x) =0 i.e. f(z)=2. ®

Théoréme 1.9 (Schauder) Soit B la boule unité fermée d’un Banach E et f : B — B

compacte .Alors f a un point fire : il existe v € B tel que f(x) = .
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Preuve. Soit h(t,z) = tf(x) fonction compacte sur [0,1] x B. Si, pour un t € [0,1] et un
x € 0B, on ax — h(t,z) =0, alors tf(z) = x; comme |z| =1 et |f(x)] < 1, ceci impose
t =1 etx = f(x) donc un point fixre sur OB situation que l'on a exclue . On peut donc

appliquer les propriétés de normalisation et dinvariance par homotopie du degré donne
1 =degrs(I,B,0) = degrs(I — f,B,0)
puisque h(0,.) =0 et h(1,0) = f donc Uexistence d’un point fize . m

Théoréme 1.10 (9) (Alternative non-linéaire de Leray-Schauder). Soit Q C X un sous
ensemble ouvert borné d’un espace de Banach X tel que 0 € Q, et soit T : Q — X un

opérateur compact . Alors un des deuxr énoncés suivants vérifié :
(1) T a un point fize dans Q) ;
(2) il existe X > 1 et x € 0N tels que Tv = Ax.

Preuve. Si (2) est vraie alors on a rien & prouver. Sinon, on définit I’homotopie
H(t,z) =tTx pour te€[0,1].

Ainsi défint H(t, x) est compacte , H(0,z) =0 et H(1,x2) = Tx. Supposons que H(t,xy) =
xo pour un certain t € [0,1] et xq € 0N. Alors on a tTxg = x9. Sit=0o0ut =1 on a
(1); Sinon

Ty = ;:1:0 pour un certain t € (0,1),

et alors on a (2) . Sinon, on a deg(I —T,$,0) = deg(1,§,0) =1 et alors T a un point
fize dans 2. m

Théoréme 1.11 (Brouwer) Soit M une partie convexe, compacte et non vide d’un es-
pace normé de dimension finie (X,|.||) et soit A : M — M une application continue,

alors A admet un point fixe .

Théoréme 1.12 (Schauder) soit M une partie bornée, fermée, convexe et non wvide
d’un espace de Banach X et soit A : M — M une application compacte, alors A admet

un point fize.
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Rappelons a présent le théoréme d’Ascoli-Arzela ainsi que le théoréme de convergence

dominée de Lebesque dont nous faisons un usage fréquent dans toute la suite.

Théoréme 1.13 (Ascoli-Arzela) Considérons X = C([a,b]) muni de la norme ||u|| =

ng?g)]u(tﬂ, avec —00 < a < b < +oo. Si M est un sous ensemble de X tel que

i. Yu € M et r >0 un nombre firé, M est uniformement borné, i.e . ||ul| <r .

1. M est équicontinu, i.e.

Ve>0,30 >0, tq [t —ta] < et Yue M = |u(ty) —u(tz)| <e.

Alors, M est relativement compact.

Théoréme 1.14 Soient Q) un ouvert de R™ et (f,)nen une suite de LP(Q)) telle que

i. fu(x) — f(x) presque partout sur €.

ii. | fu(2)| < g(z) presque partout sur Q, Vn avec g € LP(Q). Alors,

ferrQ) et ||fu— fllzr — 0.
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Chapitre 2

Existence de solutions d’une équation
différentielle d’ordre trois avec
conditions aux limites en trois points

2.1 Introduction

Les problemes aux limites en trois points ont connu un essor considérable et sont devenus
un important sujet de recherche. Cect est di au fait que de nombreuxr phénomenes phy-
stques peuvent étre modélisés par des équations différentielles ordinaires aux conditions
non locales. En revanche les probléemes liés aux conditions non locales ont beaucoup d’ap-
plications dans de nombreuz problémes tels que la dynamique des populations, le processus
de conduction de la chaleur, la théorie du controle, etc. Pour plus de détails voir [2;4; 19|
ainsi que leurs références. L’intéret porté sur 'introduction de ce type de conditions et
que ses derniéres peuvent améliorer les caractéristiques qualitatives et quantitatives du
probléme ce qui conduit & de bons résultats concernant [’existence et ['unicité de la solu-
tion.

Dans ce chapitre nous abordons la question de ['existence des solutions pour un probleme

aux limites en trois points suivant
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u" + f(tu) =0,0<t <1 (2.1)

u(0) = au(1),u/(1) = Bu'(n), u'(0) = 0 (2.2)

oun € (0;1); f:]0;1] x R — R est une fonction donnée vériant certaines hypothéses
qui seront précisées plus tard et o,f,deux paramétres tels que (1 — a)(1 — Bn) # 0 Cette
question a fait récemment l'objet de plusieurs travauz ou de différentes situations sur les
structures des non linéarités de f ont été étudiées. Dans ce contexte, notre contribution
consiste a introduire de nouvelles conditions sur la non linéarité de f : En effet, nous pro-
posons d’établir des résultats d’existence et d’unicité moyennant [’alternative non linéaire
de Leray-Schauder et le principe de contraction de Banach lorsque f est une fonction
de carathéodory, ensuite on éxamine le cas ot f € C([0;1] x R;R) 0% nous n’imposons
aucune condition de monotonicité sur f mais nous supposons que f(t;0) # 0 et qu’ils

existent deuz fonctions positives k ;he LY([0;1];Ry) telles que

\f(t,z)| < K(t)|z[P 4+ h(t), op >0, (tz)e[0,1] x R (2.3)

pour n’en citer que quelques uns ont prouvé des résultats d’existences sous diverses
méthodes telles que la méthode des sous et sur solutions, la théorie du degré topologique,
les méthodes de continuations basées sur la majoration & priori des solutions, le degré de
coincidence, le théoreme du point fize dans un cone, ['alternative non linéaire de Leray-
Schauder et ainsi de suite ; voir par ezemple [7;12;15;17; 18; 20|, ainsi que leurs références.
Ce chapitre est organisé comme suit : Nous consacrons la premiére partie a [’existence
des solutions du probléme (2.1)-(2.2) lorsque f est de type carathéodory, et la deuziéme
partie sera réservée aux résultats établis dans le cas ou f vérifie la deuriéme condition

mentionnée ci dessus.
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2.2 Préliminaires

Lemme 2.1

w4 y(t) =0,0<t<1 (2.4)
u(0) = au(l),v'(1) = Bu'(n), w'(0) = 0 '
admet une unique solution
1 2 B o !
ut) =—5 [ (t=9)7y(s)ds — Z(t"(L—a) + ) [ (n—s)y(s)ds
2 Jo 2¢ 0
1 !
+3z / (1— 5)(P2(1 — a) + aBn(l — s) + as)y(s)ds
0
Preuve. En effet on a v’ = —y(t),en intégrant trois fois I’équation on obtient
1 2 L o
u(t) = —3 (1 —35)y(s)ds + §C’1t + Ot + Cs. (2.5)
0

ou Cy Cy et Cs sont déterminées partir des conditions aux limites (2).

w(0)=0aCy=0

1

u(0) =au(l) < a(—%/ (1—5)2y(5)d5>+%Cl+anng

0
1
o (1—a)03:—9/ (1 8)2y(s)ds + 20y
2 J, 2
d’ot st a # 1
Cy— - /1(1—)2()d+ C
ST o —a) ),V TV Tt

de plus

(1) = B (n) & — / (1 - $)y(s)ds + Cy =
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_ 8 / "1 - s)y(s)ds + BnCy

& (1-8n)Ci=—p /On(n — s)y(s)ds + /0 (L —s)y(s)ds

dés lors si(1 — Bn) #0

I
Cl——l_ﬁn/o (n—s)y(s)ds +

o | 0= autsas

En substituuantes Cy,Cy et Cy et en posant ( = (1 —a)(1 —PBn) #0

on obtient
) = = [ = sfus)is = 0= ) +o) [ = ois)as
I )
+i/o (1—=9)(t*(1 —a)+ afn(l —s) + as)y(s)ds.
|

Définission Uopérateur intégral T : E — E,par



+% /01(1 —5)(*(1 — ) + aBn(l — s) + as)y(s)ds. (2.6)

En accord avec le lemme 2.1, le probléme (2.1)-(2.2) a une solution si et seulement si
Uopérateur T admet un point five dans E. Pour ce faire, nous prouvons deux résultats, le
premier est un résultat d’unicité basé sur le principe de contraction de Banach ot nous
montrons que T est une contraction. Le deuziéme est un résultat d’existence basé sur
Dalternative non linéaire de Leray-Schauder ot nous prouvons par le théoréme d’Ascolie-

Arzela que T est un opérateur complétement continu .

2.3 Existence et unicité

Dans toute cette section, pour établir nos résultats d’existences nous supposons la fonc-
tion f:[0;1] x R — R une fonction de Carathéodory c’est ¢ dire vérifiant les hypothéses

sutvantes :

(i) t — f(t; ) est mesurable pour tout € R.
(11) . — f(t;x) est continue presque pour tout t € [0;1] .
Théoréme 2.1 Supposons qu’il existe une fonction non négative k € L'([0;1];R,) telle

que

[f(t,z) = fty)| S K@)z —y|  Vo,y eR,t€l0,1] (2.7)

el
A= /O (¢ + laBD(1 = )% + (1 +2|a])(1 — s)] K (s)ds < 2|¢],

alors, le probléme aux limites (2 :1)-(2 :2) admetl une seule solution u dans E .

Preuve. Transformons le probléme (2 :1)-(2 :2) en un probléme de point fize ot [’opé-

rateur T est défini dans (2 :6) .
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A présent, montrons que T est une contraction. En effet, soient u;v € E ; alors,

I )
[Tu(t) — To(t)] < 5/0 (1= 9)7[f(s,u(s)) = f(s,v(s))|ds

% ‘? \(1 +2lal) / (1= 5)|£(s,u(s)) = f(5.0(s))ds

1 1
—l—m/o (1 —=s)(1+2)al+ |af|(1 = 9)|f(s,u(s)) — f(s,v(s))|ds. (2.8)

en vertu de(2,7), on obtient

[Pu(t) = Tol6) < 5 [ (1= sP17(s.u(s) = f(s.os)lds

% ‘? ‘(1 +2|04)/0 (1= s)|f(s,u(s)) — f(s,v(s))lds

+%<‘/0 (1= 5)(1+2lal + [aB|(1 = )| f(s,u(s)) — f(s,v(s))|ds. (2.9)

en vertu de(2,7), on obtient

1t )
|Tu(t) — Tou(t)| < 5/0 (1 —8)°K(s)|u(s) —v(s)|ds
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% ‘? '(1 +2]a) /01(1 — 5)K(s)[u(s) — v(s)|ds

1 1
+m/0 (1 —5)(1+2la] + [aB|(1 — s))K(s)|u(s) — v(s)|ds

1 ! )
< Td/o [(I¢] + a8 (1 = $)2(1 + 2la)) (18] + 1)(1 — $)] K (s)|u(s) — v(s)|ds  (2.10)

D’ot en passant au suprémum ||Tu, Tv|| < ||u,v| . Conséquemment T est une contraction

dés lors, T admet un unique point fixe qui est 'unique solution du probléme (2.1)-(2.2) =

Théoréme 2.2 Supposons que f(t;0) # 0 et qu’ils existent deux fonctions nonnegatives

k;h € L'([0;1]; Ry) telles que

|f(t,z)| < K(t)|z| + h(t), (t,2) € [0,1] x R, (2.11)

(1 + n%)/o (1 —5)*K(s)ds + W /On(n — s)K(s)ds

(L+20al) 1.
+T/o (1—s)K(s)ds < 1. (2.12)

Alors le propléme oux limites (2.1)-(2.2) a au moins une solution trivail u* € E

Pour démontrer ce théoréme nous appliquons l’alternative non linéaire que nous rappelons
e

Lemme 2.2 (9] Soit F' un espace de Banach et Q0 un sous ensemble ouvert, borné de F
tel que 0 € Q. Soit T : Q — F un opérateur complétement continu. Alors, soit qu’il existe

x € 0U, A\ > 1 tels que T(z) = Az, ou il existe un point fize x*€ Q de T.
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Preuve. . Tout d’abord, définissons un ouvert, borné Q) C E : Soient

M = (1 + n%)/o (1—s)2K(s)ds + W /On(n — $)K(s)ds

(1+2]a]) [
—I—T/O (1 —s)K(s)ds..

et

V= (102 [ spnoas + BE2AD [ gnas

(1+2|al) [* B
+W/o (1 —s)h(s)ds.

On vertu de Uhypothése (2.11), nous savons que M < 1 : Comme f(t,0) # 0; alors
il existe un intervalle [o; 7] C [0,1] tel que gvgtigT\f(t,O)\ > 0. Puisque h(t) < |f(t,0)|;
vVt € [0,1]; d'oiw N > 0 : Soit m = %, alors l'ensemble €2 ouvert, borné est defini par
Q={ueC0,1]:||ul]| < m}.

Montrons que T est un opérateur complétement continu dans ) .

(i) T est continu, en effet, soit (u,) convergente pour la norme ||.|| vers une limite u dans

E : Alors

1! )
P 6) = Tult) < 5 [ (1= 9715, 0,(5)) = F(s,u(s) s
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L ‘? ‘@ 1 2lal) / (1= )| (s, un(s)) = £(5,u(s)|ds

Q\C\/ s)(1+ 2ol +|aB|(1 = )| f (s, un(s)) = [ (s, u(s))|ds

81+ D+ 2al) + 0B
§(1+ - >||f(-, )= Feu. 213)

En vu du théoréeme de convergence dominée de Lebesgue on a

161+ DA + 2[a]) + |af]
q

| Tun — Tul| < (1 1! ) 1 Cotn()) = Fleu(D]les = 0

quand n —00
D’ou T est continu.
(ii) Montrons que T(2) est relativement compact :

a) Soit u € Q alors en tenant compte de(2.10)

(Tu)(t)] <

|| [(H |2|—?|’)/ (1 —s)QK(s)ds+W/OU(U—S)K(S)dSJr
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(1+ 2]

) [ — s)K(s)ds
20| /0(1 VK (s)ds+

(1 + n%)/o (1 — 5)*h(s)ds + W /On(n — s)h(s)ds

—(1+2|a|) 1 — s)h(s)ds = u
o | = s = g+

Done || Tul| < Mm + N est par suit T'(S2) est uniformément borné.

b) T(Q) en équicontinu. En efft, soint ti,ts € [0,1] t1 <ty et u € Q ,nous par appliction
de (2.10)
Tu(ty) = Tultz)] < Mlu(ty) — u(ts)]

ty — to,alors |Tu(ty) — Tu(te)| tend vers 0, par conséquent T'(Q) est equicontinu. En vue
du théoréeme d’Ascoli-Arzela, T est complétement continu.
A présent, nous pouvons appliquer Ualternative non linéaire pour T : Q — E : Supposons

que u € OO\ > 1, tels que Tu = \u alors,

A = Null = [[Tul] = maz |(Tu) ()] <

] [<1+77|2a|—?||)/01(1 —s)zK(s)dsqLW/On(n—s)K(s)der
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(1+ 2]

) [ — s)K(s)ds
20| /0(1 VK (s)ds +

(1+052) [ = wnionas + IE2D [ gnas

(1+ 2]
2[¢]
D’ici on obtient A < M + N/m = 1; contradiction avec le fait que A > 1, En vertu du

1
/ (1 —s)h(s)ds = M||u|| + N.
0
lemme 2.2, on conclut que T a un point fize u* € Q et donc le probleme (2.1)-(2.2) a une
solution non triviele u* € E. m
Théoréme 2.3 L’ensemble des solution du probléme (2.1)-(2.2) est compact.

Preuve. Soit Y, ={uc E'; u solution du probléme (2.1)-(2.2)} , montrons en utilisant le
théoreme d’Ascoli-Arzela ( tout sous ensemble de E est compact si et seulement si, il est

borné, fermé et equicontinu), est compact.

(1) Soit (up)n>1 une suite dans _ ; alors

1 1 )
+i/0 (1—=3)(t*(1 — ) + afn(l —s) + as) f(s,u,(s))ds. (2.14)
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En utilisant le méme raisonnement que dans le théoréme 2.2, on prouve que »_, est borné
et equicontinu. Montrons maintenant que >, est fermé. Dune part, et en vue de la condi-

tion (2.10) on a

(&, un)| < E(8)[un| + () < k(E)m + h(t) = gm(t) (2.15)

D’autre part, le théoréme de convergence dominée de Lebesque et la condition (ii) sur

f garantissent que

u(t) = limu,(t) =

_%/O(1_8)2]43(8’“(8»618_%(ﬂ(l—a)—FCJé)/On(n_S)f(S,U(S))dS

1 [t 5
+az / (1= $)(P2(1 — a) + afn(1 — s) + as) f(s, u(s))ds.

cependant u € Y et par conséquent | est compact. ™

2.4 Exemples

Comme applications, nous considérons deux exemples permettant d’illustrer nos résul-

tats obtenus.

Ezxzemple 2.1 Considérons le probleme aux limites en trois points suivant :

w42t et =0,0 <t <1
1 (2.16)
u(0) = —2u(1),d/(1) = 3u’(§),u’(0) =0

Nous avons o = =2, = 3,n = %, ¢ = %7 f(t,x) = QQ/EZE\/%—kte*t et |f(t,x)] <
k(t)|z| + h(t),on k(t) = VEt,h(t) =te™' , k , h € L1([0,1],R,).En utilisant le théorém 2.2
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on obtient

M o= g/ol(l—8)2\/§ds+§/01(1—s)\/5d8+5/0n(n—s)\/§ds

= 0.88286 < 1

Alors, le probleme (2,15) a au moins une solution non triviale u* dans E.

Exemple 2.2 Considérons un autre probleme aux limites

tu t 2 __
u///+\/§m—€ +cost* =0,0<t <1 (2.17)
u(0) = su(1),u' (1) = —5u/(3), v (0) =0
ol o = %, B = —%, n= }L, (| = 3 .Par application du Théoréme 2.1, il découle

|f(t,l’) - f(tay)| < /{J(t)|l‘ —y|,Vx,y € th € [071]

ot k(t) = Wm D’un simple calcul on obtient doc

111 S 5 S
A = /—1—32——{——1—3—0[3
0 12( )\/3 s2+1 2( )\/§ s2+1
3

= 0.25 < =
2

Alors, il éxiste au moins une solution non triviale u* dans E du probléeme (2 :16) .

2.5 Autres résultats d’existences

Dans cette section, en considérant f : [0;1] x R — R une fonction continue et en
seplacant dans un cadre plus général, nous prouvons les resultats suivants.
Théoréme 2.4 Supposons que f(t,0) # 0, ( # 0,0 < p < 1, et quils existent deuzx fonc-
tions nonnegativesk ; h € L1[0; 1], k(t) # 0 presque pour tout t € [0; 1] et telle que

|f(t, )| < k(t)|z|P + h(t), pour(t,x) € [0,1] x R (2.18)

alors, le probleme auz limites (2.1)-(2.2) a au moins une solution non trivial u* € E.

Preuve. Comme k est nonnegative et k(t) # 0; pour t € [0;1]; alors M # 0; soit
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m:(M+N)ﬁ,r:max(1;m);BT:{uGE: lul| <r+1};u€dB, et 0 <A <1 tel

que u = ANTu : On a

[ull = Ml[Tull < M[ul]” + N.

Si ||lu|| > 1 4l s’ensuit que

lul|'*"" < M + Nljul|P < M + N.

par conséquent

lull < (M + N)™5 =m (2.19)

Sinon ||u|| < 1; donc ||u|| < maz(1l;m) =r; ce qui montre que la condition (2.18) contre-
dit le fait que u € B, : D’aprés le lemme 2.2, on conclut que opérateur T posséde un point
fize u* € B, et donc le probléeme (2.1) (2.2) admet une solution non triviale u* € C[0;1].
[

Théoréme 2.5 Supposons que f(t;0) #0; (#0; p=1 et quils existent deux fonctions
positives k ; h € L'0; 1] telles que

|f(t,2)| < k(t)|x| + h(t), pour(t,z) € [0,1] x R

M < 1 (2.20)

alors, le probléeme aux limites (2.1)-(2.2) a au moins une solution non triviale u* € C[0;1].
Preuve. Comme f est continue et f(t;0) # 0, il existe donc un intervalle [o; 7] C [0;1]
telle que (;/zzgl\f(t, 0)| > 0 et puisque h(t) = |f(t;0)|; pourtoutt € [0;1] alors N > 0.
Posons r = 2= alors v # 0 :Soit B, = {u € E : |lu]| < r};u € 0B, et A > 1 tel que
Tu = Au. Alors

pr— p— = <
Ar = Aull = [Tl = maz|(Tw)(6)] < Mllul| + N
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D’ici on obtient A < M + g = 1. Ce qui contredit le fait que X > 1. En vertu du Lemme
2.2 on conclut que l'opérateur T a un point fire u* € B, et donc le probléeme aux limites
(2.1)-(2.2) admet une solution non triviale u* € C[0;1]. =

Théoréme 2.6 Supposons que f(t;0) #0; (#0; p > 1 et quils existent deux fonctions
nonnegatives k ; h € L1[0;1]; k(t) # 0; pour tout t € [0;1] et telle que

|f(t;2)| < k(t)|z|” + h(t);
M+ N<1 (2.21)

alors, le probleme auz limites (2,1)-(2,2) a au moins une solution non triviale u* € C[0; 1].

Preuve. Soit By ={u € E : ||ul| <1};u € 0By et A > 1 tel que Tu = Mu : Alors
Ml = [[Tull < Mljul| + N.

Des lors \ < M + N =1 : La condition (2,20) entraine \ < 1; contrediction avec le fait

que A\ > 1. En conséquence T a un point fize u € By qui est une solution du probléme

(1)-(2) . =

2.6 Exemple

Afin d’illustrer nos résultats obtenus.considérons les deur exemples sutvants :

Ezxzemple 2.3 Considérons le probleme aux limites suivant

{u/// + %uéarcsint + 2cost + 4sint = 0, 0<t<1 (2.22)

u(0) = —zu(l), v/'(1) = —3v/(3),u'(0) =0

2 3

1

Nous avons f(t;x) = (%) arcsint + 2cost + 4sint : Alors | f(t; )| < (%arcsint)\:d% +
2cost + dsint = k(t)|z|s + h(t) ; p = 5 <1:¢=1+#0; f(t;0) = 2cost + 4sint # 0. Par
le théoréme 2.4, on conclut que le probléme (2.21) a au moins une solution non triviale

u* dans E.
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Ezxzemple 2.4

{u///+(1+t)du —|—1+t2—00<t<1 (2.23)

u(0) = gu(l), v/'(1) = 8u'(3),w/(0) = 0
e = k(t)le]z + h()

f(t;0) £0;p= % >1;(= % # 0. Par application du théoréme 2.6, on obtient

Nous avons f(t,z) = (1+t)5x + th =0, f(t,z) < (1+t5]x|’

M + N = 0.4564 + 0.20690 = 0.6633 < 1.

Dés lors, le probléme (2.22) a au moins une solution non triviale u* dans E :
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Conclusion

Le resultat obtenu suite a cette étude est l’existence el unicité de solutions d’une équa-

tion différentielle d’ordre trois avec conditions auz limites en trois points [13,14] .
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