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Notations

� On utilise la convention de la sommation par rapport aux indices répétés.

� On utilise les notations suivantes tout au long du travail :

Les symboles :

� R : l'ensemble des nombres réels.

� (M,d) : espace métrique.

� d(., .) : application de distance.

� C([a, b]) : l'espace des fonctions continues.

� Ω : un ensemble ouvert borné.

� Ω = Ω
⋃
∂Ω : c'est la fermeture de Ω.

� U : un ensemble ouvert.

� U = U
⋃
∂U : c'est la fermeture de U.

� C
K

(., .) : l'espace des fonction à valeurs dans R, K fois di�érentiable dans Ω.

� deg : degré topologique.

� degB : degré topologique de Brouwer.

� degLS : degré topologique de Leray-Schauder.

� max : le maximum.

v



� B : la boule unité fermée

� ∅ :

� N : L-compact sur Ω.

� ‖.‖∞= max|.|.

� α, β, γ : fonctions ∈ L1[0, 1].
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Introduction

Ce premier chapitre est consacré aux outils mathématiques utiliser pour développer ces

présentes études. On s'intéresse particulièrement à dénir quelques notions fondamentales

et à rappeler quelques théorèmes importants dans la théorie du point �xe, notamment

le principe de contraction de Banach, l'alternative non linéaire de Leray-Schauder. pour

plus de détails voir [1 ; 21 ; 22] : Aussi en guise d'introduction nous discutons une notion

bien importante : le degré topologique et ses implications pour les théorèmes de points

�xes. Cette théorie est intéressante pour deux raisons : d'une part, elle constitue l'une des

approches classiques pour démontrer quelques théorèmes d'aspect topologiques, Notons

que cette théorie a fait l'objet d'un travail publié.

En�n il convient de rappeler le théorème pilier dans cette thèse qui est celui d'Ascoli-

Arzela dont nous faisons un usage fréquent dans presque tous les chapitres, ce dernier est

utilisé pour prouver la compacité dans des espaces de fonctions dé�nies sur des ensembles

compacts où non nécessairement compacts.

Dans deuxieme chapitre, nous présentons nos travaux concernant l'existence et l'unicité

des solutions d'un problème à valeurs aux limites en trois points généré par une équation

di�érentielle du troisième ordre. Nous établissons des conditions su�santes permettant

d'obtenir l'existence des solutions en utilisant l'alternative non linéaire de Leray- Schau-

der et le principe de contraction de Banach. Ces travaux ont fait l'objet des publications

[13] et [14]
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Chapitre 1

Rappels et notions fondamentales

1.1 Théorèmes du point �xe métrique

1.1.1 Théoréme de point �xe de Banach

Dé�nition 1.1 (Point �xe) Soit T une application d'un ensemble X dans lui méme.

On appelle point �xe tout point x ∈ X tel que T (x) = x.

Le théoréme du point �xe le plus élémentaire et certainement le plus utilisé est le prin-

cipe de contraction de Banach. Pour cela nous commençons par une présentation de ce

principe ainsi qu'un certain nombre de généralisations de ce résultat.

Théoréme 1.1 (principe de contraction de Banach [10] . soit (M.d) un espace métrique

complet et soit T : M → M une application contractante i.e qu'il existe 0 < K < 1 que

d(T (x);T (y)) ≤ kd(x, y) ;∀x,y ∈ M , alors T admet un unique point �xe x∗ ∈ M de plus

pour tout x ∈M ona : limn→∞ T
n(x) = x∗ et,

d(T n(x), x∗) ≤ Kn

1−K
d(x, T (x)).

Preuve. D'abord, on montrons l'unicité .

On suppose que il existe x, y ∈ M avec x = T (x); y = T (y) et d(x, y) = d(T (x), T (y) ≤

kd(x, y).

Puisque 0 < k < 1 alors l'inégalité dernier d(x, y) = 0 =⇒ x = y, alors ∃!x ∈ M tel que

T (x) = x.
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Maintenant, on preuve l'existence de x où x ∈M .

On suppose que T n(x) est une suite de Cauchy où n ∈ {0, 1, ...}

d(T n(x), T n+1(x)) ≤ kd(T n−1(x), T n(x)) ≤ ....... ≤ knd(x, T (x))

Si m > n où n ∈ {0, 1, ...}

d(T n(x), Tm(x)) ≤ d(T n(x), T n+1(x)) + d(T n+1(x), T n+2(x)) + ......+ (Tm−1(x), Tm(x))

≤ knd(x, Tx) + kn+1d(x, Tx) + ......+ km−1d(x, T (x))

≤ knd(x, T (x))
[
1 + k + k2 + .......

]
=
kn − km

1− k
d(x, T (x))

≤ kn

1− k
d(x, T (x))

Pour m > n;n ∈ {0, 1, ...} on a

d(T n(x), Tm(x)) ≤ kn

1− k
d(x, T (x)) (1.1)

alors T n(x) est une suite de Cauchy dans l'espace complet X en suite alors il existe u ∈ X

avec

lim
n−→+∞

T n(u) = u

De plus par la continuité de T

u = lim
n−→∞

T n+1(x) = lim
n−→∞

T (T n) = T (u)

Alors u est un point �xe de T.

Finalement, m −→∞ , on obtient

d(T n(u), u) ≤ kn

1− k
d(x, T (x))

Exemple 1.1 Considérons l'application T : R → R dé�ni par T (x) = x
2

+ 1
2
; alors

T une contraction avec 0 < k = 1
2
< 1 ; et admet comme point �xe x = 1 de plus

lim{T n(x)}∞n=1 = 1
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Remarque : Les conditions du théoréme sont nécessaires, pour s'en convaincre consdé-

rons les exemples suivants .

Exemple 1.2 T : [0, 1]→ R , T (x) = x
2

+ 1 ,est contractante mais n'admet pas de point

�xe. Le probléme est que T ([0; 1])  [0; 1] et on ne peut pas itérer : x0 = 0 ; x1 = 1 ;

x2 = 1.5 ; mais x3 n'est pas déifni !

Exemple 1.3 T :]0, 1] →]0, 1] , T (x) = x
2
; est contractante et véri�e T (]0; 1]) ⊂]0; 1]

mais n'admet pas de point �xe. Le probléme est que ]0; 1] n'est pas fermé : lim un = 0

n'est pas contenue dans ]0; 1]

Exemple 1.4 T : R → R ; T (x) = x + 1
1+ex

véri�e |T (x) − T (y)| < |x − y| pour tout

x 6= y, mais n'admet pas de point �xe. Le probléme est que T n'est pas contractante, et

pour tout x0 ∈ R on obtient xn −→ +∞

1.1.2 Théorémes du point �xe pour des contractions non dé�nies

sur tout l'espace métrique

Soit (M ; d) un espace métrique complet, il est clair qu'une fonction dé�nie seulement

sur un sous-ensemble de M n'aura pas forcément un point �xe. Pour assurer cela, des-

conditions supplémentaires seront nécessaires.

Théoréme 1.2 Soient K ⊂ M un ensemble fermé et T : K → M une k-contraction.

Supposons qu'il existe x0 ∈ K et r > 0 tels que :

B(x0, r) ⊂ K

et

d(x0;T (x0)) < (1− k)r,
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alors T a un unique point �xe x∗ ∈ B(x0; r).

Dans certaines applications, il y'a des cas où T est lipschitzienne sans étre une contrac-

tion, alors qu'une certaine puissance de T est une contraction (voir[1]). Dans ce cas nous

avons le théoréme suivant.

Théoréme 1.3 Soit ( M ; d) un espace métrique complet et T : M →M une application

telle que d(Tm(x);Tm(y)) 6 kd(x, y) , ∀x, y ∈M , pour un certain m ≥ 1 ; où 0 ≤ k < 1.

Alors T admet un unique point �xe x∗ ∈M .

Preuve. Comme Tm est une contraction, il en resulte du théoréme (1.2) que Tm a un

unique point �xe, soit donc x∗ = Tmx∗. Alors Tm(T (x∗)) = T (Tm(x∗)) = T (x∗) , i.e.,

T (x∗) est un point �xe de Tm : Mais Tm a un unique point �xe, d'où Tx∗ = x∗ : Donc

T a un unique point �xe x∗ ; et il est unique car tout point �xe de T est également point

�xe de Tm.

Exemple 1.5 Considérons l'espace métrique M donné par :M = C[a; b] ; l'espace des

fonctions continues à valeurs réelles dé�nies sur l'intervalle [a; b]. M est un espace de

Banach par rapport la norme ‖u‖ = maxt∈[a,b] |u(t)|. u ∈ M . On dé�nit T : M → M

par :

Tu(t) =

∫ t

a

u(s)ds

alors,

‖T (u)− T (v)‖ ≤ (b− a)‖u− v‖,

donc (b− a) est la meilleure constante de Lipchitz pour T . D'autre part, on a :

T 2(u)(t) =

∫ t

a

(∫ s

a

u(τ)dτ

)
ds =

∫ t

a

(t− s)u(s)ds

et par induction

Tmu(t) =
1

(m− 1)!

∫ t

a

(t− s)m−1u(s)ds,
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dés lors

‖Tm(u)− Tm(v)‖ ≤ (b− a)m

m!
‖u− v‖,

et donc Tm serait une contraction si (b−a)m

m!
< 1

1.1.3 Principes de continuation.

Une autre façon d'obtenir l'existence de point �xe pour une application non dé�nie sur

tout l'espace s'obtient via un processus de continuation . Celui-ci consiste déformer notre

application en une autre plus simple pour laquelle nous connaissons l'existence d'un point

�xe. Il va sans dire que cette déformation connue sous le nom d'homotopie devra véri�er

certaines conditions voir [1] .

Dé�nition 1.2 Soient X et Y deux espaces topologiques. Deux applications continues f ,

g : X → Y sont dites homotopes lorsqu'il existe une application continue

H : X × [0; 1]→ Y,

telle que H(x, 0) = f(x) et H(x, 1) = g(x). En d'autres termes, il existe une famille

d'applications de X dans Y , à savoir x → H (x ; t)pour 0 ≤ t ≤ 1 ; qui part de f pour

arriver à g ; et varie continément. On note f ' g.

Exemple 1.6 Soit X = Y = Rn, on considére c : Rn → Rn l'application constante

c(x) = 0, et i : Rn → Rn l'application i(x) = x. Montrons que c et i sont homotopes. Il

su�t de prendre :

H : Rn × [0; 1]→ Rn

H(x; t) = tx.

Alors H(x; 0) = 0 = c(x) et H(x; 1) = x :

Exemple 1.7 Soit X = Y = Rn−{0} ; on considére cette fois p(x) = x/‖x‖ ; et i(x) = x

de nouveau. On voit que p et i sont homotopes en prenant

H : (Rn − {0})× [0; 1]→ Rn − {0}
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H(x; t) = (1− t)x+ t
x

‖x‖

Dé�nition 1.3 Soit f : X → Y une application continue. On dit que f est une équiva-

lence d'homotopie lorsqu'il existe g : Y → X telle que g ◦ f = idx et f ◦ g = idy . On

dit alors que X et Y ont le méme type d'homotopie, ou parfois qu'ils sont homotopie-

équivalents, et on note X ' Y .

Exemple 1.8 Soit X = Rn − {0} et Y = Sn−1, on prend alors f : X → Y dé�nie par

f(x) = x/‖x‖ ; et g : Y → X l'inclusion. Alors f ◦ g = idy , et l'exemple 1.7 montre que

g ◦ f ' idx. Donc R
n − {0} a le meme type d'homotopie que la sphére Sn−1.

Soit (X, d) un espace métrique complet, et U un sous ensemble ouvert de X.

Dé�nition 1.4 Soit F : U → X et G : U → X deux contractions, on dit que F et G

sont homotopes s'il existe H : U × [0, 1]→ X véri�ant les propriétés suivantes :

(a) H(., 0) = G et H(., 1) = F ;

(b) H (x ; t) 6= x pour tout x ∈ ∂U et t ∈ [0, 1] ;

(c) Il existe α ∈ [0; 1) tel que d(H(x; t);H(y, t)) ≤ αd(x, y) pour tout x , y ∈ U et t ∈ [0, 1] ;

(d) Il existe M ≥ 0 tel que d(H(x, t);H(x; s)) ≤M |t− s| pour tout x ∈ U et t ; s ∈ [0, 1]

.

Théoréme 1.4 Soit F : U → X et G : U → X deux applications homotopiquement

contractives et G a un point �xe dans U : Alors, F admet un point �xe dans U :
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preuve Considérons l'ensemble Q = {λ ∈ [0, 1] : x = H(x;λ) , pour certain x ∈ U} où

H est une homotopie entre F et G décrite dans la dé�nition 1.2. Notons que Q est non

vide puisque G a un point �xe et que 0 ∈ Q : On montre que Q est la fois ouvert et fermé

dans [0; 1] ; et ainsi, par connexité on aura Q = [0, 1] : Par conséquent F a un point �xe :

Montrons d'abord que Q est un ensemble fermé dans [0, 1] : En e�et,soit {λn}n∈N une

suite dans Q telle que limn→∞ λn = λ ; alors, nous devons montrer que λ ∈ Q. Comme

λn ∈ Q pour n = 1 ; 2,.......il existe xn ∈ U où xn = H(xn;λn). Egalement pour n ;m

∈ {1, 2, 3, ....}, on a

d(xn, xm) = d(H(xn, λn), H(xm, λm))

≤ d(H(xn, λn), H(xn, λm)) + d(H(xn, λm), H(xm, λm))

≤ M |λn − λm|+ αd(xn, xm)

Ainsi, nous avons

d(xn, xm) ≤ M

1− α
|λn − λm|

Ce qui montre que {xn} est une suite de cauchy de X (car {λn} l'est aussi ) et, puisque

X est complet, il existe x ∈ U telle que limn→∞xn = x . Par la continuité de H,

x = limn→∞xn = limn→∞H(xn, λn) = H(x, λ).

Ainsi, λ ∈ Q et Q est fermé dans [0; 1] .

Montrons que Q est un ensemble ouvert de [0; 1] : Soit λ0 ∈ Q, alors il existe x0 ∈ U

avec x0 = H(x0;λ0) : Puisque, par hypothése, x0 ∈ U , nous pouvons trouver r > 0 tel

que la boule ouverte B(x0; r) = {x ∈ X : d(x;x0) < r} ⊆ U : Choisissons ε > 0 tel

que ε ≤ (1−α)
M

τ où r ≤ dist(x0, ∂U) ; et dist(x0; ∂U) = inf{d(x0;x) : x ∈ ∂U} . Fixons

9



λ ∈ (λ0 − ε;λ0 + ε) : Alors, pour x0 ∈ B(x0, τ) ;

d(x0, H(x, λ) ≤ d(H(x0, λ0), H(x, λ0)) + d(H(x, λ0), H(x, λ))

≤ αd(x0, x) +M |λ− λ0|

≤ ατ + (1− α)τ = τ

Alors pour tout λ ∈ (λ0 − ε;λ0 + ε) �xé,

H (. ; λ) : B(x0,τ )→ B(x0, τ) :

Par le théoréme 1.1,1.2 ; [1] ; on déduit que H(.;λ) a un point �xe dans U . Alors, λ ∈ Q

pour tout λ ∈ (λ0 − ε, λ0 + ε), et parconséquent Q est ouvert dans [0 ; 1] .

Du théoréme précédent, nous déduisons le résultat suivant.

Théoréme 1.5 (Alternative non-linaire de Leray-Schauder) [1]. Soit U ⊂ E un en-

semble ouvert d'un espace de Banach E tel que 0 ∈ U , et soit F : U → E une contraction

telle que F (U) soit bornée. Alors un des deux énoncés suivantsest véri�é :

(1) F a un point �xe dans U ;

(2) il existe λ ∈ (0; 1) et x ∈ ∂U tels que x = λF (x) .

preuve. Supposons que (2) n'est pas veri� et que F n'a pas de point �xe sur ∂U c'est à

dire x 6= λF (x) pour tout x ∈ ∂U et λ ∈ [0; 1].

Soit H : U × [0; 1] → E donnée par : H(x;λ) = λF (x) ; et soit G l'application nulle.

Notons que G a un point �xe dans U (à savoir 0 = G(0) ) et que F et G sont deux

applications homotopiquement contractives. Par le théoréme 1.4, F aégalement un poin

�xe et donc l'ennoncé (1) est véri�é.
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1.2 Degré topologique

Dans cette section, nous donnons un bréf aperéu de la notion du degré topologique que

ce soit en dimension fnie ou in�ne. Le degré, deg(f ; Ω, y) de f dans Ω par rapport à y

donne une information sur le nombre de solutions de l'équation f(x) = y dans un en-

semble ouvert Ω ⊂ X où f : Ω ⊂ X → X est continue, y /∈ f(∂U) et X est un espace

topologique, métrique la plupart du temps. Pour plus de connaissances et d'amples details

voir [3 ; 10 ; 17] .

1.2.1 Degré topologique de Brouwer

Considérons un ouvert borné Ω de Rn de frontiére ∂Ω et de fermeture Ω. C
k
(Ω, Rn)

désignera l'espace des fonction valeurs dans Rn, k fois di�érentiables dans Ω qui sont

continues sur Ω . Cet espace sera muni de sa topologie usuelle.

Soit x0 ∈ Ω ; si f est diférentiable en x0, on note par Jf (x0) = detf
′
(x0) le Jacobien de f

en x0.

Dé�nition 1.5 Soit f une fonction de classe C1 sur . Notons parJf (x0) le Jacobien de

f en un point x0 de Ω . Le point x0 est dit point critique si Jf (x0) = 0 : Dans le cas

contraire, x0 est dit point régulier.

On désigne par Sf (Ω) l'ensemble des points critiques. C'ets à dire :

Sf (Ω) = {x ∈ Ω, Jf (x) = 0}.

Dé�nition 1.6 Un élement y ∈ Rn est dit valeur réguliére de f si f−1(y) ∩ Sf (Ω) = φ

Dans le cas contraire, y est dit valeur singuliére.

Dé�nition 1.7 Soient f ∈ C
1
(ω,Rn) et y ∈ Rn\f(∂ω) une valeur réguliére de f. On

appelle degré topologique de f dans Ω par rapport à y, le nombre entier

deg(f, ω, y) =
∑

x∈f−1(y)

SgnJf (x),

11



où Sgn Jf (x) désigne le signe de Jf (x), dé�ni par sgn(t) = 1 si t > 0 et sgn(t) = −1 si

t < 0.

Remarques 1.2.

1) Par convention si f−1(y) = φ , deg(f,Ω, y) = 0 .

2) f−1(y)contient un nombre �ni d'éléments.

Exemple 1.9 soit 0 < ε < 1 et considérons la fonction f(x, y)(x2 − y2 − ε, 2xy), et

f−1(0, 0) = {(x, y) ∈ R2; f(x, y) = (0, 0)} alors, on a

x2 − y2 − ε = 0 (1.2)

et

2xy = 0 (1.3)

D'aprés (1.3) on trouve x = 0 ou y = 0.

Si x = 0 alors : −y2 − ε = 0 =⇒ y2 = −ε c'est contradiction.

Si y = 0 alors : x2 − ε = 0⇐⇒ x =
√
ε ou x = −

√
ε, donc

f−1(0, 0) = {(−
√
ε, 0); (

√
ε, 0)}

Si Ω{(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 1} alors f−1(0) ∩ ∂Ω = ∅. En outre, comme

Jf (x, y) =

(
2x −2y
2y 2x

)
et det(Jf ((x, y))) = 4(x2 − y2) et puisque deg(f,Ω , y) =

∑
x∈f−1(y) SgnJf (x) alors

SgndetJf (
√
ε, 0) = Sgn4ε = 1

SgndetJf (−
√
ε, 0) = Sgn4ε = 1

=⇒ deg(f,Ω, 0) = 1 + 1 = 2

Remarques 1.3 Donc le cas où f−1(y) ∩ Sf 6= ∅, on ale lemme suivant
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Lemme 1.1 (lemme Sard) Soit une fonction f ∈ C1(Ω, Rn). Alors l'ensemble f(Sf ) des

valeurs critiques de f est de mesure nulle.

Nous verrons maintenant qu'on peut étendre la notion de degré au cas où la fonction f

est seulement continue.

Dé�nition 1.8 Soient Ω ⊂ Rn un ouvert borné, f ∈ C(Ω,Rn) et y ∈ Rn tel que y /∈

f(∂Ω). On dé�nit le degré topologique de f dans Ω par rapport à y par

deg(f,Ω, y) = lim
n→∞

deg(fn,Ω, y)

où {fn}n∈N∗ est une suite de fonction C1(Ω,Rn) qui converge uniformément vers f dans

Ω.

Rappelons à présent quelques propriétés importantes du degré topologique de Brouwer.

Théoréme 1.6 (10) Soit Ω ⊂ Rn un ouvert borné, et posons

A(Ω) = {f ∈ C(Ω,Rn) : y /∈ f(∂Ω))}

L'application degB(f,Ω, y) : A(Ω)→ Z satisfait les propriés suivantes

1. (Normalisation) degB(I; Ω, y) = 1 si y ∈ Ω etdegB(I; Ω, y) = 0 si y ∈ Rn\Ω où I

désigne l'application identité sur Ω.

2. (Solvabilité) Si degB(f,Ω, y) 6= 0, alors f(x) = y admet au moins une solution dans Ω.

3. (Invariance par homotopie) Pour tout h : [0; 1]×Ω→ Rn et tout y : [0; 1]→ Rn conti-

nues telles que y(t) /∈ h(t; ∂Ω) pour tout t ∈ [0; 1], degB(h(t; .),Ω, y(t)) est indépendant

de t.
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4 .( Additivité) Supposons que Ω1 et Ω2 sont deux sous-ensembles disjoints et ouverts de

Ω et y /∈ f(Ω�(Ω1

⋃
Ω2)) . Alors

degB(f,Ω, y) = degB(f,Ω1, y) + degB(f,Ω2, y)

5.degB(f,Ω, y) est constant sur toute composante connexe de Rn�f(∂Ω)

6. degB(f,Ω, y) = degB(f − y,Ω, 0).

7. Soit g : Ω→ Fm une application continue où Fm est un sous espace de Rn,dimFm = m

, 1 ≤ m ≤ n : Supposons que y est tel que y /∈ (I − g)∂Ω . Alors

degB(f,Ω, y) = degB((I − g)Ω∩Fm
,Ω ∩ Fm, y)

Dans le but de démontrer l'existence de solutions d'équations non linéaires dans Rn,

la propriété (2) du théoréme ci dessus est souvent complétée par la propriété d'invariance

par homotopie du degré. L'intérét principal de cette notion réside dans le fait que si deux

applications sont homotopes, elles ont le méme degré.

Exemple 1.10 Soit Ω = (−1; 1) et considérons

h : (t;x) ∈ [0, 1]× Ω→ h(t, x) = (1− t)x+ txex

il est clair que cette appliction satisfait

1. h est continue sur [0; 1]× Ω

2.h(0;x) = x et h(1;x) = xex

3. Pour toutt ∈ [0; 1] ; la fonction h(t;x) ne sannulle pas en {−1, 1}. Donc si f(x) = xex

alors degB(f ; (−1, 1), 0) = degB(I, (−1, 1), 0) = 1
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1.2.2 Degré topologique de Leray-Schauder

Soient X un espace vectoriel normé de dimension in�nie, Ω ⊂ X un ensemble ouvert et

borné, f : Ω̄ → X une fonction continue et y ∈ X tel que y /∈ f(∂Ω) .Dans la section

précédente , nous avons vu qu'en dimension �nie , C(Ω̄, X) est une classe convenable

de fonctions pour laquelle il existe une unique fonction degré , le degré de Brouwer , sa-

tisfaisant les propriétés 1,2 et 3 du théorème . Malheureusement, en dimension in�nie,

C(Ω̄, X) ne l'est pas .En e�et , un exemple du à Leray montre qu'il faut restreindre la

classe des fonctions pour laquelle il y a existence et unicité d'une fonction degré , le degré

de Leray-Schauder , a un ensemble strictement contenu dans C(Ω̄, X).

L'exemple de Leray [6]

On considère X = C([0, 1],R) muni de la norme de la convergence uniforme ‖.‖ , à sa-

voir pour x ∈ X, ‖x‖ = maxs∈[0,1]|x(s)|. On dé�nit la fonction x0 ∈ X par x0(s) =
1

2
,

∀s ∈ [0, 1] , puis on introduit l'ensemble ouvert borné Ω = {x ∈ X, ‖x− x0‖ <
1

2
}.

Alors, on peut montrer qu'il existe y ∈ X tel que pour toute fonction degB(.,Ω, y) :

C(Ω̄, X)→ Z , une des trois propriétés 1,2 et 3 listées ci dessus n'est pas véri�ée.

En e�et , supposons au contraire qu'il existe une fonction degB(.,Ω, y) : C(Ω̄, X) → Z ,

satisfaisant 1− 3.On dé�nit f ∈ C(Ω̄, X) par f(x) = h ◦ x, ou h ∈ X,

h(s) =


s si 0 6 s 6

1

2
;

1− s si
1

2
6 s 6

5

8
;

5

3
(s− 1) + 1 si

5

8
6 s 6 1.

On remarque que pour x ∈ Ω̄, pour tout s ∈ [0, 1], 0 6 x(s) 6 1. Donc , puisque h([0, 1]) =

[0, 1], f(Ω̄) ⊂ Ω̄. Soit H : Ω̄ × [0, 1] → X dé�nie par H(x, t) = tx + (1 − t)f(x) . Il est

clair que H est une homotopie continue entre l'identité et f et véri�e

‖H(x, t)− x0‖ 6 t‖x− x0‖+ (1− t)‖f(x)− x0‖ 6
1

2
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Montrons que pour tout t ∈ [0, 1], H(∂Ω, t) ⊂ ∂Ω. Pour ce faire , �xons t ∈ [0, 1]. Soit

x ∈ ∂Ω i.e ‖x − x0‖ =
1

2
. Alors, ∀s ∈ [0, 1],−1

2
≤ x(s) − x0(s) ≤ 1

2
et pour un certain

s0 ∈ [0, 1], |x(s0) − x0(s0)| =
1

2
, ce qui entraine que x(s0) ∈ {0, 1}. Par conséquent,

H(x(s0), t) = x(s0) et donc |H(x(s0), t) − x0(s0)| =
1

2
. On sait que pour x ∈ ∂Ω, pour

tout s ∈ [0, 1], 0 ≤ x(s) ≤ 1, ce qui implique que ∀s ∈ [0, 1], 0 ≤ H(x(s), t) ≤ 1. Autrement

dit |H(x(s), t)−x0(s)| ≤ 1

2
. Ainsi , on a bien démontré que pour tout x ∈ ∂Ω et ∀s ∈ [0, 1]

on a |H(x, t)− x(s)| = 1

2
.

Soit à présent la fonction y ∈ X dé�ni pour s ∈ [0, 1] par y(s) =
1

2
s +

1

4
. Alors y /∈ ∂Ω

puisque ‖y−x0‖ =
1

4
. Par suite , d'après ce qui précède , pour tout t ∈ [0, 1], y /∈ H(∂Ω, t)

et donc degB(H(., t),Ω, y) est bien dé�ni .Ainsi , en accord avec les propriétés 1 et 3 on a

degB(f,Ω, y) = degB(I,Ω, y)) = 1 et vu la propriété 2, on déduit l'existence de x ∈ Ω tel

que f(x) = h ◦ x = y. Montrons alors que l'équation x(s) =
1

2
admet une unique solution

. On sait d'après la dé�nition de h que

y(0) =
1

4
= h ◦ x(0)⇒ x(0) =

1

4
et y(1) =

3

4
= h ◦ x(1)⇒ x(1) =

17

20

Par conséquent, d'après le théorème des valeurs intermédiaires, l'équation x(s) =
1

2
admet

au moins s∗ ∈ [0, 1], de plus s∗ doit satisfaire y(s∗) = h◦x(s∗) = h(
1

2
) =

1

2
i.e. s∗ =

1

2
, d'où

l'unicité. En vu du théorème des valeurs intermédiaires, il résulte que pour tout s ∈ (
1

2
, 1]

soit x(s) <
1

2
, soit x(s) >

1

2
. Le premier cas n'est pas possible puisque x(1) =

17

20
. Donc

pour tout s ∈ (
1

2
, 1], x(s) >

1

2
. Mais comme x(s) =

1

2
, il existe ε > 0 tel que pour

tout s ∈ [
1

2
,
1

2
+ ε], x(s) ∈ [

1

2
,
5

8
], ce qui implique que h ◦ x(0) ∈ [h(

5

8
), h(

1

2
)] = [

3

8
,
1

2
],

contradiction avec le fait que pour tout s ∈ [0, 1], y(s) =
1

2
s+

1

4
= h ◦ x(s).

En réalité. le bon cadre pour introduire la notion de degré topologique de Leray-Schauder

est celui des perturbations compactes de l'identité, c'est a dire des opérateurs du type I−T

avec T un opérateur compact.

Pour construire ce degré, nous avons besoin de quelques résultats et dé�nitions notamment

ceux des opérateurs compacts , et de rang �nis [17].

Dé�nition 1.9 [17] Soient X un espace de Banach et Ω une partie de X. Si T : Ω→ X
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est un opérateur continu , on dit que T est compact si pour toute partie bornée B de Ω ,

T (B) est relativement compact dans X.

On notera en particulier que si T est compact , alors T est borné sur les parties bornées

de X.

Dé�nition 1.10 Soient X un espace de Banach et Ω une partie de X. On dit que l'ap-

plication T : Ω → X est de rang �ni si dim(Im(T )) < ∞, autrement dit , si Im(T ) est

un sous-espace de dimension �nie de X.

Lemme 1.2 Soient X un espace de Banach , Ω ⊂ X. un ouvert borné et T : Ω̄→ X une

application compacte . Alors , pour tout ε > 0 , il existe un espace de dimension �ni noté

F et une application continue Tε : Ω̄→ F telle que

‖Tεx− Tx‖ < ε pourtout x ∈ Ω̄.

Dé�nition 1.11 Soient X un espace de Banach , Ω ⊂ X. un ouvert borné et T : Ω̄→ X

une application compacte . Supposons maintenant que 0 /∈ (I − T )(∂Ω). Il existe ε0 > 0

tel que pour ε ∈ (0, ε0), le degré de Brouwer degB(I − Tε,Ω ∩ Fε, 0) est bien dé�ni où

Tε est dé�ni comme dans le lemme 1.2. Par conséquent , nous dé�nissons le degré de

Leray-Schauder par

degLs(I − T,Ω, 0) = degLs(I − Tε,Ω ∩ Fε, 0).

Remarque 1.1 Cette dé�nition ne dépend que de T et de Ω. Si Y ∈ X est tel que

y /∈ (I − T )(∂Ω) , le degré de I − T dans Ω par rapport à y est dé�ni comme étant

degLs(I − T,Ω, y) = degLs(I − T − y,Ω, 0).

Théoréme 1.7 [10] Soit X un espace de Banach et

A =
{

(I − T,Ω, 0) ,Ω un ouvert borné de X,T : Ω→ X compacte , 0 /∈ (I − T ) (∂Ω)
}

alors , il existe une unique application degLs(f,Ω, y) : A → Z appelé le degré

topologique de Leray-Schauder telle que :

1. (Normalité) Si 0 ∈ Ω alors degLs(I,Ω, 0) = 1;
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2. (Solvabilité) Si degLs(I − T,Ω, 0) 6= 0 alors ∃ x ∈ Ω tel que (I − T )x = 0;

3. (Invariance par homotopie) Soit H : [0, 1]Ω̄ une homotopie compacte, telle que 0 /∈

(I −H(t, .))(∂Ω). Alors (I −H(t, .),Ω, 0) ne degLsdet∈ [0, 1];

4. (Additivité) Soient Ω1 et Ω2 deux sous-ensembles disjoints ouverts de Ω et

0 /∈ (I − T )(Ω̄ \ (Ω1 ∪ Ω2)).

Alors,

degLs(I − T,Ω, 0) = degLs(I − T,Ω1, 0) + degLs(I − T,Ω2, 0).

Le degré de Leray-Schauder conserve toutes les propriétés de base du degré de Bro-

wer. Pour �nir et comme conséquence de cette notion du degré nous allons prouver

quelques théorèmes de points �xe topologiques en particulier l'alternative non linéaire

de Leray-Schauder.

1.3 Théorème du point �xe topologiques

Théoréme 1.8 (Brouwer) Soit B̄ la boule unité fermée de R et f : B̄ → B̄ continue.

Alors f a un point �xe : il existe x ∈ B̄ tel que f(x) = x.

Preuve. S'il existe un x ∈ ∂B, alors il n'y a rien à prouver. Sinon considérons l'applica-

tion h(t, x) = x− tf(x). On a h est continue , h(0, x) = x et h(1, x) = x− f(x). En outre

si on suppose que h(t, x0) = 0 pour certain x0 ∈ ∂B, alors on obtient x0 = tf(x0) ce qui

implique comme 0 6 t 6 1, que f(x0) ∈ ∂B, contradiction . comme est une homotopie

admissible entre I − f et I alors

degB(I − f,Ω, 0) = degB(I,Ω, 0) = 1.

En conclusion , il existe un x ∈ B, tel que x− tf(x) = 0 i.e. f(x) = x.

Théoréme 1.9 (Schauder) Soit B̄ la boule unité fermée d'un Banach E et f : B̄ → B̄

compacte .Alors f a un point �xe : il existe x ∈ B̄ tel que f(x) = x.
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Preuve. Soit h(t, x) = tf(x) fonction compacte sur [0, 1]× B̄. Si, pour un t ∈ [0, 1] et un

x ∈ ∂B, on a x − h(t, x) = 0, alors tf(x) = x; comme |x| = 1 et |f(x)| ≤ 1, ceci impose

t = 1 et x = f(x) donc un point �xe sur ∂B situation que l'on a exclue . On peut donc

appliquer les propriétés de normalisation et d'invariance par homotopie du degré donne

1 = degLs(I, B, 0) = degLs(I − f,B, 0)

puisque h(0, .) = 0 et h(1, 0) = f donc l'existence d'un point �xe .

Théoréme 1.10 (9) (Alternative non-linéaire de Leray-Schauder). Soit Ω ⊂ X un sous

ensemble ouvert borné d'un espace de Banach X tel que 0 ∈ Ω, et soit T : Ω̄ → X un

opérateur compact . Alors un des deux énoncés suivants véri�é :

(1) T a un point �xe dans Ω̄ ;

(2) il existe λ > 1 et x ∈ ∂Ω tels que Tx = λx.

Preuve. Si (2) est vraie alors on a rien à prouver. Sinon, on dé�nit l'homotopie

H(t, x) = tTx pour t ∈ [0, 1].

Ainsi dé�ni H(t, x) est compacte , H(0, x) = 0 et H(1, x) = Tx. Supposons que H(t, x0) =

x0 pour un certain t ∈ [0, 1] et x0 ∈ ∂Ω. Alors on a tTx0 = x0. Si t = 0 ou t = 1 on a

(1) ; Sinon

Tx0 =
1

t
x0 pour un certain t ∈ (0, 1),

et alors on a (2) . Sinon, on a deg(I − T,Ω, 0) = deg(I,Ω, 0) = 1 et alors T a un point

�xe dans Ω.

Théoréme 1.11 (Brouwer) Soit M une partie convexe, compacte et non vide d'un es-

pace normé de dimension �nie (X, ‖.‖) et soit A : M → M une application continue,

alors A admet un point �xe .

Théoréme 1.12 (Schauder) soit M une partie bornée, fermée, convexe et non vide

d'un espace de Banach X et soit A : M → M une application compacte, alors A admet

un point �xe.
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Rappelons à présent le théorème d'Ascoli-Arzela ainsi que le théorème de convergence

dominée de Lebesgue dont nous faisons un usage fréquent dans toute la suite.

Théoréme 1.13 (Ascoli-Arzela) Considérons X = C([a, b]) muni de la norme ‖u‖ =

max
a6t6b
|u(t)|, avec −∞ < a < b < +∞. Si M est un sous ensemble de X tel que

i. ∀u ∈M et r > 0 un nombre �xé, M est uniformement borné, i.e . ‖u‖ 6 r .

ii. M est équicontinu, i.e.

∀ε > 0,∃δ > 0, tq |t1 − t2| < δ et ∀u ∈M ⇒ |u(t1)− u(t2)| < ε.

Alors, M est relativement compact.

Théoréme 1.14 Soient Ω un ouvert de Rn et (fn)n∈N une suite de Lp(Ω) telle que

i. fn(x)→ f(x) presque partout sur Ω.

ii. |fn(x)| 6 g(x) presque partout sur Ω, ∀n avec g ∈ Lp(Ω). Alors,

f ∈ Lp(Ω) et ‖fn − f‖Lp → 0.
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Chapitre 2

Existence de solutions d'une équation

di�érentielle d'ordre trois avec

conditions aux limites en trois points

2.1 Introduction

Les problèmes aux limites en trois points ont connu un essor considérable et sont devenus

un important sujet de recherche. Ceci est dû au fait que de nombreux phénomènes phy-

siques peuvent être modélisés par des équations di�érentielles ordinaires aux conditions

non locales. En revanche les problèmes liés aux conditions non locales ont beaucoup d'ap-

plications dans de nombreux problèmes tels que la dynamique des populations, le processus

de conduction de la chaleur, la théorie du contrôle, etc. Pour plus de détails voir [2; 4; 19]

ainsi que leurs références. L'intêret porté sur l'introduction de ce type de conditions et

que ses dernières peuvent améliorer les caractéristiques qualitatives et quantitatives du

problème ce qui conduit à de bons résultats concernant l'existence et l'unicité de la solu-

tion.

Dans ce chapitre nous abordons la question de l'existence des solutions pour un problème

aux limites en trois points suivant
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u′′′ + f(t, u) = 0, 0 < t < 1 (2.1)

u(0) = αu(1), u′(1) = βu′(η), u′(0) = 0 (2.2)

où η ∈ (0; 1) ; f : [0; 1] × R → R est une fonction donnée vériant certaines hypothèses

qui seront précisées plus tard et α,β,deux paramètres tels que (1 − α)(1 − βη) 6= 0 Cette

question a fait récemment l'objet de plusieurs travaux où de di�érentes situations sur les

structures des non linéarités de f ont été étudiées. Dans ce contexte, notre contribution

consiste à introduire de nouvelles conditions sur la non linéarité de f : En e�et, nous pro-

posons d'établir des résultats d'existence et d'unicité moyennant l'alternative non linéaire

de Leray-Schauder et le principe de contraction de Banach lorsque f est une fonction

de carathéodory, ensuite on éxamine le cas où f ∈ C([0; 1] × R;R) où nous n'imposons

aucune condition de monotonicité sur f mais nous supposons que f(t; 0) 6= 0 et qu'ils

existent deux fonctions positives k ;h∈ L1([0; 1];R+) telles que

|f(t, x)| 6 K(t)|x|p + h(t), où p > 0 , (t,x)∈ [0, 1]× R (2.3)

pour n'en citer que quelques uns ont prouvé des résultats d'existences sous diverses

méthodes telles que la méthode des sous et sur solutions, la théorie du degré topologique,

les méthodes de continuations basées sur la majoration à priori des solutions, le degré de

coincidence, le théorème du point �xe dans un cône, l'alternative non linéaire de Leray-

Schauder et ainsi de suite ; voir par exemple [7; 12; 15; 17; 18; 20], ainsi que leurs références.

Ce chapitre est organisé comme suit : Nous consacrons la premiére partie à l'existence

des solutions du probléme (2.1)-(2.2) lorsque f est de type carathéodory, et la deuxiéme

partie sera réservée aux résultats établis dans le cas où f véri�e la deuxiéme condition

mentionnée ci dessus.
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2.2 Préliminaires

Lemme 2.1 {
u′′′ + y(t) = 0, 0 < t < 1

u(0) = αu(1), u′(1) = βu′(η), u′(0) = 0
(2.4)

admet une unique solution

u(t) = −1

2

∫ t

0

(t− s)2y(s)ds− β

2ζ
(t2(1− α) + α)

∫ η

0

(η − s)y(s)ds

+
1

2ζ

∫ 1

0

(1− s)(t2(1− α) + αβη(1− s) + αs)y(s)ds

.

Preuve. En e�et on a u
′′′

= −y(t),en intégrant trois fois l'équation on obtient

u(t) = −1

2

∫ t

0

(1− s)2y(s)ds+
1

2
C1t

2 + C2t+ C3. (2.5)

où C1 C2 et C3 sont déterminées partir des conditions aux limites (2).

u
′
(0) = 0⇔ C2 = 0

u(0) = αu(1) ⇔ α

(
−1

2

∫ 1

0

(1− s)2y(s)ds

)
+
α

2
C1 + αC3 = C3

⇔ (1− α)C3 = −α
2

∫ 1

0

(1− s)2y(s)ds+
α

2
C1.

d'où si α 6= 1

C3 = − α

2(1− α)

∫ 1

0

(1− s)2y(s)ds+
α

2(1− α)
C1

de plus

u′(1) = βu
′
(η)⇔ −

∫ 1

0

(1− s)y(s)ds+ C1 =
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= −β
∫ η

0

(η − s)y(s)ds+ βηC1

⇔ (1− βη)C1 = −β
∫ η

0

(η − s)y(s)ds+

∫ 1

0

(1− s)y(s)ds

.

dés lors si(1− βη) 6= 0

C1 = − β

1− βη

∫ η

0

(η − s)y(s)ds+
1

1− βη

∫ 1

0

(1− s)y(s)ds

En substituuantes C1, C2 et C3 ,et en posant ζ = (1− α)(1− βη) 6= 0

on obtient

u(t) = −1

2

∫ t

0

(t− s)2y(s)ds− β

2ζ
(t2(1− α) + α)

∫ η

0

(η − s)y(s)ds

+
1

2ζ

∫ 1

0

(1− s)(t2(1− α) + αβη(1− s) + αs)y(s)ds.

Dé�nission l'opérateur intégral T : E → E,par

Tu(t) = −1

2

∫ t

0

(t− s)2y(s)ds

− β

2ζ
(t2(1− α) + α)

∫ η

0

(η − s)y(s)ds
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+
1

2ζ

∫ 1

0

(1− s)(t2(1− α) + αβη(1− s) + αs)y(s)ds. (2.6)

En accord avec le lemme 2.1, le probléme (2.1)-(2.2) a une solution si et seulement si

l'opérateur T admet un point �xe dans E. Pour ce faire, nous prouvons deux résultats, le

premier est un résultat d'unicité basé sur le principe de contraction de Banach où nous

montrons que T est une contraction. Le deuxiéme est un résultat d'existence basé sur

l'alternative non linéaire de Leray-Schauder où nous prouvons par le théoréme d'Ascolie-

Arzela que T est un opérateur complétement continu .

2.3 Existence et unicité

Dans toute cette section, pour établir nos résultats d'existences nous supposons la fonc-

tion f : [0; 1]×R→ R une fonction de Carathéodory c'est à dire véri�ant les hypothéses

suivantes :

(i) t→ f(t;x) est mesurable pour tout ∈ R.

(ii) x → f(t;x) est continue presque pour tout t ∈ [0; 1] .

Théoréme 2.1 Supposons qu'il existe une fonction non négative k ∈ L1([0; 1];R+) telle

que

|f(t, x)− f(t, y)| ≤ K(t)|x− y| ∀x, y ∈ R, t ∈ [0, 1] (2.7)

et

A =

∫ 1

0

[(|ζ|+ |αβ|)(1− s)2 + (1 + 2|α|)(1− s)]K(s)ds < 2|ζ|,

alors, le probléme aux limites (2 :1)-(2 :2) admet une seule solution u dans E .

Preuve. Transformons le probléme (2 :1)-(2 :2) en un probléme de point �xe où l'opé-

rateur T est dé�ni dans (2 :6) .
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A présent, montrons que T est une contraction. En e�et, soient u ;v ∈ E ; alors,

|Tu(t)− Tv(t)| ≤ 1

2

∫ 1

0

(1− s)2|f(s, u(s))− f(s, v(s))|ds

+
1

2

∣∣∣∣βζ
∣∣∣∣(1 + 2|α|)

∫ 1

0

(1− s)|f(s, u(s))− f(s, v(s))|ds

+
1

2|ζ|

∫ 1

0

(1− s)(1 + 2|α|+ |αβ|(1− s))|f(s, u(s))− f(s, v(s))|ds. (2.8)

en vertu de(2,7), on obtient

|Tu(t)− Tv(t)| ≤ 1

2

∫ 1

0

(1− s)2|f(s, u(s))− f(s, v(s))|ds

+
1

2

∣∣∣∣βζ
∣∣∣∣(1 + 2|α|)

∫ 1

0

(1− s)|f(s, u(s))− f(s, v(s))|ds

+
1

2|ζ|

∫ 1

0

(1− s)(1 + 2|α|+ |αβ|(1− s))|f(s, u(s))− f(s, v(s))|ds. (2.9)

en vertu de(2,7), on obtient

|Tu(t)− Tv(t)| ≤ 1

2

∫ 1

0

(1− s)2K(s)|u(s)− v(s)|ds
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+
1

2

∣∣∣∣βζ
∣∣∣∣(1 + 2|α|)

∫ 1

0

(1− s)K(s)|u(s)− v(s)|ds

+
1

2|ζ|

∫ 1

0

(1− s)(1 + 2|α|+ |αβ|(1− s))K(s)|u(s)− v(s)|ds

≤ 1

2|ζ|

∫ 1

0

[(|ζ|+ |αβ|)(1− s)2(1 + 2|α|)(|β|+ 1)(1− s)]K(s)|u(s)− v(s)|ds (2.10)

D'où en passant au suprémum ‖Tu, Tv‖ < ‖u, v‖ . Conséquemment T est une contraction

dés lors, T admet un unique point �xe qui est l'unique solution du probléme (2.1)-(2.2)

Théoréme 2.2 Supposons que f(t; 0) 6= 0 et qu'ils existent deux fonctions nonnegatives

k ;h ∈ L1([0; 1];R+) telles que

|f(t, x)| ≤ K(t)|x|+ h(t), (t, x) ∈ [0, 1]× R, (2.11)

(
1 + η

|αβ|
2|ζ|

)∫ 1

0

(1− s)2K(s)ds+
|β|(1− 2|α|)

2|ζ|

∫ η

0

(η − s)K(s)ds

+
(1 + 2|α|)

2|ζ|

∫ 1

0

(1− s)K(s)ds < 1. (2.12)

Alors le propléme oux limites (2.1)-(2.2) a au moins une solution trivail u∗ ∈ E

Pour démontrer ce théoréme nous appliquons l'alternative non linéaire que nous rappelons

ici

Lemme 2.2 [9] Soit F un espace de Banach et Ω un sous ensemble ouvert, borné de F

tel que 0 ∈ Ω . Soit T : Ω→ F un opérateur complétement continu. Alors, soit qu'il existe

x ∈ ∂U , λ > 1 tels que T (x) = λx, ou il existe un point �xe x∗∈ Ω de T.
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Preuve. . Tout d'abord, dé�nissons un ouvert, borné Ω ⊂ E : Soient

M =

(
1 + η

|αβ|
2|ζ|

)∫ 1

0

(1− s)2K(s)ds+
|β|(1− 2|α|)

2|ζ|

∫ η

0

(η − s)K(s)ds

+
(1 + 2|α|)

2|ζ|

∫ 1

0

(1− s)K(s)ds..

et

N =

(
1 + η

|αβ|
2|ζ|

)∫ 1

0

(1− s)2h(s)ds+
|β|(1− 2|α|)

2|ζ|

∫ η

0

(η − s)h(s)ds

+
(1 + 2|α|)

2|ζ|

∫ 1

0

(1− s)h(s)ds.

On vertu de l'hypothése (2.11), nous savons que M < 1 : Comme f(t, 0) 6= 0 ; alors

il existe un intervalle [σ; τ ] ⊂ [0, 1] tel que min
σ≤t≤τ

|f(t, 0)| > 0. Puisque h(t) ≤ |f(t, 0)| ;

∀t ∈ [0, 1] ; d'où N > 0 : Soit m = N
1−M , alors l'ensemble Ω ouvert, borné est de�ni par

Ω = {u ∈ C[0, 1] : ‖u‖ < m}.

Montrons que T est un opérateur complétement continu dans Ω .

(i) T est continu, en e�et, soit (un) convergente pour la norme ‖.‖ vers une limite u dans

E : Alors

|Tun(t)− Tu(t)| ≤ 1

2

∫ 1

0

(1− s)2|f(s, un(s))− f(s, u(s))|ds
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+
1

2

∣∣∣∣βζ
∣∣∣∣(1 + 2|α|)

∫ 1

0

(1− s)|f(s, un(s))− f(s, u(s))|ds

+
1

2|ζ|

∫ 1

0

(1− s)(1 + 2|α|+ |αβ|(1− s))|f(s, un(s))− f(s, u(s))|ds

≤
(

1 +
(|β|+ 1)(1 + 2|α|) + |αβ|

|ζ|

)
‖f(., un(.))− f(., u(.))‖L1 (2.13)

En vu du théorème de convergence dominée de Lebesgue on a

‖Tun − Tu‖ ≤
(

1 +
(|β|+ 1)(1 + 2|α|) + |αβ|

|ζ|

)
‖f(., un(.))− f(., u(.))‖L1 → 0

quand n →∞

D'où T est continu.

(ii) Montrons que T (Ω) est relativement compact :

a) Soit u ∈ Ω alors en tenant compte de(2.10)

|(Tu)(t)| ≤

‖u‖
[(

1 + η
|αβ|
2|ζ|

)∫ 1

0

(1− s)2K(s)ds+
|β|(1− 2|α|)

2|ζ|

∫ η

0

(η − s)K(s)ds+
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(1 + 2|α|)
2|ζ|

∫ 1

0

(1− s)K(s)ds+

(
1 + η

|αβ|
2|ζ|

)∫ 1

0

(1− s)2h(s)ds+
|β|(1− 2|α|)

2|ζ|

∫ η

0

(η − s)h(s)ds

+
(1 + 2|α|)

2|ζ|

∫ 1

0

(1− s)h(s)ds = M‖u‖+N.

Donc ‖Tu‖ ≤Mm+N est par suit T (Ω) est uniformément borné.

b) T (Ω) en équicontinu. En e�t, soint t1,t2 ∈ [0, 1] ,t1 < t2 et u ∈ Ω ,nous par appliction

de (2.10)

|Tu(t1)− Tu(t2)| ≤M |u(t1)− u(t2)|

t1 → t2,alors |Tu(t1)−Tu(t2)| tend vers 0, par conséquent T (Ω) est equicontinu.En vue

du théorème d'Ascoli-Arzela, T est complètement continu.

A présent, nous pouvons appliquer l'alternative non linéaire pour T : Ω→ E : Supposons

que u ∈ ∂Ω,λ > 1 , tels que Tu = λu alors,

λm = λ‖u‖ = ‖Tu‖ = max
0≤t≤1

|(Tu)(t)| ≤

‖u‖
[(

1 + η
|αβ|
2|ζ|

)∫ 1

0

(1− s)2K(s)ds+
|β|(1− 2|α|)

2|ζ|

∫ η

0

(η − s)K(s)ds+
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(1 + 2|α|)
2|ζ|

∫ 1

0

(1− s)K(s)ds+(
1 + η

|αβ|
2|ζ|

)∫ 1

0

(1− s)2h(s)ds+
|β|(1− 2|α|)

2|ζ|

∫ η

0

(η − s)h(s)ds

+
(1 + 2|α|)

2|ζ|

∫ 1

0

(1− s)h(s)ds = M‖u‖+N.

D'ici on obtient λ ≤M +N/m = 1 ; contradiction avec le fait que λ > 1, En vertu du

lemme 2.2, on conclut que T a un point �xe u∗ ∈ Ω et donc le problème (2.1)-(2.2) a une

solution non triviale u∗ ∈ E.

Théoréme 2.3 L'ensemble des solution du probléme (2.1)-(2.2) est compact.

Preuve. Soit
∑

={u∈ E ; u solution du probléme (2.1)-(2.2)} , montrons en utilisant le

théorème d'Ascoli-Arzela ( tout sous ensemble de E est compact si et seulement si, il est

borné, fermé et equicontinu), est compact.

(i) Soit (un)n≥1 une suite dans
∑

; alors

un(t) = −1

2

∫ t

0

(1− s)2f(s, un(s))ds

− β

2ζ
(t2(1− α) + α)

∫ η

0

(η − s)f(s, un(s))ds

+
1

2ζ

∫ 1

0

(1− s)(t2(1− α) + αβη(1− s) + αs)f(s, un(s))ds. (2.14)
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En utilisant le même raisonnement que dans le théorème 2.2, on prouve que
∑

est borné

et equicontinu. Montrons maintenant que
∑

est fermé. Dune part, et en vue de la condi-

tion (2.10) on a

|f(t, un)| ≤ k(t)|un|+ h(t) ≤ k(t)m+ h(t) = gm(t) (2.15)

D'autre part, le théorème de convergence dominée de Lebesgue et la condition (ii) sur

f garantissent que

u(t) = limun(t) =

−1

2

∫ t

0

(1− s)2f(s, u(s))ds− β

2ζ
(t2(1− α) + α)

∫ η

0

(η − s)f(s, u(s))ds

+
1

2ζ

∫ 1

0

(1− s)(t2(1− α) + αβη(1− s) + αs)f(s, u(s))ds.

cependant u ∈
∑

et par conséquent
∑

est compact.

2.4 Exemples

Comme applications, nous considérons deux exemples permettant d'illustrer nos résul-

tats obtenus.

Exemple 2.1 Considérons le problème aux limites en trois points suivant :u
′′′ + 2

√
3u3

3+u4

√
t+ te−t = 0, 0 < t < 1

u(0) = −2u(1), u′(1) = 3u′(
1

2
), u′(0) = 0

(2.16)

Nous avons α = −2,β = 3,η = 1
2
, ζ = 3

2
, f(t, x) = 2

√
3u3

3+u4

√
t + te−t et |f(t, x)| ≤

k(t)|x|+ h(t),où k(t) =
√
t,h(t) = te−1 , k , h ∈ L1([0, 1],R+).En utilisant le théorém 2.2
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on obtient

M =
4

3

∫ 1

0

(1− s)2
√
sds+

5

3

∫ 1

0

(1− s)
√
sds+ 5

∫ η

0

(η − s)
√
sds

= 0.88286 < 1

Alors, le problème (2,15) a au moins une solution non triviale u∗ dans E.

Exemple 2.2 Considérons un autre problème aux limites

{
u′′′ + tu√

3
√
t2+1
− et + cos t2 = 0, 0 < t < 1

u(0) = 1
3
u(1), u′(1) = −1

2
u′(1

4
), u′(0) = 0

(2.17)

où α = 1
3
, β = −1

2
, η = 1

4
, |ζ| = 3

4
.Par application du Théorème 2.1, il découle

|f(t, x)− f(t, y)| ≤ k(t)|x− y|,∀x, y ∈ R, t ∈ [0, 1]

où k(t) = t√
3
√
t2+1

D'un simple calcul on obtient doc

A =

∫ 1

0

11

12
(1− s)2 s√

3
√
s2 + 1

+
5

2
(1− s) s√

3
√
s2 + 1

ds

= 0.25 <
3

2
.

Alors, il éxiste au moins une solution non triviale u∗ dans E du problème (2 :16) .

2.5 Autres résultats d'existences

Dans cette section, en considérant f : [0; 1] × R → R une fonction continue et en

seplaçant dans un cadre plus général, nous prouvons les resultats suivants.

Théoréme 2.4 Supposons que f(t, 0) 6= 0, ζ 6= 0,0 < p < 1, et quils existent deux fonc-

tions nonnegativesk ; h ∈ L1[0; 1], k(t) 6= 0 presque pour tout t ∈ [0; 1] et telle que

|f(t, x)| ≤ k(t)|x|p + h(t), pour(t, x) ∈ [0, 1]× R (2.18)

alors, le problème aux limites (2.1)-(2.2) a au moins une solution non trivial u∗ ∈ E.

Preuve. Comme k est nonnegative et k(t) 6= 0 ; pour t ∈ [0; 1] ; alors M 6= 0 ; soit
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m = (M +N)
1

1−p ,r = max(1;m) ; Br = {u ∈ E : ‖u‖ < r + 1} ; u ∈ ∂Br et 0 < λ < 1 tel

que u = λTu : On a

‖u‖ = λ‖Tu‖ ≤M‖u‖p +N.

Si ‖u‖ > 1 il s'ensuit que

‖u‖1−p ≤M +N‖u‖p ≤M +N.

par conséquent

‖u‖ < (M +N)
1

1−p = m (2.19)

Sinon ‖u‖ < 1 ; donc ‖u‖ ≤ max(1;m) = r ; ce qui montre que la condition (2.18) contre-

dit le fait que u ∈ Br : D'aprés le lemme 2.2, on conclut que l'opérateur T possède un point

�xe u∗ ∈ Br et donc le problème (2.1) (2.2) admet une solution non triviale u∗ ∈ C[0; 1].

Théoréme 2.5 Supposons que f(t; 0) 6= 0 ; ζ 6= 0 ; p = 1 et quils existent deux fonctions

positives k ; h ∈ L1[0; 1] telles que

|f(t, x)| ≤ k(t)|x|+ h(t), pour(t, x) ∈ [0, 1]× R

M < 1 (2.20)

alors, le problème aux limites (2.1)-(2.2) a au moins une solution non triviale u∗ ∈ C[0; 1].

Preuve. Comme f est continue et f(t; 0) 6= 0 ; il existe donc un intervalle [σ; τ ] ⊂ [0; 1]

telle que min
0≤t≤1

|f(t; 0)| > 0 et puisque h(t) > |f(t; 0)|; pourtoutt ∈ [0; 1] alors N > 0.

Posons r = N
1−M ,alors r 6= 0 :Soit Br = {u ∈ E : ‖u‖ < r};u ∈ ∂Br et λ > 1 tel que

Tu = λu. Alors

λr = λ‖u‖ = ‖Tu‖ = max
0≤t≤1

|(Tu)(t)| ≤M‖u‖+N
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D'ici on obtient λ ≤ M + N
τ

= 1. Ce qui contredit le fait que λ > 1. En vertu du Lemme

2.2 on conclut que l'opérateur T a un point �xe u∗ ∈ Br et donc le problème aux limites

(2.1)-(2.2) admet une solution non triviale u∗ ∈ C[0; 1].

Théoréme 2.6 Supposons que f(t; 0) 6= 0 ; ζ 6= 0 ; p > 1 et quils existent deux fonctions

nonnegatives k ; h ∈ L1[0; 1] ; k(t) 6= 0 ; pour tout t ∈ [0; 1] et telle que

|f(t;x)| ≤ k(t)|x|p + h(t);

M +N < 1 (2.21)

alors, le problème aux limites (2,1)-(2,2) a au moins une solution non triviale u∗ ∈ C[0; 1].

Preuve. Soit B1 = {u ∈ E : ‖u‖ < 1};u ∈ ∂B1 et λ > 1 tel que Tu = λu : Alors

λ‖u‖ = ‖Tu‖ ≤M‖u‖+N.

Des lors λ ≤ M +N = 1 : La condition (2,20) entraine λ < 1 ; contrediction avec le fait

que λ > 1. En conséquence T a un point �xe u ∈ B1 qui est une solution du problème

(1)-(2) .

2.6 Exemple

A�n d'illustrer nos résultats obtenus.considérons les deux exemples suivants :

Exemple 2.3 Considérons le problème aux limites suivant

{
u′′′ + 1

2
u

1
3arcsint+ 2cost+ 4sint = 0, 0 < t < 1

u(0) = −1
5
u(1), u′(1) = −1

2
u′(1

3
), u′(0) = 0

(2.22)

Nous avons f(t;x) =
(
x
1
3

2

)
arcsint + 2cost + 4sint : Alors |f(t;x)| ≤ (1

2
arcsint)|x| 13 +

2cost + 4sint = k(t)|x| 13 + h(t) ; p = 1
3
< 1 ; ζ = 7

5
6= 0 ; f(t; 0) = 2cost + 4sint 6= 0. Par

le théorème 2.4, on conclut que le problème (2.21) a au moins une solution non triviale

u∗ dans E.
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Exemple 2.4

{
u′′′ + 1

(1+t)5
u

3
2 + 1

1+t2
= 0, 0 < t < 1

u(0) = 1
6
u(1), u′(1) = 8u′(1

4
), u′(0) = 0

(2.23)

Nous avons f(t, x) = 1
(1+t)5

x
3
2 + 1

1+t2
= 0, f(t, x) ≤ 1

(1+t)5
|x| 32 + 1

1+t2
= k(t)|x| 32 + h(t)

f(t; 0) 6= 0 ; p = 3
2
> 1 ; ζ = 5

6
6= 0. Par application du théorème 2.6, on obtient

M +N = 0.4564 + 0.20690 = 0.6633 < 1.

Dés lors, le problème (2.22) a au moins une solution non triviale u∗ dans E :
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Conclusion

Le resultat obtenu suite a cette étude est l'existence et unicité de solutions d'une équa-

tion di�érentielle d'ordre trois avec conditions aux limites en trois points [13, 14] .
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