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NOTATIONS

° Fn(:c) :la fonction de répartition empirique

e f(z) lestimateur & noyau de la densité de probabilité f.

o fl(x) :Un estimateur non paramétrique d’une densité de probabilité f & noyau
Gamma, .



INTRODUCTION GENERAL

Souvent en statistique & partir d’une suite des variables aléatoires nous cherchons a
estimer la densité de probabilité avec des méthodes paramétriques tel que la méthode de
maximum de vraisemblance, ou des méthodes non paramétriques.

Le principe d’estimation non paramétrique est de laisser les données elle mémes,donc
au lieu de supposer une loi paramétrique et d’utiliser un échantillon pour estimer les dif-
férentes paramétrés , on utilise directement ’échantillon comme estimateur de la densité.

La méthode d’estimation non paramétrique la plus simple est celle de I'histogramme qui
était introduit par John Graunt en 1962 [5]| , un probléme vient du fait que I’histogramme
donne une fonction qui n’est pas continue .

La méthode d’estimation non paramétrique du noyaux fut introduit par Rosenblatt en
1956 [7], puis amélioré par Parzen en 1962 [06]. Mais ces estimateurs connaissent quelques
inconvénients , parmi lesquels les problémes de support .

Le premier cas celui des effets de bords dans 'estimateur de la densité & support bornée
, comme les noyaux symétriques assignent des poids a I'extérieur du support de la densité.

Récemment, Certain auteurs ont proposé dans le cas d’une densité a support bornée |,
I'utilisation de noyaux dont le support coincide avec celui de la densité estimée , ceci
a efficacement résout le probléme des effets de bords puisque les noyaux utilisées sont
généralement asymétriques, et peuvent changer la forme selon la position du point d’es-
timation .c’est notamment le cas de Chen avec les noyau gamma pour estimer la densité
respectivement dans [0.00]



CHAPITRE 1

1.1 INTRODUCTION

Il y a plusieurs approches pour estimer une densité a partir de données, Il y a I’approche
paramétrique, ol I'objectif est d’estimer les paramétres d’une distribution connue. Une
autre approche est I’estimation non paramétrique, la méthode la plus connue étant 1'esti-
mation a noyau. C’est cette derniére méthode qui sera appliquée. Le principe d’estimation
non paramétrique est de laisser les données elle mémes,donc au lieu de supposer une loi
paramétrique et d’utiliser un échantillon pour estimer les différentes paramétrés , on utilise
directement I’échantillon comme estimateur de la densité.

1.2 UN PEU D’HISTOIRE

la méthode d’estimation non paramétrique du noyaux fut introduit par Rosenblatt en
1956,puis amélioré par Parzen en 1962.Mais ces estimateurs connaissent quelques incon-
vénients ,parmi lesquels les problémes de support,Lorsque le support de f n’est symétrique
les estimateurs classiques provoquent des effet aux bornes. Certain auteurs ont proposé
pour ce probléme ,l’'utilisation du noyaux dont le support coincide avec celui de la densité
estimée.c’est notamment le cas de Chen avec les noyaux Béta et Gamma pour estimer la
densité respectivement dans [0,1] et [0, oof



1.3 LA PROBLEMATIQUE :

Comment on estime la densité de probabilité avec la méthode du noyaux en utilisant des
données i. i. d?

Ces problémes locaux :

1. Quelle est I'influence de paramétre de lissage h sur I'estimateur f ?

2. Comment en choisit la taille d’échantillon n ?
Les hypothéses

1. le paramétre de lissage h a une grande influence sur d’estimateur .plus que le h est
petit 'estimateur est bon.

2. Plus que la taille d’échantillon n augmente on obtient un bon estimateur.
les motivations

Souvent en statistique a partir d’un suite de variables aléatoires on cherche a estimer la
densité de probabilité avec des méthodes paramétrique ou non paramétrique. Mon mé-
moire est consacré a I'étude d’estimation non paramétrique avec une noyaux asymétrique
Gamma

Les obstacles

Il est impossible dans certain cas d’observer une phénomeéne statistique pour trouver
tout les valeurs qui présentent ’échantillon. Ce qui provoque parfois le manque des va-
riables.

1.3.1 Intuition du méthode du noyau

La méthode de Parzen est une généralisation de la méthode d’estimation par histogramme.
Dans un histogramme, la densité en un point x est estimée par la proportion d’observa-
tions x1, xa, ....., T,qui se trouvent a proximité de x. Pour cela, on trace une boite en x
et dont la largeur est gouvernée par un parameétre de lissage h; on compte ensuite le
nombre d’observations qui appartiennent & cette boite. Cette estimation, qui dépend du



parameétre de lissage h, présente de bonnes propriétés statistiques mais est par construc-
tion non-continue. La méthode du noyau consiste a retrouver la continuité : pour cela, on
remplace la boite centrée en x et de largeur h par une gaussienne centrée en x. Plus une
observation est proche du point de support x plus la courbe en cloche lui donnera une
valeur numérique importante. A I'inverse, les observations trop éloignées de x se voient
affecter une valeur numérique négligeable. L’estimateur est formé par la somme (ou plutot
la moyenne) des courbes en cloche.

aprés liée les documents

1.3.2 Estimation non-paramétrique par noyaux associés et don-
nées de panel en marketing.

le théme est Estimation Non-paramétrique par Noyaux Associés et Données de Panel en
Marketing (Tunis)

I’auteur est Imen Ben Khalifa

le probléme global est Quel est les méthodes statistiques associées pour ’estimation non-
paramétrique

les résulta est :estimé la densité de probabilité par le méthode de noyau.

1.3.3 Estimateurs a noyau et théorie des valeurs extrémes.

le théme est Estimateurs a Noyau et théorie des valeurs extrémes.

lauteur est ETIENNE DOUCET

le probléme global est Comment estime la fonction de densité de probabilité ?

les résulta est :L’estimation par maximum de vraisemblance est une méthode paramétrique
et L’estimation par noyau est une méthode non paramétrique.

1.3.4 Méthode non-paramétrique des noyaux associés mixtes et
applications.

le théme est Méthode non-paramétrique des noyaux associés mixtes et applications
I'auteur est :Francial Giscard Baudin LIBENGUE DOBELE-KPOKA

le probléme global est :Quel est Estimateur de densités mixtes?

les résulta est : I'estimateur non-paramétrique par noyaux associés mixtes, pour les den-
sités a supports partiellement continus et discrets.



1.3.5 Estimation de la fonction de répartition.

le théme est Estimation de la fonction de répartition.

I’auteur est Remi Servien

le probléme global est :Quel est la construction d’un estimateur a noyau ?

les résulta est :la densité de probabilité f est égale a la dérivée de la fonction de répartition
F.

1.4 ANALYSE DES DOCUMENTS

Apres liée les document on remarques qui les documents on générales concentré sur Es-
timation Non-paramétrique par Noyaux Associés et Données de Panel en Marketing et
Estimation de la fonction de répartition et Méthode non-paramétrique des noyaux asso-
ciés mixtes et applications et Estimateur a noyau et théorie des valeurs extrémes la méme
mais on remarque la déferrent sur :

I’estimateur a noyau continu symeétrique f d’une densité de probabilité f inconnue sur R
et les noyaux associés continus et discrets pour définir les noyaux associés mixtes
L’estimation par maximum de vraisemblance est une méthode paramétrique. Le statisti-
cien doit donc décider d’une loi ou d'une famille de lois paramétriques avant d’utiliser la
méthode du maximum de vraisemblance pour estimer les paramétres de la loi choisie.

1.5 RESUME

le noyau est une méthode stochastique non-paramétrique d’estimation de la densité de
probabilité d’une variable aléatoire. Elle se base sur un échantillon d’une population sta-
tistique et permet d’estimer la densité en tout point du support. En ce sens, cette méthode
généralise astucieusement la méthode d’estimation par un histogramme



CHAPITRE 2

2.1 INTRODUCTION

Supposons que nous observons n variables aléatoires indépendantes identiquement distri-
buées (i.i.d). Xy, Xo, ..., X, de densité de probabilité inconnue f de R dans [0, ool

Soit F(z) = P(X; < x) la fonction de répartition de la loi de X .la fonction de répartition
empirique est estimée par :

. 1 &
=1

La loi fort des grands nombres nous donne

Ve eR: F,(2) i F(x) si n— 400

Rosenblatt (1956) est le premier qui a donné un exemple d’estimateur & partir de Fn(x)
pour h > 0 est petit

fla) ~ F,(z + h)Q—th(x —h)




2.1.1 La construction d’un estimateur & noyaux

Rappelons que la densité de probabilité f est égale a la dérivée de la fonction de répartition
F (si cette dérivée existe) . On peut donc écrire

Ey(x+h) — Fy(x — h)

J(w) = Jim oh
. Plxr—h<X<xz+h)
= lim
h—0 2h

Un estimateur de f(x) est alors :

5 1 Plx—-h<X;<z+h)

fla) =5, -

1 n
= —— — ;<
o ;ljf{x h<X,<z+h}

—_Yrloi< 1)
2h; { S <t

Notons que cet estimateur peut encore s’écrire comme

1 1
fla) = " Z 5 Ha—h<Xi<ath)
i=1

11 X, —x
==Y 2K
n;h 0( h )

Ko(y)Z{ 1/2 si ye[-1,1]

0 sinon

Avec Kj(.) La densité de probabilité uniforme sur Uintervalle | 1,1] est appelée noyau
de Rosenblatt|07] . Cet estimateur peut étre généralisé en remplagant la fonction de
poidsKj(.) par une fonction de poids plus générale K par exemple une densité de proba-
bilité quelconque ( Normale, Gamma,Béta. . . etc )

2.2 NOTION DE NOYAUX

Nous définitions maintenant plus généralement la notion d’estimateur a noyau

Définition 2.2.1 Soit K :R — R* une fonction intégrable tel que [, K (u)du = 1 K est
dit noyau. X
pour n € N* on appelle h, > 0 la fenétre ou paramétré de lissage. et f(x) d’estimateur a



noyau de la densité de probabilité f (estimateur de Parzen -Rozenblatt)|07| définit pour

tout z € R par
~ 1 " Xl — X
= K 2.2
o= (%) 2.2

On note h,, = h

Dans cette partie,nous présentons d’estimateur d’'une densité de probabilité ‘a noyau sy-
métrique , puis nous donnons les différentes propriétés de cet estimateur tel que le Biais ,
la Variance,le MSE et le MISE.Puis nous précisions le choix de paramétre de lissage h .

Définition 2.2.2 Un noyau est dit symétrique si, pour tout u dans son ensemble de
définition K (u) = K(—u),Yu dans sa domaine de définition.

ce qui implique I’égalité suivante :

/ uK (u)du =0 (2.3)

De plus,elle est de carré intégrable
/ K?(u)du < +00 (2.4)
R
et nous avons aussi la variance de K finie
/ w? K (u)du < 400 (2.5)
R
2.2.1 Exemples des noyaux continus symétriques

Voici quelques exemples de noyaux symétriques les plus utilisés :

Noyaux Supports Densités

Biwieght [—1,1] K(u) = 2(1 —u?)?
Epanechnikov | [—1,1] K(u) = £(1 —u?)

Gaussien R K(u) = \/% exp(—u?/2)
Rectangulaire | [—1,1] K(u) =5
Triangulaire [—1,1] K(u) =1 — |u|lgy<1y

TABLE 2.1 : Exemples des noyaux symétriques



Exemples des noyaux symeétriques

1 T T T T T T
/\ noyau rectangulaire

09l noyau triangulaire ||

: noyau Epanechnikov

noyau Biwieght

08 noyau Gaussien H
0.7F i
06 i

Zosf - .
»
/ \
04F / g
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2 15 1 0.5 0.5 1 15 2

FIGURE 2.1 : Exemples de noyaux symétriques

2.2.2  Propriétés d’un estimateur & noyau symétrique

La fonction 2 — f(z) est une densité de probabilité.
Démonstration  Soitf(x) un estimateur non paramétrique a noyau symétrique définit

par :
1 & X, —x
= — K

f(x) verifie [, f(v)dz =1 .En effet

/Rf(a:)dx ih

RN
1
nh 4
1
h

n

Sk
),

")
2

(5
S

)

10



Car les X; sont i.i.d

—+oo X —
:/ K(u)du=1 en posent u= - ’

o0

Biais ponctuel

Le biais ponctuel mesure la déférence entre la valeur moyenne de l'estimateur f (x)et la la
valeur de la fonction inconnue f en un point x.

~

Biais (f()) = E(f()) - f(x)

Soit x fixe dans R. Le biais de 'estimateur a noyau présenté dans f () est :

. 2 +o0
Biais(f(x)) = %f”(x) /_ uw? K (u)du + 0(h?)

Les variables aléatoires sont i.i.d nous avons donc :
1.E (f(:v)) - %E (é}( (Xh_ I))
(e (55)
3[R () s

+oo
= K(u)f(x + uh)du. en posant  u =

—00

En utilisant le développement de Taylor de f au voisinage de x on obtient :

(uh) f"(x)

f(x+uh) = f(z)+ huf'(z) + 5

+ o (h%u?)
+oo

E <f(fv)> = K(u) [f(w) + f(w)uh + %f”(fﬁ)(uh)2 + O(hz)] du

—0o0

—+00

= f(x) K(u)du + hfl(:c)/ oouK(u)du + f(x)%/ OouQK(u)du

—00 —00 —00
Sous les conditions précédents on a :
+0o0

B (@) =1+ 586 [ K+ o)

—00
Ainsi

Biais (f(2)) = £ (f(2)) - /(@)

11



Variance ponctuelle

Soit « fixe dans R. La variance de Pestimateur f (x) est :
Var(i(e) = = s) [ K2 du+ o1
ar(f(x)) = —f(x u)du + o(—
nh nh

—0o0

2. Var <f($)> =V {n_lhzZ;:K (th_x>}

e (G ) i (e ()

= % :O (K (u))® f(z + uh)du — % [ :O K(u)f(z+ uh)du} 2
Le terme . )
% l : K(u)f(z+ uh)du} — 0 lorsque n — oo
Donc
Var (f(a:)) = %f(x) N K*(u)du + o (%)
Ainsi
Biais (f(a:)) = %f"(az)uth + o(h?) ou o = /K(u)uzdu
Var  (f(a)) = = f@)R(K) + o (%) O R(K) = / K2(u)du

Biais est de signe de f”(z).

Si h = h,, — 0;quand n — oo, alors Biais (f(x)) — 0

Si h = h, — 0 et nh,, — oo quand n — oo, Alors Var <f(:v)> —0

Si h diminue — (Biais)? diminue et la Variance augmente
Si h augmente — (Biais)? augmente et la Variance diminue

12

Pour un h petit le Biais (f(:z:‘)) dépend de f”(x) et du moment d’ordre 2 du noyau,le



Erreur quadratique moyenne(MSE)

L’erreur quadratique moyenne (en anglais "Mean squared Error") est donne par :
MSE(z) = var f(z) + Biais*f(x)

Propriétés 6
400 1

MSE(z) = %f(ar) K*(w)du + o (E)

—0o0

[T ek o)

4 o0
demonstration
LMSE(z) = E (f(a:) - f(fic)>2
—E(f@) - B (f@) +E(f@) - f(cc))2
=Var (f(x)) + <Biai5(f(37))>2

1 +o0 ) 1
= Ef(m) - K*(u)du+ o (E)

+§u%mﬂ/jﬁmer+wﬂ

Erreur quadratique moyenne intégrée( MISE) :

L’erreur quadratique moyenne intégrée (en anglais "Mean Integrated Squared Error") est

donne par :
+00

MISE (n, h) = MSE(x)dz

—00

Propriétée 7

MISE (n, ) % /m (f(:c) [ _m K2(u)du] +o (nl—h)) dz

+hz4 _:O (( £ (@))? [ /_ :O u2K(u)dur + 0(h4)> iz

oh=h, —0 et nh, — quand n — 00 Alors MSE(z) — 0

On dit quef(x) converge en probabilité vers f(x).

13



2.2.3 Choix du paramétre de lissage h

Le paramétre de lissage h a une grande influence sur la performance de I'estimateur f ().
Il y a essentiellement deux approches pour trouver une largeur de bande optimale. La
premiére consiste a trouver le paramétre qui minimise lerreur quadratique moyenne de
f(z), c’est-a-dire
. 2

ArgMin [E ( Fla) - f(@) ]
On obtient donc un paramétre de lissage optimal, qui varie en fonction du x o I'on veut
estimer la fonction de densité f.
La seconde approche nous donne un parameétre de lissage optimal globale, qui ne dépend

pas de x. Pour ce faire, on cherche le h qui minimise I'erreur quadratique moyenne intégrée
(MISE), c’est-a-dire

hoptimar = ArgMin[MISE(n, h)] = ArgMin { /R E { fla) — f(x)}2 d:z:]

On suppose que la densité a estimer f et le noyau K sont des fonctions de carré intégrable,
de sorte que le MISE est finie.
4

MISE(n,h) = %R(f”)(,ug(K))Q + n—lhR(K) +o0 (n—lh + h4)

I’approximation asymptotique de la MISE est donné par

AMISE () = " RO o) + = R()

On dérive ce AMISE par rapport a h et on égale & 0 ,on obtient

a _ 1.3 9 2 R(K)
o AMISE(n, h) = W°R(f") (pa(K))” = —5
Si & AMISE(n,h) =0
1
R(K) r =
e hO imal = " n /5 26
vt = |l 20
Cas particuliers
Soit X1, X, ..., X, une suite de variables aléatoires de densité de probabilité f, suppo-

sons que f appartient a une famille de distributions normales, N (u; 0?)

[ Xi ~N(u;0?)
Sl{ K~ N(0,1) Alors

Roptimar = 1.066n71/5

14



Si f ~ N (u;0?) alors f(x) = %gp (%)7 avec o(z) = %G_IQQ,
et

o3

P = e (F). ¢ = e

La quantité inconnue R(f”) sécrit alors

R(f") = / 1 @)Pda

1 [t - 2
L)
0% J_ o o
1 e " 2
=~ | era
Nous avons : .
2
@(U)Zﬁe 2
v 2
= ¢'(v) = — e v/
¢'(v) NGE:
1 2
= ¢"(v) = (v2 —1)e /2
V2T
9 1 oo 1 2 —v2/2 ?
R(f )—;/oo {m(v —1)e /} dv
11 teo 2 Feo 2 oo
= Pt {/ vie ™ dv — 2/ v2e ™" dv+/ e’ dv}
11 1 [T 2 oo o
= ;%{—5/_00 U2€7U dU+/_oo 671} d’U}
11 1 w2 ., 1 oo q 2
_ - ) _ = 2o —uf/2 - —u®/2
_0527r{ 2/_00 26 \/idu—i— N \/ie du} avec
11 1
= E%{—ﬂ“ﬁ}
1 3

Donc,’expression du paramétre de lissage optimal devient

8VAR(K)15
hopsimal = [\/__(2] PP
3 [p2(K)]

ou ¢ est un estimateur de o,tel que

’LL:\/§"U



On a K — N(0,1) alors

oo 1 2/2 2
= e du
/_oo L/ 2 }
too 2
= /_ N %6_“ du
1 1
=5, V7= 2T
Nous avons  po(K) = [72°u?K (u)du = 1.
Nous remplagons dans 1’équation (1.3) nous obtenons :

1
4\ 5
hoptimal = <§) 5'71_1/5 = 1.06(3'71_1/5

Soit X7, Xs, ..., X, une suite de variables aléatoires de densité de probabilité f, suppo-
sons que f appartient a une famille de distributions normales N (u;0?), soitt K est un
noyau d’ Epanechnikov.

, -~ .2
Si{ Xi N o) Alors

K(u) = %(1 - UQ), 1|u|§1

Roptimar = 2.346n~1/°

2.2.4  Choix du Noyaux

Pour mesurer Defficacité d’un noyau symétrique on peut calculer le rapport de AMISE
des 2 noyaux

AMISE(Ky,n, h)

eff(Kl’K2) - AM[SE(K2>n> h) <!

Le choix du noyaux n’influe pas trop dans le cas du noyaux symétriques.
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2.3 ESTIMATION DE LA DENSITE AVEC UN NOYAU CONTINUE ASY-
METRIQUE GAMMA

2.3.1 Introduction

Si le support de f est [0, +o0[ , les noyaux symétriques donnent une estimation de plus
en plus biaisée lorsque x approche de 0. D’ou le probléme de biais aux bords . plusieurs
auteurs ont proposé d’utiliser des noyaux asymétriques.

Dans cette section, nous présentons 'estimateur de la densité de probabilité a noyau

non symétrique . Avant cela nous donnons quelques exemples de noyaux asymétriques a
support dans R™

2.3.2 Exemples de noyaux continues asymétriques

Noyaux Supports Densités

Gamma Rt K ,1,;(U) = Fh(lihl/jf)u—l/xhexp (_ﬁ)

1-1/xzh _
(u) = Fh(%—_l)u Velerp (=5

Inverse Gamma R* Ki

uz/h(l_u)(lfz)/h

Béta [0,1] Bt nl0) = oo

exp{ ﬁ [log(u)—log(a: exp(hQ)] }

Log normal R* Kiog(a)+h2,n(u) = uh~/27

TABLE 2.2 : Exemples de noyaux non symétriques

REMARQUE 4.

Nous simulons sous Matlab chacun des noyaux précédents
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MNoyau Gamma MNoyau Bétta

15

0.5
0
0 1 2 3
u u
Moyau Lognormale Moyau Gamma inverse
2 15
1.5
1
EA =
- -
0.5
0.5
0 0
0 1 2 3 0 1 2 3
u u

FIGURE 2.2 : Exemples de noyaux asymétriques

Dans la suite, nous présentons d’estimateur & noyau asymétrique de la densité, en
particulier d’estimateur & Gamma proposé par Chen en 2000 [08|
Soit X1, X, ..., X, une suite de variables aléatoires i.i.d de densité de probabilité f inconnue
a support dans R, Un estimateur non paramétrique d’une densité de probabilité f a noyau
Gamma est définit par

A 1
filz) = - Kz y10(Xi)
=1
avec .t
then
Ke 1 5(t)

= _h%JrlF(% + 1)

Ot Kz 414(t) c’est la fonction de densité d'une loi gamma de parametre
de forme a = ¥ + 1 et parameétre d’échelle b=h

Nous rappelons les différentes propriétés d’une variable aléatoire X qui suit la loi Gamma
de parameétre a et b.

Si X ~I'(a,b) avec a, b > 0 on a

18



—fx(x) = % pourx > 0,

—I'(3) = /7, T'(1),I(n) = (n — 1)! pour tout entier n > 0
—I'(z) = (x — 1)I'(x — 1) pour x > L.

- Si X ~T(a,b),alors E[X] = a/b,Var[X] = a/b?

-Sia =1 alors X ~ Ezp(b).

La figure suivante représente les graphe de quelque densité de loi Gamma pour diffé-
rentes paramétré de forme a et paramétré d’échelle b : On remarquons que l'allure de la

densité Gamma (a,b)
1.4 . . . . . . . . .
a=1.b=0.8
a=3.b=0.38
a=2b=1 [
a=2.b=2

FIGURE 2.3 : Quelques densités de loi Gamma

densité Gamma change en fonction de a, et b.
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Nous donnons maintenant des différentes graphes pour des densités de loi I'(§ + 1, h)
pour différentes valeurs de x.

noyau Gamma (x'h+1,h)

5 T T T T T T T
x=0
45 ®=0.51T]
x=1
4 x=2 |
35 e
3R i
= i
=
3 g 6 7 8

FIGURE 2.4 : Noyaux gamma, pour différentes valeurs de x , x=0,0.5,1 et 2 avec h=0.2
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On remarquons que l'allure de la densité Gamma change en fonction de x, et b.
2.3.3 Propriétés d’un estimateur & noyau Gamma

D’aprés les propriétés d’une densité de loi Gamma, nous donnons les différentes propriétés
d’un estimateur d’une densité de probabilité & noyau Gamma en se basant sur les études
de Chen en 2000 [08].

Propriété 8.

1. Biais ( fl(x)> = h(f'(z) + Lo f"(x)) + o(h)

. L I Y212 f () + o(n YY) si £ o
2.Var <f1( )) N{ Vi ) ( ) g

—22,62(12?;2;11)71’%’1]“(:76) +o(n'h7t)  si £ K

Démonstration

LBiais (fi(x)) = E (fi(2)) - /(@)
B (7)) = B (Kp1n(X)) = [ Kpora)flu)dy = B (£(6)

avec & ~ (£ 4 1,h) .Alors p, = E(&) = 2+ h,Var(&,) = vh + h?

Supposons que f soit de classe C*> sur I € R. par la formule de Taylor de f(&,) au
voisinage de point p(Voir Annexe pour la formule de Taylor) on obtient :

B (7)) = B(f) + 38" (1) B — o)’ + o(h)
= () + 5" () Var(&) + olh)
= f(z+h)+ %f(:v + h)(zh + h*) + o(h)

= (&) + hf (@) + () +olh)
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Alors

2

Biais (fi(x)) = B (fi(«)) = f(2) = b ((f'(as) T iep()

2.Var (fl(x)> = %Var (K%+1,h(Xi))

- % (E(Kz41,h*(X))) — % (B(Kz1, h(X)))*

< 1p (K41, h?(X)))

3
8

IN

Kh—l-lh f(t)dt

2
tz/he—ﬁ
P T — t)dt
(fmlr(ﬁ n 1)) 1)

/0

REOHT((2) 41) o 2G0T
~ 2 222 +1)/o RGOFID(22 4 1)
< Bu(z)E{f(n.)}

avec 1, suit la loi I' ((22) + 1, h) et By(z) =

8

IN

F(t)dt

hTIT(22)+1)

WQ(H on pose

27Tefzzz+1/2

k@) =0

,z2>0

alors 13
:h‘/x‘/R(%)

2R (Z)

1 p=1/25-1/2 o =
By () ~ 2‘@(];1#1) Posig oo
ST (T k+1)h'_ si 3 =k

A

Var { fi(@) } =" Bu(@) B {f(n.)} = 0" Bu() ()

22
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Propriété 9.

1.MSE(z) = lh <f’(:c) + %:cf”(a:))] 2 + ﬁh”%m + o(h?).

2.MISE(n,h) = h? /000 {xf(x) + %f”(x)} dx—l—vn’lh 1/2 /OOO o~V f(x)dz+o (F + h2)

Démonstration

A partir des expressions de la variance et de Biais de f (x) nous obtenons :
o ~ 2 o
LMSE (fiw)) = Biais (fi(2))] + Var (i)
1 1
_ / o/ -1/2,.—-1/2 2
[h <f (m)—l—Qxf (m)] +_2ﬁh /% 4+ o(h?)

O MISEm ) = [ MSE ( fl(x))

0

g2 /O +O° [m Fa) + g f”(x)} i

+oo
—i——n*lh 1/2/ :cl/2f:vdm+0(—+h2)
2/ 0 (@) nvh

2.3.4  Un autre estimateur & noyau asymétrique pour la densité

L’estimateur f; est asymptotiquement sans biais, Ce biais vient de f(z + h) et,3 f"(x +
h)(zh + h?).Comme solution, Chen en 2000 a défini I'estimteur suivante :

1 n
1=1
Avec

pr(T) = { (x/2h)* +1 si x€ 0,2h]
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2.3.5  propriétés de 'estimateur f2($)
Propriété 10.
; 1 " :
W (fQ(x)> _ { ;(x) + Lhaf"(x) +o(h) si x> 2h

() + &b f'(z) +0o(h) si x€[0,2h]

En(x)hf'(x) +o(h) si x€]0,2h]
o &n(z) = (1 —2)(pn(x) — §)/(1 + hpn(z) — x)

2.Biais (fQ(x)> — { %hxf"(:c) +o(h) si x>2h

3MSB(r) = ¢ {of (@) 1+ 5omn™ (ha) 2f(x) 4+ o(n"h )

2y
4. .MISE(n,h) = h—2 /+00 {xf"(x)}? dx + L?’L_lh_l/2 /+00 o7V f(x)dx 4 o(n " h/?)
) ’ 4 Jo 2y 0

2.3.6 Choix du paramétré de lissage h

Soit hf = ArgMin (MISE (n, h;)) avec 1 = 1,2.
ona:

MISE (n, hy) = h* [[* {zf'(z) + %xf”(x)}Q dr + ﬁ%n’lh’l/2 [ w7 2 f(z)dw
+o(n~th™1/?)

MISE (n, hy) = %2 0+°O {zf"(x)}” dx + ﬁEn—lh_l/2 fOJrOO o712 f(x)dw
+o(n"th1/?)

les approximations asymptotiques pour les MISE sont donné par :

AMISE (n, hy) = h? [ {xf'(z) + %xf”(a:)}Q dx + ﬁ;rn”h”/2 [ V2 f(x)da

AMISE (n, hy) = % [" {af"(2)} do + sh=n= b2 [ 2712 f(2)de

On dérive par rapport a h; et on égale & 0 ,on obtient :
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2 AMISE (n, :2th°° {af!(z)dx + le”( )} - * p=V2¢(2)dx

= AMISE (n, hy) =% [ {af"(x )} — h 32 [ —1/2 f(z)dx

o 2/5
P hT _ ( ﬁfo x 1/2f(:c)0lgc2 ) -2/5
{ @AMISE(TL, hl) 0 4f000{xf’ x)—}—lzf”( )} dx
f ( f”( ))

Si les 2 intégrales [° {f'(x)}* dvet [°{f"(z)}’ dx existent.
On remarque que
00 1 2 % (q 2
/ {f’(m) + —xf"(a:)} dr < / {—xf”(a:)} dx
0 2 o L2

= MISE): ( fl(x)> < MISE,, ( fg(a;))

Alors fg est le meilleur estimateur pour f.
Cas particulier

Supposons que f ~ ezp(3).c’est-a-dire f(z) = %e‘ém alors :

L [ a7 2 f(z)de = 60712/

2. f"(x) = gze /"

3. fo (xf"(x 0337*1/2

Nous remplacons dans la formule du A3 on trouve

B = 922/57172/5

exp

puis en remplace 6 par son estimateur de maximum de vraisemblance, a la fin on obtient :

R = (2/n)*"

erp —

La Figure 3.5 dans le chapitre 3 représente le graphe d'une densité théorique de loi ezp
avec son estimateur en utilisant cette formule de parametre de lissage h},,
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On a vérifié dans le cas d’estimation d’une densité & noyau symétrique que fj;o flx)de =
1, Ce qui n’est pas le cas pour un estimateur a noyau asymétrique Gamma .Pour monter
ga nous calculons 4 estimateurs pour une densité théorique N (0, 1) & noyau Gaussien et 4
estimateurs & noyau Gamma pour une densité théorique exp(2). puis nous calculons I'in-
tégrale de chaque estimateur ( respectivement f_l(l)o f(x)dz et folo fi(z)dzx), en utilisant
la formule de trapaze généralisé avec un programme sous langage Matlab. En utilisant 4
échantillons de variables aléatoires de taille n = 50, n = 100, n = 500 , n = 5000 et

h = 0.2, nous obtenons les résultats dans le tableau suivante :

n=50 [ n=100 | n=500 [ 5000
Noyau Gaussien | ['} f(z)dz | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000

Noyau Gamma Olof(x)dx 0.9101 | 0.9122 | 0.9543 | 0.9762

TABLE 2.3 : Quelques valeurs d’intégral des estimateurs & noyau Gaussien et Gamma
pour une densité théorique N(0,1) ,et exp(2)

On remarquons que tous les intégrales des estimateurs & noyau Gaussien sont égaux a
1, mais les intégrales des estimateurs a noyau Gamma sont proches de 1. dans ce dernier
cas 'intégrale de 1 ’estimateur s’approche de 1 lorsque la taille d’échantillon n augmente

26



CHAPITRE 3

3.1 INTRODUCTION

Dans ce chapitre nous effectuons plusieurs simulations sous Matlab pour illustrer les ré-
sultats théoriques établi dans le deuxiémes chapitre précédents concernant l’estimation
de la densité a noyau avec des données indépendants.

e Dans la 1°¢ étape nous calculons plusieurs estimateurs a noyau symétrique Gaussien
pour une densité théorique de loi N (0, 1) et différents valeurs de h indépendant de
la taille d’échantillon n, puis nous calculons l'estimateur avec un valeur de h qui
dépend de n (h = h(n) = 1.06 * (n)~'/®), aprés nous comparons visuellement les
différentes graphes .
par la suite nous calculons I'estimateur & noyau Gaussien pour différentes densités
théoriques & support dans R

e Dans la 2°™m¢ étape nous calculons des estimateurs a noyau asymétrique Gamma
pour un densité théorique Gamma pour différentes valeurs de h , puis nous calculons
cet estimateur avec la formule de h optimal, aprés nous comparons entre les graphes.

e En dernier le but de savoir I'influence du nombre de données générées n ainsi que le
paramétre de lissage h, nous varions chaque fois la taille n et on a calculer le MSE
, Biais, MISE, de 'estimateur a noyau Gaussien puis & noyau Gamma .Aprés en
comparant les résultat obtenu.
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3.2 ESTIMATION A NOYAU SYMETRIQUE ,ASYMETRIQUE AVEC
DES DONNEES I.I.D

3.2.1 L’estimation & noyau Gaussien :

e nous générons 100 observations de loi normale centrée réduite X; ~ N(0,1) ,
i=1..n
En se basant sur les données X;, nous calculons quatre estimateurs a noyau
Gaussien, avec quatre valeur différentes de parameétre de lissage h. pour z €
[—3,3]. aprés nous prenons pour un cinquiéme estimateur h = h’}ﬁV(O,l) =
1.06n~'/5 fonction de la taille n.

—— La densité théorique

La densité estimé

n=100.h=0.2 n=100,h=0.33

n=100.h=0.6

n=100 h=1.06*n (-1/5)=0 42

FIGURE 3.1 : La densité théorique N(0,1) et la densité estimé a noyau Gaussien et n =
100,h =2,h =0.33,h = 0.6,h = 0.8
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la densité théorique et la densité estimé a noyau Gaussien

L ey . s
0.4 . | La densité théorique |
La densité estimé

0.3

0.25

0.1

FIGURE 3.2 : suit la loi normale densité théorique N(0,1) et la densité estimé & noyau
Gaussien et n = 100, h = hoptimai

Commentaire

On peut voir 'influence de la largeur de la fenétre sur I'estimateur de la densité ,
dans le cas ot h est indépendante de n , nous avons des courbes qui sont sous-lissage
, par contre dans le cas o h dépend de n la courbe est sur -lissage.

e Nous générons 100 observations X;i=1..n de loi de exp(2), Weibul W (2,2),
['(2,1) et Log Normale LN(0,1). puis nous calculons lestimateur & noyau
Gaussien fn(x) sur U'intervalle [0,10]. nous tragons les graphes des densités
théoriques avec les densité estimées.
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La densité théorique Exp(2)et La densité estimé & noyau Gaussien

05
—— La densité théorique
04 —— La densité estimé
03
02
01

La densité théerique Gamma(2,1)et La densité estimé & nayau Gaussien

—— La densité théarique

La densité estimé

flx)

fix)

La densité théorique Weibul(2.2)et La densité estimé & noyau Gaussien

—— La densité théorique
—— La densité estimé

La densité théorique Lognermal(0, 1)et La densité estimé & nayau Gaussien

—— La densité théorique
La densité estimé

FIGURE 3.3 : Les densités théoriques Exp(1/2),W(2,2),I'(2,1),LN(0,1), et la densité
estimé & noyau Gaussien avec n = 100, h = 0.42

Commentaire

Nous remarquons dans les quartes graphes que l’écart entre les densités estimés et

théoriques ( Biais < fn(x)> ) est trés grand lorsque x est au voisinage de zéro d’ou

leffet de bord.

3.2.2 L’estimation & noyau Gamma :

e Nous générons 100 observations de loi exponentielle X; ~ Exp(1/2)
puis nous calculons 'estimateur a noyau Gamma fi(z) pour = € [0,10]. avec
(

n = 50,n = 100,n = 500, n = 5000, et un paramétre de lissage h
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densits théorique
densité estimé

n=50,h=0.5519 n=100.n=0.4183
05 —_— 08
04 04 ]
03 0.3 1
=02 T2 ]
01 01 J
0 0
0o 1 2 3 4 5 & 7 8 8 10 o 1 2 3 4 5 6 1 8 9 10
x x
n=500 h=0 2187 n=5000,1=0.0875
05 - 05 —_—
04
03-
= 3
T oz
01
0

FIGURE 3.4 : la densité théorique avec les densités estimés a noyau Gamma pour différents
valeurs de n

Nous tragons maintenant les estimateurs a noyau Gamma notés f; et fo

densité théorique exp(2)et estimateur & noyau Gamma' densité théorique exp(2)et estimateur 4 noyau Gamma2

— densité théorique — densité théorique
a5k densité estimé 045 densité estimé

f(9

FIGURE 3.5 : La densité théorique exp(1/2)et les deux estimateurs & noyau Gamma 1 et
Gamma 2

Commentaire

e L’estimateur de f(x) & noyau Gamma 1 est trés aplatie que I'estimateur & noyau
Gamma 2.
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3.3 INFLUENCE DE CHOIX DU PARAMETRE DE LISSAGE H :

3.3.1 Cas symétrique (Gaussien) :

e Nous calculons le MISE, MSE, Biais d’estimateur & noyau Gaussien pour diffé-
rentes valeurs de n. quelque soit la valeur de n € { 50 , 100 , 500 , 5000 } on aura n
valeurs de MSE et n valeurs de Biais, mais une seul valeur de MISE, on prend donc
les moyennes des MSE | Biais les résultats sont dans le tableau suivante :

n hopt n hopt n hopt n hopt

50 | 0.4847 | 100 | 0.4220 | 500 | 0.3059 | 5000 | 0.1930
MSE(f(z)) | 0.0011 0.0008 0.0003 0.0001
MISE(f(z)) | 0.6885 0.4672 0.2103 0.0313
Biais(f(z)) | 0.2044 0.0156 -0.0141 -0.0240

TABLE 3.1 : Les performances des estimateurs a noyau Gaussien pour des densités théo-
riques N (0,1) et h = 1.06 x n~4/°

Commentaire

Les résultats obtenus dans tableau montrent que :

e Si la taille d’échantillon n augmente e paramétre de lissage optimal diminue.

(n, = h\)).

e [’ereur quadratique moyenne et ’ereur quadratique moyenne integré de f (x) (MSE , MISE)
tendent vers zéro si h tends vers zéro.

= Alors pour réduire le MSE MISE il faut choisir un petit paramétre de lissage

3.3.2 Cas asymétrique (Gamma) :

e avec le méme principe nous calculons le MISE, MSE, Biais de chaque estima-
teur( pour les deux estimateurs fi(z) et fo(z) ). les résultats sont dans les tableaux
suivantes :
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n hOpt n hopt n hopt n hopt

50 | 0.8278 | 100 | 0.6274 | 500 | 0.3296 | 5000 | 0.1312

MSE(fi(z)) |0.0027 0.0019 0.0005 0.0001
MISE(fi(z)) | 1.5855 1.1090 0.2877 0.0774
Biais(fi(z)) | -1.6589 -2.0178 -2.9697 -1.9697

TABLE 3.2 : Les performances des estimateurs a noyau Gamma f;(z) pour des densités
théoriques exp(2) et h = T * (2/n)?/°

n hopt n hopt n hopt n hopt

50 | 0.8278 | 100 | 0.6274 | 500 | 0.3296 | 5000 | 0.1312
MSE(fs(z)) | 0.0022 0.0015 0.0003 0.0001
MISE(fy(z)) | 1.3242 0.8717 0.2022 0.0334
Biais(fa(z)) | 0.7144 -2.0766 -1.9081 -1.8800

TABLE 3.3 : Les performances des estimateurs a noyau Gamma fg(x) pour des densités
théoriques exp(2) et h = T * (2/n)?/°

Commentaire

e Pour les deux estimateurs fi(z) et fi(x)Si n 2 = h ™\

MSE (fo(x)) < MSE (fi(x))

e Vu e {50, 100, 500, 5000 ) )
net Y= wise (fQ(x)) < MISE (fl(x)>
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CONCLUSION

Dans ce mémoire nous avons essayé d’étudier les propriétés d’un estimateur non
paramétrique pour un fonction densité de probabilité avec la méthode de noyaux en
utilisant des données indépendants . en premier nous avons présenté la méthode
d’estimation & noyau symétrique proposé par Rosenblatt en 1956 puis amélioré par
Parzen en 1962. ensuite nous avons passé aux estimation non paramétrique avec un
noyau asymétrique Gamma avec des données indépendant, proposé par Chen en
1999-2000.

Les résultats obtenu sur I’estimation d’une densité de probabilité & noyau continu
asymétrique avec des données complétes indépendantes peuvent étre généraliser au cas
d’une suite de variables aléatoires indépendantes Dans le cas de données censurées,
Blum et Susarla (1980) ont introduit un estimateur & noyau d’une densité de probabilité
f.

L’estimateur a noyau d’une densité de probabilité peut étre utilisé pour des densités
multidimensionnelles.
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ANNEXE

e A1 . La convergence en moyenne quadratique
On dit que X, converge en moyenne quadratique vers la (v.a)X si les (v.a) X1, Xo, ...
ont un moment d’ordre 2 et si

lim E[(X, - X)*| =0

n—oo

et on note
X, —>me X

n—oo

e A2 . Rappel de la méthode vraisemblance
la méthode du maximum de vraisemblance est une méthode d’estimation paramé-
trique permettant de donner un estimateur d’une loi de probabilité inconnue dont
on observe des réalisations i.i.d.

Soient X7,...., X, n réalisations d'une v . a X de densité f(z,0) on cherche a
estimer # en fonction des observations .on définit la fonction de log-vraisemblance

LogL(9) = ZLog (f(x:,0))

Un estimateur de 6 est une fonction 6 dépendant des observations X; qui est un
maximum de LogL(0) il s’agit de trouver 6 tel que :

Ptk 5) <o
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e A3. Rappel de la méthode d’histogramme
On choisi un point d’origine ¢, et une longueur de classe h avec h > 0. Les classes
sont d “efinies par :

By =[t;, tis] le”Z

Avec
tl+1 - tl + h

Un estimateur de f est donnée par

f@) =

Avec v; le nombre d’observations dans la classe B;
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les programmes de sous Matlab

Figure3.1

clear all

nl=>50;

hl= 0.2

z—randn(1,nl)

x = linspace(-3,3,n1)

s=zeros(size(x)) ;

for i=1 :nl

k=exp(-(1/(2*h1?)) * (x — 2(0)).?)/sqrt(2 * pi) /h1
s=s+ (k/nl)

y = normpdf (x,0, 1)

end

plot(z,y,x,s,r")

xlabel ('z")

ylabel('f(x)')

title('n = 50eth = 0.4847")

legend(' La densit thorique’,’ La densit estim')
subplot(2,2,2)

clearall
n2 = 100;
h2 =0.33

z = randn(1,n2)
x = linspace(—3, 3, 200)
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s=zeros(size(x)) ;

for i=1 m2 k=exp(-(1/(2*¥h2?)) * (x — 2(4)).2)/sqrt(2 * pi) /h2
s =5+ (k/n2)

y = normpdf (x,0, 1)

end

plot(z,y,x,s,r")

xlabel('z")

ylabel('f (x))

title('n = 100eth = 0.4220")

legend(' La densit thorique’, La densit estim’)
subplot(2,2,3)

clearall
n3 = 500;
h3 = 0.6;

z = randn(1,n3)

x = linspace(—3, 3, 200)

s = zeros(size(r));

fori=1:n3k = exp(—(1/(2* h3?%)) * (x — 2(1)).?)/sqrt(2 = pi)/h3

s=s+(k/n3)
y = normpdf (x,0, 1)
end

39



ANNEXE

plot(x,y,x,s,’r")

xlabel(’x’)

ylabel(’f(x)’)

title('n=500,et h=0.3019")
legend("La densité théorique’,’La densité estimé’)
subplot(2,2,4)

clear all

n4=5000;

h4=0.42

z—randn(1,n4)

x = linspace(-3,3,200)
s=zeros(size(x)) ;

for i=1 :n4
k=exp(-(1/(2*h4?)) = (z — 2(i)).?)/sqrt(2 = pi)/h4
s = s+ (k/n4)

y = normpdf (x,0, 1)

end

plot(z,y,x,s,r")

xlabel ('z")

ylabel('f(x)')

title('n = 5000, eth = 0.1930’)

legend(' La densit thorique’,’ La densit estim')
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Figure 3.2

clear all

nl1=100;

hl= 1.06*(n1)( — 1/5)

z = randn(1,nl)

x = linspace(—3,3,nl)

s = zeros(size(r));

fori=1:nl

k= exp(—(1/(2% h1?))  (x — 2(i)).%) /sqrt(2  pi) /h
s=s+ (k/nl)

y = normpdf (x,0, 1)

end

plot(z,y,x,s,r")

xlabel('z")

ylabel('f(x)')

title('n = 100eth = hopt')

legend(' La densit thorique’,’ La densit estim')
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Figure 3.3

clear all

n=100;
h=1.06*n{ — 1/5);
z = exprnd(2,n);
z1 = wblrnd(2,2,n);
22 = gamrnd(2,1,n);
23 = lognrnd(0, 1, n);
x = linspace(0, 10, 50);
s = zeros(size(x));
sl = zeros(size(x))
s2 = zeros(size(r))
s3 = zeros(size(x))

I
)
Y
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for i=1 :n

kexpl(-(1/(202)) x (2 — 2(i)).2)/sqrt(2 * pi);

kL= exp(—(1/(2xh?))  (x — 21(1)).2) /sqrt(2 = pi);
k2 = exp(—(1/(2 % h?)) x (z — 22(3)).2)/sqrt(2  pi);
k3 = eap(—(1/(2 % h?))  (w — 23(i)).?) /sqrt(2 = pi);
s =5+ (k/(nxh));

sl =sl+ (k1/(nxh));

s2 =524 (k2/(n*h));

$s3 =53+ (k3/(nxh));

y = exppdf (x,2);

yl = wblpdf (z,2,2);

y2 = gampdf (x,2,1);

y3 = lognpdf (z,0, 1);
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end ;

figure

subplot(2,2,1)

plot(x,y,x,s,’r’,"LineWidth’,2)

xlabel(’x")

ylabel(’f(x)”)

legend('La densité théorique ’'’La densité estimé’)

title(’La densité théorique Exp(2)et La densité estimé & noyau Gaussien ’)
subplot(2,2,2)

plot(x,y1,x,81,’r’,'LineWidth’,2)

xlabel(’x’)

ylabel(’f(x)”)

legend(’'La densité théorique ’,’La densité estimé’)

title(’La densité théorique Weibul(2,2)et La densité estimé a noyau Gaussien’)
subplot(2,2,3)

plot(x,y2,x,82,r’ 'LineWidth’,2)

xlabel(’x”)

ylabel("f(x)”)

legend("La densité théorique ’,’La densité estimé’)

44



ANNEXE

title("La densité théorique Gamma(2,1)et La densité estimé a noyau Gaussien ’)
subplot(2,2,4)

plot(x,y3,x,83,’r’,'LineWidth’,2)

xlabel(’x")

ylabel(’f(x)’)

legend("La densité théorique ’,'La densité estimé’)

title(’La densité théorique Lognormal(0,1)et La densité estimé & noyau Gaussien ’)

legend("La densité théorique’,’La densité estimé’)
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Figure 3.4

subplot(2,2,1)

clear all

nl=>50

x = linspace(0,10,100)
bl=(mean(x))*(2/n1)(2/5)

a=(z/bl)+1

z = gamrnd(1,2,1,nl)

s = zeros(size(x))

fori=1:nl

k= (exp((—2(i))/b1) x (2(3)).(2./b1))./(gamma((x./b1) + 1). * (b1.{(z./b1) + 1))) /b1
s=s+ (k/nl«bl)

end;

y = gampdf (v,1,2)

plot(x,y, x, s, r")

xlabel ('z")

ylabel('f ()

title('n = 50, h = 0.8278')

legend(' La densit thorique’, La densit estim’)
subplot(2,2,2)
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clear all

n2-=100

x = linspace(0,10,100)
b2=(mean(x))*(2/n2)(2/5)

a=(x/b2)+1

z = gamrnd(1,2,1,n2)

s = zeros(size(r))

fori=1:n2

k= (exp((—2(i))/b2) * (2(3)). 2. /b2))./(gamma((x./b2) + 1). * (b2.((z./b2) + 1))) /b2
s =5+ (k/n2xb2)

end,

y = gampdf (z,1,2)

plot(z,y,x,s,r")

xlabel ('z")

ylabel('f(x)')

title('n = 100, h = 0.6274")

legend(' La densit thorique’,’ La densit estim')
subplot(2,2,3)
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clear all

n3=500

x = linspace(0,10,100)
b3=(mean(x))*(2/n3)(2/5)

a=(x/b3)+1

z = gamrnd(1,2,1,n3)

s = zeros(size(r))

fort=1:n3

k= (exp((—2(i))/b3) * (2(3)).(2./b3))./(gamma((x./b3) + 1). * (b3.((z./b3) + 1))) /b3
s =5+ (k/n3 = b3)

end,

y = gampdf (z,1,2)

plot(z,y,x,s,r")

xlabel ('z")

ylabel('f(x)')

title('n = 500, h = 0.3296")

legend(' La densit thorique’,’ La densit estim')
subplot(2,2,4)
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clear all

n4=5000

x = linspace(0,10,100)
b4=(mean(x))*(2/n4)(2/5)
a=(x/bd) +1

z = gamrnd(1,2,1,n4)

s = zeros(size(r))
fori=1:n4

k= (exp((—=2(i))/b4) x (2(3)). 2. /b4))./(gamma((z./b4) + 1). * (b4.((z./b4) + 1))) /b4
s =38+ (k/nd = b4)

end,

y = gampdf (z,1,2)
plot(z,y,x,s,r")

xlabel ('z")

ylabel('f(x)')

title('n = 5000, h = 0.0.1312')

legend(' La densit thorique’,’ La densit estim')
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