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Notations

• F̂n(x) :la fonction de répartition empirique

• f̂(x) :l’estimateur à noyau de la densité de probabilité f.

• f̂1(x) :Un estimateur non paramétrique d’une densité de probabilité f à noyau
Gamma .
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Introduction Général

Souvent en statistique à partir d’une suite des variables aléatoires nous cherchons à
estimer la densité de probabilité avec des méthodes paramétriques tel que la méthode de
maximum de vraisemblance, ou des méthodes non paramétriques.

Le principe d’estimation non paramétrique est de laisser les données elle mêmes,donc
au lieu de supposer une loi paramétrique et d’utiliser un échantillon pour estimer les dif-
férentes paramétrés , on utilise directement l’échantillon comme estimateur de la densité.

La méthode d’estimation non paramétrique la plus simple est celle de l’histogramme qui
était introduit par John Graunt en 1962 [5] , un problème vient du fait que l’histogramme
donne une fonction qui n’est pas continue .

La méthode d’estimation non paramétrique du noyaux fut introduit par Rosenblatt en
1956 [7], puis amélioré par Parzen en 1962 [06]. Mais ces estimateurs connaissent quelques
inconvénients , parmi lesquels les problèmes de support .

Le premier cas celui des effets de bords dans l’estimateur de la densité à support bornée
, comme les noyaux symétriques assignent des poids à l’extérieur du support de la densité.

Récemment, Certain auteurs ont proposé dans le cas d’une densité à support bornée ,
l’utilisation de noyaux dont le support coïncide avec celui de la densité estimée , ceci
a efficacement résout le problème des effets de bords puisque les noyaux utilisées sont
généralement asymétriques, et peuvent changer la forme selon la position du point d’es-
timation .c’est notamment le cas de Chen avec les noyau gamma pour estimer la densité
respectivement dans [0.∞[
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Chapitre 1

1.1 Introduction

Il y a plusieurs approches pour estimer une densité à partir de données, Il y a l’approche
paramétrique, où l’objectif est d’estimer les paramètres d’une distribution connue. Une
autre approche est l’estimation non paramétrique, la méthode la plus connue étant l’esti-
mation à noyau. C’est cette dernière méthode qui sera appliquée. Le principe d’estimation
non paramétrique est de laisser les données elle mêmes,donc au lieu de supposer une loi
paramétrique et d’utiliser un échantillon pour estimer les différentes paramétrés , on utilise
directement l’échantillon comme estimateur de la densité.

1.2 Un peu d’histoire

la méthode d’estimation non paramétrique du noyaux fut introduit par Rosenblatt en
1956,puis amélioré par Parzen en 1962.Mais ces estimateurs connaissent quelques incon-
vénients ,parmi lesquels les problèmes de support,Lorsque le support de f n’est symétrique
les estimateurs classiques provoquent des effet aux bornes. Certain auteurs ont proposé
pour ce problème ,l’utilisation du noyaux dont le support coïncide avec celui de la densité
estimée.c’est notamment le cas de Chen avec les noyaux Béta et Gamma pour estimer la
densité respectivement dans [0,1] et [0,∞[

3



1.3 La problématique :

Comment on estime la densité de probabilité avec la méthode du noyaux en utilisant des
données i. i. d ?

Ces problèmes locaux :

1. Quelle est l’influence de paramètre de lissage h sur l’estimateur f̂ ?

2. Comment en choisit la taille d’échantillon n ?

Les hypothèses

1. le paramètre de lissage h a une grande influence sur d’estimateur .plus que le h est
petit l’estimateur est bon.

2. Plus que la taille d’échantillon n augmente on obtient un bon estimateur.

les motivations

Souvent en statistique à partir d’un suite de variables aléatoires on cherche à estimer la
densité de probabilité avec des méthodes paramétrique ou non paramétrique. Mon mé-
moire est consacré à l’étude d’estimation non paramétrique avec une noyaux asymétrique
Gamma

Les obstacles

Il est impossible dans certain cas d’observer une phénomène statistique pour trouver
tout les valeurs qui présentent l’échantillon. Ce qui provoque parfois le manque des va-
riables.

1.3.1 Intuition du méthode du noyau

La méthode de Parzen est une généralisation de la méthode d’estimation par histogramme.
Dans un histogramme, la densité en un point x est estimée par la proportion d’observa-
tions x1, x2, ....., xnqui se trouvent à proximité de x. Pour cela, on trace une boîte en x
et dont la largeur est gouvernée par un paramètre de lissage h ; on compte ensuite le
nombre d’observations qui appartiennent à cette boîte. Cette estimation, qui dépend du
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paramètre de lissage h, présente de bonnes propriétés statistiques mais est par construc-
tion non-continue. La méthode du noyau consiste à retrouver la continuité : pour cela, on
remplace la boîte centrée en x et de largeur h par une gaussienne centrée en x. Plus une
observation est proche du point de support x plus la courbe en cloche lui donnera une
valeur numérique importante. À l’inverse, les observations trop éloignées de x se voient
affecter une valeur numérique négligeable. L’estimateur est formé par la somme (ou plutôt
la moyenne) des courbes en cloche.

après liée les documents

1.3.2 Estimation non-paramétrique par noyaux associés et don-
nées de panel en marketing.

le thème est Estimation Non-paramétrique par Noyaux Associés et Données de Panel en
Marketing (Tunis)
l’auteur est Imen Ben Khalifa
le problème global est Quel est les méthodes statistiques associées pour l’estimation non-
paramétrique
les résulta est :estimé la densité de probabilité par le méthode de noyau.

1.3.3 Estimateurs à noyau et théorie des valeurs extrêmes.

le thème est Estimateurs à Noyau et théorie des valeurs extrêmes.
l’auteur est ETIENNE DOUCET
le problème global est Comment estime la fonction de densité de probabilité ?
les résulta est :L’estimation par maximum de vraisemblance est une méthode paramétrique
et L’estimation par noyau est une méthode non paramétrique.

1.3.4 Méthode non-paramétrique des noyaux associés mixtes et
applications.

le thème est Méthode non-paramétrique des noyaux associés mixtes et applications
l’auteur est :Francial Giscard Baudin LIBENGUÉ DOBÉLÉ-KPOKA
le problème global est :Quel est Estimateur de densités mixtes ?
les résulta est : l’estimateur non-paramétrique par noyaux associés mixtes, pour les den-
sités à supports partiellement continus et discrets.
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1.3.5 Estimation de la fonction de répartition.

le thème est Estimation de la fonction de répartition.
l’auteur est Remi Servien
le problème global est :Quel est la construction d’un estimateur à noyau ?
les résulta est :la densité de probabilité f est égale à la dérivée de la fonction de répartition
F.

1.4 Analyse des documents

Après liée les document on remarques qui les documents on générales concentré sur Es-
timation Non-paramétrique par Noyaux Associés et Données de Panel en Marketing et
Estimation de la fonction de répartition et Méthode non-paramétrique des noyaux asso-
ciés mixtes et applications et Estimateur à noyau et théorie des valeurs extrêmes la même
mais on remarque la déferrent sur :
l’estimateur à noyau continu symétrique f̂ d’une densité de probabilité f inconnue sur R
et les noyaux associés continus et discrets pour définir les noyaux associés mixtes
L’estimation par maximum de vraisemblance est une méthode paramétrique. Le statisti-
cien doit donc décider d’une loi ou d’une famille de lois paramétriques avant d’utiliser la
méthode du maximum de vraisemblance pour estimer les paramètres de la loi choisie.

1.5 Résumé

le noyau est une méthode stochastique non-paramétrique d’estimation de la densité de
probabilité d’une variable aléatoire. Elle se base sur un échantillon d’une population sta-
tistique et permet d’estimer la densité en tout point du support. En ce sens, cette méthode
généralise astucieusement la méthode d’estimation par un histogramme
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Chapitre 2

2.1 Introduction

Supposons que nous observons n variables aléatoires indépendantes identiquement distri-
buées (i.i.d).X1, X2, . . . , Xn de densité de probabilité inconnue f de R dans [0,∞[.
Soit F (x) = P (X1 ≤ x) la fonction de répartition de la loi de X.la fonction de répartition
empirique est estimée par :

F̂n(x) =
1

n

n∑
i=1

1(Xi≤x) (2.1)

La loi fort des grands nombres nous donne

∀x ∈ R : F̂n(x)
P−→ F (x) si n −→ +∞

Rosenblatt (1956) est le premier qui a donné un exemple d’estimateur à partir de F̂n(x)
pour h > 0 est petit

f̂(x) ' F̂n(x+ h)− F̂n(x− h)

2h
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2.1.1 La construction d’un estimateur à noyaux

Rappelons que la densité de probabilité f est égale à la dérivée de la fonction de répartition
F (si cette dérivée existe) . On peut donc écrire

f(x) = lim
h→0

F̂n(x+ h)− F̂n(x− h)

2h

= lim
h→0

P (x− h < X ≤ x+ h)

2h

Un estimateur de f(x) est alors :

f̂(x) =
1

2h

P (x− h < Xi ≤ x+ h)

n

=
1

2hn

n∑
i=1

I {x− h < Xi ≤ x+ h }

=
1

2h

n∑
i=1

I

{
−1 ≤ x−Xi

h
< +1 }.

Notons que cet estimateur peut encore s’écrire comme

f̂(x) =
1

nh

n∑
i=1

1

2
1{x−h<Xi≤x+h}

=
1

n

n∑
i=1

1

h
K0

(
Xi − x
h

)
Où

K0(y) =

{
1/2 si y ∈ [−1, 1[
0 sinon

Avec K0(.) La densité de probabilité uniforme sur l’intervalle [ 1,1[ est appelée noyau
de Rosenblatt[07] . Cet estimateur peut être généralisé en remplaçant la fonction de
poidsK0(.) par une fonction de poids plus générale K par exemple une densité de proba-
bilité quelconque ( Normale, Gamma,Bêta. . . etc )

2.2 Notion de noyaux

Nous définitions maintenant plus généralement la notion d’estimateur à noyau

Définition 2.2.1 Soit K :R −→ R+ une fonction intégrable tel que
∫
R
K(u)du = 1 K est

dit noyau.
pour n ∈ N∗, on appelle hn > 0 la fenêtre ou paramétré de lissage. et f̂(x) d’estimateur à
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noyau de la densité de probabilité f (estimateur de Parzen -Rozenblatt)[07] définit pour
tout x ∈ R par

f̂(x) =
1

nhn

n∑
i=1

K

(
Xi − x
hn

)
(2.2)

On note hn = h

Dans cette partie,nous présentons d’estimateur d’une densité de probabilité ‘a noyau sy-
métrique , puis nous donnons les différentes propriétés de cet estimateur tel que le Biais ,
la Variance,le MSE ,et le MISE.Puis nous précisions le choix de paramètre de lissage h .

Définition 2.2.2 Un noyau est dit symétrique si, pour tout u dans son ensemble de
définition K(u) = K(−u),∀u dans sa domaine de définition.

ce qui implique l’égalité suivante : ∫
R

uK(u)du = 0 (2.3)

De plus,elle est de carré intégrable ∫
R

K2(u)du < +∞ (2.4)

et nous avons aussi la variance de K finie∫
R

u2K(u)du < +∞ (2.5)

2.2.1 Exemples des noyaux continus symétriques

Voici quelques exemples de noyaux symétriques les plus utilisés :

Noyaux Supports Densités
Biwieght [−1, 1] K(u) = 15

16
(1− u2)2

Epanechnikov [−1, 1] K(u) = 3
4
(1− u2)

Gaussien R K(u) = 1√
2π

exp(−u2/2)

Rectangulaire [−1, 1] K(u) = 1
2

Triangulaire [−1, 1] K(u) = 1− |u|1{|u|≤1}
Table 2.1 : Exemples des noyaux symétriques
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Figure 2.1 : Exemples de noyaux symétriques

2.2.2 Propriétés d’un estimateur à noyau symétrique

La fonction x −→ f̂(x) est une densité de probabilité.
Démonstration Soitf̂(x) un estimateur non paramétrique à noyau symétrique définit
par :

f̂(x) =
1

nh

n∑
i=1

K

(
Xi − x
hn

)
f̂(x) vérifie

∫
R
f̂(x)dx = 1 .En effet∫

R

f̂(x)dx =

∫
R

1

nh

n∑
i=1

K

(
Xi − x
hn

)
dx

=
1

nh

n∑
i=1

∫
R

K

(
Xi − x
hn

)
dx

=
1

h

∫ +∞

−∞
K

(
X − x
h

)
dx
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Car les Xi sont i.i.d

=

∫ +∞

−∞
K(u)du = 1 en posent u =

X − x
h

Biais ponctuel

Le biais ponctuel mesure la déférence entre la valeur moyenne de l’estimateurf̂(x)et la la
valeur de la fonction inconnue f en un point x.
Biais (f̂(x)) = E(f̂(x))− f(x)
Soit x fixe dans R. Le biais de l’estimateur à noyau présenté dans f̂(x) est :

Biais(f̂(x)) =
h2

2
f ′′(x)

∫ +∞

−∞
u2K(u)du+ 0(h2)

Les variables aléatoires sont i.i.d nous avons donc :

1. E
(
f̂(x)

)
=

1

nh
E

(
n∑
i=1

K

(
Xi − x
h

))

=
1

h
E

(
K

(
X − x
h

))
=

1

h

∫ +∞

−∞
K

(
y − x
h

)
f(y)dy

=

∫ +∞

−∞
K(u)f(x+ uh)du. en posant u =

y − x
h

En utilisant le développement de Taylor de f au voisinage de x on obtient :

f(x+ uh) = f(x) + huf ′(x) +
(uh)2f ′′(x)

2
+ o

(
h2u2

)
E
(
f̂(x)

)
=

∫ +∞

−∞
K(u)

[
f(x) + f ′(x)uh+

1

2
f ′′(x)(uh)2 + o(h2)

]
du

= f(x)

∫ +∞

−∞
K(u)du + hf

′
(x)

∫ +∞

−∞
uK(u)du + f ”(x)

h2

2

∫ +∞

−∞
u2K(u)du

Sous les conditions précédents on a :

E
(
f̂(x)

)
= f(x) +

h2

2
f ′′(x)

∫ +∞

−∞
u2K(u)du+ o(h2)

Ainsi
Biais

(
f̂(x)

)
= E

(
f̂(x)

)
− f(x)

=
h2

2
f ′′(x)

∫ +∞

−∞
u2K(u)du+ o(h2)
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Variance ponctuelle

Soit x fixe dans R. La variance de l’estimateurf̂(x) est :

V ar(f̂(x)) =
1

nh
f(x)

∫ +∞

−∞
K2(u)du+ o(

1

nh
)

2. V ar
(
f̂(x)

)
= V

{
1

nh

n∑
i=1

K

(
Xi − x
h

)}

=
1

n

{
1

h2
E

([
K

(
X − x
h

)]2
)
− 1

h
E2

(
K

(
X − x
h

))}

=
1

nh

∫ +∞

−∞
(K(u))2 f(x+ uh)du− 1

n

[∫ +∞

−∞
K(u)f(x+ uh)du

]2

Le terme
1

n

[∫ +∞

−∞
K(u)f(x+ uh)du

]2

→ 0 lorsque n→∞

Donc

V ar
(
f̂(x)

)
=

1

nh
f(x)

∫ +∞

−∞
K2(u)du+ o

(
1

nh

)
Ainsi

Biais
(
f̂(x)

)
=

1

2
f ′′(x)µ2h

2 + o(h2) où µ2 =

∫
K(u)u2du

Var
(
f̂(x)

)
=

1

nh
f(x)R(K) + o

(
1

nh

)
Où R(K) =

∫
K2(u)du

• Pour un h petit le Biais
(
f̂(x)

)
dépend de f”(x) et du moment d’ordre 2 du noyau,le

Biais est de signe de f ′′(x).

• Si h = hn → 0 ;quand n→∞, alors Biais
(
f̂(x)

)
→ 0

• Si h = hn → 0 et nhn →∞ quand n→∞, Alors V ar
(
f̂(x)

)
→ 0

• {
Si h diminue −→ (Biais)2 diminue et la Variance augmente
Si h augmente −→ (Biais)2 augmente et la Variance diminue
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Erreur quadratique moyenne(MSE)

L’erreur quadratique moyenne (en anglais "Mean squared Error") est donne par :

MSE(x) = varf̂(x) +Biais2f̂(x)

Propriétés 6

MSE(x) =
1

nh
f(x)

∫ +∞

−∞
K2(u)du+ o

(
1

nh

)
+
h4

4
{f ′′(x)}2

[∫ +∞

−∞
u2K(u)du

]2

+ o(h4)

demonstration

1.MSE(x) = E
(
f̂(x)− f(x)

)2

= E
(
f̂(x)− E

(
f̂(x)

)
+ E

(
f̂(x)

)
− f(x)

)2

= V ar
(
f̂(x)

)
+
(
Biais(f̂(x))

)2

=
1

nh
f(x)

∫ +∞

−∞
K2(u)du+ o

(
1

nh

)
+
h4

4
(f ′′(x))

2

[∫ +∞

−∞
u2K(u)du

]2

+ o(h4)

Erreur quadratique moyenne intégrée(MISE) :

L’erreur quadratique moyenne intégrée (en anglais "Mean Integrated Squared Error") est
donne par :

MISE (n, h) =

∫ +∞

−∞
MSE(x)dx

Propriété 7

MISE (n, h) =
1

nh

∫ +∞

−∞

(
f(x)

[∫ +∞

−∞
K2(u)du

]
+ o

(
1

nh

))
dx

+
h4

4

∫ +∞

−∞

(
(f”(x))2

[∫ +∞

−∞
u2K(u)du

]2

+ o(h4)

)
dx

•h = hn −→ 0 et nhn −→∞ quand n −→∞ Alors MSE(x) −→ 0

On dit quef̂(x) converge en probabilité vers f(x).
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2.2.3 Choix du paramètre de lissage h

Le paramètre de lissage h a une grande influence sur la performance de l’estimateur f̂(x).
Il y a essentiellement deux approches pour trouver une largeur de bande optimale. La
première consiste à trouver le paramètre qui minimise l’erreur quadratique moyenne de
f̂(x), c’est-à-dire

ArgMin

[
E
(
f̂(x)− f(x)

)2
]

On obtient donc un paramètre de lissage optimal, qui varie en fonction du x où l’on veut
estimer la fonction de densité f .
La seconde approche nous donne un paramètre de lissage optimal globale, qui ne dépend
pas de x. Pour ce faire, on cherche le h qui minimise l’erreur quadratique moyenne intégrée
(MISE), c’est-à-dire

hoptimal = ArgMin[MISE(n, h)] = ArgMin

[∫
R
E
{
f̂(x)− f(x)

}2

dx

]
On suppose que la densité à estimer f et le noyau K sont des fonctions de carré intégrable,
de sorte que le MISE est finie.

MISE(n, h) =
h4

4
R(f”)(µ2(K))2 +

1

nh
R(K) + o

(
1

nh
+ h4

)
l’approximation asymptôtique de la MISE est donné par

AMISE(n, h) =
h4

4
R(f”)(µ2(K))2 +

1

nh
R(K)

On dérive ce AMISE par rapport à h et on égale à 0 ,on obtient

∂

∂h
AMISE(n, h) = h3R(f”)(µ2(K))2 − R(K)

nh2

Si ∂
∂h
AMISE(n, h) = 0

=⇒ hoptimal =

[
R(K)

R(f”)(µ2(K))2

] 1
5

n−1/5 (2.6)

Cas particuliers

Soit X1, X2, . . . , Xn une suite de variables aléatoires de densité de probabilité f , suppo-
sons que f appartient à une famille de distributions normales, N (µ;σ2)

Si
{
Xi ∼ N (µ;σ2)
K ∼ N (0, 1)

Alors hoptimal = 1.06σ̂n−1/5
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Si f ∼ N (µ;σ2) alors f(x) = 1
σ
ϕ
(
x−µ
σ

)
, avec ϕ(x) = 1√

2π
e−x

2/2,
et

f”(x) =
1

σ3
ϕ”

(
x− µ
σ

)
, ϕ′′(x) =

1√
2π

(x2 − 1)e−x
2/2

La quantité inconnue R(f”) sécrit alors

R(f”) =

∫ +∞

−∞
[f”(x)]2dx

=
1

σ6

∫ +∞

−∞

{
ϕ′′
(
x− µ
σ

)}2

dx

=
1

σ5

∫ +∞

−∞
{ϕ′′(v)}2

dv

Nous avons :
ϕ(v) =

1√
2π
e−v

2/2

⇒ ϕ′(v) = − v√
2π
e−v

2/2

⇒ ϕ′′(v) =
1√
2π

(v2 − 1)e−v
2/2.

R(f”) =
1

σ5

∫ +∞

−∞

{
1√
2π

(v2 − 1)e−v
2/2

}2

dv

=
1

σ5

1

2π

{∫ +∞

−∞
v4e−v

2

dv − 2

∫ +∞

−∞
v2e−v

2

dv +

∫ +∞

−∞
e−v

2

dv

}
=

1

σ5

1

2π

{
−1

2

∫ +∞

−∞
v2e−v

2

dv +

∫ +∞

−∞
e−v

2

dv

}
=

1

σ5

1

2π

{
−1

2

∫ +∞

−∞

u2

2
e−u

2/2 1√
2
du+

∫ +∞

−∞

1√
2
e−u

2/2du

}
avec u =

√
2v

=
1

σ5

1

2π

{
−1

4

√
π +
√
π

}
=

1

σ5

3

8
√
π
.

Donc,l’expression du paramètre de lissage optimal devient

hoptimal =

[
8
√
πR(K)

3 [µ2(K)]2

] 1
5

σ̂n−1/5

où σ̂ est un estimateur de σ,tel que

σ̂ =

√√√√ 1

n− 1

n∑
i=1

(
Xi − X̄

)2
, X̄ =

1

n

n∑
i=1

Xi
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On a K → N(0, 1) alors

R(K) =

∫ +∞

−∞
[K(u)]2 du

=

∫ +∞

−∞

[
1√
2π
e−u

2/2

]2

du

=

∫ +∞

−∞

1

2π
e−u

2

du

=
1

2π

√
π =

1

2
√
π

Nous avons µ2(K) =
∫ +∞
−∞ u2K(u)du = 1.

Nous remplaçons dans l’équation ( 1 . 3 ) nous obtenons :

hoptimal =

(
4

3

) 1
5

σ̂n−1/5 = 1.06σ̂n−1/5

Soit X1, X2, . . . , Xn une suite de variables aléatoires de densité de probabilité f , suppo-
sons que f appartient à une famille de distributions normales N (µ;σ2), soitt K est un
noyau d’ Epanechnikov.

Si
{
Xi ∼ N (µ;σ2)
K(u) = 3

4
(1− u2), 1|u|≤1

Alors hoptimal = 2.34σ̂n−1/5

2.2.4 Choix du Noyaux

Pour mesurer l’efficacité d’un noyau symétrique on peut calculer le rapport de AMISE
des 2 noyaux

eff(K1, K2) =
AMISE(K1, n, h)

AMISE(K2, n, h)
< 1

Le choix du noyaux n’influe pas trop dans le cas du noyaux symétriques.
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2.3 Estimation de la densité avec un noyau continue asy-
métrique Gamma

2.3.1 Introduction

Si le support de f est [ 0 , +∞[ , les noyaux symétriques donnent une estimation de plus
en plus biaisée lorsque x approche de 0. D’où le problème de biais aux bords . plusieurs
auteurs ont proposé d’utiliser des noyaux asymétriques.

Dans cette section, nous présentons l’estimateur de la densité de probabilité à noyau
non symétrique . Avant cela nous donnons quelques exemples de noyaux asymétriques à
support dans R+

2.3.2 Exemples de noyaux continues asymétriques

Noyaux Supports Densités

Gamma R+ K 1
xh
−1 , 1

h
(u) = h1−1/xh

Γ( 1
xh
−1)

u−1/xhexp
(
− 1
hu

)
Inverse Gamma R+ K 1

xh
−1 , 1

h
(u) = h1−1/xh

Γ( 1
xh
−1)

u−1/xhexp
(
− 1
hu

)
Béta [ 0 , 1 ] K x

h
+1,

(1−x)
h

+1
(u) = ux/h(1−u)(1−x)/h

β( xh+1 ,
(1−x)
h

+1)

Log normal R+ Klog(x)+h2,h(u) =
exp{ −1

2h2
[log(u)−log(x exp(h2)]}

uh
√

2π

Table 2.2 : Exemples de noyaux non symétriques

Remarque 4.

Nous simulons sous Matlab chacun des noyaux précédents
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Figure 2.2 : Exemples de noyaux asymétriques

Dans la suite, nous présentons d’estimateur à noyau asymétrique de la densité, en
particulier d’estimateur à Gamma proposé par Chen en 2000 [08]
SoitX1, X2, ..., Xn une suite de variables aléatoires i.i.d de densité de probabilité f inconnue
à support dans R+ Un estimateur non paramétrique d’une densité de probabilité f à noyau
Gamma est définit par

f̂1(x) =
1

n

n∑
i=1

K x
h

+1,h(Xi)

avec

K x
h

+1,h(t) =
t
x
h e
−t
h

h
x
h

+1Γ(x
h

+ 1)

Où K x
h

+1,h(t) c’est la fonction de densité d’une loi gamma de paramètre
de forme a = x

h
+ 1 et paramètre d’échelle b=h

Nous rappelons les différentes propriétés d’une variable aléatoire X qui suit la loi Gamma
de paramètre a et b.

Si X ∼ Γ(a, b) avec a, b > 0 on a

18



−fX(x) = xa−1e
−x
h

haΓ(a)
pourx > 0,

−Γ(1
2
) =
√
π,Γ(1),Γ(n) = (n− 1)! pour tout entier n > 0

−Γ(x) = (x− 1)Γ(x− 1) pour x > 1.

- Si X ∼ Γ(a, b),alors E[X] = a/b, V ar[X] = a/b2

- Si a = 1 ,alors X ∼ Exp(b).

La figure suivante représente les graphe de quelque densité de loi Gamma pour diffé-
rentes paramétré de forme a et paramétré d’échelle b : On remarquons que l’allure de la

Figure 2.3 : Quelques densités de loi Gamma

densité Gamma change en fonction de a, et b.
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Nous donnons maintenant des différentes graphes pour des densités de loi Γ(x
h

+ 1, h)
pour différentes valeurs de x.

Figure 2.4 : Noyaux gamma, pour différentes valeurs de x , x=0,0.5,1 et 2 avec h=0.2
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On remarquons que l’allure de la densité Gamma change en fonction de x, et b.

2.3.3 Propriétés d’un estimateur à noyau Gamma

D’après les propriétés d’une densité de loi Gamma, nous donnons les différentes propriétés
d’un estimateur d’une densité de probabilité à noyau Gamma en se basant sur les études
de Chen en 2000 [08].

Propriété 8.

1.Biais
(
f̂1(x)

)
= h

(
f ′(x) + 1

2
xf ′′(x)

)
+ o(h)

2.V ar
(
f̂1(x)

)
∼

{
1

2
√
π
n−1h−1/2x−1/2f(x) + o(n−1h−1/2) si x

h
→∞

Γ(2k+1)
22k+1Γ2(k+1)

n−1h−1f(x) + o(n−1h−1) si x
h
→ K

Démonstration
1.Biais

(
f̂1(x)

)
= E

(
f̂1(x)

)
− f(x)

E
(
f̂1(x)

)
= E

(
K x

h
+1,h(X)

)
=

∫ ∞
o

K x
h

+1,h(y)f(y)dy = E (f(ξx))

avec ξx ∼ Γ(x
h

+ 1, h) .Alors µx = E(ξx) = x+ h,V ar(ξx) = xh+ h2

Supposons que f soit de classe C∞ sur I ∈ R. par la formule de Taylor de f(ξx) au
voisinage de point µ(Voir Annexe pour la formule de Taylor) on obtient :

E
(
f̂1(x)

)
= E (f(µx)) +

1

2
f ′′(µx)E(ξx − µx)2 + o(h)

= f(µx) +
1

2
f ′′(µx)V ar(ξx) + o(h)

= f(x+ h) +
1

2
f(x+ h)(xh+ h2) + o(h)

= f(x) + hf ′(x) +
1

2
f ′′(x) + o(h)
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Alors
Biais

(
f̂1(x)

)
= E

(
f̂1(x)

)
− f(x) = h

(
(f ′(x) +

1

2
xf ′′(x)

)
+ o(h)

2.V ar
(
f̂1(x)

)
=

1

n
V ar

(
K x

h
+1,h(Xi)

)
=

1

n

(
E(K x

h
+1, h

2(X))
)
− 1

n

(
E(K x

h
+1, h(X))

)2

≤ 1

n
E
(
K x

h
+1, h

2(X))
)

≤
∫ ∞

0

K2
x
h

+1,h(t)f(t)dt

≤
∫ ∞

0

(
tx/he−

t
h

h
x
h

+1Γ(x
h

+ 1)

)2

f(t)dt

≤
h( 2x

h
)+1Γ((2x

h
) + 1)

2( 2x
h

)+1h2( x
h

+1)Γ2(x
h

+ 1)

∫ ∞
0

2( 2x
h

)+1t(
2x
h

)e
−2t
h

h( 2x
h

)+1Γ(2x
h

+ 1)
f(t)dt

≤ Bh(x)E {f(ηx)}

avec ηx suit la loi Γ
(
(2x
h

) + 1, h
)
et Bh(x) =

h−1Γ( 2x
h

)+1)

2(
2x
h

)+1Γ2( x
h

+1)
on pose

R(z) =

√
2πe−zzz+1/2

Γ(z + 1)
, z > 0

alors

Bh(x) =
h−1/2x−1/2R2(x

h
)

2
√
πR(2x

h
)

Bh(x) ∼

{
1

2
√
π
h−1/2x−1/2 si x

h
→∞

Γ(2k+1)
22k+1Γ2(k+1)

h−1 si x
h
→ k

V ar
{
f̂1(x)

}
= n−1Bh(x)E {f(ηx)} = n−1Bh(x)f(x)
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Propriété 9.

1.MSE(x) =

[
h

(
f ′(x) +

1

2
xf ′′(x)

)]2

+
1

2
√
π
h−1/2x−1/2 + o(h2).

2.MISE(n, h) = h2

∫ ∞
0

{
xf(x) +

1

2
f ′′(x)

}2

dx+
1

2
√
π
n−1h−1/2

∫ ∞
0

x−1/2f(x)dx+o

(
1

n
√
h

+ h2

)
Démonstration

A partir des expressions de la variance et de Biais de f̂(x) nous obtenons :

1.MSE
(
f̂1(x)

)
=
[
Biais

(
f̂1(x)

)]2

+ V ar
(

(f̂1(x)
)

=

[
h

(
f ′(x) +

1

2
xf ′′(x)

]2

+
1

2
√
π
h−1/2x−1/2 + o(h2)

2.MISE(n, h) =

∫ +∞

0

MSE
(
f̂1(x)

)
= h2

∫ +∞

0

[
xf ′(x) +

1

2
xf ′′(x)

]2

dx

+
1

2
√
π
n−1h−1/2

∫ +∞

0

x−1/2f(x)dx+ o

(
1

n
√
h

+ h2

)

2.3.4 Un autre estimateur à noyau asymétrique pour la densité

L’estimateurf̂1 est asymptotiquement sans biais, Ce biais vient de f(x + h) et,1
2
f ′′(x +

h)(xh+ h2).Comme solution, Chen en 2000 a défini l’estimteur suivante :

f̂2(x) =
1

n

n∑
1=i

Kρh(x),h(Xi)

Avec

ρh(x) =

{
x/h si x ≥ 2h
(x/2h)2 + 1 si x ∈ [0, 2h[
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2.3.5 propriétés de l’estimateur f̂2(x)

Propriété 10.

1.E
(
f̂2(x)

)
=

{
f(x) + 1

2
hxf ′′(x) + o(h) si x ≥ 2h

f(x) + ξhhf
′(x) + o(h) si x ∈ [0, 2h[

2.Biais
(
f̂2(x)

)
=

{
1
2
hxf ′′(x) + o(h) si x ≥ 2h
ξh(x)hf ′(x) + o(h) si x ∈ [0, 2h[

où ξh(x) = (1− x)(ρh(x)− x
h
)/(1 + hρh(x)− x)

3.MSE(x) =
1

4
{xf ′′(x)}2

h2 +
1

2
√
π
n−1(hx)−1/2f(x) + o(n−1h−1/2)

4..MISE(n, h) =
h2

4

∫ +∞

0

{xf ′′(x)}2
dx+

1

2
√
π
n−1h−1/2

∫ +∞

0

x−1/2f(x)dx+ o(n−1h−1/2)

2.3.6 Choix du paramétré de lissage h

Soit h∗i = ArgMin (MISE (n, hi)) avec i = 1, 2.
on a :

MISE (n, h1) = h2
∫∞

0

{
xf ′(x) + 1

2
xf ′′(x)

}2
dx+ 1

2
√
π
n−1h−1/2

∫∞
0
x−1/2f(x)dx

+ o(n−1h−1/2)

MISE (n, h2) = h2

4

∫ +∞
0
{xf ′′(x)}2 dx+ 1

2
√
π
n−1h−1/2

∫ +∞
0

x−1/2f(x)dx

+ o(n−1h−1/2)

les approximations asymptotiques pour les MISE sont donné par :


AMISE (n, h1) = h2

∫∞
0

{
xf ′(x) + 1

2
xf ′′(x)

}2
dx+ 1

2
√
π
n−1h−1/2

∫∞
0
x−1/2f(x)dx

AMISE (n, h2) = h2

4

∫ +∞
0
{xf ′′(x)}2 dx+ 1

2
√
π
n−1h−1/2

∫ +∞
0

x−1/2f(x)dx

On dérive par rapport à hi et on égale à 0 ,on obtient :
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
∂
∂h1
AMISE (n, h1) = 2h

∫∞
0

{
xf ′(x)dx+ 1

2
xf ′′(x)

}2 − n−1

4
√
π
h−3/2

∫∞
0
x−1/2f(x)dx

∂
∂h2
AMISE (n, h2) = h

2

∫∞
0
{xf ′′(x)}2 − n−1

4
√
π
h−3/2

∫∞
0
x−1/2f(x)dx

{ ∂
∂h1
AMISE (n, h1) = 0

∂
∂h2
AMISE (n, h2) = 0

⇒


h∗1 =

(
1

2
√
π

∫∞
0 x−1/2f(x)dx

4
∫∞
0 {xf ′(x)+ 1

2
xf ′′(x)}2dx

)2/5

n−2/5

h∗2 =

(
1

2
√
π

∫∞
0 x−1/2f(x)dx∫∞

0 (xf ′′(x))2dx

)2/5

n−2/5

Si les 2 intégrales
∫∞

0
{f ′(x)}2 dx et

∫∞
0
{f ′′(x)}2 dx existent.

On remarque que ∫ ∞
0

{
f ′(x) +

1

2
xf ′′(x)

}2

dx ≤
∫ ∞

0

{
1

2
xf ′′(x)

}2

dx

⇒MISEh∗1

(
f̂1(x)

)
≤MISEh∗2

(
f̂2(x)

)

Alors f̂2 est le meilleur estimateur pour f.

Cas particulier

Supposons que f ∼ exp(1
θ
).c’est-à-dire f(x) = 1

θ
e−

1
θ
x alors :

1.
∫∞

0
x−1/2f(x)dx = θ−1/2

√
π

2. f ′′(x) = 1
θ3
e−x/θ

3.
∫∞

0
(xf ′′(x))2 dx = 1

4θ3
x−1/2

Nous remplaçons dans la formule du h∗2 on trouve

h∗exp = θ22/5n−2/5

puis en remplace θ par son estimateur de maximum de vraisemblance, à la fin on obtient :

h∗exp = x̄ (2/n)2/5

La Figure 3.5 dans le chapitre 3 représente le graphe d’une densité théorique de loi exp
avec son estimateur en utilisant cette formule de paramètre de lissage h∗exp
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On a vérifié dans le cas d’estimation d’une densité à noyau symétrique que
∫ +∞
−∞ f̂(x)dx =

1, Ce qui n’est pas le cas pour un estimateur à noyau asymétrique Gamma .Pour monter
ça nous calculons 4 estimateurs pour une densité théorique N(0, 1) à noyau Gaussien et 4
estimateurs à noyau Gamma pour une densité théorique exp(2). puis nous calculons l’in-
tégrale de chaque estimateur ( respectivement

∫ 10

−10
f̂(x)dx et

∫ 10

0
f̂1(x)dx ), en utilisant

la formule de trapaze généralisé avec un programme sous langage Matlab. En utilisant 4
échantillons de variables aléatoires de taille n = 50, n = 100 , n = 500 , n = 5000 et
h = 0.2, nous obtenons les résultats dans le tableau suivante :

n=50 n=100 n=500 5000
Noyau Gaussien

∫ 10

−10
f̂(x)dx 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

Noyau Gamma
∫ 10

0
f̂(x)dx 0.9101 0.9122 0.9543 0.9762

Table 2.3 : Quelques valeurs d’intégral des estimateurs à noyau Gaussien et Gamma
pour une densité théorique N(0,1) , et exp(2)

On remarquons que tous les intégrales des estimateurs à noyau Gaussien sont égaux à
1 , mais les intégrales des estimateurs à noyau Gamma sont proches de 1. dans ce dernier
cas l’intégrale de l ’estimateur s’approche de 1 lorsque la taille d’échantillon n augmente

26



Chapitre 3

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous effectuons plusieurs simulations sous Matlab pour illustrer les ré-
sultats théoriques établi dans le deuxièmes chapitre précédents concernant l’estimation
de la densité à noyau avec des données indépendants.

• Dans la 1ère étape nous calculons plusieurs estimateurs à noyau symétrique Gaussien
pour une densité théorique de loi N(0, 1) et différents valeurs de h indépendant de
la taille d’échantillon n, puis nous calculons l’estimateur avec un valeur de h qui
dépend de n (h = h(n) = 1.06 ∗ (n)−1/5), après nous comparons visuellement les
différentes graphes .
par la suite nous calculons l’estimateur à noyau Gaussien pour différentes densités
théoriques à support dans R+

• Dans la 2èmme étape nous calculons des estimateurs à noyau asymétrique Gamma
pour un densité théorique Gamma pour différentes valeurs de h , puis nous calculons
cet estimateur avec la formule de h optimal, après nous comparons entre les graphes.

• En dernier le but de savoir l’influence du nombre de données générées n ainsi que le
paramètre de lissage h, nous varions chaque fois la taille n et on a calculer le MSE
, Biais, MISE, de l’estimateur à noyau Gaussien puis à noyau Gamma .Après en
comparant les résultat obtenu.
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3.2 Estimation à noyau symétrique ,asymétrique avec
des données i.i.d

3.2.1 L’estimation à noyau Gaussien :

• nous générons 100 observations de loi normale centrée réduite Xi ∼ N(0, 1) ,
i=1...n
En se basant sur les données Xi, nous calculons quatre estimateurs à noyau
Gaussien, avec quatre valeur différentes de paramètre de lissage h. pour x ∈
[−3, 3]. après nous prenons pour un cinquième estimateur h = h∗N(0,1) =

1.06n−1/5 fonction de la taille n.

Figure 3.1 : La densité théorique N(0,1) et la densité estimé à noyau Gaussien et n =
100, h = 2, h = 0.33, h = 0.6, h = 0.8
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Figure 3.2 : suit la loi normale densité théorique N(0,1) et la densité estimé à noyau
Gaussien et n = 100, h = hoptimal

Commentaire

On peut voir l’influence de la largeur de la fenêtre sur l’estimateur de la densité ,
dans le cas où h est indépendante de n , nous avons des courbes qui sont sous-lissage
, par contre dans le cas où h dépend de n la courbe est sur -lissage.

• Nous générons 100 observations Xi,i=1...n de loi de exp(2), Weibul W (2, 2),
Γ(2, 1) et Log Normale LN(0, 1). puis nous calculons l’estimateur à noyau
Gaussien f̂n(x) sur l’intervalle [0, 10]. nous traçons les graphes des densités
théoriques avec les densité estimées.
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Figure 3.3 : Les densités théoriques Exp(1/2),W (2, 2),Γ(2, 1),LN(0, 1), et la densité
estimé à noyau Gaussien avec n = 100, h = 0.42

Commentaire

Nous remarquons dans les quartes graphes que l’écart entre les densités estimés et
théoriques (Biais

(
f̂n(x)

)
) est très grand lorsque x est au voisinage de zéro d’ou

l’effet de bord.

3.2.2 L’estimation à noyau Gamma :

• Nous générons 100 observations de loi exponentielle Xi ∼ Exp(1/2)
puis nous calculons l’estimateur à noyau Gamma f̂1(x) pour x ∈ [0, 10]. avec
n = 50, n = 100, n = 500, n = 5000, et un paramètre de lissage h∗exp = x̄ (2/n)2/5

30



Figure 3.4 : la densité théorique avec les densités estimés à noyau Gamma pour différents
valeurs de n

Nous traçons maintenant les estimateurs à noyau Gamma notés f̂1 et f̂2

Figure 3.5 : La densité théorique exp(1/2)et les deux estimateurs à noyau Gamma 1 et
Gamma 2

Commentaire

• L’estimateur de f(x) à noyau Gamma 1 est très aplatie que l’estimateur à noyau
Gamma 2.
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3.3 Influence de choix du paramètre de lissage h :

3.3.1 Cas symétrique (Gaussien) :

• Nous calculons le MISE, MSE, Biais d’estimateur à noyau Gaussien pour diffé-
rentes valeurs de n. quelque soit la valeur de n ∈ { 50 , 100 , 500 , 5000 } on aura n
valeurs de MSE et n valeurs de Biais, mais une seul valeur de MISE, on prend donc
les moyennes des MSE , Biais les résultats sont dans le tableau suivante :

n hopt n hopt n hopt n hopt
50 0.4847 100 0.4220 500 0.3059 5000 0.1930

MSE(f̂(x)) 0.0011 0.0008 0.0003 0.0001
MISE(f̂(x)) 0.6885 0.4672 0.2103 0.0313
Biais(f̂(x)) 0.2044 0.0156 -0.0141 -0.0240

Table 3.1 : Les performances des estimateurs à noyau Gaussien pour des densités théo-
riques N(0, 1) et h = 1.06 ∗ n−1/5

Commentaire

Les résultats obtenus dans tableau montrent que :

• Si la taille d’échantillon n augmente ,le paramètre de lissage optimal diminue.
(n↗ =⇒ h↘).

• L’ereur quadratique moyenne et l’ereur quadratique moyenne integré de f̂(x) (MSE , MISE)
tendent vers zéro si h tends vers zéro.

⇒ Alors pour réduire le MSE MISE ,il faut choisir un petit paramètre de lissage
.

3.3.2 Cas asymétrique (Gamma) :

• avec le même principe nous calculons le MISE, MSE, Biais de chaque estima-
teur( pour les deux estimateurs f̂1(x) etf̂2(x) ). les résultats sont dans les tableaux
suivantes :
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n hopt n hopt n hopt n hopt
50 0.8278 100 0.6274 500 0.3296 5000 0.1312

MSE(f̂1(x)) 0.0027 0.0019 0.0005 0.0001
MISE(f̂1(x)) 1.5855 1.1090 0.2877 0.0774
Biais(f̂1(x)) -1.6589 -2.0178 -2.9697 -1.9697

Table 3.2 : Les performances des estimateurs à noyau Gamma f̂1(x) pour des densités
théoriques exp(2) et h = x̄ ∗ (2/n)2/5

n hopt n hopt n hopt n hopt
50 0.8278 100 0.6274 500 0.3296 5000 0.1312

MSE(f̂2(x)) 0.0022 0.0015 0.0003 0.0001
MISE(f̂2(x)) 1.3242 0.8717 0.2022 0.0334
Biais(f̂2(x)) 0.7144 -2.0766 -1.9081 -1.8800

Table 3.3 : Les performances des estimateurs à noyau Gamma f̂2(x) pour des densités
théoriques exp(2) et h = x̄ ∗ (2/n)2/5

Commentaire

• Pour les deux estimateurs f̂1(x) et f̂1(x) Si n↗ =⇒ h↘.

• ∀n ∈ { 50 , 100 , 500 , 5000 } =⇒

 MSE
(
f̂2(x)

)
≤MSE

(
f̂1(x)

)
MISE

(
f̂2(x)

)
≤MISE

(
f̂1(x)

)
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Conclusion

Dans ce mémoire nous avons essayé d’étudier les propriétés d’un estimateur non
paramétrique pour un fonction densité de probabilité avec la méthode de noyaux en
utilisant des données indépendants . en premier nous avons présenté la méthode

d’estimation à noyau symétrique proposé par Rosenblatt en 1956 puis amélioré par
Parzen en 1962. ensuite nous avons passé aux estimation non paramétrique avec un
noyau asymétrique Gamma avec des données indépendant, proposé par Chen en

1999-2000.
Les résultats obtenu sur l’estimation d’une densité de probabilité à noyau continu

asymétrique avec des données complètes indépendantes peuvent être généraliser au cas
d’une suite de variables aléatoires indépendantes Dans le cas de données censurées,

Blum et Susarla (1980) ont introduit un estimateur à noyau d’une densité de probabilité
f .

L’estimateur à noyau d’une densité de probabilité peut être utilisé pour des densités
multidimensionnelles.
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Annexe

• A1 . La convergence en moyenne quadratique
On dit que Xn converge en moyenne quadratique vers la (v.a)X si les (v.a) X1, X2, ...
ont un moment d’ordre 2 et si

lim
n→∞

E
[
(Xn −X)2] = 0

et on note
Xn →m.q

n→∞ X

• A2 . Rappel de la méthode vraisemblance
la méthode du maximum de vraisemblance est une méthode d’estimation paramé-
trique permettant de donner un estimateur d’une loi de probabilité inconnue dont
on observe des réalisations i.i.d.

Soient X1, ...., Xn n réalisations d’une v . a X de densité f(x, θ) on cherche a
estimer θ en fonction des observations .on définit la fonction de log-vraisemblance

LogL(θ) =
n∑
i=1

Log (f(xi, θ))

Un estimateur de θ est une fonction θ̂ dépendant des observations Xi qui est un
maximum de LogL(θ) il s’agit de trouver θ̂ tel que :

∂LogL

∂θ

(
θ̂
)

= 0
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Annexe

• A3. Rappel de la méthode d’histogramme
On choisi un point d’origine t0 et une longueur de classe h avec h > 0. Les classes
sont d´efinies par :

Bl = [tl , tl+1[ l ∈ Z

Avec
tl+1 = tl + h

Un estimateur de f est donnée par

f̂(x) =
νl
nh

Avec νl le nombre d’observations dans la classe Bl
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Annexe

les programmes de sous Matlab

Figure3.1
clear all
n1=50 ;
h1= 0.2
z=randn(1,n1)
x = linspace(-3,3,n1)
s=zeros(size(x)) ;
for i=1 :n1
k=exp(-(1/(2*h12)) ∗ (x− z(i)).2)/sqrt(2 ∗ pi)/h1
s = s+ (k/n1)
y = normpdf(x, 0, 1)
end
plot(x, y, x, s,′ r′)
xlabel(′x′)
ylabel(′f(x)′)
title(′n = 50eth = 0.4847′)
legend(′La densit thorique′,′ La densit estim′)
subplot(2, 2, 2)
clearall
n2 = 100;
h2 = 0.33
z = randn(1, n2)
x = linspace(−3, 3, 200)
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Annexe

s=zeros(size(x)) ;
for i=1 :n2 k=exp(-(1/(2*h22)) ∗ (x− z(i)).2)/sqrt(2 ∗ pi)/h2
s = s+ (k/n2)
y = normpdf(x, 0, 1)
end
plot(x, y, x, s,′ r′)
xlabel(′x′)
ylabel(′f(x)′)
title(′n = 100eth = 0.4220′)
legend(′La densit thorique′,′ La densit estim′)
subplot(2, 2, 3)
clearall
n3 = 500;
h3 = 0.6;
z = randn(1, n3)
x = linspace(−3, 3, 200)
s = zeros(size(x));
fori = 1 : n3k = exp(−(1/(2 ∗ h32)) ∗ (x− z(i)).2)/sqrt(2 ∗ pi)/h3
s = s+ (k/n3)
y = normpdf(x, 0, 1)
end
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Annexe

plot(x,y,x,s,’r’)
xlabel(’x’)
ylabel(’f(x)’)
title(’n=500,et h=0.3019’)
legend(’La densité théorique’,’La densité estimé’)
subplot(2,2,4)
clear all
n4=5000 ;
h4=0.42
z=randn(1,n4)
x = linspace(-3,3,200)
s=zeros(size(x)) ;
for i=1 :n4
k=exp(-(1/(2*h42)) ∗ (x− z(i)).2)/sqrt(2 ∗ pi)/h4
s = s+ (k/n4)
y = normpdf(x, 0, 1)
end
plot(x, y, x, s,′ r′)
xlabel(′x′)
ylabel(′f(x)′)
title(′n = 5000, eth = 0.1930′)
legend(′La densit thorique′,′ La densit estim′)

40



Annexe

Figure 3.2
clear all
n1=100 ;
h1= 1.06*(n1)( − 1/5)
z = randn(1, n1)
x = linspace(−3, 3, n1)
s = zeros(size(x));
for i = 1 : n1
k = exp(−(1/(2 ∗ h12)) ∗ (x− z(i)).2)/sqrt(2 ∗ pi)/h1
s = s+ (k/n1)
y = normpdf(x, 0, 1)
end
plot(x, y, x, s,′ r′)
xlabel(′x′)
ylabel(′f(x)′)
title(′n = 100eth = hopt′)
legend(′La densit thorique′,′ La densit estim′)
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Annexe

Figure 3.3
clear all
n=100 ;
h=1.06*n( − 1/5);
z = exprnd(2, n);
z1 = wblrnd(2, 2, n);
z2 = gamrnd(2, 1, n);
z3 = lognrnd(0, 1, n);
x = linspace(0, 10, 50);
s = zeros(size(x));
s1 = zeros(size(x));
s2 = zeros(size(x));
s3 = zeros(size(x));

42



Annexe

for i=1 :n
k=exp(-(1/(2*h2)) ∗ (x− z(i)).2)/sqrt(2 ∗ pi);
k1 = exp(−(1/(2 ∗ h2)) ∗ (x− z1(i)).2)/sqrt(2 ∗ pi);
k2 = exp(−(1/(2 ∗ h2)) ∗ (x− z2(i)).2)/sqrt(2 ∗ pi);
k3 = exp(−(1/(2 ∗ h2)) ∗ (x− z3(i)).2)/sqrt(2 ∗ pi);
s = s+ (k/(n ∗ h));
s1 = s1 + (k1/(n ∗ h));
s2 = s2 + (k2/(n ∗ h));
s3 = s3 + (k3/(n ∗ h));
y = exppdf(x, 2);
y1 = wblpdf(x, 2, 2);
y2 = gampdf(x, 2, 1);
y3 = lognpdf(x, 0, 1);

43



Annexe

end ;
figure
subplot(2,2,1)
plot(x,y,x,s,’r’,’LineWidth’,2)
xlabel(’x’)
ylabel(’f(x)’)
legend(’La densité théorique ’,’La densité estimé’)
title(’La densité théorique Exp(2)et La densité estimé à noyau Gaussien ’)
subplot(2,2,2)
plot(x,y1,x,s1,’r’,’LineWidth’,2)
xlabel(’x’)
ylabel(’f(x)’)
legend(’La densité théorique ’,’La densité estimé’)
title(’La densité théorique Weibul(2,2)et La densité estimé à noyau Gaussien’)
subplot(2,2,3)
plot(x,y2,x,s2,’r’,’LineWidth’,2)
xlabel(’x’)
ylabel(’f(x)’)
legend(’La densité théorique ’,’La densité estimé’)

44



Annexe

title(’La densité théorique Gamma(2,1)et La densité estimé à noyau Gaussien ’)
subplot(2,2,4)
plot(x,y3,x,s3,’r’,’LineWidth’,2)
xlabel(’x’)
ylabel(’f(x)’)
legend(’La densité théorique ’,’La densité estimé’)
title(’La densité théorique Lognormal(0,1)et La densité estimé à noyau Gaussien ’)

legend(’La densité théorique’,’La densité estimé’)
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Annexe

Figure 3.4
subplot(2,2,1)
clear all
n1=50
x = linspace(0,10,100)
b1=(mean(x))*(2/n1)(2/5)
a = (x/b1) + 1
z = gamrnd(1, 2, 1, n1)
s = zeros(size(x))
fori = 1 : n1
k = (exp((−z(i))/b1) ∗ (z(i)).(x./b1))./(gamma((x./b1) + 1). ∗ (b1.((x./b1) + 1)))/b1
s = s+ (k/n1 ∗ b1)
end;
y = gampdf(x, 1, 2)
plot(x, y, x, s,′ r′)
xlabel(′x′)
ylabel(′f(x)′)
title(′n = 50, h = 0.8278′)
legend(′La densit thorique′,′ La densit estim′)
subplot(2, 2, 2)
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Annexe

clear all
n2=100
x = linspace(0,10,100)
b2=(mean(x))*(2/n2)(2/5)
a = (x/b2) + 1
z = gamrnd(1, 2, 1, n2)
s = zeros(size(x))
fori = 1 : n2
k = (exp((−z(i))/b2) ∗ (z(i)).(x./b2))./(gamma((x./b2) + 1). ∗ (b2.((x./b2) + 1)))/b2
s = s+ (k/n2 ∗ b2)
end;
y = gampdf(x, 1, 2)
plot(x, y, x, s,′ r′)
xlabel(′x′)
ylabel(′f(x)′)
title(′n = 100, h = 0.6274′)
legend(′La densit thorique′,′ La densit estim′)
subplot(2, 2, 3)
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Annexe

clear all
n3=500
x = linspace(0,10,100)
b3=(mean(x))*(2/n3)(2/5)
a = (x/b3) + 1
z = gamrnd(1, 2, 1, n3)
s = zeros(size(x))
fori = 1 : n3
k = (exp((−z(i))/b3) ∗ (z(i)).(x./b3))./(gamma((x./b3) + 1). ∗ (b3.((x./b3) + 1)))/b3
s = s+ (k/n3 ∗ b3)
end;
y = gampdf(x, 1, 2)
plot(x, y, x, s,′ r′)
xlabel(′x′)
ylabel(′f(x)′)
title(′n = 500, h = 0.3296′)
legend(′La densit thorique′,′ La densit estim′)
subplot(2, 2, 4)
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Annexe

clear all
n4=5000
x = linspace(0,10,100)
b4=(mean(x))*(2/n4)(2/5)
a = (x/b4) + 1
z = gamrnd(1, 2, 1, n4)
s = zeros(size(x))
fori = 1 : n4
k = (exp((−z(i))/b4) ∗ (z(i)).(x./b4))./(gamma((x./b4) + 1). ∗ (b4.((x./b4) + 1)))/b4
s = s+ (k/n4 ∗ b4)
end;
y = gampdf(x, 1, 2)
plot(x, y, x, s,′ r′)
xlabel(′x′)
ylabel(′f(x)′)
title(′n = 5000, h = 0.0.1312′)
legend(′La densit thorique′,′ La densit estim′)
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 رنك و انخطيت غيش نفشيذهىنى انتكايهيت انتفاضهيت انًعادلاث نحم عذديت يمت طش تمذيى هى انعًم هزا ين انشئيسي انهذف

 انًعادلاث يم نتحى اننبضيت انمطع دوال و انًتدانست و انًتعايذة بشنشتاين حذود كثيشاث يضج خىاصذوال باستخذاو

 تطبيك ثى .نيىتن يمت كطش انبشيدت سههت و يعشوفت بطشق تحم خطيت غيش يت خبش يعادلاث خًهت إنً انتكايهيت انتفاضهيت

 أخشي عذديت طشق باستخذاو عهيها انًحصم اننتائح و انحميميت انحهىل يع اننتائح يماسنت و بعضالايثهت عهً يمت انطش هزه

 .يمت انطش هزه كفاءة و دلت يذي يت نشؤ

 انًتدانست، و انًتعايذة بشنشتاين حذود كثيشاث انخطيت، غيش نفشيذهىنى انتكايهيت انتفاضهيت انًعادلاث المفتاحية الكلمات

 .اننبضيت انمطع دوال

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

:الملخص  

في هزه انًزكشة لًنا بتمذيى  تمذيش انلايعهًيت نكثافت الاحتًال يع اسانيب اننىي و اعطائنا 

بعض انخصائص نًمذس اننىاة انًتناظش و انغيش يتناظش و رنك باستخذاو يتغيشاث يستمهت راث 

.ةتىصيعاث يتًاثم  

 تقدير ، الفرق ،معلمة تمهيد  ، مربع الخطأ المتكامل :المفتاحية الكلمات

.    اللامعلمية للطرق النوى  

 

Abstract : 

In this work ,we purpose the  nonparametric estimation of an unknown density Of 
probability with the kernel method We give some asymptotic properties for a symmetric 
and asymmetric kernel estimator , by using identically distributed independent complete 
data 
Key words:  Mean integrated squared error, Parameter Smoothing, Variance , 
Nonparametric kernel estimation. 
 

Résumé : 

Dans ce mémoire nous  avons proposer l'estimation non paramétrique pour une densité 

de probabilité avec le méthode du noyau et  nous donnons quelques propriétés 

asymptotiques pour un estimateur à noyau symétrique et asymétrique en utilisant des 

données complètes indépendantes identiquement distribuées . 

Mots-clés : Erreur quadratique moyenne intégrée, Paramètre de lissage  ,La  Variance, 

Estimation non-paramétrique par noyau. 

 


