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Abréviations et Notations

— p.co : presque complet (convergence) pour la séquence de r.r.v.

— B(x, h) : boule ouverte du centre x et rayon h, dans l'espace (F,d)

— f.d.c. : fonction de distribution cumulative

— C ou C' : constantes réelles positives et finies

— E(Y) :lespérance de certains v.a.r. Y

— E(Y|X = x) lespérance conditionnelles de certains v.a.r. Y étant donné le
v.a.f. X

— v.a.f. :variable aléatoire fonctionnelle

— f : densité marginale du v.a.f.

— F¥(x,y) ot F¥(y) : répartition conditionnelle de certains v.a.r. Y étant donné
le vaa.f X

— fF(x,y) ou f3¥(y) : densité conditionnelle de certains v.a.r. Y étant donné le
vaf X

— ¢y (h) : mesure de B(x, h) par rapport a la loi de probabilité de x

— h : notation générique pour le paramétre de lissage h = h(n)

— H : notation générique pour une fonction de noyau intégrée

— K : notation générique pour une fonction asymétrique du noyau

— K : notation générique pour une fonction de noyau symétrique standard

— N : ensemble d’entiers positifs

— Op.co : taux de convergence presque complete

— O, : taux de convergence presque siire

— (£2, A, P) : espace de probabilité sur lequel tous les r.v. sont définis

— 1 : opérateur de régression non linéaire

— S : sous-ensemble compact de R
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S : I'échantillon fonctionnel statistique & = A}, ..., X,
X : variable réelle aléatoire

2 : nombre réel

X : Variable aléatoire multivariée générique

x : vecteur multivarié générique (non aléatoire)
X;,7=1,....,n : échantillon de vecteurs aléatoires
X;,t = 1,...,n : observations statistiques des vecteurs aléatoires X;
X : variable aléatoire fonctionnelle

X : €élément fonctionnel (non réel)

X;,1=1,...,n : échantillon de v.a.f.

Xi,? = 1,...,n observations statistiques du v.a.f. X
v.a.r : variable aléatoire réel

R : ensemble de nombres réels

v.a : variable aléatoire
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Introduction

Au cours des derniéres années, nous avons pu observer dans la recherche scien-
tifique, plusieurs développements dans plusieurs domaines. Il existe de nombreuses
situations dans lesquelles on peut étudier le lien entre deux variables, dans le but
principal de pouvoir prédire de nouvelles valeurs de 'une, d’entre elles compte tenu
de l'autre.

Etudier les liens entre deux variables aléatoires est une question trés importante en
statistique. D’un point de vue historique, ce probléme a été abordé pour la premiére
fois dans un contexte géométrique par Galileo Galilei en (1632). L’idée principale de
ce dernier est d’ajuster un nuage de point par une droite permettant d’interpréter la
relation entre des données contaminées. Une formulation mathématique pour ce pro-
bléme, connue dans la littérature sous le nom de régression linéaire, a été donnée par
Legendre et Gauss indépendamment, en (1805) et (1809), et est basée sur le principe
des moindres carrés. En statistique, ce probléme peut étre modélisé de la maniére
suivante : supposons qu’on dispose de deux variables aléatoire dépendantes X et Y |
la prévision de Y sachant X se fait a travers X par une application r. Autrement dit,
on cherche une fonction r telle que r(X) soit une bonne approximation de Y selon un
critére donné. Ainsi, le probléme devient la minimisation de la fonction de risque.
Dans notre contexte non paramétrique, les premiers résultats ont été obtenus par
Tukey (1961). Tandis que l’estimation par la méthode du noyau a été utilisée pour
la premiére fois en 1964 séparément par Nadaraya et Watson. Cette méthode d’es-
timation a connu un développement continu. En effet, Devroye (1978) a établi la
convergence uniforme presque siire de cet estimateur. Le taux de convergence optimal
pour la régression non paramétrique a été donné par Stone (1980, 1982). Collomb

(1981, 1983, 1984, 1985) apporte une contribution déterminante sur ce modeéle. Ces

X



travaux se sont focalisés sur 1'utilisation de la régression dans la prévision de séries
chronologiques.

La statistique fonctionnelle occupe désormais une place importante dans la re-
cherche en statistique. Il s’agit de la modélisation statistique des données qui sont des
courbes supposées observées sur toutes leurs trajectoires. Ceci est pratiquement pos-
sible en raison de la précision des appareils de mesures modernes et de 'importante
capacité de stockage qu’offrent les systémes informatiques actuels. Il est facile d’obte-
nir une discrétisation treés fine d’objets mathématiques tels que des courbes, surfaces,...
Ce type de variables se retrouve dans de nombreux domaines, comme la météorologie,
la chimie quantitative, la biométrie, I’économétrie ou I'imagerie médicale.

Notre souhait est d’étudier ce probléme lorsque la variable explicative est fonc-
tionnelle et que la réponse est encore réelle. A la fois pour corriger les idées et pour
souligner le grand intérét et 1'utilité de ce probléme dans de nombreux domaines des
sciences appliquées,par exemple nous avons un échantillon statistique (de Taille n)
est composé de courbes spectrométriques xi, ..., X» (ce sont les données fonctionnelles
comme dans la figure suivante) correspondant aux spectres observés pour n piéces de

viande hachée finement.
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FIGURE 1 — Les données fonctionnelles

En outre, par un procédé chimique analytique, nous avons mesuré la teneur en

matiére grasse de chaque piéce yi, ..., y, (ce sont les réponses scalaires). Ainsi, nous



recueillons les observations d’une réponse scalaire (le contenu en graisse) et d’une va-
riable fonctionnelle explicative (spectres). Une question est : compte tenu d’un spectre
observé d'un morceau de viande, pouvons-nous prédire sa teneur en matiéres grasses
correspondante ? C’est généralement un probléme de prédiction fonctionnelle.

La base de ce mémoire est I’estimation de la fonction de densité conditionnelle , en
statistique fonctionnelle, a été que introduite par Ferraty et al. (2006) [1]. Ces auteurs
ont obtenu la convergence presque compléte dans le cas i.i.d. Depuis cet article, une
littérature abondante s’est développée sur l'estimation de la densité conditionnelle.
Et nous proposons d’étudier la convergence uniforme d’un estimateur & noyau pour
la densité d’une variable réelle conditionnée par une variable aléatoire fonctionnelle

dans le cas i.i.d des variables aléatoires.

Dans le but de présenter les travaux que nous avons réalisés durant la réalisation
de ce mémoire, celle-ci est organisé comme suit :

Le premier chapitre, I'objectif de ce chapitre est d’introduire la notion de variables
aléatoires fonctionnelle et les données fonctionnelles ainsi que la statistique non pa-
ramétrique, et aussi sur la notion de convergence presque compléte, cette concept a
été introduit en (1947) par Hsu et Robbins [7], qui ont prouvé que la séquence des
moyens arithmétiques de i.i.d. des variables aléatoires convergent complétement vers
la valeur attendue des variables. et nous fournissons la méthode de noyau (ou mé-
thode de Parzen-Rozenblatt) et les conditions nécessaires sur le noyau et paramétre
de lissage. au travers de laquelle nous allons les étudier.

Dans le deuxiéme chapitre nous présentons I'étude asymptotique de 1’estimateur
non paramétrique de la densité conditionnelle par méthode de noyau, qui présentée par
Ferraty et vieu [1|. Nous définissons rapidement les notions de types de noyau (type
0, I, IT), puis nous présentons ensuite certaines hypothéses qui nous aident dans cette
étude. Le résultat est présenté en terme de convergence presque compléte. Ce genre
de convergence stochastique peut sembler assez inhabituel pour certaines personnes,
mais il a été sélectionné car il présente deux avantages importants. Tout d’abord,
il est plus fort que la convergence presque siire et la convergence en probabilité, et

deuxiémement, il est plus facile de prouver que la cohérence presque siire elle-méme.Et
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pour ce genre d’asymptotique étre trés familier.

Notre principal contribution est proposé au troisiéme chapitre, ce chapitre est
consacré a les applications et les commentaires, ot nous avons confirmée que les va-
riables aléatoires fonctionnelle sont des courbes (sous logiciel R), nous illustrons la
convergence presque compléte en effectuant des simulations sur ’estimateur de densité
conditionnelle par la méthode de noyau pour les variables fonctionnelles (qui présenté
par ferraty), et sur autre densité, ensuite nous examinons les résultats. Nous allons
comparer les résultats, cet application montre que la convergence presque compléte

de l'estimateur de densité conditionnelle est confirmée.

xii



Chapitre 1

Quelques rappels sur le modéle non
paramétrique

1.1 Les variables aléatiores fonctionnelles

Une variable aléatoire X' est appelée variable fonctionnelle (v.f.) si elle prend des
valeurs dans un espace de dimension infini (ou espace fonctionnel).
Une observation y de X s’appelle une donnée fonctionnelle.
Notez que, lorsque X (resp. x) désigne une courbe aléatoire (ou son observation),
nous impliquons implicitement 'identification suivante X = {X(¢);t € T}(resp. x =
{x();teT}).
Dans cette situation, la caractéristique fonctionnelle provient directement des obser-
vations.
La situation ou la variable est une courbe est associée a un ensemble unidimension-
nel 7" C R. Ici, il est important de remarquer que la notion de variable fonctionnelle

couvre une plus grande surface que I'analyse des courbes.

1.2 Ensembles de données fonctionnels

Un ensemble de données fonctionnelles xq, ..., xn est I'observation de n variables
fonctionnelles A7, ..., X, est identique & X.

Cette définition couvre de nombreuses situations, le plus populaire étant les ensembles



de données courbes.

Ici, nous supposerons que nous disposons d’un échantillon de données fonctionnelles.

1.3 Modéle non paramétrique

Définition 1.1 Soit X un vecteur aléatoire évaluée en RP et que ¢ est une fonction
définie sur RP. Un modéle pour ’estimation de ¢ consiste a introduisant une contrainte

de la forme

¢ eC.

Le modele est appelé un modele paramétrique pour l’estimation de ¢ si C est indexée
par un nombre fini d’éléments de R.

Dans le cas contraire, le modéle est appelé un modéle non paramétrique.
Cette définition peut étre facilement étendue au cadre fonctionnel.

Définition 1.2 Soit Z une variable aléatoire évaluée dans un espace de dimension
nfini F et soit ¢ une application défini sur F' et selon la distribution de Z. Un modéle

pour l'estimation de ¢ consiste a introduire une certaine contrainte de la forme
peC.

Le modeéle s’appelle un modele paramétrique fonctionnel pour [’estimation de ¢ si C est
index€ par un nombre fini d’éléments de F. Dans le cas contraire, le modeéle s appelle

un modele fonctionnel non paramétrique.

1.3.1 Présentation du modéle non paramétrique

Soit Y est une variable aléatoire réelle i.i.d et X est une variable aléatoire fonc-
tionnelle. Soit (A}, Y;)

comme (X,Y), et évaluées dans E' x R, ou (E,d) est un espace semi-métrique (c’est-

i—1_ ., 1 couples indépendantes, identiquement distribuées (i.i.d)

a~dire X est un v.a.f. et d un semi-métrique), et Soit y (resp. Y') un élément fixe de
E (resp. R).



On s’intéresse a un modéle de régression non-paramétrique de Y en X', Le modéle

utilisé est de régression, sous forme :
Y=rX)+e¢ (1.1)

ol ¢ est le résidu (v.a.r. centré réduite).

On obtient, sous certaines conditions de régularité (essentiellement d’intégrabilité de
Y):r(X)=E(Y/X), Cest-a-dire la régression de ¥ en X.

Nous proposons de prédire la réponse scalaire Y du prédicteur fonctionnel X’ en utili-
sant diverses méthodes basées sur la distribution conditionnelle de Y donné X. L’opé-

rateur de régression (non linéaire) r de Y sur X" est défini par :

r(x) = E(Y/X = x) (1.2)

et la fonction de distribution cumulative conditionnelle (d.c.f.) de Y donnée X est
définie par :
¥y € R, FY (x,y) = P(Y < y|&X = x). (1.3)

En outre, si la probabilité de Y sachant X est absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue, nous notons fi¥ (x, ) la valeur de la fonction de densité corres-
pondante & (x,y)-

Notez que sous une hypothése de différentiabilité sur F¥ (y,.), Cette densité condi-
tionnelle fonctionnelle peut étre écrite comme

i FF(x,y). (1.4)

vy € ]Ra f?(X?y) = 8_3/

1.4 Pourquoi utiliser la méthode de noyau pour les
données fonctionnelles ?

Les méthodes du noyau sont utilisées de maniére intensive par la communauté des
non-paramétrés car elles constituent un moyen utile de faire une pondération locale.
Nous commencons par rappeler quelle est la pondération locale du noyau dans les cas

réels et multivariés avant de ’étendre au contexte fonctionnel.



1.4.1 Cas réel

La pondération locale du noyau est basée sur une fonction de noyau (K) et une
bande passante (notée h). Si x est un nombre réel fixe, la pondération locale du noyau

transforme n v.a.r. X1, Xo,..., X,, & Ay, Ag, ..., 4, tel que :

A = A, b, K) = %K <“” _hX) .

L’idée principale de la pondération locale autour de = est d’attribuer a chaque v.a.r.
X, un poids prenant en compte la distance entre x et X;, plus X; est éloigné de x, plus
la pondération est petite.

Laissez-vous rappeler ce qu’est une fonction de noyau exactement dans cette situation
la plus simple. Il existe une grande variété de noyaux, toute fonction de densité peut
étre considérée comme un noyau.

Pour simplifier notre but, nous considérons a ce stade que les noyaux positifs et
symétriques les plus classiques.

La figure (1.1) affiche diverses fonctions du noyau qui sont définies analytiquement

comme suit :
1. Noyau rectangulaire : K(u) = 11(_11j(u)
2. Noyau triangulaire : K(u) = (1 — |u|)1—1,1(u)
3. Noyau d’Epanechnikov : K (u) = 2(1 — u?)11_1 1)(u)

1

4. Noyau gaussien : K(u) = = exp*“2/2

Pour préciser la notion de pondération locale du noyau, considérons le noyau rec-

tangulaire et réécrivez les A; comme suit :

1

A = El[m—h,x-‘rh] (Xz)

Dans cette situation, la caractéristique locale de la pondération semble évidente puisque
le v.a.r. En dehors de la plage [x — h, z + h| sont ignorés. En outre, la normalisation
1/h est proportionnelle a la taille de ’ensemble [z — h, x 4 h] sur lequel les X; sont
pris en compte. Ces points ne sont pas seulement vrais pour le noyau rectangulaire,

mais sont partagés par tous les noyaux compacts.
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FIGURE 1.1 — Formes des noyaux symétrique

1.4.2 Cas multivarié

Dans des situations multivariées, on observe n vecteurs aléatoires X, Xo, ..., X,,
évalué en RP. La pondération locale précédente du noyau peut étre facilement étendue
A cette situation. A cette fin, il suffit de considérer un noyau multivarié¢ K* qui sera
une fonction de R? dans R. Le premier moyen (naturel) de le faire est de définir K*

comme un produit de p fonctions de noyau réel Ky, ..., K, :
Vu= *(u,...,up,) € R, K*(u) = K;(u1) X Ko(ug)X, ..., Kp(uy).

Une deuxiéme fagon consiste & combiner une fonction de noyau réelle H avec une

norme (désignée par ||.|| ) dans RP? comme suit :

Vu € R?, K*(u) = K(|Jul]).



Notez que si K1 = Ky = ... = K, = 1_1 et si [|.|| est la norme supréme, les
deux approches coincident en prenant K = 1j_;. En outre, parce que |lu| est
toujours une quantité positive, le noyau réel K devrait avoir un support positif
(i.e.,{v € R tel que K(v) >0} C RP.) Cela conduit a utiliser des fonctions asymé-
triques pour le noyau K. Les exemples rapportés dans la figure (2.2) sont les versions

asymétriques de celles illustrées a la figure de noyaux symétriques usuels.

o =
ol ol \
0 0 \
Q o \
— — \\
Ty) o) \
S o 4
< = \
o o
3 -2 A 0 1 2 3 3 -2 A 0 1 2 3
a: Asymmetrical box kernel b: Asymmetrical triangle kernel
o =}
o od
Ty) Ty
— ™ —
o \ =
- .". - -
Ty} HI.I Ty} |
=] \ =]
o o —
(=] o
3 -2 A 0 1 2 3 3 -2 A 0 1 2 3
c: Asymmetrical quadratic kernel d: Asymmetrical Gaussian kernel

FIGURE 1.2 — Formes des noyaux

Maintenant, nous discuterons de la fagon dont cela peut étre interprété en termes
de pondération locale. Soit x un vecteur fixe de RP. La pondération locale du noyau

multivarié consiste a transformer les n vecteurs aléatoires Xy, Xo, ..., X,, & n variables

A, Ao, ..l A, tel que :
1 z — X;
A =—K—).
o ()

Si l'on considére les noyaux compatibles de maniére compacte, il apparait clairement

que les A; sont des transformations pondérées localement des variables X;, puisque



A; = 0 tant que le X; correspondant est hors de certains voisins de x.

1.4.3 Cas fonctionnelle

Soit X, Xs, ..., X, n v.af. évalué dans E et soit y un élément fixe de E. une
extension fonctionnelle des idées de pondération locale du noyau multivarié serait

transforme le n v.a.f. X, Xs, ..., &), les n quantités

o (U5,

Ot d est semi-métrique sur F, K est un noyau réel (asymétrique). Dans cette expres-

sion V' (h) serait le volume de

B(x,h) ={x" € E,d(x,X") < h}

Qui est la boule, par rapport a la topologie induite par d, centrée a x et au rayon h.
Cependant, cette approche naive demande de définir V'(h).

il faut avoir une mesure sur E. C’est la principale différence avec les cas réels et mul-
tivariés pour lesquels la mesure de Lebesgue est implicitement utilisée alors que dans
I’espace fonctionnel E.

Par conséquent, afin de se libérer d’un choix d’une mesure particuliére, nous construi-
sons la normalisation en utilisant directement la distribution de probabilité de la v.a.f.

les variables pondérées locales du noyau fonctionnel sont définies par :

£ (24)

(5)

Si nous retournons au cas multivarié, nous avons, pour un C' constant selon K et sur

A = (1.5)

la norme ||.|| Utilisé dans R,,

EK(llz — Xil[/h) ~ Cf(x)h” (1.6)

Tant que X; a une densité par rapport a la mesure de Lebesgue qui est continue et

tel que f(x) > 0 (ce type de résultat est connu dans la littérature comme théoréme



de type de Bochner ( [6] donne une large portée sur tel résultats). Ainsi, il est clair
maintenant que (1.5) est une extension de la pondération locale du noyau multivarié

dans le cadre fonctionnel.

1.5 Convergence des variables aléatoires

1.5.1 Convergence en probabilité :

Définition 1.3 Soit (X,,), une suite de variables aléatoires réelles définies sur un
méme espace de probabilité (Q, A, P). On dit que X,, converge vers X en probabilité
siVe >0 lim (P(]X, — X]|) >¢)=0.

n—oo

On note parfois - X, = X

1.5.2 Convergence presque siire :

Définition 1.4 On dit que X,, converge presque sirement vers X si :

P(lim (X, = X)) = 1.

05_2102 maniere équivalente, sl existe un sous-ensemble P-négligeable N dans w tel
que : Yw € Q/N, (Xn)w == X,

On parle aussi de convergence presque partout ou avec probabilité 1 ou forte, et on

éerit : X, 25X

1.5.3 Convergence presque compléte :

Le concept de convergence presque compléte a été introduit par Hsu et Robbins
(1947). Elle implique la convergence presque stire et se préte bien aux calculs faisant
intervenir des sommes de variables aléatoires. Malgré cela, elle ne commence a devenir
populaire dans la communauté statistique que dans les années 1980 aprés les travaux
de Collomb. Elle est utilisée surtout en statistique non-paramétrique.

On dit que la suite de variables aléatoires réelles (X,,)nen converge presque compléte-

ment vers une variable aléatoire X lorsque n — o0 si :

Ve >0, Y P[X,—X|>¢] < o0

neN



et on dit que la vitesse de convergence presque compléte de la suite de variables aléa-

toires réelles (X, )nen vers X est d’ordre (uy,) si :

Jeg >0, > P[X, — X| > gqu,] < 0.

neN
Cette définition du taux a été introduite par Ferraty et Vieu (2006). Elle a I’avantage
théorique d’impliquer les deux vitesses de convergence classiques en probabilité et
presque stire, et I'avantage pratique d’étre souvent plus facile & démontrer.
Dans les quinze derniéres années, ce mode de convergence a été tres utilisé dans des

travaux concernant la statistique non-paramétrique des données fonctionnelles.

Remarque 1.1 La convergence presque compléte est plus forte que la convergence

presque sire et la convergence en probabilité.

1.6 Méthode de noyau

1.6.1 Introduction :

L’estimation par la méthode noyau (ou méthode de Parzen-Rozenblatt) est une
méthode non paramétrique d’estimation de la densité d’une variable aléatoire. Cette
méthode permet d’obtenir une densité continue et constitue en ce sens une générali-
sation de la méthode de I'histogramme. En effet, la fonction indicatrice utilisée pour
I'histogramme est ici remplacée par une fonction continue (le noyau) et une somme

de fonctions continues reste continue.
1.6.2 Estimateur & noyau :
On va s’intéresser au modéle de régression, ol

Ici, x est un v.a et les x; sont n-échantillons de z, les ¢; sont i.i.d., et on cherche a

estimer f. Noter aussi que les Y; sont des variables aléatoires indépendantes mais pas



identiquement distribuées.

On suppose que f est continue, telle que :
vt e [0,1] F(t) = [ f(z)dz.
On peut estimer la fonction de répartition F' de maniére empirique par F' donnée par :
vt e[0,1] F(t) = %2:;1 Yila,<t,
puis par f un taux d’accroissement
f(z) = (F(z +h) — F(x — h)/2h.
On a alors

~ 1 n
f(CC) = ﬂ Zi:l Y;l:):fh<:p¢§m+h-

~

f(z) est encore la moyenne locale des Y; mais sur une fenétre "glissante" centrée
sur .

Si on pose K(z) = %1—1@31 on a:

Fla) = %;Y%K (x;x> (1.8)

Remarquons que :

n 1 T, — X 1 n
Zi:l EK < L ) 5 Zi:1 1ac—h<:ci§x+h ~ nh

et on peut choisir

Fla) = mo (:h :)
()

Le paramétre h > 0 est appelé fenétre, c’est un parameétre de lissage.

(1.9)

-~

Dans les deux cas, il s’agit d’un estimateur linéaire tel que f(z) =", W,,,Y; avec
Wi, o = = K (%-2) sion choisit (1.2), ou W, , = K(%-2)/>"_, K(%%) si on choisit
(1.3).

Pour généraliser la "moyenne locale avec fenétre glissante", on peut choisir d’autres

-
h

types de noyaux, i.e. de fonctions K, que 'on choisit souvent positives, a support

compact, paires, d’intégrale 1.
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1.6.3 Quelques propriétés de ’estimateur & noyau :

Si k est une densité de probabilité, alors fest aussi une densité de probabilité.
fa les mémes propriétés de continuité et de différentiabilité que k :
-Si k est continue, sera une fonction continue.
-Si k est différentiable,f sera une fonction différentiable.
-Si k peut prendre des valeurs négatives, alors f pourra aussi prendre des valeurs

négatives.

1.6.4 Les conditions sur le noyau K :

On suppose que K vérifie les 4 conditions suivantes :

L fK=1

2. K est une fonction paire ou, plus généralement, fR uK (u)du =0
3. Jpu*K(u) < oo

4. [p K(u?) < oco.

1.6.5 Choix de paramétre de lissage h :

Le choix de h est une étape importante lors de I’estimation par noyau dans le sens
ou h optimal nécessite de connaitre la densité que 1’on cherche a estimer, ce qui n’est
en pratique pas le cas. Par ailleurs, si h est trop petit, le biais de ’estimateur devient
petit devant sa variance et l’estimateur trop fluctant.

On obtient un phénomeéne de sous-lissage. Dans le cas contraire, lorsque h est trop
grand, le biais prend 'ascendant sur la variance et I’estimateur varie peu : on obtient
un phénomeéne de sur-lissage.

En pratique, on utilise souvent la méthode de la validation croisée pour choisir auto-

matiquement h.

11



Chapitre 2

Etude asymptotique

Nous rappelons, dans ce paragraphe et dans un premier temps quelques notations
et hypothéses qui paraissent importantes pour la suite de ce travail de thése. En-
suite, les résultats obtenus par Ferraty et al. (2006) sur 'estimation de la densité

conditionnelle.

2.1 Types de noyau

2.1.1 Noyau de type I :

Une fonction K de R dans R est appelé un noyau de type I, s’il existe deux

constantes réelles 0 < C] < Cy < 00, tell que :

Cilpy < K << Colpgy

2.1.2 Noyau de type II :

Une fonction K de R dans Rt est appelé un noyau de type II, Si son support
est [0, 1] et si sa dérivée K’ existe sur [0, 1| et vérifie pour deux constantes réelles

—0o<(C;<Cy<0:

Cy <K'<Cy

12



2.1.3 Noyau de type O :

Une fonction K de R dans R* est appelé un noyau de type 0, si [ K(u)du = 1

avec support compact [-1, 1] et telle que :

Yu € [0,1], K(u) > 0.

2.2 Modélisation fonctionnelle non paramétrique pour
I’étude de convergence

2.2.1 Quelque hypothéses nécessaires :

Considérons le couple de variables aléatoire (X,Y) ou Y est a valeurs dans R et
X est a valeurs dans R”.
On a l'opérateur de régression r (qui est un opérateur non linéaire de E dans R) et

nous considérerons les modéles suivants :

reCy, (2.1)
ou :
Cp = {f E—R, lim f(x)= f(x)} (2:2)
d(x,x )0
et 46 > 0 tell que
r € Lipgg (2.3)

ol
Lippg={f:E—R, 3C € R}, VX € E, |f(x) — f(X)] < Cd(x,x )’} .

On a l'opérateur F5¥ (qui est un opérateur non linéaire de £ x R dans R ) peut

étre défini comme suit :

e CpupN Seas (2.4)

lorsque Sy est :

Sy ={f 1 ExXR — f(x,.), est un c.d.f strictement croissant}.

13



et

fiExR—RVYY €N,

co ) lm (X y) =)
ExR d(x;x")—0
etvy €R, lim f(x,y)=f(x.y)
ly—y'|—0

et on a:

F ExR-—R,
Lippxrs =  V(x1,x2) € N2, Y(y1,2) € S,
|fOxaw) = fxe,92)| < Cldxa, x2)” + ly1 — 12/”)

O, il existe g > 0 tel que :

F € Lippxrs N Sy (2.5)

On a lopérateur f;¥ (qui est un opérateur non linéaire de E x R dans R)
Rappelons que S est un compact fixe S € R. Nous commencons par introduire 1’en-

semble suivant de contraintes :

fEXR—R,
Shns =1 36>0,3yo €5, f(x,.)est stricte croissante sur(yo — &, yo)

et stricte décroissante sur(yo,yo + &)

alors on a :
f;’( € CE?XR N Sc)l(ens (26)

ou, il existe S > 0 tel que :

fé( < LipEXRﬁ N S;(ens (27)

2.2.2 Type de continuité :

Définition 2.1 Les modéles fonctionnels non paramétriques (2.1) et(2.4) et (2.6)
seront appelés modeles non paramétriques fonctionnels de type de continuité, parce que

la propriété de continuité est leur caractéristique fonctionnelle commune principale.

14



2.2.3 Type de Lipschitz :

Définition 2.2 Les modéles fonctionnels non paramétriques (2.3), (2.5) et (2.7) se-
ront appelés modeles non paramétriques fonctionnels de type de Lipschitz pour la méme

TALSOMN.

2.2.4 Probabilités des petites boules :

Soit X un v.a.f. a valeur dans E et soit y un élément fixe de E. Nous pouvons
écrire :

(10 (M52 = Ban(0) - P e BR). (28)

tel que
B(x,h) = {x' € B, dx.,x) < h}

qui est la boule, par rapport a la topologie induite par d, centrée a y et de rayon h
(o d est une semi-métrique sur F).

nous disons des probabilités de petite boule, car le paramétre de lissage h (également
appelé fenétre) diminue avec la taille de I’échantillon des variables fonctionnelles (plus
précisément, h tend a zéro lorsque n a tendance & oo). Ainsi, lorsque nous prenons
une trés grande quantité, h est proche de zéro, puis B(x, h) est considéré comme une
petite boule et P(X € B(x, h)) comme une petite probabilité de boule.

Nous utiliserons pour tout x en E et pour tout réel réel h, la notation :

px(h) = P(X € B(x,h)) (2.9)

Ve > 0,P(X € B(x,€)) = ¢y (€) (2.10)

2.3 Estimateurs du noyau

2.3.1 Hypothéses nécessaires :

Dans le cadre non paramétrique multivarié, on suppose que la densité de la va-

riable explicative multivariée est strictement positive et que 'hypothése (2.10) est

15



une extension d’une telle notion. En outre les parameétres impliqués dans I’estimateur,

c’est-a-dire le parameétre de lissage et la fonction du noyau, doivent satisfaire :

(1 est une séquence positive telle que
logn
_ogn g
nips(h)
K est un noyau de type I (2.11)

lim,,_ ..o h =0 et lim,,_,

ou
K est un noyau de type 11 et ¢, vrifie que
| 3o, Ve < e, [y pu(u)du > Csepn(e)

et on a

{ g est une séquence positive telle que : lim,_ ., g =0 (2.12)

Kyest du type 0.

2.3.2 Estimation non paramétrique de la régression

Nous proposons a l’opérateur non linéaire r I'estimateur de régression fonctionnel

du noyau suivant :
f(X) — Z?:l K(h_ld(x B Xz))Yz
> i K(hd(x — &)

Ou K est un noyau asymétrique et h (selon n) est un réel strictement positif.

(2.13)

Le changement principal provient du d semi-métrique qui mesure la proximité entre

les objets fonctionnels.
2.3.3 Estimation non paramétrique de répartition condition-
nelle

Nous concentrons maintenant sur estimateur F3¥ du conditionnelle fonction de
répartition F¥, mais nous allons d’abord expliquer comment nous pouvons étendre
I'idée précédemment utilisée pour la construction de I'estimateur par la régression du
noyau. clairement :

Ff (x,y) = P(Y <y|X = x) (2.14)

peut étre exprimé en termes d’attente conditionnelle :
FY (6 y) = E(l ooy (V)| X = x) (2.15)
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soit Ky un noyau symétrique habituel, On définit H comme :

w
ViR HG) = [ Ko(o)do
et définir 'estimateur c.d.f. conditionnelle de noyau comme suit :

Ot g est un nombre réel strictement positif (selon n) (définit en I’équation (2.12)).

Considérons Ky comme un noyau de type 0, et nous pouvons écrire :

L y>Y 4 (2.17)

H@*@—Kﬂz{

2.3.4 Estimation non paramétrique de la densité condition-
nelle

On sait que la fonction de densité conditionnelle peut étre obtenue en dérivant le
conditionnel ¢.d.f. (Voir 1.9). Comme nous avons lestimateur F¥ (x,y) de Fi¥ (x, ),
nous proposons l'estimation suivante :

. O ~
fﬂxw=5f¢Ww) (2.18)

en supposant la différentiabilité de H, nous avons

5 ~ o KO X) 516 (0-)

Y mx _
ay FY (X? y) - Z?:l K(h_ld(X,Xl))

alors
N S K, A@»))éﬂ'(gl(y “v))
fr(xy) = ST R d(x, X))

plus généralement, nous pouvons affirmer pour n’importe quel noyau Ky la défini-

(2.19)

tion suivante :

S K(hd(x, »@))éﬂwg-%y ~Y))
ST K (- (X))

ey = (2.20)

présentée par Ferraty (voir [1]).
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2.4 La convergence presque compléte de la densité
conditionnelle

La condition de continuité de Holder :
La condition de continuité de Hélder suivante doit étre ajoutée pour 'estimation

de densité conditionnelle du noyau ]/”:;Y (x,y) définie par (2.20) :

3C < 00, ¥(z,2') € R x R, |Ky(z) — Ko(2')| < Clo — |,

logn (2.21)

lim

————=0¢et I >0, lim gn® = c0
n—oo N g ng<h) n—o0

Proposition 2.1 On suppose que lim u, =0, X,, = Opco (un), lim Y, =1y, , ot ly
n—oo n—0o0

est un nombre réel déterministe. Nous avons :
XnYn - Op.co.(un)-

Lemme 2.1 Selon les hypothéses (2.10) et (2.11), on a :

R B logn
“”‘1‘%W< wwm)

Preuve. Voir[l| =

Lemme 2.2 Si K est un noyau de type I, il existe des constantes réelles C et C'

positifs tel que :

d(x, X)
h

Con) < BK (M) < o) (222)

Preuve. Voir [1| =

Lemme 2.3 Si K est un noyau de type 11 et ¢, vérifie que :

Jdeo, Ve < e, / oz (u)du > Csep,(€) (2.23)
0

Alors : il existe des constantes réelles positifs C et C' telles que, pour h suffisamment

petit :

Coy(h) < EK (d(x];?f)) < 'y (h) (2.24)
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Preuve. Voir [1| =

Corollaire 1 (L’équation de Bernstein)
Si AM < oo, et on note 0 = EZ2, tel que les Z; sont des v.a.r. indépendants, nous

avons

€2n
Ve >0, P Y7 > <9 I
€20, P, Z] > en) < exp{ 2g2(1+e%)}

Théoréme 2.1 Sous le modeéle de type-continuité défini par (2.6) et (2.10), et si
Uestimation du noyau satisfait (2.11), (2.12) et la condition de continuité de Hol-

der(2.21), nous avons pour tout sous-ensemble compact S C R :

lim sup| f(y) )| =0, p.co. (2.25)

n—oo ye

qui a été présenté par Ferraty (voir[l])

Preuve. La preuve est basée sur la décomposition suivante

(2.26)
R
PG - 1)
o - (h—d( )
R 1 K(h td(x — X,
rlzﬁ;Ai, avec Ai:EK(h_ld(X—Xl))
et "

Pl n) = HOOR) = 1 > A()

2(y) =g ' Kolg ' (y — V7).

Le coté droit de (2.26). Notez d’abord que les dénominateurs sont directement traités
en utilisant le lemme (2.1) avec la proposition (2.1).

on a
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A logn logn
T1(x) —1=0pco h avec U, = h
() -1=0, ( W()) )
on suppose que :
X =71(x) =1 = Op.co(tn)
on applique la proposition (2.1) alors :
5 .. logn
- r1(x) — 1} = Opeo(uy,) avec u, = h
00 {r1(x) = 1} = Op.co(tn) Wx( )

Notez également que le dernier terme est traité en utilisant également lemme (2.1)
et que fy(.) est uniformément continue sur y € S (puisqu’il est continu sur 'ensemble
compact S). Par conséquent, le résultat (2.25) sera une conséquence directe des deux
assertions suivantes :

1
lim —— sup |Efy(x,y) — f& =0, p.co., 2.27
Hm = yeg| 206 Y) — (W)l p (2.27)

et

. 1 . .
lim ——sup|fs(x,y) — Efa(x,y)| =0, p.co., (2.28)
n—oo 7"1 (X) yGS

e Le résultat (2.27) est confirmée, parce que EA; = 1 et parce que K est intégré

jusqu’a un, nous avons, apres intégration par substitution :

Ers(x,y) — f¥(y) = EAL2i1(y) — f¥ ()
=E(A(E(2i(y)|X) = ()

—& (a0 [ o ol 0 - ) - )
B (40 [ Kol - )R 0 - Ban)  22)
B (40 [ Ko} (- va) - R0 )

_E (1B(X,h><m1 [ o) x (50— v9) - fé(y))dv) |
En outre, nous pouvons écrire :
|5 (y —vg) — KW <1 (v —vg) — fFy —vg)| + |5y —vg) — [£)]-
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Puisque S est compact, la fonction f; est uniformément continue sur S. Etant donné
que Ky est de support compacte (car il est du type 0), et parce que le modéle de

continuité (6.2), nous avons

lim sup,c;_; 11 5UPyes Laoan (X (y —vg) — f(y —vg)| =0

n—o0

et

nh_{n SUPye[—1,41] SUPyes ¥y —vg) = [FW)l =

ce qui implique que

lim  sup sup Lpn (X)1f7 (y —vg) — fF ()] =0 (2.30)

=00 ye[—1,+1] y€S

En combinant (2.29) et (2.30), avec la positivité de Ay et K, on obtient :
sup [E74(x, y) — f¥ ()| == o(1) (2.31)
yeSs

Ceci, combiné au lemme (2.1) et a la Proposition (2.1), suffit a prouver (2.27).

o Il reste a vérifier que (2.28) est vrai. En utilisant la compacité de S, on peut
écrire que S C U Sk ot Sy, = (t, — Iy, tp + 1,,) et ot [, et z, peuvent étre choisis de
telle sorte que :

l,=Czt'~Cn* (2.32)

prise t, = arg minte{tl,tg,.‘.,tzn}’y —t,

1 ) .
——— sup [P4(x, y) — Efs(x, y)| = A1 + A + A3, (2.33)
F1(x) yeS

ou

1
A= — ; Rt
1 'f’l(X) SupyGS |T4(X7 y) 7"4(X, y)|»
A ! Pa(x: ty) — Efa(x, ty))
sup r4(X, 1 r4(Xs ty)ls
2 7“1(X) ves T !

1
Az = ——sup,cg [Efs(x, ty) — Efa(x, y)|.
1(X)
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La condition de continuité de Holder (2.21) nous permet d’écrire directement :

. R 1 & l —
174(x, y) — Ta(x. ty)| = - ZAzQz(y) - ZAiQi(ty)
' =1

1 n
== Ali(y) - (t,)]
i=1
1 n
Sn—gZAllKo(g’l(y ;) = Ko(g~'(t, — Y2))
=1
C 4 ly—t
<=M A Y

En utilisant (2.21), on a :
7200 y) — 740 1) < CF1001g ™

alors
1 C
5 SUDyeg [Ta(X, Y) — TalX ty)| <
TI(X) yES| 4(X y) 4<X y)’ (gnC)Q
il vient que A; < C/(gn®)?, et (6.31) implique que :
lim A; = 0. (2.34)
n—oo
Suite & des arguments similaires, nous pouvons écrire :
C
A3 < ———— (2.35)
1.0) (9n)?’
et selon le lemme (2.1) et la proposition (2.1), nous obtenons :
lim A3 =0, p.co. (2.36)
n—oo

En regardant maintenant le terme A,, nous pouvons écrire pour quelque soit € > 0 :

P(Sup|7’4(X, ) ET4<X7 >| > 6) = P( maX |T4(X7 ) ET4(X7 )’ > E)

yesS = hes

<z P(|fa(x, 1)) — Bra(x, t)] >
an max P(|74(x, t;) — Efa(x, t;)] > €) (2.37)



ou
Ui = AiQu)

En utilisant lemme (2.2) ou lemme (2.3) selon le fait que K est de type I ou 11,

et parce que {2, < C/g, nous avons :

Uil < C/(geox(h)). (2.38)
D’autre part, nous avons, aprés intégration et par substitution, et en utilisant (2.32) :
EU? = E (A2E (22, )|X = x))
— & (22 2K - ) )
(424 / KSR+ 20)d: )

<ce (& [ KR )

parce que fy est bornée (car il est continu sur 'ensemble compact S) et en appliquant

E

cet résultat qui présenté par Ferraty (voir [1]) :
E[Y1[" AT = O(py (h) ™)
en appliquant avec U; et m = 2, on a :
E|Ui 2 A7 = O(px ()71

alors en obtient :
EU? < C/(goy(h)). (2.39)

Parce que les variables U; sont bornées, on est donc en mesure d’appliquer I'inégalité
exponentielle du Bernstein donnée par corollaire 1. Cette inégalité avec (2.37), (2.38)
et (2.39) donne directement :

P(sup,cs [7a(x, ty) — Efs(x, ty)] > €) < 2z, exp {—Cne?gp,(h)}.

En utilisant (2.32), on obtient :
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P(supyes [Pa(x, ty) — Efa(x,ty)| > €) < Cn* exp {—Cne’gpy(h)}.

Parce que logn/(ngy,(h)) tend vers zéro, on obtient directement :

o0

Ve >0, ZP(sug) 174(x, ty) — Era(x, ty)| > €) < oo. (2.40)
i=1 Y€

Le dénominateur de As est traité directement en utilisant & nouveau le lemme (2.1)

avec la proposition (2.1). C’est suffisant pour obtenir :

lim A; =0, p.co. (2.41)

n—oo

Enfin, le résultat réclamé (2.28) découle de (2.33), (2.34), (2.36) et (2.41).
La combinaison de (6.35), (6.36) et (6.37) nous permet de terminer la preuve de ce

lemme. =

24



Chapitre 3

Application et exploration des
observations sur des données simulées

La densité conditionnelle est un outil fondamental pour décrire la relation entre
deux variables aléatoires.

Dans ce chapitre, nous allons déterminer ce lien par la méthode d’estimation non
paramétrique de noyau. L’objectif principal est de montrer a I’aide de données simulées
I’applicabilité de cette méthode dans le cadre fonctionnel. Dans un premier temps,
nous illustrons les variables aléatoires fonctionnelle sont des courbes. Ensuite, nous
proposons une implémentation de ’estimateur de la densité conditionnelle proposé

dans le chapitre 2.

3.1 Simulée les données fonctionnelles

Nous récoltons des observations fonctionnelles générées a ’aide du processus sui-
vant :
2t

X;(t) = cos(w; + W(m - 1))

ot w; est distribué selon la loi uniforme U(0,7).

Nous effectuerons une étude de simulation a I’aide du logiciel statistique R

3.1.1 Programme sous R

x <- matrix(nrow = 100, ncol=100, byrow=TRUE)
xx <- (1 :100)
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w= runif(100,0,pi/4) # échantillon de loi uniforme
for (iin 1 :100) {

for (jin 1 :100) {

x[i,j]=cos(wli] + pi = ((2*j/100) — 1))"4

}

¥

# boucle pour les observations de v.a.f

yy <-x[1, | #Vecteur de premier v.a.f

plot(yy,type="1",col="blue" xlab="t", ylab="X(t)", main="Un courbe aléatoire si-
mulée")

for (jin 1 :100) {

lines(xx,x[j,], col="black")

} # Tracer un courbe qui représente un v.a.f

plot(xx,yy,type="1",col="blue" xlab="t", ylab="X(t)", main="plusieurs courbes aléa-
toires simulées")

for (jin 1 :100) {

lines(xx,x[j,], col="black")

} # Tracer les courbes qui représente les v.a.f.

3.2 Résultats de simulation

On s’appuient sur le programme ci dessus, on obtient la courbe illustrée dans figure

(3.1) qui représente la v.a.f. Comme la figure (3.2) représente la courbes simulées

26



3.2.1 Reésultat un variable aléatoire fonctionnelle :

Un courbe aléatoire simulée

1.0

0.5
|

-05

-1.0

0 20 40 60 80 100

FIGURE 3.1 — Courbe de un v.a.f
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3.2.2 Résultat de plusieurs variables aléatoires fonctionnelles :

plusieurs courbes aléatoires simulées

1.0

Y
0.0

-05

-1.0

0 20 40 60 80 100

F1GURE 3.2 — Courbes de plusieurs v.a.f

3.3 Simulation les variables de réponse réels

Pour trouver les variables de réponses réels que nous donnerons le terme de ré-

gression multiple suivante :
5/1‘ =T (XZ) +&;
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tell que les X; est une matrice, et pour chaque 7 nous avons un vecteur qui présente
une variables aléatoire fonctionnelle.

Et Verreur ¢; est centrée réduit. On utilise les variables aléatoires fonctionnelles qui
sont utilisé dans la section précédente.

On suit les étapes de I'algorithme suivant :

3.3.1 Algorithme 1

1. Générer un échantillon de taille n d’une variable normale centrée réduit qui

présent Uerreur g; (¢ = rnorm(n))

2. Nous choisirons cette fonction pour représenter la régression :
r(&) = X2 +2
3. Nous prendrons les valeurs de variables de réponse.

3.3.2 Programme sous R

n<-100
err<-rnorm(100,0,1) # échantillon de loi N(0, 1)
f<-function(x)
for (i in 1:100) {
fli]<-(x[i,] "2 + 2)
¥
yr<-fli]+err|i]
for (i in 1:100) {
yr[i]=t[i] +-err[i]
¥
plot(f,type="1",col="blue" xlab="x", ylab="f(x)", main="courbe de {")
for (iin 1 :100){
lines(fli], col="red")

}
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3.4 Simulation ’estimateur de densité conditionnelle

Dans cette section, nous calculons et représentons graphiquement 1’estimateur de
densité conditionnelle. Il s’agit de I’estimateur proposé par Ferraty et Vieu (2006) et
présenté au chapitre 2.

Cette estimation pour le couple (x,y) de (X,Y) est donnée par :

. S K (h (o X)) HE (g7 (y — 7))
5 xy) = 0 J '

Afin d’estimer doit choisir K un type de noyaux présentée dans le chapitre 1, nous

choisirons le noyau gaussien sous forme :

1
K(u) = exp /2

V2r

et le noyau K est un noyau symétrique, nous choisirons le noyau rectangulaire :

1
K()(U) = 51[_1’1}(1&)

Pour estimer plus facilement nous calculerons les noyaux composés HKy(y — Y;), tel

que :
I
vMeRery:/ Ko(v)d
_501
= / 51[_1’1} (U)dU
-1
pt1
2
et aussi :

1
Ko(?/ - Yi) = 51[—1,1]@ - Y;)

1
{— si —1<y-Yi<1

2 .
0 sinon

alors les noyaux composés H Ky(y — Y;) est sous forme :
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On suit les étape de I'algorithme suivant pour simulée 1’estimateur f{f a couple (x,v)

(on fixée (x1,y1)) :

3.4.1 Algorithme 2

1. On choisit la valeur de paramétre de lissage h et g.
Calcule y — Y;

On insérer K(h~td(x, X;))

On insérer H(Ky(y — Y;))

On doit calculer 'estimateur ]?;(

o o m w W

On présente ;¥

3.4.2 Programme sous R

Le programme sous R est donnée par :
h <- 0.44 # paramétre de lissage

z <- yr[1]-yr[i]

zz <- (x[1,]-x[i,]) /h

for (iin 1 :100){

z[i]=yr[1]-yrli] zz[i]=(x[1,]-x[i])/h

}

g <- 0.34 # parametre de lissage

kz <- function(z)

for (iin 1 :100) {

kali]=(1/sqrt(2*pi)) *exp(-(1/2)*((z[i]) "2))

}
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hk <- function(z) # noyau composée H K
for (iin 1 :100){
if(z[i] <=1 z[i]>=-1)
hk[i]<- 3/4
else hkli]<- 1/2
}
s<-function(kz,hk) for (i in 1 :100) {
sli]<-(sum((1/g)* (kz[i] *hk[i])))
}
ss<-function(kz)
for(i in 1 :100)
ss|i]<-sum(kz[i])
} -~
fchp <- numeric(n) # Pestimateur f;¥
for (iin 1 :100){ fchpl|i]<-sum(sli|*ss]i])/(sum(ss[i])) }
plot(fchp,type="1" col="black" xlab="t", ylab="f fchp" xlim=c(0,100) ,ylim=c(0,2),
lwd="2",main="Courbe de f et fchp" )
for(iin 1 :100) {
lines(fchp, col="black" ,lwd="2")
} # présentée fi¥

3.5 Comparation

Afin de faire la comparaison, nous devons proposer une autre fonction,qui doit
+o00

vérifier les conditions de la fonction de densité (i.e f=1et f continue,)
—00

On choisit la fonction suivante :

P(X,y) = 2exp —(x + ¥) Ljo<x<y

On présent programme de p sous R :
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3.5.1 Programme sous R

p<-function(x)
for (iin 1 :100) {
if(x[i] <=yrli] x[i]>=0)
pli]<- ( 2%exp(-(x[i]+yr[i]) ))
else pli]<- 0
}
plot(p,col="blue")
plot(fchp,type="1" col="black" xlab="t", ylab="f fchp" xlim=c(0,100)
,ylim=c(0,5),main="Courbe de f et fchp" )
for (iin 1 :100){
lines(p, col="blue" lwd="2")

}

3.6 Résultats des simulations

3.6.1 Simulation de ’estimateur de densité conditionnelle
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Courbe de lI'estimateur

05

04

0.1

0.0
|

0 20 40 60 80 100

FIGURE 3.3 — Comportement graphique de I'estimateur de densité conditionnelle ]?ff

3.6.2 Simulation de la fonction p

34



20

60 80 100

FIGURE 3.4 — Courbe de la fonction p

3.6.3 La fonction p et ’estimateur f au méme plan
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courbedef

15 20

10

0.0

-05

-1.0

-15

0 20 40 60 80 100

FIGURE 3.5 — Courbe de la fonction p et I'estimateur de f

3.6.4 Commentaires

Aprés les résultats des simulations, nous avons obtenu les deux courbes sont

proches, donc les approximations sont bonnes.
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Conclusion

Dans ce travail nous avons présenté d’une part des outils mathématique existants
dans la littérateur, et qui sont en particulier nécessaire pour la résultat du probleme
posé par cette dimension infinie.

Nous avons étudié I'estimation non paramétrique de la densité conditionnelle par
la méthode de noyau dans le cadre fonctionnelle, ou les variables sont dans le cas
i.i.d. o nous avons conclu aprés I’étude théorique et pratique que nous avons fait,
que l'estimateur de densité conditionnelle converge presque compléte vers les valeurs
simulées.

Cet mémoire montre que la convergence presque compléte de I'estimateur de den-
sité conditionnelle qui présentée par Ferraty et vieu (2006) est confirmée, et c’est la

meilleure approximation.
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Résumé :

L'objet de mémoire est d’établir une synthese des résultat limite de
I'estimation non paramétrique de la densité conditionnelle pour les
variables aléatoires fonctionnelles (c’est-a-dire des variables que
prennent leurs valeurs dans espaces de dimension infinis), et dans le cas
i.i.d (indépendant et identiquement distribuée), et en utilise la méthode
de noyau (Parzen-Rozenblatt), qui a été présenté par Ferraty (2006).

Mots Clés : Méthode de noyau, densité conditionnelle, régression,
donnée fonctionnelles.

Abstract :

The object of memory is to establish a synthesis of the limit results of
the nonparametric estimation of the conditional density for the
functional random variables (that is to say variables that take their
values in spaces of infinite dimension), and In the case iid (independent
and identically distributed), and uses the kernel method (Parzen-
Rozenblatt), Which was presented by Ferraty (2006).

Key words: kernel method, conditional density, regression, functional
data.
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