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Notations

On utilise les notations suivantes tout au long du travail :
— R : ensemble des nombres réels.

— R, : ensemble des nombres réels positifs.

— R% : ensemble des nombres réels strictement positifs.
— N : ensemble des entiers naturels.

— C : ensemble des nombres complexes.

— C([a,b]) : T'espace des fonctions f continues sur [a;b] a valeur réels.
— C* Tespace des fonction & valeurs dans R, K fois différentiable dans €.
— (X, d) : espace métrique.

— d(.,.) : application de distance.

— € un ensemble ouvert borné .

— Q= Q+9Q : c’est la fermeture de Q.

— / (t) la dérivée ordinaire par rapport a t.

— U : un ensemble ouvert

— deg :  Degré topologique .

— degp @ Degré topologique de Brouwer.

— deg;g : Degré topologique de Leray-Schauder.

— B : La boule unité fermée.

— max : Maximum .

— (,) : Produit scalaire.

— Im : Image d’une application.

— Ker : Noyau.

— P, @ : Deux projections continues.



— @ : La somme direct.

— L : L’opérateur de Fredholm.
— dom : Domaine.

— ind : Indice.

— dtm : Dimension.

— codim : Codimension.

— coker : Conoyau.

— Kp : Vopérateur linéaire.

— N : L-compact surf).

— ||-[|oe = max].].



Introduction

L’objectif de ce travail est de présenter des résultats d’existence d’au moins une
solution pour un probleme aux limite a trois points en résonance dans R™ . Un probléme
aux limites est qualifié de résonant lorsqu’il a une solution non triviale correspondant au
probléme homogene linéaire . Les résultats présentés reposent sur la théorie du degré de
coincidence de Mawhin pour examiner 'existence des solutions. Cette approche utilise
un type de degré topologique pour résoudre des problemes sous la forme d’une équation
d’opérateur abstrait, Lu= Nu, ou L est un opérateur linéaire non inversible et N est
un opérateur non linéaire agissant sur un espace de Banach donné. En 1972, Mawhin
a proposé une méthode pour résoudre cette équation dans son article célebre sur les
problemes de degrés topologiques et aux limites pour les équations différentielles non
linéaires. Il a supposé que L est un opérateur de Fredholm d’indice zéro, développant ainsi
une nouvelle théorie du degré topologique connue sous le nom de degré de coincidence
pour (L, N), également appelée théorie du degré de coincidence de Mawhin.

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Dans Le premier chapitre, nous exposons les concepts préliminaires essentiels qui se-
ront utilisés tout au long des autres chapitres. Une revue détaillée de certains théoremes
de point fixe est présentée, mettant particulierement en lumiere le principe de contraction
de Banach et l'alternative non linéaire de Leray-Schauder. De plus, nous introduisons
une notion significative liée a I’homotopie. Nous abordons également le concept du degré
topologique et ses propriétés, définissant ainsi deux degrés distincts : le degré de Brouwer

en dimension finie et le degré de Leray-Schauder en dimension infinie.

Dans le deuxiéme chapitre, nous définissons le théoreme de degré de coincidence



de Mawhin, ou du moins, nous le construisons. Il sera nécessaire d’identifier une classe
importante d’opérateurs : les opérateurs de Fredholm d’indice zéro, qui peuvent étre ob-

tenus a partir des projections. Enfin, nous démontrons le théoreme.

Dans le troisieme chapitre , est dédié a I’étude d’un probléeme en résonance. En effet,
nous proposons de démontrer ’existence d’un probléeme de valeur limite & trois points en
résonance dans R™ . Il est essentiel de souligner que ces résultats reposent sur la théorie

du degré de coincidence de Mawhin.



Chapitre 1

Rappels et notions fondamentales

Le but de ce chapitre est d’étudier quelques théorémes du point fixe.
Nous débuterons avec le plus simple et le plus célebre d’entre eux : le théoréme
du point fixe de Banach applicable aux applications contractantes. Ensuite,
nous aborderons le théoréme du point fixe de Brouwer (valable en dimension
finie), suivi du théoréme du point fixe de Schauder, qui constitue la "généra-

lisation" en dimension infinie (voir [1]-[12]).
1.1 Théoréeme du point fixe

Dans cette section, nous présentons quelque théories et caractéristiques du point
fixe de Banach, et aussi point fixe pour 'application ne soit pas une contraction sur tout

I’espace métrique , avec étudier les principes de continuité .

1.1.1 Théoreme du point fixe de Banach

Le théoreme du point fixe de Banach (connu aussi sous le nom le théoreme de
I’application contractante) est un théoreme simple a prouver , qui garantit I’existence d’un
unique point fixe pour toute application contractante, s’applique aux espaces complets et
qui posseéde de nombreuses applications. Ces applications incluent les théorémes d’exis-
tence de solution pour les équations différentielles ou les équations intégrales et étude de

la convergence de certaines méthodes numériques.



Définition 1.1.1. (Espace métrique)

Un espace métrique (X;d) est un ensemble X muni d’une applicationd : X x X — R

appelée distance ou métrique, possédant les trois propriétés qui suivent :
i) Ve,y € X i d(z,y) >0 etd(z,y) =0z =y.
ii) Vo,y € X :d(z,y) = d(y, ) (la symétrie).

iii) Vo,y € X :d(z,2) < d(x,y) + d(y, 2).

Définition 1.1.2. (Espace métrique complet)

L’espace métrique (X,d) est dit complet si toute suite de Cauchy dans X converge
dans X.
Suite de Cauchy :
On dit que la suite (x,,), dans l'espace métrique (X;d) est de Cauchy si

Ve > 0,3 N, > 0 tel que n,m > N, = d(x,,x,,) < €.

On Ecrit alors
d(xp, Tym) — 0, quand n,m — +oo.
Définition 1.1.3. (Point fize)
Soit F : X — X wune application. On appelle point fize tout point x € X tel que
F(z) =x.
Définition 1.1.4. (L’application lipschitzienne)

Soit (X,d) un espace métrique complet et lapplication F' : X — X, On dit que F est
une application Lipschitzienne s’il existe une constante positive k > 0 telle que ['on ait,

pour tout couple d’éléments x,y de X, ["inégalité :
d(F(z), F(y)) < k(d(z,y)),Vz,y € X (1.1)

Si k <1, Uapplication F est appelée non expansive.

Si k < 1, Uapplication F' est appelée contraction.



Théoréme 1.1.1. (Théoréme du point fize de Banach(1922))/[5].

Soit (X,d) un espace métrique complet et soit F': X — X une application contractante

de constante de contraction k, alors :
(a) F admet un unique point fize o € X.
(b) Pour tout x € X , a =1lim, o, F"(z) ou F°(x)==x et F"(z)= F(F"(2)).
(c) La vitesse de convergence peut étre estimée par :
d(F™, o) < k"(1 — k) 'd(x, F(z)) n>1 (1.2)
Preuve.
(1) l'unicité du point fixe :
On suppose que il esiste z,y € X avec x = F(x);y = F(y)
d(z,y) =d(F(x), F(y)) < kd(z,y) 0<k<1
Alors I'inégalité dernier est correctement dans le cas
d(z,y) =0= 2z =1y.

Alors Jlz € X tel que F(x) = x.
(2) Yexistence du point fixe :

On suppose que F™(z) est un suite de cauchy pour n € N .
Ou
d(F™(z), F"" () < kd(F" Y(2), F*(z)) < ....... < k"d(z, F(x))

Sim >noun € {0,1,..}, on obtient
d(F"(x), F™(x)) < d(F"(x), F"™(z)) + d(F" " (2), F""(z)) + ... + d(F™ Y (x), F"(x))
< k"d(x, F(z)) + k" d(x, F(z)) + ... + k™ d(z, F(x))

< k'd(z, F(x))[1+k+ Kk +..]
kn
1—k

< d(xz, F(x)).

Pour m > n;n € {0,1,...}, on a

n

AP (z), F"(2)) < T

d(xz, F(x)). (1.3)



Alors F'™ est une suite de Cauchy dans I'espace complet X en suite alors il existe
a € X avec

lim F" =oa.
n—>-+o0o

De plus par la continuité de F'

a= lim (F"(z)) = lim (F(F"(z))) = F( lim (F"(z))) = F(a).

n—>=o0 n—-oo n—-oo

Donc « est un point fixe de F.
Finalement, m — oo in (1.3), on obtient

kn

d(F"(x),z) < %

d(x, F(x)).

Exemple 1.1.1.

Soient X = R muni de la distance usuelle d(z,y) = |v —y|,T : X — X tel que

T(zx) = “%n(m) Alors Vz,y € X

7(a) - T(y)| = |25 v )]

(lz = y[ + [sin(z) — sin(y)])

W

Apres Uapplication du théoréme des accroissements finis, on obtient Vr,y € X
2
7(2) = T0)] < Sl —ul,

donc T est une contraction de X vers X, comme (R, d) est complet, d’aprés le théoréme

de point fixe de Banach, alors T admet un point fixe unique x* = 0.

Remarque 1.1.1.

Les conditions du cette théoreme sont nécessaires, considérons les evemples suitvants

Exemple 1.1.2. (Condition de fermeture)

(1) Si X nlest pas stable par F : F(x) = Va2 +1 sur X =[0,1]. On a X est fermé

dans R donc il est complet (car R est complet).
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De plus F'(z) = < 1, ce qui implique que sup,coq [F'(z)| < 1, donc F

x
vz +1

est contractante sur [0, 1].
Mais F n’admet pas de point five car F([0,1]) = [1,+/2] C [0,1], i.e X n'est pas
stable par F'.

(2) F:]0,1] —]0,1], F(z) = 5, est contractante et vérifie F'(]0,1]) CJ0,1] mais
n‘admet pas de point five. Le probléme est que |0,1] n’est pas fermé limzx, = 0

n’est pas contenue dans |0, 1].

Exemple 1.1.3. (condition de contraction)

(1) F(z) =va?+1 sur X = [0, +o0].
On a F([0,+oo[) C ([0, +o0[) et Xest un fermé dans R.Alors X est complet. Mais

F n’a pas de point five car sup,cx |F'(x)| =1 i.e F n'est pas contractante.

(2) F:R—=R, Flz) =2+ 1+1er vérifie |F(x) — F(y)| < |z — y| pour tout © # vy,

mais n'admet pas de point fixe. Le probléme est que T n’est pas contractante, et

pour tout xy € R on obtient x, — +o0.

1.1.2 Théoremes du point fixe pour ’application ne soit pas une

contraction sur tout ’espace métrique

Soit (X, d) un espace métrique complet,Les fonctions définies uniquement sur un
sous-ensemble de X ne garantissent pas nécessairement l’existence d’un point fixe . Des

conditions supplémentaires seront nécessaires, Pour assurer cela.

Théoréme 1.1.2.

Sotent K un ensemble fermé dans X et F': K — X wune k-contraction. Supposons

qu’il existe xg € K et r > 0 tel que
B(xzg,7) C K et d(wo, F(xo)) < (1 —Fk)r.

Alors F' a un unique point five dans B(xo,T).

Dans certaines applications, il existe des cas ou F' est lipschitzienne sans étre une



contraction, mais une certaine puissance de F' peut étre une contraction voir [5]. Dans ce

cas nous avons le théoréme suivant.

Théoréme 1.1.3.

Soit (X, d) un espace métrique complet, T : X — X une application Lipschitzienne

(pas nécessairement une contraction)
A(T™(2), T™(y) < kd(z, ),z y € X.
Pour un certain m > 1 ou 0 < k <1, alors T admet un unique point fize z* € X.

Preuve.

Comme T™ est une contraction, il en résulte du théoréme (1.1.2) que 7™ a un unique
point fixe, donc x* = T™x*.
Alors
™(T(z%) = T(T™ (7)) = T(z7),

alors T'(z*) est un point fixe de 7.
Mais 7™ admet un unique point fixe, d’ou T'(z*) = «*. Donc T" a un unique point fixe

(%), et il est unique car tout point fixe de T" est également point fixe de 7. O

Exemple 1.1.4.

soit M un espace métrique donné par M = Cla;b] (un espace des fonctions continues
d valeurs réelles définies sur l'intervalle [a ;b] ), est un espace de Banach par rapport a la
norme ||u| = maxcpp [u(t)|,u € M.

On définit T : M — M par :

On montre que ||T(u) — T'(v)||< (b—a)||lu — ||, on a
I7(w) ~ 7(0)| = max| [ u(sds — [ o(s)is

<max/]u — v(s)lds.

te(a,b]



D’apres la majoration, on obtient

I7() = 7)) < [ dsllu(s) = o(s)]
< (t=a)us) ~ o(s).  VEEab
< (= o)lluts) — o(s)].

Donc (b — a) est la meilleure constante de Lipschitz pour T

D’autre part, on a :

T2 ()(t) = | t < / Su(u)du) ds= | ‘(= s)u(s)ds.

Et par induction

o) = — / (= sy u(s)ds.

(m —1)!
Dés lors

I T™u(t) — T™o(t)|| = max |[T™u(t) — T™v(t)]

tela,b]

1 : o 1 : -
= ggﬁ%{] (m—l)'/a (t— )" u(s)ds — (m—l)'/a (t—s)" u(s)ds
= mox (ml_l)!/:(t — ™ (uls) — v(s)) ds

max — /at(t — ™Y (u(s) — v(s))| ds

tefab] (m — 1)!

IA

< oy L = 9 dsu(s) = v(o)]
< i = "L ) = v(o)]
< (- a)"uls) — o) Vi€l
< (b= a)"u(s) ~ o(s)].

(b—a)"

< 1.
m)!

Et done T™ serait une contraction si

1.1.3 Principes de continuation

Une autre facon d’obtenir I'existence de point fixe pour une application non définie

sur tout ’espace s’obtient via un processus de continuation . Celui-ici consiste a déformer

10



notre application en une autre plus simple pour laquelle nous connaissons 1’existence d’un
point fixe. Il va sans dire que cette déformation connue sous le nom devra vérifier certaines

condition .

Définition 1.1.5. (Les application homotopes)
Soient X etY deux espaces topologiques. Deux applications continues f,g: X — Y

sont dites homotopes lorsqu’il existe une application continue
H: X x[0,1] —Y,
telle que : H(z,0) = f(z) et H(x,1) = g(x).on note f ~g ou H: f~g

Remarque 1.1.2.

En d’autres termes, il existe une famille d’applications de X dansY , a savoir v —
H(x,t) pour 0 <t <1, qui part de f pour arriver d g, et varie continument.
Exemple 1.1.5.

Soit X =Y = R", on considére v : R" — R" Uapplication constante v(x) = 0, et

w : R — R™ Uapplication w(zx) = x. Montrons que v et w sont homotopes. Il suffit de

prendre :
H:R" x[0,1] —» R",
tel que
H(z,t) = (1 —t)v(x) + tw(zx).
On a
H(z,0)=(1-0)x0+4+0xz=0,
et

Hz,)=(1-1)x0+1xzx=mx.

Alors H(z;t) =tz et H(z,1) = w(x) et H(z,0) = v(z).

11



Exemple 1.1.6.

Soit X =Y =R" — {0}, on considéré cette fois , p(x) = et q(z) = x.

On voit que p et q sont homotopes en prenant :
H: (R"—{0}) x [0,1] — R" — {0}

Tel que : H(x,t) = (1 —t)q(x) + tp(z), on a

H(x,O)—(l—O)xijOXHxH—yc,
T
et
x x
Hzxz,)=(1-1)xz+1X — = —.
[zl [l

Alors H(z,t) = (1 —t)x +t— et H(z,0) = q(x) et H(z,1) = p(z).

Définition 1.1.6. (Equivalence d’homotopie)

Soit f : X — Y une application continue. On dit que f est une équivalence d’homotopie
lorsqu’il existe g : Y — X telle que go f =idx, et fog=idy .
On dit que X et'Y sont du méme type d’homotopie, et on note X ~Y.

Exemple 1.1.7.

Soit X = R" — {0} et Y = S", on prend alors f : X — Y définie par f(z) =
z/||z||, et g 1 Y — X Uinclusion. Alors f o g = idy, et l'exemple (1.1.6) montre que
go f ~idy.

Donc R™ — {0} a le méme type d’homotopie que la sphére S 1.(X ~Y).
Définition 1.1. (Les propriétés d’homotopie)
Soit (X,d) un espace métrique complet, et U un sous ensemble ouvert de X.
On considéré F : U — X et G : U — X deux contractions, on dit que F et G sont
homotopes s’il existe H : U x [0,1] — X wvérifiant les propriétés suivantes :
(a) H(.,0) =G et H(.,1) =F.
(b) H(x,t) # x pour tout x € OU et t € [0, 1].
(c) 1l existe a € [0,1) tel que d(H(x,t);H(y,t)) < ad(z,y) pour tout x,y € U, et
t€10,1].

12



(d) Il existe M > 0 tel que d(H(x,t),H(:v,s)) < M|t — s| pour tout x € U, et
t, s €[0,1].

Théoréme 1.1.4.

Soit F: U — X et G: U — X deux applications homotopiquement contractives

et G a un point fire dans U. Alors, F' admet un point fixe dans U.

Preuve.

On pose l'ensemble Q = {\ € [0,1],2 = H(z, \)} pour certain z € U et H est une
homotopie entre F' et G a décrite dans la définition (1.1.5). Notons que @ est non vide
(Q # 0) puisque G a un point fixe et que 0 € Q.

On montre que @ est a la fois ouvert et fermé dans [0, 1] alors montre @ = [0, 1].

Par conséquent F' a un point fixe.

(i) Montrons que Q est un ensemble fermé dans [0,1] :
Soit {Ap}nen une suite dans @ telle que lim,_,,, A, = A, alors nous devons
montrer que A € Q.
Comme A\, € Q pour n = 1,2, ..., il existe x,, € U ou z,, = H(x,, \p).
On a pour n,m € {1,2,....}

d(zp, ) = ( (s An)s H (T, A ))
< ( (Tpy An), H (20, /\m)> + d(H(xn, Am)s H(p, )\m)>
< M|, — M| +ad(zy,, ).

Alors
M
< — — .
d(xmxm) =71_ a|)‘n >‘m|

Donc {z,}est une suite de Cauchy de X (car {\,} l'est aussi) et, puisque X est
complet, il existe x € U telle que lim,_,o x, = 2.
Par la continuité de H

= lim x, =lim, oH(xy, \y) = H(z,\)

n—:aoo

Donc A € @ et @ est fermé dans [0, 1].

13



(ii) Montrons que Q est un ensemble ouvert dans [0,1] :
Soit A\g € @, alors il existe g € U avec xq = H(xq, o).
Puisque, par hypothese xy € U, nous pouvons trouver » > 0 tel que la boule
ouverte B(xg,r) ={x € X : d(z,z9) <r} CU.
Choisissons € > 0 tel que € < % ou r < dist(xg,0U),
et
dist(xo, 0U) = inf{d(xy,z) : x € OU}.

Fixons A € (A\g — &, Ao + €).

Alors, pour zy € B(xg,r)

d(xo, H(z, ) < d(H (20, \o), H(z, X)) + d(H (2, M), H(x, \))
< Oéd(l’o,l’) + M|)\0 - >\|

<ar+(l—-ao)r=r.

Alors pour tout A € (A\g — ¢, \g + ¢) fixé

H(.,\) : B(zg,7) — B(xg,r).

Par le théoreme (1.1.1), (1.1.2), on déduit que H(.,\) un point fixe dans U.
Alors A € Q pour tout A € (A\g — €, \g + €). Et par conséquent ) est ouvert dans
[0, 1]. Donc Q=]0, 1].

Remarque :Du théoreme précédent, nous déduisons le résultat suivant :

Théoréme 1.1.5. (Alternative non-linéaire de Leray-Schauder)
Soit U C E un ensemble ouvert d’un espace de Banach E tel que 0 € U, et soit
F :U — E une contraction telle que F(U) soit bornée.

Alors un des deux énoncés suivant est veETifié :

(a) F a un point fize dans (U).

(b) il existe A € (0,1) et x € OU tells que v = \F(x).

14



Preuve.

Supposons que (b) n’est pas vérifié et que F' n’a pas de point fixe sur OU c’est & dire
x # M\F(z) pour tout x € U et A € [0, 1].

Soit H : U x [0,1] — E donnée par H(z,\) = AF(z), et soit G lapplication
nulle(G(x)=0).

Notons que G a un point fixe dans U (& savoir (G(0) = 0)) et que F' et G sont
deux applications homotopiquement contractives. Par le théoreme (1.1.4) F a également

un point fixe et donc 'annonce (a) est vérifié. O

1.2 Degré topologique

Dans cette section, nous offrons une bréve vue d’ensemble du concept de degré
topologique, que ce soit en dimension finie ou infinie. Le degré, noté deg(f,$,y) de la
fonction f dans ’ensemble Q) par rapport a y, fournit des informations sur le nombre de
solutions de l’équation f(x) =y dans un ensemble ouvert Q C X. Ici, f : X — X est

continue, y ¢ f(0R), et X est généralement un espace topologique métrique.

1.2.1 Degré topologique de Brouwer

Soit  un ensemble ouvert borné dans R™ avec une frontiere 0S) et une fermeture
Q. L’espace ék(Q,Rn) représente des fonctions a valeur dans R™, k fois différentiables

dans Q qui sont continues sur Q . Cet espace sera muni de sa topologie usuelle.

Définition 1.2.1. (Jacobien)

Soit xg € Q, si f est différentiable en xo, on note par Js(zo) = detf'(xy) le Jacobien
de f en xg.
Définition 1.2.2. (Le point critique)

Soit f une fonction de classe C' sur Q. Notons par J;(zo)le Jacobien de f en un
point xy de Q. Le point xo est dit point critique si Jp(xg) = 0. Sinon, zo est dite point

réqulier.
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On pose Sy(§2) Uensemble des points critiques.

C’est a dire :
Sr(Q) ={z € Q, Ji(z) =0}.

Définition 1.2.3. (Valeur réguliére)

Considérons y Un élément dans R" est dit valeur réguli¢re de f si f~'(y) N Sp(Q) = 0.
Sinon, y est dit valeur singuliére.
Définition 1.2.4. (Degré topologique)

Soit f € él(Q,R”) et y € R"\ f(0Q) une valeur réquliére de f.

On appelle degré topologique de f dans 2 par rapport a y le nombre entier

deg(f,Q,y) = > Sgn Js(x).
zef-1(y)

Ou Sgn Jg(x) Représente le signe de J¢(x), défini par :

1 s1 t>0,
sgn(t) =
—1 st t<0.

Avec Uajout de ces deux notes

1) si f~'(y) = 0,deg(f,Q,y) = 0.

2) f~Y(y) contient un nombre fini d’éléments.
Exemple 1.2.1. Soit 0 < ¢ < 1 et considérons la fonction f(x,y) = (x* —y* — €, 2zy),
et f71(0,0) = {(z,y) € R? f(z,y) = (0,0)} alors, on a
a?—y?—e=0 (1.4)

et

2xy =0 (1.5)

D’aprés (1.5) on trouve x =0 ou y = 0.

Siz =0 alors : —y* — e =0 = y? = —¢ c’est contradiction.
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Siy=0alors : 2> —e =0 <=z = /e oux = —\/¢, donc
F710,0) = {(—V/€,0); (Ve,0)}
Si Q= {(z,y) e R?: 2% + y? < 1} alors f71(0,0) N9 = 0. En outre, comme
Iia0) = ( o )
2y 2z
et det (Jr((z,y))) = 4 (2> — y*) et puisque deg(f,Q,y) = X,ep-1(,) Sen Jy(z) alors
Sgndet J;(1/€,0) = Sgnde = 1
Sgndet J;(—+/€,0) = Sgnde =1
— deg(f,Q,0)=1+1=2
Remarque 1.2.1.
Dans le cas ot f~1(y) N Sp() # 0, Nous passons a le lemme suivant

Lemme 1.1. (Lemme de Sard)

Soit une fonction f € C*(Q,R"). Alors ’ensemble f(S;) des valeurs critiques de f

est de mesure nulle.

Remarque 1.2.2. Nous verrons maintenant qu’on peut étendre la notion de degré au cas

ot la fonction f est seulement continue.

Définition 1.2.5.

Soient Q C R™ un ouvert borné, f € C(Q,R") et y € R™ tel que y & f(9Q). On
définit le degré topologique de f dans S par rapport y par

deg(f,$2,y) = [lim deg(fn, 2 y)]-

O { fn}nen= est une suite de fonction C1(Q,R"™) qui converge uniformément vers f

dans ).

Théoréme 1.2.1. (Quelques propriétés importantes du degré topologique de

Brouwer)[11] Soit 2 C R™ un ouvert borné, et posons
AQ) ={f€CQR") 1y ¢ f(0))}.
L’application deg(f,Q,y) : A(Q) — Z satisfait les propriété suivantes :
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(1) (Normalisation) deg(I,Q,y) =1 siy € Q et deg(I,Q,y) =0 siy € R"\Q on

I désigne Uapplication identité sur ).

(2) (Solvabilité) Si deg(f,,y) # 0, alors f(x) =y admet au moins une solution
dans €.

(3) (Imvariance par homotopie) Pour tout h : [0,1] x Q@ — R™ et tout y : [0,1] —
R™ continues telles que y(t) ¢ h(t,00) pour tout t € [0,1], deg(h(t,.),QQ,y(t)) est
indépendant de t.

(4) (Additivité) Supposons que 2y et Qs sont deux sous-ensembles disjoints et ou-
verts de Q et y & fF(AN(QUQ)) . Alors

deg(fv Qay) = deg(f,Ql,y) + deg(fa Q2ay)‘

(5) deg(f,Q,y) est constant sur toute composante conneze de R™\ f(052).

(6) deg(f, € y) = deg(f —y,Q,0).

(7) Soit g : Q — F,, une application continue ou F,, est un sous espace de R",
dimF,, =m, 1 <m < n. Supposons que y est tel que y ¢ (I — g)0S2 .
Alors

deg(f, 2 y) = deg((I — 9)gnr,, 2N Funs y)
Remarque 1.2.3.

Le but de démontrer [’existence de solutions d’équations mnon linéaires dans R™, la
propriété (2) du théoréme ci dessus est souvent complétée par la propriété d’invariance
par homotopie du degré. L’intérét principal de cette notion réside dans le fait que si deux

applications sont homotopes, elles ont le méme degré.

Exemple 1.2.2. Soit Q = (—1;1) et considérons
h:(t;z) €[0,1] x Q — h(t,z) = (1 —t):p+t(x2+1) e’

1l est clair que cette application satisfait :
1) h est continue sur [0;1] x Q.

2) h(0;2) =(1—0)z+0x* (22 +1)e” =z = I(z).
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3) h(liz) =1 -1z +1x(22+1)e* = (2> + 1) e* = f(2).

4) Pour tout t € [0;1], les fonction I et f sont homotopes , Donc deg(f,(—1,1),0) =
deg(I,(—-1,1),0) =1

1.2.2 Degré topologique de Leray-Schauder

Soient X un espace vectoriel normé de dimension infinie, Q C X un ensemble
ouvert et borné, f: Q — X une fonction continue et y € X tel que y ¢ f(0) .Dans la
section précédente, mous avons vu qu’en dimension finie, C(Q,X) est une classe conve-
nable de fonctions pour laquelle il existe une unique fonction degré, le degré de Brouwer,
satisfaisant les propriétés 1,2 et 3 du théoréeme. Malheureusement, en dimension infi-
nie, C’(Q,X) ne l’est pas. En effet, un exemple du da Leray montre qu’il faut restreindre
la classe des fonctions pour laquelle il y a existence et unicité d’une fonction degré de

Leray-Schauder, a un ensemble strictement contenu dans C(Q, X).

Définition 1.2.6.

Soient X un espace de Banach et ) une partie fermé de X. Si T : Q2 — X est un
opérateur continu, on dit que T est compact si pour toute partie bornée B de S, T'(B) est
relativement compact dans X .

Remarque 1.2.4.

On notera en particulier que si T est compact, alors T est borné sur les parties bornées
de X.
Définition 1.2.7.

Soient X un espace de Banach et Q une partie de X. On dit que Uapplication T :
Q — X est de rang fini si dim(Im(T)) < oo, autrement dit, si Im(T) est un sous-espace
de dimension finie de X.

Lemme 1.2.1.

Soient X un espace de Banach, Q C X. un ouvert borné et T : Q — X une

application compacte. Alors pour tout € > 0, il existe un espace de dimension fini noté F
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et une application continue T. : Q — F telle que :
Tz —Tz|| <e V z€Q.

Définition 1.2.8.

Soient X un espace de Banach, Q C X. un ouvert borné et T : Q — X une
application compacte. Supposons maintenant que 0 ¢ (I —T)(0R). Il existe 9 > 0 tel que
pour € € (0,¢), le degré de Brouwer deg(I —T.,Q2N F_,0) est bien défini comme dans le

lemme (1.2.1). Par conséquent, nous définissons le degré de Leray-Schauder par :
deg(I —T,Q,0) =deg(I —T.,Q2N F.,0).

Remarque 1.2.5.

Cette définition ne dépend que de T et de 2. SiY € X est tel quey ¢ (I —T)(092),
le degré de I —'T' dans 2 par rapport a y est défini comme étant

d@g(] - T797y) = deg(] -T- y,Q,O)

Théoréme 1.2.2. (Quelques propriétés importantes du degré topologique de
Leray-Schauder )
Soit X un espace de Banach et

A= {(I —T,9Q,0), Q un ouvert borné de X, T:Q — X  compacte ,0¢ (I —T) ((9(2)},
alors, il existe une unique application deg(f,Q,y) : A — Z appelé le degré topologique
de Leray-Schauder telle que :

(1) (Normalité) Si0 € 2, alors deg(I,9,0) = 1.

(2) (Solvabilité) Si deg(I —T,Q,0) # 0, alors existe x € Q tel que (I —T)x = 0.

(3) (Invariance par homotopie) Soit H : [0, 1] x Q une homotopie compacte, telle
que 0 ¢ (I — H(t,.))(09).
Alors
deg([ — H{(t, .),Q,O) ne dépend de t € [0, 1].
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(4) (Additivité) Soient Q) et Qo deur sous-ensembles disjoints ouverts de € et
0 (I =T)Q\ (uU)).

Alors,
deg(I —T,9,0) =deg(I —T,94,0) + deg(I —T,5,0).

Le degré de Leray-Schauder conserve toutes les propriétés de base du degré de Brouwer.
Pour finir et comme conséquence de cette notion du degré nous allons prouver quelques

théoremes de points fize topologiques en particulier ['alternative non linéaire de Leray-

Schauder

1.3 Théoreme du point fixe topologiques

Théoréme 1.3.1. (Brouwer)
Soit B la boule unité fermée de R™ et f : B — B continue. Alors f a un point fize :
il existe x € B tel que f(r) = .
Preuve.
On va montrer I'existence de la solution de f(r) =z sur B :

(i) S’il existe un o € 9B, alors il n’y a rien a prouver.

(ii) Sinon considérons I'application continue h(t,z) = x — tf(z).

Alors

h(0,2) =2 — 0% f(x) =z,
et

hMl,z) =2z —1x% f(z) =2 — f(z).

Si on suppose que h(t,z9) = 0 comme g € JB, alors on obtient xy = tf(xq) ce
qui implique comme 0 < t < 1, que f(zo) € dB, contradiction.
Comme est une homotopie admissible entre I — f et 1.

Donc

deg(I — £,9,0) = deg(1,9,0) = 1.
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En conclusion 3x € B tel que z —tf(z) =0 i.e f(z) = x.

Théoréme 1.3.2. (Schauder)

Soit B la boule unité fermée d’un Banach E et f : B — B compacte. Alors f a un
point five : 3 x € B tel que f(z) = x.
Preuve.

Soit h(t,z) =t f(x) fonction compacte sur [0, 1] x B.
Sipour t € [0,1] et un x € OB, on a x — h(t,z) = 0, alors tf(x) = x; comme |z| =1 et
|f(x)] <1, ceciimpose t = 1 et x = f(x) donc un point fixe sur dB situation que l'on a
exclue.
On peut donc appliquer les propriétés de normalisation et d’invariance par homotopie du
degré donne

deg(I — f, B,0) = deg(I, B,0) = 1.

Puisque h(0,.) =0 et h(1,0) = f donc 'existence d'un point fixe. O

Théoréme 1.3.3. (Alternative non-linéaire de Leray-Schauder)[9]

Soit Q0 C X un sous ensemble ouvert borné d’un espace de Banach X tel que 0 € 2,

et soit T : Q — X un opérateur compact. Alors un des deux énoncés suivants vérifié :
(1) T a un point fize dans Q.

(2) il existe A > 1 et x € 00 tels que Tx = .

Preuve.

Si (2) est vraie alors on a rien a prouver. Sinon on définit I'homotopie
H(t,z) =tTx Vtel0,1].

Ainsi défini H (¢, z) est compacte H(0,2) =0et H(1,2) = Tx.
Supposons que H(t,xy) = x pour un certain t € [0, 1] et xy € 9. Alorson a tTzg = .

1
Sit=0out=1ona (1); Sinon Tzy = 7% pour un certain t € (0,1), Et alors on a
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(2).
Sinon, on a

deg(I —T,9,0) = deg(1,9Q,0) = 1.
Et alors T a un point fixe dans 2. O

Théoréme 1.3.4. (Brouwer)

Soit M une partie convexe, compacte et non vide d’un espace normé de dimension

finie (X, ||.||) et soit A: M — M une application continue, alors A admet un point fize .

Théoréme 1.3.5. (Schauder)

Soit M une partie bornée, fermée, convexe et non vide d’un espace de Banach X et

soit A : M — M wune application compacte, alors A admet un point fize.

Théoréme 1.3.6. (Ascoli-Arzela)

Considérons X = C([a,b]) muni de la norme ||u|| = @?gﬁu(tﬂ, avec —00 < a < b <
asls

+00. Si M est un sous ensemble de X tel que :

(i) M est borné, il existe une constante r > 0 tel que
lul| <r, Yue M.
(ii) M est équicontinu, alors
Ve>0,30>0 tqg [ti—ta] <9 et Yue M = |u(ty) —u(t)| < e.

Alors, M est relativement compact.
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Chapitre 2

Théoréeme de continuation de

Mawhin

Ce chapitre commence par introduire le théoréme de continuation de
Mawhin. Avant de détailler ce théoréme, nous passons en revue briévement
l’état actuel des opérateurs de Fredholm ainsi que les concepts clés associés.
Cependant, comme nous le découvrirons plus tard, ces opérateurs peuvent
étre obtenus a partir des projections, ce qui sera exploré dans une section

ultérieure.. Voir([13]-[20])

2.1 Supplémentaire topologique

Soit E et F' deux sous-espaces fermés d’un R-espace vectoriel normé X. On dit que E

est un supplémentaire topologique de F' si X est la somme directe de F et E c-a-d

X=F@E.

2.2 Projection

Soit X un espace vectoriel. On dit qu’un opérateur linéaire P : X — X est une

projection si P(P(z)) = P(z), Ve € X (c—a—dsi P?=P).
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Proposition 2.2.1.

Soit X, un espace vectoriel . Un opérateur linéaire P : X — X est une projection si
et seulement si (I — P) est une projection. De plus, si l'espace X est normé, alors P est

continue si et seulement si (I — P) est continue.

Preuve.

1) On montre que : P projection < (I — P) projection.

(=) P une projection, alors :

(I = P)*=(I—-P)[(I-P)(x)x
= (I = P)[z — P(z)]
— I(z — P(z)) — P(ax — P(z))
— 1 — P(z) — P(z) + P(x)
— 1 —2P(z) + P(x)
— 1 — P()
— (I - P)(a).

(<) (I — P) est une projection,alors :
[—(I-P)=]-[+P=P

Est aussi une projection.

2) On montre que :P est continue < (I — P) est continue.
(=) P est continue et I est continue , alors (I-P) continue.
(<)(I-P) est continue ,alors p est continue .
Pour le cadre topologique, comme l'identité est une application continue et que la
somme de deux applications continues reste continue, nous avons que P est conti-

nue si et seulement si (I — P)lest.
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Proposition 2.2.2.

Si P est une projection dans X, alors :

Ker(P)=Im(I — P),
Im(P) = Ker(I — P).
Preuve.
1 On montre que Ker(P) =Im(I — P).

(i) Ker(P)C Im(I —P)
Siz € Ker(P)= P(zx) =0. En remplagant P par (I — P)

(I-P)z)=x—Plx)=c—-0==z
=z ¢ Im(I - P)
= Ker(P) C Im({ — P).

(ii) Ker(P) D> Im(I — P)
Si z € Im(I — P) ,on définie I'application :

P((I - P)(z)) = P(x) — P*(x) = P(z) — P(z) =0
=z € Ker(P)
= Ker(P) D> Im(I — P).
Donc
Ker(P)=Im(I — P).

2 On montre que Im(P) = Ker(I — P).
(i) Im(P) C Ker(I — P)
Sixz € Im(P)= P(x) =z, on remplagant P par (I — P). Alors

(I-P)z)=xz—Plx)r—x=0
=z € Ker(I — P)
= Im(P) C Ker(I — P).
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(ii) Im(P) > Ker(I — P)
Siz e Ker(I — P)(z)

(I-P)x)=0 ©x—Px)=0
& v = P(x)

= Im(P) D Ker(I — P).

Donc

Im(P) = Ker(I — P).

Définition 2.2.1. (Un espace de Hausdorff)

Un espace topologique X est séparé ( ou de Hausdorff ) si

Vo #ye X, 3z € Uy, y € Uy owverts tel que U, NU, =)

Corollaire 2.2.1.

Toute projection continue dans un espace de Hausdorff est a image fermée. En par-

ticulier, les projections continues des espaces de Banach sont a tmages fermées.

Théoréme 2.2.1.

Si P est une projection continue dans un espace vectoriel topologique de Hausdorff

X, alors X est la somme directe de Im(P) et Ker(P), (c-d-d X =Im(P)® Ker(P)).

Preuve.

Par le corollaire précédant , Im(P) et Ker(P) sont fermé dans X, ou

Ker(P)={x € X,P(z) =0}

et
Im(P)={z € X, P(x) = z}.

On pose z = P(x) + (I — P)(z)
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1- i) P(z) € Im(P) car P(P(z)) = P*(z) = P(z).
ii) (I-P)(z) € Ker(P) car P((I-P)(z)) = P(z)—P*)= P(x)—P(x) = 0.
Alors
X =Im(P) + Ker(P).
2- i) P(x) € Im(P) = Ker(I — P) = P(x)= (I — P)P(z) = P(z) — P*(z) =
P(x)— P(z)=0
ii) (I — P)(z) € Ker(P) = (I —P)(z)=0.
Alors x € Im(P) N Ker(P) = {0}.
D’apres (1) et (2)
X =1Im(P) & Ker(P).

2.3 Sous-espace de dimension et de codimension
finie

Lemme 2.3.1. (Projection sur un sous-espace de dimension finie)

Si E est un sous espace vectoriel de dimension finie d’un espace normé X,

alors il existe un projection P continu sur X tel que Im(P) = E.

Preuve.
On choisit une base ey, ..., e, de E, et on désigne par €}, j = 1,...,n les formes
linéaires coordonnées sur E c’est a dire
1 st i=j ,
0 st i#j.
En utilisant le théoreme de Hahn-Banach on peut prolonger ces formes li-

néaire sur F en formes linéaires continues zj, ...,z sur X . On obtient que 'appli-

cation P définie par :

n
Vee X, P(z)=) zj(x)e;.
j=1
Est un projection continue de Xsur E que répond au probleme. O
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Corollaire 2.3.1.

Si E est un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace normé X, il

existe un sous-espace vectoriel ferméY C X tel que X = E®Y
Définition 2.3.1. (Codimension d’un sous-espace vectoriel).

Si lespace quotient X/Y est de dimension finie, on dit que le sous-espace

vectoriel fermé Y C X est de codimension finie dans X qu’on écrit
codim(Y') = dim(X/Y)

Lemme 2.3.2.

Soient E un espace vectoriel normé, M et N deux sous-espace vectoriel fermé
de E tels que M NN = {0}. Si dim(M) = codim(N) < oo, alors E =M @& N.
Preuve.

Soit m = 7y la surjection canonique de E sur £/N. Comme M NN = {0},

I’application 7y, est injective.D’ou
dim(m(M)) = dim(M) = codim(N) = dim(E/N).

Ainsi 7(M) = E/N = m(E). Maintenant si z € E quelconque, alors 7(z) € n(E) =
w(M).

Ainsi il existe xps tel que m(x) = m(xp). D’ou w(x — xp) € Kerm = N. On
en déduit donc que x € M + N. Ceci prouve que E = M + N et donc finalement
E=M®eN. O

2.4 Opérateur de Fredholm

Définition 2.4.1.

Soient X et Y deur R-espace vectoriels normés, on dit qu’une application
linéaire L : dom(L) C X — Y est de Fredholm si elle vérifie les conditions sui-

vantes :

1 Ker(L) = L7'({0}) est de dimension finie.
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2 Im(L) = L(dom(L)) est fermée et de codimension finie.

Rappelons que la codimension de Im(L) est la dimension de coKer(L) =
dim(Y/Im(L)). ( i.e : codim(Im(L)) = dimcoker(L) = dim(Y/Im(L)) )
Définition 2.4.2. (L’ndice)

Si L est un opérateur de Fredholm, alors son indice est ’entier
ind(L) = dim(Ker(L)) — codim(Im(L)).
Exemple 2.4.1.

1. S X etY sont de dimensions finies, alors tout application linéaire L : X —Y

est de Fredholm avec
— codim(Im(L))

)

= dim(Ker(L)) — dimcoKer(L)
)) — (dim(Y") — dim(Im(L)))
)

+ dim(Im(L)) — dim(Y)

2. 51X etY sont des espaces de Banach et L : X — 'Y est une application linéaire
bijective alors L est un opérateur de Fredholm d’indice 0. En effet, il découle de
la bijective que Ker(L) = {0x}, dont la dimension est nulle, et Im(L) =Y et

sa codimension est nulle, ainsi

ind(L) = dim(Ker(L)) — codim(Im(L))

= dim(Ker(L)) — dim (Im)EY)>

= dim{0x} — dim{0} = 0.
3. lidentité I : X — X est un opérateur de Fredholm d’indice 0.
ind(L) = dim(Ker(I)) — codim(Im(I))
=dim(Ker(I)) — dimcoKer(Im(I))

Im(1)
= dim{0} — dim{0} = 0.

:dim(Ker(]))—dim< X )
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Théoreme 2.4.1.

Si L est un opérateur de Fredholm, K est une application linéaire compacte,
alors L + K est de Fredholm et

ind(L + K) =ind(L).

En particulier,toute perturbation compacte de l’identité est un opérateur de
Fredholm d’indice 0.
Proposition 2.4.1.

Si L est un opérateur de Fredholm d’indice nul, alors L est surjectif si et
seulement si L est injectif.
Preuve.

Si L est surjective, alors Im(L) =Y =Y + {0} et par suite , dim{0} =

dim(Ker(L)) =0, donc Ker(L) = {0}, d’ou L est injective. O

Dans tout ce qui suit (sauf mention de contraire) L : dom(L) C X — Y désigne
un opérateur de Fredholm d’indice 0. Si L est de Fredholm, alors d’aprés ce qui

précede, il existe deux projections continues, P: X — X et Q) : Y — Y tel que
Im(P) = Ker(L), Ker(Q)=Im(L).
On pose
Xy =Im(l —P)=Ker(P) et Y =Im(Q)

alors,

X=Ker(L)® X;; Y =Im(L)®Y,
Considérons un isomorphisme
J:Im(Q) — Ker(L).

dont lexistence est assurée par le fait que dimker(L) = dimIm(Q) = n.
Remarquons que

dom(L) = Ker(L) & (dom(L) N X3).

Et que la restriction de L a dom(L) N X; est un isomorphisme sur /m(L), notons

par L, cette restriction c’est a dire L, : dom(L) N X; — Im(L), alors
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Lemme 2.4.1.

L, est un isomorphisme algébrique.

Preuve.

1- Montrons que L, est injective :
Soit © € Ker(L,) C Ker(L) = Im(P), alors il existe un y € dom(P) tel que
xr = Py.

Comme P est une projection, on obtient
r = Py = P’y = P(Py) = Px = 0.

Par conséquent, = = 0, et donc Ker(L,) = {0}, ce qui signifie I'injection de L,,.
2- Montrons que L, est surjective : puisque P est une projection , alors nous

pouvons écrire I'espace vectoriel X comme somme directe :
X = Ker(P)® Im(P) = Ker(P) ® Ker(L).

Prenons z € I'm(L), donc il existe x € dom(L) C X tel que Lz = z.

Comme X = Ker(P) ® Ker(L), alors il existe deux éléments uniques

{e € Ker(P) et f € Ker(L) telsque ©=e+ f.

On a
z=Lr=Lle+ f)=Le+ Lf=Le+0=Le
, ainsi e € dom(L).
Finalement, on obtient e € dom(L),e € Ker(P) et L,e = z, d’ou L,, est bien
surjective.

O

Soit K, : Im(L) C'Y — dom(L) N Ker(P) est bijectif, défini par K, := L',
que PK, = 0, et qu’il vérifie les propriétés :
Lemme 2.4.2.

1 Sur Im(L), on a LK, = 1.

2 Sur dom(L), on a K,L = (I — P).
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Preuve.
(1) Prenons z € Im(L), alors LK,z = L(K,(z)) = L,(K,(z)) = Ix.
(2) Comme Im(P) = Ker(L), alors Lp = 0, et par suite K,L = K,L(I — P).

Donc montrer (2), revient a vérifier que K,L(I — P) = K,L,(I — P).
Sion a Im(I — P) C dom(L,) = dom(L) N Ker(P), alors le résultat s’ensuit.
Prenons x € dom(L) Comme P(x) € Ker(L) C dom(L) et dom(L) est un sous

espace vectoriel de X, on a
(x — Px) € dom(L).

Puisque

P(x — Pr) = P(z) — P*(z) = P(x) — P(x) = 0.

Alors (x — Px) € Ker(P) et par conséquent (x — Pz) € dom(L) N Ker(P).
D’ici obtient Im(I — P) C dom(L) N Ker(P). D’ou en utilisant (1) :

K,L(I - P) = Kpr(I — P).
s’ensuit. []

Définition maintenant 'opérateur Kp,g : Y — X ,avec Kp,g = L' (I — Q).
Lemme 2.4.3.

L’opérateur L + JP : dom(L) — Y est un isomorphisme et
(L+JP) ' =Kpg+J'Q.
En particulier,
(L+JP) ' =J 'z Vz € Im(Q).

Preuve.

Pour l'injectivité de L + JP, soit © € dom(L) tel que
(L+ JP)x =0. (2.1)

33



De cette égalité on en déduit que
Lx € Im(L)NIm(J) = Ker(Q)NIm(Q) = {0},

d’ou = € Ker(L). Par conséquence, Px = = et compte tenu de (2.1) ou 0 < t < 1,
Jxr = 0, par suite x = 0. Pour la surjectivité¢ de L + JP,y € Y .

Affirmons que

z=(Kpg+J'Q)y,

est une solution de

(L+ JP)x =y.

En effet, comme J'Qy € Ker(L), il en résulte que

Lx = LKpgy.
= LL, (T~ Q)
= (I -Q)y.

Comme Kpgy € dom(L) N Ker(P), il en s’ensuit que

JPx = JJ_IQy = Qy,

conséquemment
(L+JP)x = (I - Q)y = Qy,
et
(L+JP) ' =Kpg+J'Q.
O
Lemme 2.4.4.

(A =dom(N)),SiN:ACX — X est une application, le probléme
x€dom(L)NA ,Lx = Nu.
est équivalent au probléme de point fize

z€ N x=Pr+J'QNz+ KpgNz.
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Preuve.
On a
[z € dom(L)NA |, Lx = Nx]

& [z edom(L)NA (L+ JP)x = (N + JP)z]

sre ;= (L+JP) ' (N+JP)].
D’autre part, en utilisant le lemme (2.4.3) :

(L+ JP)™{(N + JP) = (Kpg + J'Q)(N + JP)
= KpoN + KpgJP+ J'QN + J'QJP.
Puisque Im(J) = Im(Q) = Ker(I — @), il en résulte que
KpoJP =L;'(I—Q)JP =0.
Puisque Q|1m(q) = I|im(q) et Im(J) = Im(Q), on en déduit que
J'QJP=J"'JP=P

Par conséquent, (L + JP) ' (N+ JP)=P+ J'QN + KpgN. O

Soient X, Y deux espaces de Banach et L : dom(L) C X — Y un opérateur de
Fredholm d’indice 0.

Définition 2.4.3. (I’application L-compacte)

Soit Q0 un sous ensemble ouvert borné de X tel que dom(L)N§Y # O, Uapplica-
tion N : X =Y est dite L-compacte sur Q si QN(Q) est borné et KpgN : Q — X

est compacte.

Comme conséquence des lemmes (2.4.3) et (2.4.4) on a la définition suivant :
Définition 2.4.4. (le degré de Mawhin)

Si les opérateur L et N satisfont les propriétés mentionnées ci dessus,alors

le degré de coincidence de L et N sur §2 est définit par
deg[(L,N), 2| = degrs(I — M,$,0).
Ou M désignera la quantité donnée par :
M(P,J,Q) =P+ J'QN + KpgN.
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2.5 Preuve du théoréeme de Mawhin

Théoreme 2.5.1. Soit L un opérateur de Fredholm d’indice zéro, et N est

L-compact sur €. Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :

(i) Lz # ANz pour tout (xz,\) € [(dom(L) \ Ker(L)) N oQx]0,1][.

(ii) QNz # 0 pour tout x € Ker(L) N 0N

(iii) degp(J'QN|ker(r), 2 N Ker(L),0) # 0 o0 Q : Y — Y est la projection
définie ci dessus avec Im(L) = Ker(Q).

Alors Uéquation Lz = Nx admet au moins une solution dans dom(L) N €.

Preuve.

Pour A € [0, 1], considérons la famille de problemes
x € dom(L)NQ, Lr = ANz + (1 — \)QNz (2.2)
Soit M : [0,1] x 2 — Y une homotopie définie par

M\ x) =Pz + J 'QNz + AKpoNz

En vertu du lemme (2.4.4) , le probleme (2.2) est équivalent a un probleme de

point fixe z € Q et

= Pr+ J QAN+ (1= N)QN)z + Kpo(AN + (1 — \)QN)x
=Pr+ A 'QNz+ (1= NJ 'QNz + A\KpgNz + (1 — \)KpoQNz
= M(\, ).

Donc, cette dernieére équation est équivalente a un probleme de point fixe

re Q Jx=M\z) (2.3)
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S’il existe un z € 0N tel que Lx = Nz, alors nous avons terminé. Maintenant

supposons que
Lx # Nz pour tout x € dom(L)NK, (2.4)
et d’autre part
Lz # ANz + (1 — \)QNux. (2.5)
Pour tout (A, z) €]0,1[x(dom(L) N Q). Si
Lz = ANz + (1 - MN)QNux.

pour tout (A, z) €]0, 1[x(dom(L) N§2), on obtient par application de @ aux deux

membres de 'égalité précédente
QNx =0, Lxr=ANuz.

La premiere de ces égalités et la condition (i) impliquent que x ¢ Ker(L) N OS2 ,
iex € 00N (dom(L)\ Ker(L)) et donc la seconde égalité contredit (7).En utilisant

une nouvelle fois (1), il s’ensuit que
Lz # QNx pour tout x € dom(L)N ON. (2.6)

En vertu de (2.4) , (2.5) et (2.6) on déduit que

x # M\ z) pour tout (A x) € |0, 1] x 0N. (2.7)

Il est facile de vérifier que M (), ) est compacte car N est L-compacte sur € ,
dés lors en utilisant la propriété d’invariance par homotopie du degré de Leray-

Schauder, on obtient
degLs(I - M(O, .), Q, O) = degLs(I - M(l, .), Q, O) (28)
D’autre part on a

degrs(I — M(0,.),Q,0) = degrs(I — (P +J 'QN),Q,0). (2.9)
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Mais le rang de P+J 'QN est contenu dans Ker (L), d’ott en utilisant la propriété

de reduction du degré de Leray-Schauder et le fait que P|ger)y = I|ker(r), (car
Ker(L) = Im(P) = Ker(I — P)) on obtient

degrs(I — (P + J*QN),Q,0) = degp(I — (P + J 'QN),QnN Ker(L),0) (2.10)

= degp(J 'QN, QN Ker(L),0). (2.11)

En vertu de (2.8) (2.9) (2.11),il s’ensuit que degrs(I — M(1,.),Q,0) # 0, et donc la

propriété d’existence du degré de Leray-Schauder implique I'existence d’un = € 2

tel que

r=M(1l,z) ie x €dom(L)N Q , Lxr= Nz.
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Chapitre 3

Application de théoreme

3.1 Introduction

Dans cette partie, nous examinerons l’existence d’un solution pour le pro-

bléme aux limite dans R"™ suivant :

u” = / (tv u(t>’ul<t)) . 6]07 1[7

(3.1)
w'(0) =0, wu(l)=Au(n),

oun €]0, 1], # vecteur nul dans R" et A une matrice carrée d’ordre n satisfaisant

I'une des deux conditions suivantes :

(A1) A est idempotente, c’est-a-dire A2 = A, ou

(A2) A% =T (ici, I représente la matrice identité de taille n)

et ou f:[0,1] x R* — R" satisfait les conditions de Carathéodory, ¢’est-a-dire,

(a) f(-,u,v) est mesurable au sens de Lebesgue pour chaque (u,v) € R” x R",

(b) f(t,-,-) est continue sur R™ x R™ presque partout dans [0, 1],

(¢) pour chaque ensemble compact K C R?", la fonction hg (t) = sup{|f (¢, u,v)] :
(u,v) € K} est intégrable au sens de Lebesgue sur [0, 1], ot | - | est la norme dans
R™.

Par la théoreme de Mawhin et de théoreme et des lemmes auxiliaire. On dit
que le probléme (3.1) est en résonance si I’équation linéaire Lu = u” = 0, sous les

conditions aux limite posseéde une solution non triviale .
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4-

3.2 Préliminaires

Dans cette section, nous introduisons des définitions et des théoremes
importants qui seront utilisés pour prouver les résultats principaux.
1- Soit X ,Z deux espaces de Banach réels.

2- Soit L : dom(L) C X — Z un opérateur linéaire. L’opérateur L est dit étre un

opérateur de Fredholm d’indice zéro a condition que
(i) Im L soit un sous-ensemble fermé de Z,
(ii) codimIm L = dim Ker L < +o0.
Alors L est un opérateur de Fredholm 'indice zéro .

Si L est un opérateur de Fredholm d’indice zéro, alors il existe des projections

continus P: X — X et QQ : Z — Z tels que

ImP = KerlL, X =KerL® KerP,
et

Ker() = ImL, Z =1ImL ® ImQ

et I'application Lp := Ll 1)nker p : dom(L) N Ker P — Im L est inversible. On
note son inverse par Kp. L'inverse généralisé de L est noté Kpg = Kp(I — Q). De
plus, pour chaque isomorphisme J : Im () — Ker L, I'application JQ + Kpg : Z —

dom(L) est un isomorphisme et
(JQ+ Kpg)'u= (L+J'P)u, VYu € dom(L).

soit € un sous-ensemble ouvert borné de X tel que dom L N Q # () , opérateur

N :Q — Z est dit L-compact dans Q si :

(i) Papplication QN : Q — Z est continue et QN (Q) est borné dans Z,
(ii) KpoN : Q — X est complétement continue.

5- Si L est un opérateur de Fredholm d’indice zéro et que N est L-compact dans
Q, alors Pexistence des solutions de I'équation Lu = Nu, u € Q, est équivalente

a la conclusion que ® a des points fixes dans Q, ot
¢: =P+ (JQ+ Kpg) N.
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Théoréme 3.2.1. Soit 2 C X ouvert et borné, L un opérateur de Fredholm d’indice zéro

et N L-compact sur Q. Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :
(1)- Lu # ANu pour tout (u, \) € ((dom(L)\ Ker L) N oQ)x]0,1[;
(2)- QNu # 0 pour tout u € Ker L N OS2 ;

(3)- pour un isomorphisme J : Im @Q — Ker L, nous avons
deg (JQN| ., ;2N Ker L,0) # 0,

ou Q : Z — Z est un projection donné comme ci-dessus.

Alors, I'équation Lu = Nu a au moins une solution dans dom(L) N €.
Théoréme 3.2.2. (Ascoli-Arzela)

Considérons X = C([a,b]) muni de la norme ||u|| = nz?<xl)|u(t)\, avec —o00 < a < b <
a/\ ~

+00. ST M est un sous ensemble de X tel que :

(i) M est borné :
lu@®)|| <r, Yue Met r>0

(ii) M est équicontinu :
Ve>0,30>0 tqg ,[ti —ta] <9 et Yue M = |u(ty) —u(ty)| <e.

Alors, M est relativement compact .
Théoréme 3.2.3. (Convergence dominée de lebesgue)
Soit (f,) une suite de fonctions de L*. On suppose que
i) fu(z) = f(x) p.p sur Q.
ii) 1l existe une fonction g € L' telle que pour chaque n, |f,(z)] < g(x) p.p. sur Q.

Alors
fe Ll(Q) et || fo—fll;. — 0.

Pour étudier le probleme (3.1)en utilisant le Théoreme 3.2.1 ;nous introduisons les
espaces X = C'([0,1];R™) avec la norme [lu| = max {||ulloo, [|[&/[| .}, OU || - [loc est la
norme sup et Z = L' ([0, 1];R"™) avec la norme de Lebesgue notée || - ||;. De plus, nous

utiliserons 'espace de Sobolev défini par
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Xo:={u:[0,1] = R™ | u,u est absolument continue sur [0,1] et u” € Z}

Ensuite, nous définissons 'opérateur L : dom(L) C X — Z par Lu := u”, ou

dom(L) = {u € Xy : v/(0) =0, u(1) = Au(n)}
Lemme 3.2.1.

L’opérateur L est un opérateur de Fredholm d’indice zéro.

Preuve.

Soit u € dom(L) :

w' = Lu
= /Os u"(T)dT = /Os Lu(r)dr
= /() — ' (0) = /O " Lu(r)dr

et Comme u'(0) = 0 (6 un vecteur nul dans R") , alors :

/Ot u'(s)ds = /Ot ds /OS Lu(7)dr

u(t) = u(0) + /Ot ds /0S Lu(t)dr, te€]0,1]

donc,

ainsi,

Ker L = {u € dom(L) C X : Lu(t) = 0,t € [0, 1]};

=u'(t) =
et comme u'(0) = 6 alors :
cl = 0
alors :
u(t) =c

(3.2)



d’autre part on a : u(1) = Au(n) ,donc :
c=Ac

= (I—-A)}c=0

= c € Ker(I — A)

donc :

KerL={ue X :u(t)=c,te0,1],c € Ker(I — A)} = Ker(I — A);

Maintenant, nous devons prouver que
ImL={z€Z:¢(z2) elm(I —A)}

ou ¢ : Z — R™ est un opérateur linéaire continu défini par

n s 1 s
o(z) = A/ ds/ z(r)dr—/ ds/ z(r)dr, ze€Z (3.3)
0 0 0 0
En effet, soit z € Im L de telle sorte que z = Lu, pour u € dom(L). En utilisant la
condition u(1) = Au(n), il découle de (3.2) que

u(0) + /01 ds /OS z(T)dr = A (u(O) + /O77 ds /0S z(7)d7‘>
ce qui implique ¢(z) = (I — A)u(0). Cela montre que ¢(z) € Im(I — A), alors
ImLC{zeZ:¢(z) elm(I —A)}

En retour, si z € Z tel que ¢(z) € Im(I — A), alors il est facile de voir que z = Lu, ou

u € dom(L) est défini par
u(t) =€+ /Ot ds /OS z(T)dr
avec £ € R" satisfaisant (I — A)§ = ¢(z). Cela signifie que z € Im L, alors
{z€eZ:¢(z) elm(I—A)}CImL
Ensuite, nous posons Py = k(I — A), ou
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1, sila condition (A1) est vérifiée, c’est-a-dire, A2 = A

%, si la condition (A2) est vérifiée, c’est-a-dire, A% =T

et considérons 'application linéaire continue () : Z — Z définie par, pour z € 7,

2
Q=) =

Nous notons que si z(t) = h € R",Vt € [0, 1], alors

A/ ds/ dT—/ ds/
:A/O /0 hdrds—/o /0 hdrds
- A/n/sdes—/l/Osdes)h

A/ ds—/ rlsds)h
:(A/O sds—/o sds)h

(I = Pa)o(2), te][0,1] (3.4)

Ui
=33
—;(nQA—I)h

= ¢(z) = ; (nPA=1)h (3.5)

1
n? —

Q=(t) = (I—PA)¢(2):772_1(I—PA);(772A—I)h: (1= Pa) (A= 1)

De plus, (I — P4)> =1 — Py et (I —Py) (PA—1)= (n> —1) (I — Py). alors,

Qx(t) = (1= Pa) (A1)
- o= 1 (P = 1) (T = Py
— (I—Py)h
— (- Pa) 2t
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Par conséquent, il s’ensuit que

Q*2(t) = Q(Q2(t)) = (I — Pa) Qx(1)

= (I — Pa)(I — Pa)z(t)

= (I — Pa) 2(1)

= Qz(1)
pour tout ¢ € [0,1]. Ainsi, application @ est idempotente et par conséquent, @) est

un projection linéaire continu. Nous prouvons maintenant les trois énoncés suivants

i/ Ker@Q =ImL,
i/ Z=ImL®ImQ,
iii/ Im@Q = Ker L,

ce qui nous permet de conclure la preuve de ce lemme. Tout d’abord, il est clair que

zeKer@Q <& Qz(t)=0
2

N m(I—PAM(Z):O
& (I —Pa)o(z) =0

& 0(z) = Pag(z)

& P(z) € Im Py

& ¢o(z) €eImk(l — A)

< ¢(2) €eIm(I — A)

& zelmlL

Cela montre que Ker Q = Im L. Par conséquent, nous obtenons également ii/, ¢’est-a-
dire, Z =KerQ ®ImQ =ImL & ImQ.
Maintenant, soit z € Im (). Supposons que z = (Qz;, pour z; € Z. Ensuite, puisque

P% = P4, nous avons :

2 2
n2_1(I—PA)¢(Z1):ﬁ

PAZ<t):PAQ21(t):PA PA([—PA)(b(Zl):Q, tE[O,l].

Cela implique que Q2 € Ker P4 = Ker(I — A). Ainsi, z € Ker L, donc Im(Q) C Ker(L) .
Réciproquement, pour tout z € Ker L, il existe § € Ker P4 tel que z(t) = § pour
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tout ¢ € [0, 1]. Ensuite, nous avons
Qx(t) =QB = —Pa)f=pB=2(t), tel01]

Cela implique que z € Im(Q),donc ker(L) C im(Q) .

Ainsi, nous obtenons Im () = Ker L. Ensuite, le Lemme 3.2.1 est démontré.

Maintenant, nous définissons un opérateur P : X — X par

Pu(t) = (I — Pa)u(0), Vte]|0,1]. (3.6)
Lemme 3.2.2.

Nous avons

i/ L’application P définie par (3.6) est un projection continu satisfaisant les identités
ImP =KerlL, X =KerlL & KerP.
i/ L’opérateur linéaire Kp : Im L — dom(L) N Ker P peut étre défini par
t s
Km@:ﬁﬂdd+/®/zﬁMntemﬂ (3.7)

0 0

ou Kk est défini comme dans la preuve du Lemme 3.2.1. De plus, Kp satisfait

—1
Kp = (Llomprier) ¢t [Kpzl <Cllz]h,
avec C' =14 & ||Pall, (n||All« +1) (|| - ||« est la norme mazimale des matrices ).

Preuve.
i/ 11 est clair que P est un projection continu. De plus, nous avons Im P = Ker L. En
effet, si v € Im P, alors il existe u € X tel que

u(t) = Pu(t) = (I — Pa)u(0), Vte[0,1] (3.8)

Il est nécessaire de noter que

A siA2=A

Y

I+A), siA’=1

[—Py=
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donc,

(I —A)A, si A2=A
(I —A)I = Pa) =
%([— AT+ A), siA?2=1
A— A% siA2=A

S(I—A%), siA*=1

alors,
(I—A)(I—P)u0)=0= (I—Aw(t)=0=v(t) CKer(l —A) = vecKerL
Cela montre que Im P C Ker L. Inversement, si v € Ker L, alors
v(t) =& € Ker(I — A), Vtelo,1]
Ensuite, nous déduisons que
Pot) = (I = Pa)o(0) = (I — Py)€ = € =v(t), Vie0,1]

Cela montre que v € Im P, donc Ker L C Im P. Par conséquent, nous pouvons conclure
que Im P = Ker L et comme

X=ImP&®KerP

alors

X =KerL @& Ker P

ii/ Soit z € Im L. Alors nous avons ¢(z) € Im(I — A) ce qui signifie que ¢(z) = (I — A)S,
ou 5 € R™. Il découle de (3.7) et (3.8)

PEp(=(t)) = (I — Pa) Kpz(0)
— (I — Py) (kPad(2) + /0 s /O " o(r)dr)
= k(I — Pa) P4g(2)
— k(I = Py) PA(I — A)3
= rPa(I — Pa) (I - A)B

=60, Vtelo,1].
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Ainsi, Kpz € Ker P. 1l est facile de montrer que Kpz € dom(L). Donc Kp est bien
défini. D’autre part, si u € dom(L) N Ker P alors

t s
KpLu(t) = kP (u") —i—/ ds/ u”(7)dT
0 0
D’un autre cdté et comme u(1) = Au(n) on a,
1
u”) A/ ds/ ds/ u”
0 0

= A(u(n) — uw(0)) — (u(1) —
= Au(n) — u(1) + u(0) — Au(0)

— (1 - A)u(0)

/Ot ds /OS u"(T)dr = u(t) — u(0)

~—
/—\
(e
~—
~—

et aussi comme

o KpLu(t) = kPs(I — A)u(0) + u(t) — u(0)
= k(P — I)(I — A)u(0) + w(I — A)u(0) + u(t) — u(0) "
= P4u(0) + u(t) — u(0)
— u(t)
de plus,
LKpa(t) = (RPad(2) + [ ds | =) -

= z(t)

-1
Cela montre que Kp = (L| dom(L)"Ker P) . Enfin, de la définition de Kp, nous avons

(Kp2) (1) = (sPad(=) + [ ds [ ayar

_/ ds, telo,1]

En combinant (3.3), (3.7) et (3.9),nous obtenons
(1) [Ep2(t)llo < w1 Pall, [o()] + 121y
(2) [o(2)] < (L +nllAll) =1

(3) I(Kpz) (D]l < I,

(3.9)
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Et comme || K,z(t)|| = max{Hsz(t)Hoo, H(sz)’(t)Hoo} alors ||Kpz|| < C||z||1. Le lemme
est complétement prouvé. O
Lemme 3.2.3.

Lopérateur N : X — Z défini par

Nu(t) = f (t,u(t),d'(t)), p.p., te€[0,1]

est L-completement continu.

Preuve.

Soit © un ensemble borné dans X. Posons R = sup{|ju|| : v € Q}. Des hypotheses sur la
fonction f, il existe une fonction mpr € Z telle que, pour tout u € €2, nous avons
INu(®)] = [f (t,u(t),w' (D)< sup  [f(t,2,y)]

(z,y)e(Imu,Imu’)

< sup [tz y)| = hi(t) = mg(t), p.p.,t€]0,1].
(z,y)€[—R,R]2=k

(3.10)
I1 découle de (3.3), (3.10) et de l'identité suivante
2
QNu(t) = —=— (1= Pa) o(Nw (3.11)
1- que QN (Q) est borné car :
comme,
s 1 s
S(Nu) = A/77 ds/ Nu(T)dT—/ ds/ Nu(r)dr
0 0 0 0
alors,
s 1 s
(N < Al ["ds [ INu(r)ldr = [ ds [ |Nu(r)lar
0 0 0 0
n s 1 s
<lAll. ["ds [“ima(ldr + [ ds [ jmao)ldr
077 0 ) 0 0 (3.12)
<Al [ llmellzids + [ el ids
< ([AlLnlimellrr + [[mel) = ¢ < oo
Donc :

Q(Nu) est borné pour tout u € Q => Q(Nu) est borné pour tout u € Q = QN(Q)

est borné.
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2- et que QN est continu :
soit (uy,) € Q tel que u, — u € Q

lim_ Nu,(t) = T f(t,ua(t), u(t)

n——aoo

— f(t. fim_un(0), T u,/(2)

)
= f(t,u(t), v (1))
= Nu(t)

et on & |[Nu(t)] < mg(t) € L'([0,1]),Vn € N . Alors d’aprés le théoréme de convergence

dominée de Lebesgue on a

lim /s Nu,(7)dr = /s lim Nu,(7)dr = /s Nu(r)
0 n——0o0 0

n—aoo Jo

Donc on déduit que
lim ¢(Nuy,) = ¢(Nu) = lim ¢Nu, = Nu = QN est continu.

Maintenant, nous allons prouver que KpoN est completement continu. Tout d’abord,

notons que, pour chaque u € €2, nous avons

KpoNu(t) = Kp(I — Q)Nu(t)
2
n?—1
= kPrd(Nu) + /Ot ds /OS Nu(T)dT —

= KpNu(t) —

(I = Pa) ¢(Nu) (3.13)

ﬁKP (I — Pa) ¢(Nu)

et d’apres la définition (3.7) de K, et comme PA(I — P4) =0 alors :

KpoNu(t) / ds / Nu(r — (I = Pa) o(Nu) + kPag(Nu),

et nous avons

(KpoNu) ( / Nu(s - (1= Pa) 6(Nu)

De plus,on a

[p(Nu)| < (llAll + 1) [[mlly (3.14)
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En combinant les équations (3.10) et (3.13)-(3.14), nous pouvons trouver deux constantes

positives Cy, Cy telles que

[KpoNu(t)] < Ci[lmell,,  [(KpoNu) (1) < Ca|lmel,
pour tout t € [0, 1] et pour tout u € Q. Cela montre que
|KpgNul| = max {KpgNu(t), (KpgNu)'(t)}

< max {C [|mgl; , Cs |mg|l,}

< max {Cy, Co} [|mal; ,

c’est-a-dire, KpgoN(Q) est uniformément borné dans X. D’autre part, pour ¢;,%, € [0, 1]

avec 1 < to, nous avons

1
\KpoNu (ts) — KnoNu (t1)] < /t ds / Nu(r)dr| + 772 - (B 8) (1 - Py o(Nu)
1 —
/t ds/ INu(Dldr + 5= (12 = 01) (T = Pa) (V)|
2
< [tz = tal [[mell; + ﬁ!tz — 4] [[I = Pall, (nl|All« + 1) [|mel],

< Cs|lmgly [ta — t]

et

(g (t2) = (g (1) < [ IVul(s)lds + | = (ta = 12) (7 = Pa) 6(V0)

7?—1

1)
</ mg(s)ds +

t1

g (=) (L= P ()AL +1)|

* m(s)ds + |2
g/ s+
7]

t1

o (= PO GlAL 1) el b 1

to
< [ mals)ds + Ca mally ft2 — 1]
1
ce qui prouve que la famille KpgoN(Q2) est équicontinue dans X. Comme KpgoN(€2) est
uniformément borné et equicontinue donc d’apres le théoreme d’Arzela-Ascoli, KpgoN ()

est un sous-ensemble relativement compact dans X.

Enfin, il est facile de voir que Kpg/N est continu :
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nh—I>noo KRQNUn(t) = nh—I>noo KP(I — Q)Nun(t)
— Kp(I— Q) lim_Nu, ()
= Kp(I — Q)Nu(t) = KpgNu(t)
Ainsi, U'opérateur N est completement continu pour L. La démonstration du lemme

est complete. O

3.3 Résultat principal et exemple

Dans cette section, nous utilisons le Théoreme 3.2.1 pour prouver 'existence
des solutions du probleme (3.1). A cette fin, nous supposons que les conditions suivantes
sont remplies :

(B1) Il existe les fonctions positives a, b, ¢ € Z avec (||[I — Pal|, + C) (|lall1 + [|0]]1) < 1
telles que

[F(tu,0)] < a(t)u] + 0(E)[v] + ¢(t) (3.15)

pour tout t € [0,1] et u,v € R™, ot C' est la constante donnée dans le Lemme 3.2.2;
(B2) 1 existe une constante positive A; telle que pour chaque u € dom L, si |u(t)| >
Ay, Vt € [0, 1], alors

/nl ds /0 f(mu(r), o (7)) dr ¢ Tm(I — A) (3.16)

(B3) Il existe une constante positive Ay telle que pour tout @ € R™ avec o = A« et
la| > As, soit
(. QN(@)) <0 ou (@, QN(a) >0 (3.17)

ou (-,-) représente le produit scalaire dans R".
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Lemme 3.3.1.

Soit Q1 = {u € dom(L)\ Ker L : Lu = ANu, X €]0,1]}. Alors, Qy est borné dans X.

Preuve.

Soit u € €. Supposons que Lu = ANwu pour 0 < A < 1. Alors il est clair que Nu €
Im L = Ker @, ce qui implique également que ¢(Nu) € Im(I — A) par la définition de

Im L. D’autre part, nous avons

[ ds [ f uto) (o) dr = —o(Nu) - (1 ) ["ds [ f (ulr) ol () dr

Ainsi, fnl ds 5 f (t,u(7),'(7))dr € Im(I — A). En utilisant I'hypothese (B2), il existe
to € [0, 1] tel que |u (to)| < A;. Alors nous obtenons

u(0)| = ’u(to) — /Oto u'(s)ds
< \u(to)11+/0 [/ (s)] ds (3.18)
<A, +/0 |u'(s)| ds

<A vl

i (8)] = ‘ / “u(s) + ' (0)ds
</ " (s)] ds (3.19)

1
< [ (s)lds = [l
0
pour tout t € [0, 1]. Mais,
10|00 = suprepo,nlt’ (t)] < suptepo,l| Lulls - = [|Lully = Al[Nully - < ||Nully
Cela implique que
[Pull = [[(1 = Pa) u(0)]
< | = Pall, [w(0)]
(3.20)
<M = Pall, (Ar + [/ o0)
< = Pall, (A + | Nulf1) -
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D’autre part, notez que (Id — P)u € dom L N Ker P. Alors

|(1d = Pyul| = | KpL(Id — Pyul| = | KpLu — KpLPu]
< || KpLull
(3.21)
< O Lull
= CA[[Nully < C|[Nul|y
ol la constante C' est définie comme dans le Lemme 3.2.2 et Id est 'opérateur d’identité

sur X. En utilisant (3.20), (3.21) nous obtenons

[ull = [[Put(Id=P)ul| < [|Pul +[|(1d=P)ul| < Ay [T = Pall,+ (1 = Pall, + C) [ Nul],

(3.22)
Par (B1) et la définition de IV, nous avons
! /
INully < [1F (s, us), /()] ds
< llallllulloo + 0l 1w/l + llelly
< llall max({|ullos, 1ufloo) + [1b]lr max([|uloo, 1u'floo) + [lel1 (3.23)
= llallxllwll + [0l [Jull + flclly
= (lallx + [16ll) el + flefly-
En combinant (3.22) et (3.23), nous obtenons
INul, < Ay [T = Pal, (lalls + 16ll1) + llells
L= (I = Pall, + C) (lalls + lIo]l1)
La derniére inégalité, combinée a (3.22), nous permet de déduire que
sup [|ull = sup max {|Jul|«, [|u]| .} < 400
ue u€eN
Ainsi, Q; est borné dans X. O

Lemme 3.3.2.

L’ensemble 2y = {u € Ker L : Nu € Im L} est un sous-ensemble borné de X.
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Preuve.

Soit u € Qy. Supposons que u(t) = ¢,Vt € [0,1], ou ¢ € Ker(I — A). Puisque Nu € Im L,
nous avons ¢(Nu) € Im(I — A). Par les mémes arguments que dans la démonstration du

Lemme 3.3.1, nous pouvons montrer que
Jull = [[ulle = [u ()| = [e] < A
Ainsi, Q5 est borné dans X. ]

Lemme 3.3.3.

Les ensembles Q3 = {u € Ker L : —Au+ (1 = \)QNu =60, € [0,1]} et
Qf ={ueKerL:  u+(1—-XNQNu=60,\¢e][0,1]}

sont bornés dans X a condition que la premiere et la deuziéme partie de (3.17) soient

respectivement satisfaites.

Preuve.
Cas 1 : (o, QNa) < 0. Soit u € Q3. Alors, il existe a € Ker(I — A) tel que u(t) = «,Vt €
[0, 1], et

(1-XNQNa = Aa. (3.24)
Si A = 0, alors il découle de (3.24) que Na € Ker @ = Im L, c’est-a-dire, Na € Q5. En

utilisant le Lemme 3.3.2, on déduit que |lu]| < A;. D’autre part, si A €]0,1] et |a| > Ay

alors, par hypothese (B3), on obtient une contradiction

0<Ma?>=(1-N{a,QNa) <0

Ainsi ||u]| = || < Ay. Par conséquent, on peut conclure que €23 est borné dans X.
Cas 2 : (o, @QNa) > 0. Dans ce cas, en utilisant les mémes arguments que ci-dessus,

on peut également prouver que €5 est également borné dans X.

Théoréme 3.3.1. Sous les hypothéses (B1)-(B3), le probléme (3.1) a au moins une so-

lution dans X.
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Preuve. Nous allons démontrer que toutes les conditions du Théoreme 3.2.1 sont
satisfaites, ot Q est ouvert et borné tel que U?_, Q; C Q. En utilisant le Lemme 3.3.1 et

le Lemme 3.3.2 ;nous ’avons donc :
Vu € ((dom(L)\ Ker L) N 99) :u ¢ Q1 = Lu # ANu,VYA €]0,1]
Et
Vu e (Ker LNON) :u ¢ Qy = QNu # 6

Donc les conditions (1) et (2) du Théoreme 3.2.1 sont vérifiées. Il reste donc a vérifier que
la troisitme condition est respectée. A cette fin, nous appliquons la propriété du degré

d’invariance sous une homotopie. Définissons

H(u,\) = £ u+ (1 = A\)QNu

ou nous choisissons I'isomorphisme J : Im ) — Ker L comme l'opérateur identité. Par

le Lemme 3.3.3, nous avons H (u, \) # 6 pour tous (u,\) € (Ker L N 9NQ) x [0, 1]. Ainsi,

deg (QN |k, ;2N Ker L, 8) = deg(H(-,0), 2N Ker L, 0)
=deg(H(-,1),Q2NKer L, 0)
= deg(£Id, 2N Ker L, 0)
— 41 4£0.

alors,la condition (3) du Théoreme 3.2.1 est vérifie. Ainsi le Théoréme 3.3.1 est démontré.

O

Exemple : Considérons le probleme de valeur limite suivant pour le systeme d’équa-

tions différentielles du second ordre de la forme

a"(t) = fi(t,x(t),y(t),2'(t),y/(t), t€]0,1]
y'(t) = f2 (t,2(t),y(t),2'(t),y' (), ¢ €]0,1]
2'(0) = 3/ (0) = 0 (3.25)
(1) = 22(3/4) — 2y(3/4)

y(1) = x(3/4) —y(3/4)
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ol f;:[0,1] x R* - R,i = 1,2, sont définies respectivement par

3

t
t 2 2 3.26
Ji(tx,y1, 00, 92) = 96\/—(|~’Ul\ + ) + 48\/9C2+Z/2 (3.26)

t+2 t?
faltonnma) = o2 () g (Ui eag)  (329)

pour tous ¢ € [0,1] et (z1,11), (z2,92) € R%.

2
Fixons n = 3/4,A = et définissons la fonction f : [0,1] x R? x R? — R?
1 -1
par
[t ur,u) = (fi (8w, us) , fo (8w, un)) (3.28)

pour tous ¢t € [0,1] et uy = (z1,y1),us = (z2,y2) € R Alors le probleme (3.25) a
une solution si et seulement si le probleme (3.1), avec A et f définis comme ci-dessus, a
une solution. Ainsi, nous devons seulement montrer que les conditions du Théoreme 3.3.1
sont satisfaites.

Tout d’abord, il est clair que A*> = A. D’autre part, a partir de (3.26)-(3.28), il est

évident que la fonction f satisfait la condition (a) et (b) de Carathéodory

Maintenant soit : K C R* = R? x R? compact, alors K est borné
= Ir > 0,Y(xy, 29, x3,24) € K, |z;] <7/i =1,2,3,4.

Et soit (u,v) € K :u= (x1,11),v = (22, ¥2)

t+2 ms_ (tt2
|fi(t,w,v)| = [ fi(t, 21, 91, 22, y2)| < 96\/5(7”"‘7’) r2 4t = (48\/_ \@) r

De méme on trouve :

| f2(t,u, 0)| = [ f2(t, @1, 1, @2, 42)| < 96\/—(r+r)+ln (1+\/W)

:g/z_r—l—ﬁln(l—l—\/ir)

s (i;j’ i f)
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Alors,

sup |f(t,u,U>| = Sup | (fl (t,u,v) 7f2 (t,u,U)) |
(u,w)eK (uv)eK

= sup \/fl (t,u,v) + [ (t,u,v)

(u,w)eK
t+2 3 2 t+2 3 2
< s (B2 Lva)e) (24 Bva)y
(wm%(d<<48v§ 48 ) ) ((48v§ 48 ) )
o t+2+t3 r+2+t3
X Su _— — |l r=— —|7r
bk \ 48 24 8 2

t+2 3
< - _
hk(t) ( 18 + 24>

1 Lit+2 ¢
<[22
:ié (t) o(%*dgr<m
Alors hy(t) € L'([0,1]) c-a-d hy(t) est Lebesgue intégrable,donc la condition (c) est vérifie.
Ensuite, nous vérifierons les conditions (B1)-(B3). Il découle de (3.26), (3.27) et (3.28)

Donc,

que :
t3
t = |fi(t 5+ 5
[t = v )] = 552 o+ D + g+
on a :
1] + |y1| < max(|z1], [y1]) + max (|21, [y1]) = 2[|ul] = 2]u]
et on a :
Va3 + 43 < \/_|U|
Alors : \/_
t+2 t3
t,u,v 2|ul + \/_ = *
1t 0,0 < S22l + 5 lol = 2l + Yl )
De méme on trouve :
t+2 Vrﬁ
t,u,v 2|u + 142w v K
ot 0] € gom2lul+ (14 VR < Sl + Sl ()
Donc d’apres (*)et(**) :
t+2 ¢7 42 ¢

Alors,
£ (&, u,0)] < a(t)|u] + b(E)|v]
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Pour tout ¢ € [0,1] et u,v € R?ou

t+2 t?
t)=——, b(t)=—.
o) =22 = L
Puisque a,b € L' ([0, 1;R¥) et ([[1 = Pall, + C) (llalls + [Ib]l1) = 1/2 < 1, la condition
(B1) est satisfaite.

Maintenant nous vérifierons la condition (B2), soit 8 = (81, f2) € R?;

—B1+ 20
— 51+ 202

(I—A4)=

-1 2]
— (I - A)f =
-1 2

on remarque que :—/f3; + 208, = —f31 + 235 donc :
a=(a,an)=I—-A)pPecln(l —A) = a1 = ay

alors,
Im(I = A) ={(¢;9) : ¢ € R} (**%)
Pour tout u = (x,y) € dom(L) on a

Z[+lyl Zz+y et (@) 4+ (¥)*>In(1+/(2)? + (¥)?)

Alors,
fl <t7 U(t), ul<t)) > f2 (t’ u(t)7 ul(t» , te [07 1]

Cela implique que

[as [ fieati@a £ [ as g, di

Par conséquent,et en raison de (***) :

zjdsésf@ﬂmwﬂ/@»dtgInmf_fﬂ

Alors A = 0 Vu € dom(L) , |u(t)| > 0 et Vt € [0, 1] la condition (B2) est vérifie.

Enfin, par un calcul simple, nous avons

2 2
Qz(t) = (I — Pa)o(2) = (@)27_114(?(2) = [

—32/7 32/7

4

647 64/7 ]
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pour tout z € L' ([0,1): R2), ot ¢(z) = A [ ds [2 2(r)dr — [y ds [$ z()dr

Soit a = (2av, avp) € Ker(I — A). Alors nous avons

Na = (fi(t,a,0), folt, @, 0))

t+2 t+2
_ (m(zmoy +lal), g5 5 (200 + a))

t+2 t+2
= ("2
(55 . &5 2 300))
C(t+2 42
- 96\/571796\/572
et
3/4 s 1 s
o(Na) :A/ ds/ Na(T)dT—/ ds/ Na(r)dr
0 0 0 0
A/3/4d /3 TH+2 1742 g /1d /S TH+2 742
= s : T — s ,
o o \o6v2 " 06v2 " o ® o 062" 06v272)

3/4 (\2(s? +4s)  /2(s% + 4s) LV2(s2 +4s)  /2(s? +4s)
_A/o < 384 U 384 ds_/o 51 0 saa o 2)

12 2 2nv2 2tV (V2 7\/’
] 8192 'V 8102 1152 1152 2

_( 27 27 272 27 ) (7\/‘ 7f>

2048v2 1 20487 8192 1 81922 1152 " 11527
19 27 272 691
- (18432\/5% T o0a8v2 T R102 1T 36864\/§%>
1 /19 81 81 691
= m <1536% - 5@72, @71 - 307272>

ou 71 = 3|ag|, 2 = 3ap. Ainsi, nous obtenons

Q(Na) =

(I — Pa) 9(Na)

» (19 s1 8l 691 )
-1 12v2 \1536 "~ 512 7* 1024 3072
1

B 764674<19 81 8l _691>
- 32 32 | \1536 " 512 %1024 3072

122 7 72
1 (—19 L s 8 691 -19 8 . 81 69l >
T2 \168 s T 127 T 336 336 1 1122 T 224 T 672
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Alinsi,

1 205 1 205
Na) = {(2 % =2 3ao] — 3a0), ——= x 2 (3[a| — 3
(0,Qi¥a) = ((2aa,00). (15175 x 330 (Gl = 300). 135 % 202 (Blaal —3au) )
205 205
= ((2 ——F (3 -3 — (3 -3
(200, 00) . o375 (Bl = 300). g Gleal = 300)))
1025 1025

= —— || - —=«
26381/2 olal 26882 °

1025

Cela montre que (o, QNa) < 0 pour tout o € R, alors JA; = 0,Va € R" et o = A«
et Jaf > Ag @ (o, QNa) < 0 c'est-a-dire que (B3) est satisfaite. Grace au Théoréme 3.3.1,

le probleme (3.25) a au moins une solution.
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Conclusion

Notre objectif principal dans ce mémoire est d’appliquer le concept de coincidence de
Mawhin pour étudier I'existence d’au moins une solution pour un probleme en résonance
dans R™ avec des conditions aux limites.Pour mieux illustrer nos conclusions, nous pré-

sentons un exemple concret.
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abstract

In this thesis, We apply Mawhin’s coincidence degree theorem to obtain

a sufficient condition for the existence of at least one solution for a class of

nonlinear second-order differential equations in R"associated with three-point

boundary conditions.To make our conclusions clearer, we propose a concrete
example.

Keywords : Three-point boundary value problem,Fixed point theorems,

Resonance, Coincidence degree theory.

Résumé

Dans cette mémoire, Nous appliquons le théoreme du degré de coin-
cidence de Mawhin pour obtenir une condition suffisante pour I'existence d’au
moins une solution pour une classe d’équations différentielles non linéaires du
deuxiéme ordre dans R"”, associées a des conditions aux limites a trois points.
Pour rendre nos conclusions plus claires, nous proposons un exemple concret.

Mots-clés :Probléeme aux limites a trois points, Théorémes des points fixes,
Résonance, Théorie du degré de coincidence.
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