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Résumeé

Dans ce travail, on s'intéresse a la méthode "double transformation de Laplace™ et
a ses applications pour résoudre des équations aux dérivées partielles homogenes et
non-homogeénes d'ordres fractionnaires o ou 0 < a < 1, et des équations aux
dérivées partielles d'ordres fractionnaires o ot 1 < a < 2. Nous comparons
également les solutions des équations obtenues avec des résultats d'autres travaux
afin de prouver I'efficacité de cette méthode.

Abstract

In this work, we are interested in the "double transformation of Laplace" and its
applications to solve homogeneous and non-homogeneous partial differential
equations of fractional orders o where 0 < a <1, and partial differential equations
of fractional orders o where 1< a <2 We also compare the solutions of the
equations obtained with results from other works in order to prove the
effectiveness of this method.



Notation

r Fonction Gamma.
15} Fonction béta
E, Fonction de Mittag-Leffler a deux parametres.
E, Fonction Mittag-Leffler a un seul parametre.
RL Do Dérivée fractionnaire de Riemann- Liouville
“pa Dérivée fractionnaire de Caputo
I, Intégrales fractionnaire de Riemann- Liouville.
R L’ensemble des nombres réels.
C L’ensemble des nombres complexes.
F(s) = L{f(t); s} Transformation de Laplace.
F(p,s)L. L f(x,t);p, s} Double transformation de Laplace.
L{f(t) % g(t); s} Transformation de Laplace de la convolution.
AC"|a, b AC est désigne des fonctions absolument continues.
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Introduction

Les équations aux dérivées partielles sont plus importantes que d’autres, en raison de
leurs multiples utilisations scientifiques, ou elles sont impliquées dans ’étude de certains
phénoménes liés a la vie humaine et a 1'univers, tels que les phénoménes d’ingénierie, les
phénoménes mécaniques, les phénoménes chimiques et les phénoménes biologiques.

Selon I'importance de ce type d’équations vient l'importance de connaitre leurs so-
lutions et comment les atteindre. C’est pourquoi de nombreux chercheurs s’efforcent de
découvrir des méthode qui faciliteraient la résolution de ce type d’équations, qu’elles soient
d’ordre ordinaire ou fractionnaire.

Parmi les méthodes les plus connues et les plus utilisées dans ce domaine se trouve " la
méthode transformation de Laplace" qui, malgré son apparence ancienne, est encore utili-
sée aujourd’hui, car elle transforme une équation différentielle en une équation algébrique
facile a résoudre, et en utilisant sa transformation inverse, nous obtenons la solution sou-
haitée.

Cette transformation est une transformation intégrale (c’est-a-dire dffinie a I’aide d’une
intégrale), attribuée au mathématicien francais Simon Laplace (1749-1827), elle porte donc
son nom. En raison de I'apport précieux qu’il a apporté aux chercheurs dans le domaine
des équations différentielles ordinaires ou des équations aux dérivées partielles, il a acquis
une grande renommée parmi les chercheurs du monde entier.

L’objectif principal de ce mémoire est avant tout de présenter une nouvelle méthode
pour résoudre des équations aux dérivées partielles linéaire d’ordre fractionnaires, cette
méthode est appelée double transformation de Laplace a . Elle est efficace pour résoudre
ce type d’équations, car en quelques étapes on atteint la solution exacte, et ¢’est pourquoi
elle est considérée comme une méthode rapide par rapport aux autres méthodes.

Ce mémoire se compose d’une introduction et trois chapitres. Le premier chapitre est
consacré aux définitions et notions de bases du calcul fractionnairre a savoir les défini-
tions des fonctions Gamma, Bita et la fonction Mittag-Leffter, et 'intégrale et dérivée
fractionnaire de Riemann-Liouville et la dérivée fractionnaire de Caputo.

Le deuxiéme chapitre est consacré a la présentation de la définition de la transforma-
tion de Laplace ordinaire, ainsi que des conditions diexistence et de quelques propriétés
de base. Nous avons également présenté la définition et les propriétés de la double trans-



formation de Laplac, ainsi que les formules fondamentales de la double transformation de
Laplace pour les dérivées partielles ordinaires ainsi que pour les dérivées partielles d’ordre
fractionnaire.

Dans le troisiéme chapitre, nous nous intéresserons a ’application de la méthode que
nous avons présentée dans le deuxiéme chapitre a des exemples d’équations aux dérivées
partielles homogenes et non-homogenes d’ordres fractionnaires , et nous l'appliquerons
également a des équations aux dérivées partielles d’ordres fractionnaires .



Chapitre 1

Notion de base du calcul fractionnaire

1.1 Fonctions de base

Dans cette partie, nous allons exposer les fonctions les plus captivantes dans le domaine
du calcul fractionnaire. Ces fonctions sont essentielles pour notre travail car elles jouent
un roéle tres important dans la théorie du calcul fractionnaire.

1.1.1 Fonction Gamma

La premieére fonction que nous allons découvrir est la fonction Gamma d’Euler T'(.),
cette fonction généralise le factoriel n!, et permet a n de prendre des valeurs réelles ou
méme complexes.

Définition 1.1 [1] Pour tout (z € C, R(z) > 0). On définit la fonction Gamma d’Euler
I'(.) par :

re) = [ T ety (1.1)

En particulier :

+0o0
(z) :/ #letdt, x> 0. (1.2)
0

Propriétés :
On va présenter quelques propriétés et résultats de cette fonction :

1. I" est dérivable dans |0, +00| et on a :
+oo
M(x) = / Int x t“ 'e 'dt. (1.3)
0
2. ' est de classe C™ dans |0, +o00[ et on a :

“+00
P (z) = / (Int)* x t*~Letdt. (1.4)
0



3. La troisieme propriété :
['(z4+1) = 20(z).

En effet,
+o0
I'(z+1)= / et
0
+oo
::j/ tPe~dt.
0
Par l'intégration par partie :
+o00 +oo +oo
/ tretdt = [—t7e”| T 42 / e tat
0 0 0
“+oo
= z/ e tdt
0
= z2I(z2),

donc
['(z+1) ==2I(z). (1.5)

4. Pour tout z € N*, et d’aprés la relation (1.5) on a :
Fn+1)=n!, VneN~. (1.6)

Preuve : D’aprés la formule (1.5), on obtient les formules suivantes :

(2) = 10(1) = 1!

I'(3) = 2I'(2) = 2.17(1) = 2!
I'(4) = 30(3) = 3.2.11'(1) = 3!

I'(n+1)=nl'(n) =n(n—-1)...2.1 = nl
Remarque : D’aprés (1.1) on a : I'(1) = 1.

5. La Cinquiéme propriété :

par définition :

1 +oo 1 +oo eft
(= :/ 12 _tdt:/ —dt. 1.7



On pose t = u? et dt = 2udu, alors la relation (1.7) devient :
1 +oo 1
I'(z) = / ~e " 2udu
0o u
=2 e “du.
L’intégrale de Gauss est donnée par :
+oo 1
/ e “du = =/,
0 2
d’ou F(%) =7
Tableau de quelques valeurs de la fonction Gamma :

Au tableau ci-dessous, nous allons exposer quelques valeurs de la fonction Gamma
['(z) pour des nombres entiers et demi-entiers 2.

N
—
—~
N
~—
N
—
—~
N
~—

ol
Wl
5
(N
5

o M‘L
—_
w N [nolwe
N | =
(NI Q' —
=)

N | Ot
o
H

1.1.2 Fonction Béta

Une autre fonction qui est tres utilisée dans le calcul fractionnaire, est la fonction Béta
(ou la fonction de Bessel de second espece). En mathématiques, la fonction Béta est une
des deux intégrales d’Euler, et elle a été étudiée par Euler et Legendre et doit son nom a
Jacques Binet. Elle est en relation avec la fonction Gamma.

Définition 1.2 [1] La fonction Béta est donnée par :

pour tout p,q € C, avec R(p) >0, on a :

Bp,q) — /01 P11 = 1)t (1.8)

Propriétés :
Nous présenterons quelques propriétés de la fonction Béta.
1. Les fonctions Béta et Gamma sont liées par :

L(p)I'(q)

B(p,q) = m-

(1.9)
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D’aprés la relation (1.9), on conclure que La fonction Béta est symétrique alors :

B(p,q) = B(q,p).

2. B(p,q) = B(p+1,9) + B(p,q+ 1).

1.1.3 Fonction Mittag-Leftler

La troisieme fonction que nous allons découvrir est la fonction Mittag-Leffler, le role
de cette fonction est nécessaire pour résoudre les équations différentielles d’ordre fraction-
naire.

Définition 1.3 [1] La fonction de Mittag-Leffler E,(.) est définie par :

Eu(z) = ,gwim (R(a) > 0; z € C). (1.10)

La fonction Mittag-Leffler généralisée est définie par :

+o00 k

z
E,p5(z) = —— (R(a) >0; B,2€ C). 1.11
=% g (RO ) (111)
Cas particulier :
+o0 Zk +oozk
E1 1 Z Z — =€~ (].].2)
ZT(k+1) =k
Fia(2) +z°° A (1.13)
z) = — =) = (" = 1). )
b2 ZT(k+2) 2= k+1) 2

Propriétés :
On va présenter quelque propriétés de la fonction Mittag-Leffler.

1. Pour |z| < 1, la fonction Mittag-Leffler satisfait :

/0+oo e HPTIE, p(2tMdt = — (1.14)
2. L’intégrale de la fonction Mettag-Leffler est donnée par :
/0 "B s MOV = 2P B 5 (A7), (1.15)
3. La dérivée d’ordre n € N de la fonction Mettag-Leffler est donnée par :
ar , 4 e
w(zﬁ 'Baps(A2%) = 277" E, 50 (2%). (1.16)

11



1.2 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Les débuts de la dérivée fractionnaire sont attribués a Liouville. De maniére indé-
pendante, Riemann propose une approche qui a principalement été prouvée a Liouville.
Ensuite, cette théorie est appelée théorie de Riemann-Liouville.

1.2.1 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

L’intégral fractionnaire d’une fonction f est une généralisation d’un concept élémen-
taire de n intégrations successives appliquées a une fonction f. La premiere généralisation
est celle de Riemann-Liouville.

Définition 1.4 [1] Soit f : RT — R, une fonction continue par morceaux sur (0,00)
et intégrable sur tout sou-intervalle fini de [0,00], pour t > 0 l’intégrale fractionnaire a
gauche de RiemannLiouville d’ordre 0 < o < 1 est définie par :

(1210 = o5 [ 0= F(s)as. (1.17)

I est la fonction Gamma d’Euler.

En particulier, si a = 0, on obtient :

U300 = Foos [ (4= (5)ds. (1.18)

Propriétés
On va présenter quelque propriétés de l'intégrale fractionaire de Riemann-Liouville.

1. Si f est au moins de classe C! sur [a, b], alors :

I}, f(z) = f().
2. I est un opérateur linéaire :
Lo (Ag(t) + ng(t) = MG F) () + (1, g)().
3. Poura>0et >0,0na:
18,0l =10, oI =137

Cette propriété est dite propriété de semi groupe.

12



4. L’intégrale fractionnaire de la fonction f(t) = (t — a)” est :

L(B+1)

I (t—a) = ————2__(t —a)’. 1.19
a+( a) F<C\4+B+1)( CL) ( )
Si on prend a = 0, on trouve :
rB+1)
7 (1) = ——E 1 4 1.20
a+( ) F(Oé + B + 1) ( )
1.2.2 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
Définition 1.5 [2] Soit o un nombre réel positif et n = [a] + 1, alors l'opérateur de
dérivation fractionnaire d’ordre oo d’une fonction f est définie par :
"EDg f(x) = DI f ()], (1.21)
avec D" = <d€i) .
Remarque :
Pour n = [a] 4+ 1; = > a, la dérivée fractionnaire a droite est :
AN e 1 d\" = y(t)dt
RL pa _ () [0 f ()] = () / __ypjar 1.22
a+f(x) dr [ —+ (ZE)] F(n IR Oé) dr " (.Cl'f _ t)a,n+1 ( )
Pour n = [a] + 1; z < b, la dérivée fractionnaire a gauche est :
dN\". 1 d\" rr  y(t)dt
RL na n—o
D ={—) [ =—|— / —_— 1.23
I @) (dx) 5" ()] ['(n—«) (dx) b (t—x)entl (1.23)

Propriétés :

On va présenter quelque prpriétés la dérivée fractionnaire des fonctions spéciales au sens

de Riemann-Liouville :

1. Dérivée fractionaire de la fonction f(t) = (t — a)” :

I'(B+1) _
RLpo (4 g)8 = t—a)’ @
a+< a) F(B—Oé—i-l)( Cl)
2. Dérivée fractionaire de la fonction constante :
C
RLDa C =~ (t— 7(1.
a-+ F(]. o Oé)( CL)

13
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Preuve :

Prenons f(t) =C, C € R.

fLpe C = 1"(11—04515 /t(t —5)"*Clds,
((t —s)?
1—a) dt/ -« ds,
—C -«
TTl-a)(1-a) dt[ ™.
—C d Lot
- (l—oz)F(l—oz)a[_( )l
_ c e
T —oz)<> '

Remarque :
La dérivée fractionnaire d’une fonction constante au sens de Riemann-Liouville on générale
n’est pas nulle.

1.3 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

1.3.1 Intoduction

Les définitions des dérivées fractionnaires permettent de modéliser mathématiquement
des problemes de sciences physiques et d’ingénierie, ce qui permet d’utiliser des conditions
initiales qui peuvent étre interprétées physiquement, telles que f(a), f'(a), ..., méme si des
probléemes aux valeurs initiales avec de telles conditions initiales peuvent étre résolus
mathématiquement. Ses problémes ont été résolus par la définition de M. Caputo (années
soixante), qu’il a adaptée avec Mainardi dans la structure de la théorie de la viscoélasticité.
Sa dérivée fractionnaire est plus appropriée que celle de Riemann-Liouville.

1.3.2 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Dans cette partie, nous allons exposer la didinition et quelque propriétés du dérivée
fractionnaire au sens de Caputo.

Définition 1.6 :[1] Sur lintervalle [a,b], la dérivée fractionnaire de Caputo (°DE,)(t)
d’ordre a € C(R(a) > 0),est définie par lintermédiaire de la dérivée fractionnaire de
Riemann-Liouville par :

=1, (M (g
(©Ds, ) = (RLDs; -3 )<t—a>k])<t>, (120

14



ot
n=[R(a)] + 1 pour a ¢ N, et n =« pour o € N. (1.27)

En particulier,la formule (1.26) prend la forme :

“Dg (N)(6) = Da,[f(t) = f(a)], (1.28)

pour 0 < R(a) <1
Théoréme : [1] Si f € AC"[a,b], la dérivée fractionnaire de Caputo existe presque

partout sur [a,b]. Soient R(e) > 0, et n donné par (1.27), et si a ¢ N, (“Dg_f)(t) est
définie par :

CDRN0) = g [ (6= s = (D, (129

avec

D- jtetn—[ |+ 1, AC™[a,b] = {f : [a,b] — C et (D" )(t) € AC]a, b]}.

Indication : Indication AC est désigne des fonctions absolument continues.
Propriétés :
Dans les propriétés suivantes, on va présenter les relations entre l'intégrale fraction-

naire de Riemann-Liouville et la dérivée fractionnaire de Caputo.

1. La différentiation fractionnaire est une opération linéaire :

“Dx (M) + pg(t) = MODZ (1) + 1(“Dgyg) (1) (1.30)

2. Soient R(«r) > 0, et n donné par (1.27), si f € AC"[a,blouf € C"[a,b], alors :

(12.C D2 f)(t Z_: _ o), (1.31)

et
- (k) (b)

(I3-°D2, Z (b—t)~. (1.32)

En particulier : si R(a) > 0,et f(t) € AC]a, b],ouf(t) € Cla,b], on trouve :
(Ie.“ D )(t) = £(8) = fla), et(I_“Dy_f)(¢) = f(t) — f(b). (1.33)

15



3. Soit R(«) > 0, et n donné par(1.30). Si f € [a, b], alors :
(I “ D () = f (D).

4. La dérivée d’'une fonction constante au sens de Caputo est égale a zéro, c’est :

(‘D C)(t) =0, (a>0).

1.3.3 Dérivée fractionnaire de la fonction f(t) = (t — a)”

Soit a non entieret 0 <n—1<a <net >n, alorson a :
c 1 t ) s (n)
Dy (t—a)’ = F(n—a)/a (t—s)" <(S—a) > ds,

et ona:

(n)
((t - a)ﬂ) - -

donc, on trouve :

L(B+1)
Fn—a)l'(f—n+1)

CDng(t —a)’ =

/:(t —8)" (s — a)"ds.

En utilise le changement de variable s = a + 7(t — a), on aura :
Pour s=a=— 7=0,
Pour s=t=r1=1,
d’ou
I'(B+1)
F'n—a)l'(f—n+1

Dt —a)’ = = ey [ =)o)

_ re+1n)lrmn—ao,f—n—1)
Fn—a)l'(6—n—1)

(t—a)

rg+1HTmn—a)l(f—n-1)

_ _a,Bfa
_F(n—a)r(ﬁ—n_mr(ﬁ_a_l)(t ) ,

LB+1)

“TE—aznt Y

16
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(1.37)

(1.38)



alors :

Lp+1)

“Dy(t—a) = Th—atl)

(t —a)~. (1.39)

17



Chapitre 2

Double transformation de Laplace

Dans ce chapitre, nous présenterons la transformation de Laplace ordinaire, puis nous
concentrerons sur double transformation de Laplace, et au cours de cela nous présenterons
les définitions et propriétés importantes de cette transformation. Aussi, la transformation
de Laplace normale et double pour les dérivées fractionnaires.

2.1 Transformation de Laplace

2.1.1 Définitions et condition d’existence

Définition 2.1 : [2] La transformation de Laplace d’une fonction continue f de la va-
riable réelle t € R, est définie par :

F(s) = £{f()} = [ T fetdt, se (2.1)

Ou le symbole L{f(t)} signifie la transformation de Laplace de f(t). La transformation
de Laplace d'une fonction existe si I'intégrale (2.1) est convergente, pour cela l'originale
doit étre d’ordre exponentiel, c¢’est-a-dire il exist M > 0 et a > 0 tel que :

|f(t)] < Me*™  pourt>T, (2.2)

dans ce cas la transformation de Laplace existe pour s > a.

Définition 2.2 : [2] loriginale f(t) est appelée la transformation de Laplace inverse :

F#) = £YF(s)} = £HL(P®)) = —— [T et P(s)ds, c=R(s) > Co.  (2.3)

T Je_ioco

18



Exemple :

Soit la fonction constante f(t) =csit > 0et f(t) =0 sit <0, on trouve :

+o0 +o0
L{f(s)} = /0 2 *tdt = c/o e dt,

2.1.2 Propriétés

Dans cette partie, on va présenter quelques propriétés de cette transformation.

1. Linéarité :

x
=c lim e Stdt,
T—00 Jo
c ..
=—— lim][e
S T—00

Cc

1,

=—lim[e™™ —1] (" — 0 lorsque v — ),

Soit f,g : RT — C deux fonctions admettant des transformations de Laplace F(s) et
G(s), et soit A et 3 deux réels, alors :

L)+ 8o} = [ (@) + Bglw)eds,
= )\/0+Oo f(:)j)e_sxdx + ﬁ/o—’—oog({p)@—sacdx’

= MC{f(s)} + BLLg(s)},
— AF(s) + BG(s).

2. Transformation d’une translation :

Si L{f(z)} = F(s), alors :

Preuve :
Posons

On obtient

LLS(t =)} = e F(s).

flx—c) si x>c

19
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= e *°F(s)

3. Transformation du produit de convolution :
Si L{f(t)} = F(s), et L{g(t)} = G(s), alors :
LA+ 9)(1)} = F(s)G(s). (2.5)

5. Transformation de Laplace des dérivées :
La transformation de Laplace de la dérivée d’ordre n € N* de la fonction f est donnée

par :
n

L{FM ()} = s"L{f(s)} = D2 s 1P (0). (2.6)

k=1

6. Changement d’échelle :
Si L{f(z)} = F(s), alors :

C{f(2)} = iF(i), > 0. (2.7)

Preuve :
En effet, on a

s} = [ pletye

1 ptee —s
= - f(x)e="dx

cJo

iy

ou x = ct, ce qui acheve la démonstration.

2.2 Transformation de Laplace des dérivées fraction-
naires

Dans cette partie nous donnons quelques outils de bases, et des formules fondamentales
de la transformation de Laplace pour les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville et
de Caputo.[2]
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2.2.1 Transformation de Laplace de la dérivée fractionnaire de
Riemann-Liouville

L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville peut s’écrire comme une convolution
de deux fonctions g(t) = t* ! et f(t) comme suit [2] :

tafl

DR = [ gt = o) (5 = fros 110, (2.5)

La transformation de Laplace de la fonction g(t) = t*~! est donnée par :

G(s) = L{(g(t))(s)} = T'(e)s™". (2.9)

Ainsi, en utilisant la formule de la transformation de Laplace de convolution, on obtient
la transformation de Laplace de I'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville :

L{"EDg, f(s)} = s *F(s). (2.10)

Nous intéressons maintenant au calcul de la transformation de Laplace de la dérivée
fractionnaire de Riemann-Liouville, qui pour cela nous I’écrivons sous la forme

MEDE f(t) = g™ (2). (2.11)

1

g(t) = RLDojgnia)f(t) = Tln—a) /Ot(t — )" f(s)ds, (n—1< a<n). (2.12)

L’utilisation de la transformation de Laplace de dérivée d’ordre fractinnaire donne :
n—1
L{EEDY, f(5)} = s°G(s) — Y sFg™ " 1(0). (2.13)
k=0

Ou la transformation de Laplace de la fonction g(¢) est déterminée par (2.10) :
G(s) = s~ F(s). (2.14)
En utilisant la définition de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville, on trouve :

d(n—k—l

(n—k—1) - -
9 (t) dt(n—k—1

REDG ™ f(t) = REDSTR £ (1), (2.15)

En substituant (2.14) et (2.15) dans (2.13), nous obtenons l'expression finale suivante
pour la transformation de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville :

L{®Dy, f(s)} = s*F(s) — :i sk[ Dy Rt (t)] , (n—1<a<n). (2.16)

t=0
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2.2.2 Transformation de Laplace de la dérivée fractionnaires de
Caputo

Afin d’établir la formule de la transformation de Laplace de la dérivée fractionnaire
de Caputo, réécrivons la dérivée de Caputo (1.26) sous la forme [2] :

CDR, f(t) = Dy Vg(t), g(t) = FOE), (n—1<a <) (2.17)
(n—1<a<n). (2.18)

En utilisant la formule (2.4) de la transformation de Laplace de l'intégrale fractionnaire
de Riemann-Liouville, on aura :

L{Dy f(s)} = s"*G(s), (2.19)
ou, grace a (2.13) :
G(s) = s*F(s) — ni §nR1 (k) (0) = s"F(s) — ni skf("_k_l)(O). (2.20)
k=0 k=0

En introduisant (2.19) dans (2.20), on arrive a la formule de la transformation de Laplace
de la dérivée fractionnaire de Caputo :

L{°DYf(s)} = s"F(s) — nilso‘_k_lf(k)(()), (n—1<a<n). (2.21)

k=0
2.3 Double transformation de Laplace

2.3.1 Definitions et propriétés

Définition 2.3 : [3] La double transformation de Laplace d’une fonction continue f(x,t)
est définie par :

LT}t = Flp.) = [ Rt / T e (e, )t (2.22)

Cette intégrale exist si p et s sont complex nembres et x,t > 0.
Exemple :

Soit f(x,t) = ¢ une fonction continue, la transformation de Laplace se révele facilement
étre la suivante suit :

L.LAf(x,t)} / / e * f(z, t)dtdz,
= e Prdx - / ooe_Stdt,
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Définition 2.4 : [8] L’inverse de la double transformation de Laplace , il s’écrit sous la
forme

LALHF(p,s)} = f(x,t) est définie par :

1 4100 1 4100
Lo F | / F(p, s)d 7/ R (p, s)dp.  (2.23
s LoAFps)y = flet) =g | S Fps)dsg— | e F(ps)dp. (2.23)
Propriétés
Dans cette section, nous considérerons quelques propriétés de la double transformation
de Laplace.

1. Linéarité :
Soit f,g: Rt — C deux fonctions admettant des transformations de Laplace F(p,s) et
G(p, s), et soit A et § deux réels, alors :

LULTHNF(p,s) + By(p,s) = AL Lo F(ps) + BL Ly Ha(p, s)}- (2.24)

Preuve :
Cela découle facilement de la linéarité de 'intégrale [8].
2. Division par x«t :

On a:
‘Cxﬁt{f(x?t)} - F(p7 3)7
alors : o e
/lr[,t{f(x t)} = / / F(u,v)dudv. (2.25)
Preuve :

/ / F(u,v)dudv  exists .
P s

intégrant les deux cotés de

F(u,v) = /OOO /OOO e " f (2, t)dadt.

par rapport a u de p a oo et par rapport a v de s a oo, on obtient :

m/oo /:o F(u,v)dudv = /OO /OO /OO /oo e Pre ™ f(x, t)dxdtdudv,
:/ / / [6 m} e~ f(x, t)dwdtd,

N
A
o { (z, )}’

—pa: —stf Z t)
23
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ainsi

L:L, {f(x, b } = /OO /:o F(u,v)dudv.

xt

3. Changement d’échelle :

On a :
L.LAf(x,t)} = F(p,s),
alors : 1 ps
Lol flax b)) = P2, 2). (2:26)
Preuve :
LA f(avbt)y = [ et [ e fla, bydad. (2.27)

Mettre axz = u et bt = v dans I'intégrale de (3.3), ot u et v prennent la limite de 0 & oo.
Par conséquent, nous obtenons :

L.L{ f(az,bt)} = /OOO 6*5(% /OOO e P (u, U>;?’
1 o0 v 0o pu
= ab/o <b)/0 e Pa f(u,v)dudv,
1

e*
p s
——F(2:3
ab (a’b)’

Lol flaz, bt)} ale (5 Z) |

4. Premier déplacement :

On a :

ainsi :

LoL{{f(x, 1)} = F(p,s)},

alors :

L. L e f(x, )} = F(p—a,s —b). (2.28)

Ou a et b sont des constantes non nulles.
Preuve : D’apres (2.1), nous avons :

“+oo “+oo
L, L e (1)} :/ e*St/ epm)e“erbtf(x,t)dxdt) dtdx,
0 0
+oo +oo
= / e_(s_b)t/ e~ PV £z t)dadt = F(p —a,s — b).
0 0

Ainsi :

L L e f(x,t)} = F(p—a,s —b).
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2.3.2 Double transformation de Laplace des dérivées

Dans cette section nous présentons la transformation de Laplace double des dérivées
partielles d’un les fonctions.

Théoréme 2.1 [3]

(Double transformation de Laplace de la dérivée partielle d’ordre 1)

Si f(x,t)est une fonction continue et que ses dérivées partielles du premier ordre sont
de ordre exponentiel alors :

£oed 00y e e @) - £ds0.0) (2.29
£oed 0y o5 0) - £.452.0)) (2.0

ot x,t > 0.

Preuve : D’aprés (2.12),la définition de la transformation de Laplace double on a :

of # e [F _0f
ﬁzﬁt{a} :/0 e p /0 t@ dtdzx.

On pose :

f _ e—st = f/ — _Se—st
g=% =g = f(z,1)

Alors :

L.L, f} / x([e—st f(x,t)roo— Ji T (st f(x,t))dtdx,

0

_/m px( (,0)] + /m S f(a, t))dtdx

:—/ epra:Oda:—l—s/ / e f(z, t)dtdz,
= sLo Ly f (2, 1)} — Lo{f(2,0)}

De la méme maniére, nous pouvons la formule (2.29).
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Théoréme 2.2 [3]

( Double transformation de Laplace de la dérivée partielle d’ordre 2

Soit f (x,t) une fonction continue d’ordre xponentiel telle que sa deuxiéme partielle les
dérivées sont également une fonction continue de l’ordre xponentiel

Loed PIEDy s ) —pedro.) - ef 200 e
£oedPIEDy o0 - seal 0} - 280 o)

Preuve :
D’aprés (2.29), on a :

Em£t{fm<x7 t)} = pﬁxﬁt{f(xﬂ t)} - Et{f(oﬂ t)}
En utilise (2.29), alors :

Lot LBy < oL 0} - LAFO.0)] ~ £A£0.0)
= PLLATE )~ PLATO.0) ~ £ALO.0)

Alors nous trouvons :
e 10Dy e s 0 - peds00) - ef 200y

De la méme maniére, nous pouvons la formule (2.32).
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2.3.3 Double convolution :

Définition 2.5 [3] La double convolution entre deux fonctions continues f(x,t) et g(x,t)
est défini par :

T rt
flz,t) x *xg(z,t) = / / fu,T)g(x —v,t — 7)drdv. (2.33)
o Jo
Propriétés :
Nous prendrons ici quelques propriétés du double convolution.
1. commutativité : f(z,t) x xg(z,t) = g(x,t) * xf(x,1).

2. Transformation de Laplace double de convolution :

LoLd f(,t) xxg(w, 1)} = Lo Lof [, 1)} Lo Lo{g(2, 1)}

2.3.4 Double transformation de Laplace des dérivées partielles
fractionnaires

Si L,L{f(x,t)} = F(p,s), alors on a :

l.danslecas 0 <a <1

on obtient :
aOA
L PHE0 = r ) 0.0 (231
L.L, {W} = S F(p. ) — 7 L(f(x,0). (2.35)
2.danslecas 1 <a <2
on obtient :
L TP — r) - o) - sn (TR o
L {PHE pp s Loy - (TEED)
o It o
T ot Doy (2, 1),
et : 90 ;
IOl _ ey, g,
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2.3.5 Double transformation de Laplace pour quelques fonctions
d’ordre fractionnaires

flz,t) L,L{f(z,t)} Remarques

1
1 pasa
% 1
I'(1+a) ps
te 1

I'(l1+a) pse
x* t* 1

I'(l14+a) I'(14a) PrS™

o S(xfl a\ 00 aktku
Eq (at®) p(so+a) Eo (at®) = 220 tiira)

t> o ot
mEa (bx®) (prrW

o o 50‘*1
71_‘(1_’_&) Ea (at ) pa(sa+a)

. « a : o o0 m g@mt e
sin (az®) o tad)s sin (z%) = X520 (—1) TA+2m+1)a)
sin (at®) 2(s° +a2)

o o o ) m m2mo¢
cos (az®) Faemor cos (2%) = X0 X0 (= 1) tirzma)
cos (at®) p
. Ie% a : @ oo $(2m+1>a
sinh (az®) —aD)s sinh (az®) = ;:om
sinh (at®) p(s0—a?)
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Chapitre 3

Application

Dans cette section, nous appliquerons la méthode du double transformation de La-
place d’ordre fractionnaire pour résoudre des équations aux dérivées partielles linéaires
fractionnaires homogene et non-homogene, et 'ordredes équations proposées soit selon les
valeursdeaou0<a<l.etl <a<2.

Nous suivrons la méthode suivante pour résoudre : :

1. On transforme les équations aux dérivées partielles et les équations aux dérivées
partielles d’ordre fractionnaire en équations algébriques, puis en utilisant la double trans-
formation de laplace .

2. Utiliser la double transformation inverse pour obtenir la solution des équations don-
nées.

3.1 Equation aux dérivées partielles homogene d’ordre
1

Exemple 1
Considérons une équation aux dérivées partielles homogene de la forme :
ou  Ou
—=—,2,t >0 3.1
ot ox’ 7 T 7 (3:-1)

avec condition initiales : u(x,0)=x, u(0,t)= t.
Nous appliquons la double transformée de Laplace a(3.1), on obtient :

ou ou

On pose : L, Li{u(z,t)} = F(p,s).
D’aprés (2.29) et (2.30), on trouve :

SF(p, S) - ,CI{U(J’,O)} = pF(pv S) - Et{u(ovt)}a

donc :
1 1

F — — =pF -
sF(p, s) P (p:5) = =

donc :
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1 1

(s =p)F(p,s) = I? )
_s-p"_ (s—p)s+tp)
P22 o p2s2
A partir de 1a, ’équation devient la suivant :
5+p S p
F(p,s) = 252 - 252 + P22
1 1
F(p,s)= —+ —
(p,s) s e
Nous appliquons la double transformée de Laplace inverse :
1 1
—1p-1 I |
‘Cx ‘Ct {F<p7 8)} - ‘Cx ‘Ct {]?TS + ZE}?
alors, La solution de I’équation est :
u(z,t) =z +t.
Exemple 2
une équation aux dérivées partielles homogene de la forme :
Oou  Ou £>0
-, - 5 U, r,t =2V,
ot Ox

avec condition initiales : u(z,0) = 6e73", u(0,t) = 6e~*.
Nous appliquons la double transformée de Laplace a(3.4), on obtient :
ou Ju
2L L—} =L, LA{—}— L. L .
o 8t} t{&c} {u}

On pose : L, L{u(x,t)} = F(p,s).
D’aprés (2.29) et (2.30), on trouve :

2sF(p,s) — 2L, {u(x,0)} = pF(p,s) — L{u(0,1)} — F(p,s),

donc :
(2s —p+1)F(p,s) =2L{u(x,0)} — L{u(0,%)}
6 6
P43 542

125+ 24 — 6p — 18

(p+3)(s+2)
12s + —6p + 6

(p+3)(s+2)
A partir de la, I’équation devient la suivant :

1 1
p+3s+2

F(p,s) =6
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Nous appliquons la double transformée de Laplace inverse :

1
—1p-1 1 1

1, (3.6)

alors, La solution de I’équation est :

u(z,t) = 6e e

3.2 Equation aux dérivées partielles non-homogéne
d’ordre 2

On prend I’équation suivante :
Pu 0%
— =c"—, x,t >0, 3.7
ot? 0x? - (37)
avec condition initiales : u(z,0) = sinz, u(z,0) = 2,
et conditions aux limites :u(0,t) = 2¢, u,(0,t) = cos(ct).
Nous appliquons la double transformée de Laplace a(3.7), on obtient :

9%u 9%u

L Et{ 12 } = CQExEt{@} (38)
D’aprés (2.36) et (2.37), on trouve :
OF (p,0 OF (0, s
82F(29,S)—sF(p,O)—ﬁ=c2 P F(p,s) —pF(0,s) 9:2)
ot Ox
donc : 5 5
2 5  _f_2.2F _ 24P 2 S
s°F(p, s) 21 = p*F(p, s) 3 gt
alors :

:p2—|—1+p 682 0732+027
257 = 2¢%p*  s(s?+ ) — (Ps)(pP + 1)
ps? (P + 1)(s* + )
2(s2 — c2p?) . s(s2 4+ — 2p? — )
ps? (P? +1)(s* + )
A partir de 1a, I’équation devient la suivant :

2 1 s
Flp,s)=—+————.
(p.5) ps?  p?P4+ 182+
Nous appliquons la double transformée de Laplace inverse :
1 S

LoLHF(ps)} = L7 1{p82 3 (3.9)

P24 182+ 2
alors, La solution de I’équation est :

u(z,t) = 2t + sin(x)cos(ct).
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3.3 Equation aux dérivées partielles non-homogéene

d’ordre 2
On prend I’équation suivante :
Pu  0u

avec condition initiales : u(z,0) = 0, u(z,0) = sinz,
et conditions aux limites :u(0,t) = 3, u,(0,t) = t*sint.
Nous appliquons la double transformée de Laplace a(3.10), on obtient :

0*u 0?*u

L.L
2 Ox
D’aprés (2.29) et (2.30), on trouve :

ou 0F(0,s) 6 2
’F —sF(p,0) — — — (p°F —F(0,8) — —22)= — + —
SF(ps) = sF(p,0) = 5 = WPF(p.s) = F(0.5) = =5 =) = 5 + 5
donc : 1 6 2 1 6 2
2F _ _ 2F 7]) 7 - - _
S (p,S) p2+1 p (p’8)+84+83+82+1 p32+p28’
alors :

6 2 6p 2 52 —p?

p? s st 8 (PP L)

A partir de la, 'équation devient la suivant :

(s> = p*)F(p,s) =

2 1

6
F = —
(. 5) i prs3 + (s24+1)(p2+1)

ps

Nous appliquons la double transformée de Laplace inverse :

6 2 1

—1p-1 F —plp=1g 7
L, L, { (p,s)} L, L, {p34+p283+ (32+1)(p2+1)

1 (3.12)

alors, La solution de I’équation est :

u(z,t) = ot? + t* + sin(x)sin(t).

3.4 Equation aux dérivées partielles homogéne d’ordre
fractionnaire o , 0 < a <1

Exemple 1
On prend I'équation fractionnaire suivante :
0w 0%
=—, 2,t >0 3.13
ot gz’ T T (3:13)
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ou : 5oy
_cC
ot D, pu.

Oé

(1+a) :

u(0,t) =

avec condition initiales : u(z,0) = W

Nous appliquons la double transformée de Laplace a(3.13), on obtient :

0%u 0%u

L.L0{ ata} LoLl5 o) (3.14)

D’aprés (2.), on trouve :

s*F(p,s) — saflﬁzu(ac, 0) =p*F(p,s) — paflﬁtu(O, t),

donc :
s“F(p,s) — salpo}+1 =p*F(p,s) p“;“,
alors : ot ot
(% =PV () = oy = o (67
_ s () )
pa + 1801+1 pa+1sa+1

A partir de la, 'équation devient la suivant :

P pa
pa+1sa+1 + pa+18a+1
1 1

pa—‘rls + psa—i-l'

F(p,s) =

Nous appliquons la double transformée de Laplace inverse :

1
a+1$ pSaH

LALLM F(ps)y = £0L7 1, (3.15)

alors, La solution de I’équation est :
x* t

Tl+a) T(+a)

u(z,t) =
Remarque : D’aprés (1.6), et dans le cas ou aw = 1 on obtint :
u(z,t) =x +t.

Comparé au résultat de la résolution de I’équation différentielle(3.1), le résultat est éga-
lement le méme dans l'ordre fractionnaire.

Exemple 2
une autre équation aux dérivées partielles homogene de la forme :
0% 0%
2 —u, z,t >0, 3.16
ot~ Oz ( )
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avec condition initiales : u(z,0) = 6 E,(—3z%),u(0,t) = 6 E,(—2t).

Nous appliquons la double transformée de Laplace a(3.16), on obtient :

0%u 0%u
2£m£t{2%} = Ezﬁt{%} — £z£t{U} (317)

D’aprés (2.34) et (2.35), on trouve :

2(s"F(p, s) — s* " Lo{u(z,0)}] = p*F(p, s) — p* " L{u(0,1)} — F(p, s),

donc :
(25 = p* 4+ 1)F(p,s) = 23“_1£x{u(aj, 0)} —po‘_lﬁt{u(o,t)},
_ 23a_1 6pa—1 B pa—l 6Sa—1 7
P+ 3 s+ 2
12 6
— Saflpafl[ ]’

p* +3 s 42
6(2s* +4 —p* —3)
(p™ + 3) (s> + 2)
6(2s* —p* +1)
(p™ +3) (s> +2)

_ a—1_a—1

Y

— Safl a—1

A partir de 1a, I’équation devient la suivant :

a—1 a—1

P s
pY 4 3 s + 2

F(p,s)=6

Nous appliquons la double transformée de Laplace inverse :

a—1 a—1

—1p-lp _plp-1ga P S 1
‘Cx [’t { (p78)} ‘Cx [’t {6pa+35a+2}7 (3 8)

alors, La solution de I’équation est :
u(z,t) = 6E,(—32Y) E,(—2t%),
dans le cas ou a = 1, on obtient :

u(z,t) = 6e e,

3.5 Equation aux dérivées partielles homogéene d’ordre
fractionnaire o , 1 < a <2

On prend I'équation télégraphique fractionnaire spatiale homogene :

vy 0u  Ou
_— = —— 4 — l<a<2.z.t>0 3.19
ore o Tor W sassnt=2h (3.19)
ou : "
U C Nna
axa - D0+,Iu'

34



avec les conditions : u(z,0) = E,(2%) + Ea2(x®),u(0,t) = e?u(z,0) = —[E,(z%) +
Eo(z%?)],u(,0,t) = 72
Nous appliquons la double transformée de Laplace a(3.19), on obtient :

0%u 0*u

ﬁrﬁt{%} - £m£t{@

D’aprés (2.36), (2.32)et (2.30) on trouve :

}+ £m£t{(‘;:} + L, L{u}. (3.20)

du(0,t),  , ,0u(0,?) ou(z,0)

P (ps) = LA S R PR (p,s) = sLu{u(e, 00} - L4557
+sF(p, s) — Lo{u(z,0)} + F(p, s),
donc :
4, 1 o 1 1 1. p° 1 1. p© 1. p®
(e% 2 a—1 o—2
—5°—=s—=1)F(p,s) = — —s(—+— —+— —+—
(p )E(p,s) =p o e (p ]DZ)pQ_1 (p 1@2)pa_1 (p pz)pm_1
1 1. p®
— 7_’_7 ,
(p p2)pa71
alors :
1 1 1 1 1. p®
F — a—1 a2 - - -
(p, s) pa_82_8_1[p poie i Ao 8(p+p2)po‘_1+
1. p® 1 1. p®
4 +(-+5 ,
(p p2)p“‘1 (p pQ)pa‘l ]
donc : - ) N
p
t) = -4+ = .

Nous appliquons la double transformée de Laplace inverse :

1
s+1

L 1 1. p®
L YE ,S zﬁxlﬁl -+ —=)—1,
: Lo {F(p,s)} i 1 (p pz)pa,l}

alors la solution est :
u(z,t) = e By (2Y) + v B, (2*?))].

Si nous prenons o = 2, on obtient :

u(r,t) =e" "
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3.5.1 Equation aux dérivées partielles non-homogéne d’ordre
fractionnaire a , 1 < a < 2

On prend I'équation télégraphique fractionnaire spatiale non-homogene :

0w O*u  Ou 5
= 4 = —r'—t+1, 1<a<2,2,t>0, 3.21
Oxe 8t2+8t+u v - @47 (3.21)
ou : p
“u C Nna
83:& — D0+7$u.

avec les conditions : u(z,0) = 2? — 2 — 202 E, 3(2%) + 2E,1(2%),u(0,t) = t,u(x,0) =
1,u,(0,t) = 0.
Nous appliquons la double transformée de Laplace a(3.21), on obtient :

0%u 0*u
Eelil guat = el

D’aprés (2.36), (2.32)et (2.30) on trouve :

)
Y+ cxct{ai;} Lo Lfud + Lolif—a? —t+1}  (3.22)

_ 0u(0,t) _,0u(0,1) ou(z,0)
for a1 a2 — o2 - o
F5F(p,5) — Lolu(2, 0} + F(p,s) = LoLufa?} — - — — + —
S pas z\U CE, p75 ot T p38 p2 pS’

donc :

1 2(p? — 1 1 2(p? — 1 2 1 1
2 3 3 3 2
s per=1) p -1 ps p

_(Z;_’_p)poé—l _]E_pis7
alors :
1 1 1 1 1 pa
2 _ a—1 =2 _ - _
U ey ey | e e B S
1 1, p” 1 1 p”
-+ — +(—+ = 9
(p pg)pa,1 (p p2)pa71]
donc : 2( 2 1)
p?—
F(p,s) = el — 1)

ps?  pis(pe — 1)
Nous appliquons la double transformée de Laplace inverse :

1 2(pp° -1

-1 p-1 _ p—lp-1y -
‘Cm Lt {F(p,S)} _‘Cm Lt {p82 +p35(pa_ 1)

2

alors la solution est :

u(z,t) =t +2* -2 — 2$2Ea73(x°‘) +2E,1(2%).
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Si nous prenons a = 2, on obtient :
u(z,t) =t + 7.

Remarque
L’équation télégraphique développée par Oliver Heaviside en 1880 est largement utilisé
en science et en ingénierie. Ses applications se posent dans l'analyse du signal pour la
transmission et la propagation de signaux électriques et également modélisation de la
diffusion des réactions, et la double transformée de Laplace aide a résoudre cette équation.
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons essayé de présenter la méthode "double trasformation de
Laplace" pour résoudre des équations aux dérivées partielles linéaires d’ordre fractionnaire
a, et nous avons pris seulement les deux cas a €]0,1] et a €]1,2]. A la fin de chaque
exemple résolu, nous avons comparé les résultas des exemples présentés avec des résultas
d’autres travaux similaires publiés dans des recherches reconnues.
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