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Résumé

Dans ce travail, en plus de présenter deux dérivées considérées parmi les dérivées les plus
utilisées dans les équations différentielles fractionnaires, a savoir la dérivée fractionnaire de
Riemann-Liouville et la dérivée fraction- naire de Caputo, nous présenterons une nouvelle
dérivée, qui est la « dérivée fractionnaire conformable », suivie d'une présentation générale
de deux méthodes importantes utilisées dans la résolution d’équations différentielle : « la
méthode transformation de Laplace » et la méthode « ADM » avec leurs applications dans

la résolution d’équations différentielles fractionnaires avec la dérivée au sens conformable.

Abstract

In this work, in addition to presenting two derivatives considered among the most used
derivatives in fractional differential equations, namely the Riemann-Liouville fractional
derivative and the Caputo fractional derivative, we will present a new derivative, which is the
« conformable fractional derivative », followed by a general presentation of two important
methods used in the resolution of differential equations: « the Laplace transformation
method » and the « ADM » method with their applications in the resolution of fractional

differential equations with the derivative in the conformable sense.
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Introduction

L’idée de la dérivée fractionnaire a commencé avec une simple question posée en 1965
par le Marquis de L'Hopital (1661-1704) & Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), quelle
est la dérivée de la fonction y si I'ordre de la dérivée est un demi?. Leibniz écrivait a
L’Hospital : "...C’est un paradoxe apparent dont on tirera un jour des conséquences utiles..."

Cette question n’a pas recu l'attention nécessaire au cours de cette période, sauf au
cours des cinquante dernieres années, lorsque l'intérét pour elle a été renouvelé par de
nombreux chercheurs et scientifiques jusqu’a ce qu’elle devienne une branche de mathéma-
tiques appelée « calcul fractionnaire », il est devenu enseigné dans les universités comme
une spécialité comme les autres spécialités.

Ce qui confirme ce point de vue, c¢’est la quantité de recherches scientifiques qui ont
été publiées et qui sont encore publiées, qui incluent le terme devienne une branche de
mathématiques appelée «calcul fractionnaire », il est devenu enseigné dans les universités
comme une spécialité comme les autres spécialités.

Ce qui confirme ce point de vue, c’est la quantité de recherches scientifiques qui ont été
publiées et qui sont encore publiées, qui incluent le terme (dérivée fractionnaire) dans leur
titre, en plus des livres qui ont été écrits et qui sont devenus des livres de base pour cette
nouvelle branche des mathé- matiques, nous citons par exemple les livres (voir [11], [2], [1],
[12,[10], [3], [14]).

L’objectif principal de cette these est avant tout de présenter une nouvelle dérivée
fractionnaire qui est découvert par R.Khalil et autre [14] en 2014, cette dérivée nommé
"dérivée fractionnaire conformable", puis de résoudre des équations différentielles ordinaires
ou des équations aux dérivées partielles ou la dérivée et au sens conformable.

Ce mémoire se compose d’une introduction et quatre chapitres. Le premier chapitre est
consacré aux définitions et notions générales, nous rappelons les définitions des fonctions

Gamma, Béta et la fonction Mittag-LefHler, et les notions des intégrales et dérivées frac-
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tionnaires de Riemann-Liouville et de Caputo.

Dans le deuxieme chapitre on va présenter définition de la dérivée fractionnaire confor-
mable et quelques propriétés et l'intégrale fractionnaire conformable.

Le troisiéme chapitre on va présenter brievement définition et condition d’existence
de la transformation de Laplace, transformation de Laplace de la dérivée fractionnaire
conformable avec quelques propriétés et la méthode de décomposition d’Adomian.

Le quatrieme chapitre est consacré aux présentations des exemples d’équations différen-
tielles ordinaires et d’autres exemples d’équations aux dérivées partielles avec la dérivée
fractionnaire conformable, et & présenter leurs solutions et a les comparer avec d’autres

travaux.




Chapitre 1

Notions préliminaire sur le calcul

fractionnaire

1.1 Fonctions spéciales

Dans cette section nous présenterons les fonctions nécessaires dans le calcul fraction-
naire comme la fonction Gamma, la foction Béta et Mittage-Liffler et leurs propriétés, car

elles jouent un réle important dans la théorie du calcul fractionnaire et ces applications.

1.1.1 Fonction Gamma

Définition 1.1. [1] La fonction Gamma d’Euler T'(.) est définie par
+oo
'(z) = / t*le7tdt, (2 € C; R(z)>0). (1.1)
0

En particulier :
+oo
[(z) = / t"te~tdt, x> 0. (1.2)
0

Quelques propriétés :

Pour tout z € C tel que R(z) > 0, on a
1L.T(z+1) =z2I'(2).

En effet,

+o0
L(z+1) :/O et gt

+oo
= / t*e tdt,
0
3
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on intégrant par partie :

+o0 +00 t+oo
/ tFe tdt = [—tze*t] + 2 / et s
0 0 0
+o0o 1
= z/ e tdt
0
= 2T'(2),

donc
['(z+1) =zI'(2). (1.3)

2.Vne N T(n+1)=nl
D’aprés la relation (1.3) pour tout z € N* on obtient

3.T(3) = V.

On a par définition :
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L’intégrale de Gauss est donnée par

+oo 1
/ e “du = —+\/7,
0 2

don I(1) =7
4. D’aprés la définition (1.2), on obtient I'(1) = 1.

1.1.2 Fonction Béta

Définition 1.2. [1] La fonction Béta est définie par :

B(p.q) = /01 (1 —t)"'dt, (p,q € C; R(p) >0, R(g) > 0).

Les fonctions Béta et Gamma sont liées par :

I'(p)L'(q)

B(p,q) = W

D’aprés la relation (1.5) on obtient :

B(p,q) = B(q,p).

1.1.3 Fonction Mittag-Leffler
Définition 1.3. [1] La fonction Mittag-Leffler E,(.) est définie par

+o00 Zk

Eu(z) = gm, (z € C;R(a) > 0)

et la fonction de Mittag-Leffler généralisée est définie par :

+o0 Zk

E,p5(z) =) T(ak 1 5)’ (2,0 € C;R(a) > 0).

k=0

Cas particulier :

(1.5)

(1.6)
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1. Pour @ = 8 = 1, on obtient

El,l(z) = — Y = — =
o D(k+1) =k
2. Pour a = 1, 8 = 2, on obtient
+o0 Zk 1 +o0o ZkJrl 1
Ei5(z) = ——=-) ———=—("—1).
];)F(k+2) zg::o(k—kl)! z

1.2 Intégrale et dérivées fractionnaires

1.2.1 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.4. [1] Soient 2 = [a,b], (—o0 < a < b < 400) un intervalle fini sur R, et f
une fonction intégrable sur ). Lintégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville I3, f

d’ordre o € C, (R(c) > 0) est défnie par -
(12.0)w) = o= [l =0t (1.7
En particulier, si a =0
5 1)w) = g [ e =0 p0) (1.9

Propriétés 1.1. On va présenter quelque propriétés de l'intégrale fractionnaire de Riemann-

Liouwville
1. Si f de classe C* sur [a,b], alors

(L5 f) (@) = f(x).

2. I3, est un opérateur linéaire,on a

(Lo (A + pg)) () = Mgy () + pllg 9) ().
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3. Pour R(a) > 0 et R(B) >0, on a

I8 ol =10, oI =I5,

1.2.2 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.5. [1] Soit R(«) > 0 et n = [R(a)] + 1. La dérivée fractionnaire au sens de

Riemann-Liouville "D, d’ordre o de f est défnie par :

(REDE, £)(z) = (;‘;)n(fs;“ ) (0) = (j) [w—ortpwa (19)

n—a)

En particulier :

1. Pour a = 0, on obtient :
(" Dy, f)(x) = f(a).
2. Pour o = n, ou n entier on obtient :

(" Dy f) (@) = [ (),

c’est la dérivée usuelle de f(x) d’ordre n.
3. Pour 0 < R(a) < 1:

=0 (DR = s =00
Lemme 1.1. [17] Soit R(a) >0 et n € N :
(;;) (x—a)"*=n—a)n—a—-1)..(1—-a)(lx—a) (1.10)

Proposition 1.1. Pour R(a) > 0 et R(5) > 0,0n a :
r
1. (RLD;‘JF(Q: — a)ﬁ’1> = ERAC)N (x —a)f~o L.

2.(""D2.C) = ————(x—a)™*, (Cconstant).
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Preuve :

1. On pose f(z) = (z —a)’™!, d’apreés la définition de #D2, on a :

DN = g (32) [ 0w

n—o 1 * n—a—1
(18) @) = gy L =0 (0

n—ao
1

(-0 ) = [ (@t - a)dt.
I'(n—a)Ja

Par le changement de variable t = a + s(x — a) et dt = (x — a)ds alors :

(177w =)™ = e [ (= )@ =) (@ = )" ds
x —a)roth-l
- r<n) e
_ B(ﬁvn _ O‘) r—a n—a+p-1
I'(n—a) ( )
F(B)F(n — Oé) (x _ a)nfaJrﬁfl

T T(n-a)l(n—a+p)

_ F(B) (ZL’ o a)n—a+ﬁ—1'
Tn—ath)
(D@ = a)) = gy (&) (@ — o mert
D’aprés (1.10), on trouve :

(ais) (z—a)" P l=mn-—a+p-1Dn—-—a+p-2)..n—a+p—-1—(n—1))(z—a) P!

=n—a+pf-1Dn—-—a+p-2)..08—-a)(z—a)lf ",

et
Fn—a+p8)=n—a+pf-DI'n—a+p-1), Nz +1) =2(x)
=n—a+pf-1)n—a+pB-2)I(n—a+p—-2)
=n—a+pf-1)n—a+pL-2)....(8 —a)[(f —a), (1.11)
donc
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(" D3 (x —a)") = ot B Efl 5 (n—a+B-1)n—a+p8—-2)..(8—a)(z—a)yo!
_ m—a+8—-—1)n—-—a+p-2)..(8—a)l(P)
mn—a+pf-1n—-—a+p-2)..(8—-a)'(8-0a)
— F(ﬁ) (I _a)ﬁ—a—l‘

(B —a)
2. Pour tout C' € R :

(*D2,0) = (j) (177°0)
et [
:r<n—a<) e ]

n—uo

e
- i )W"T
(o

d n—a
B (n—& (n —a) \dzx

:F(n—a+1 ( >n<‘”

D ’aprés les relations (1.10) et (1.11) on trouve : (B:DY C) = & (z — a)™°,

1.2.3 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

La modalisation mathématique des problémes de sciences physiques et de I'ingénierie
utilisent les définitions des dérivées fractionnaires autorisant 1'utilisation des conditions
initiales qui sont interprétables physiquement, comme par exemple f(a),f'(a),..., et ce
malgré le fait que des problemes aux valeurs initiales avec de telles conditions initiales
peuvent étre résolus mathématiquement. La solution de ses problémes a été proposée par
M. Caputo (dans les années soixante) dans sa définition, qu’il a adapté avec Mainardi dans
la structure de la théorie de la viscoélasticité. Il a introduit une dérivée fractionnaire qui

est plus adaptée que celle de Riemann-Liouville [4].

Définition 1.6. [1] La dérivée fractionnaire au sens de Caputo “D%, d’ordre a €
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C (R(«) 2 0), d’'une fonction f est définie par

n=1 r(k)(,
(D2, f) (@) = "Dz, [f@) -5 L, (112
n=R)]+1 pour a¢N, n=a pour a€N. (1.13)

En particulier :

1. Pour a« =0, on obtient
(“Dg. f) (x) = f(2).

2. Pour 0 < R(a) < 1, on obtient

(“D241) (2) = Diz [f () = fl@)].

Sia ¢ Ny et f est une fonction pour lequelle la dérivée fractionnaire Caputo (CDg‘ f ) (x)
d’ordre @ € C (R(a) = 0) existe avec la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

(RLDS“ A ) (z), elles sont liées par la relation suivante :

n—1 ®) (g
(D2.1) (@) = (“D21) @)= ¥ - = a1 (1)

En particulier, pour 0 < R(a) <1 alors

—Q

C na RL Mya fla
(Da+)($):( Da+)($)_r(()

71—04)@_@)

Théoréme 1.1. [1] Soient R(«) > 0 et n donnée par (1.13).5i f € AC"[a,b] la dérivée

fractionnaire au sens de Caputo existe presque partout sur [a,b] et on a, si o ¢ N alors
(CDS‘Jr ) (x) est donné par

(°Dg f) (x) = Fl /a () Oyt = (17D f) (o), (1.15)

(n—a) Ja;

D=2 n=[R()]+1, AC"a,b = {f : [a,b] = C et (D" 'f) (z) € AC]a,b]}.

10
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En particulier, pour 0 < R(a) <1 et f € AC"|[a,b] alors

C ma B 1
(Da+ )(x)_r

o [0 = (157) @),

pour o =n, n € N alors

(“Dif) (@) = 1 @)

Indication : AC espace des fonctions absolument continues.
Quelques propriétés :
Nous présentons quelques propriétés de La dérivée fractionnaire au sens de Caputo

1. La dérivée fractionnaire au sens de Caputo est un opérateur linéaire :

CDg (M (x) + pg(x)) = A (DG, f) (x) + 1 (D g) (2).

2. Soient R(«a) > 0 et n donnée par (1.13) , si f € AC"[a,b] ou f € C"[a,b] alors

(12,02, 1) () = £2) - 3 2D —ayt
2
en particulier , 0 < R(a) <1et f € AC[a,b] ou f € Cla,b] , on trouve
(189D, f) () = () = f(a).
3. Soient R(a) > 0 et n donnée par (1.13). Si f € Cla, b] alors
(CD3, I8 (@) = f(2).
Proposition 1.2. Soit R(«a) > 0 et R(B) >0 :

Lpg+1)
Ng—a+1)

2. (CD(‘erk:) (x) =0, (k constante).

L. (CDng(x—a)ﬂ) = (z —a)’~.

Preuve : On va preuver les deux propositions précédentes par suit :

11
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1. On a par la défénition :

(“Dyle =) = gy [ =0 (= a))
et on a
(o= 0)")® = st - P,
d’ou
(CD3+("” - a)ﬂ) T T(n-— 2;?(; 1—)n +1) /;(x — T (e - a)

utilisant le chengement de variable t = a + s(z — a) et dt = (x — a)ds ,on obtient :

(D2 (o= 0)) = e~ [ s

I'(
I'(n—a)l(B—n+
r(B+1)Bn—a,8—n+1)

Fn—a)l'(B—n+1)

_ FG+1Dr'n—a)l'(B—n+1) (2 — )P
F'n—a)l(f—n+1I'(—-—a+1)

_M B—a

“T@—asn Y

(x — a)B_a

Donc, on obtient la formule importante de la dérivée fractionnaire de Caputo :

Lpg+1)

("D -9) = 53 a3

(x —a)’~.
2. En utilisant (1.15) pour f(x) = k, on trouve :

(CD2‘+I€) (x) =0.

Remarque 1.1. Dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une fonction constante est

nulle.

12



Chapitre 2

Dérivée et intégrale fractionnaire

conformable

Dans ce partie nous présentons la définition et quelques propriétés de la dérivée
fractionnaire conformable qui ont développé les définitions de base de ce nouveau calcul

fractionnaire simple et intéressant.

2.1 Dérivée fractionnaire conformable

Définition 2.1. [16] Soit la fonction f : [a,+oo[— R continue et 0 < a < 1. Alors la

dérivée fractionnaire conformable a gauche de f d’ordre o est définie par :

(12f) (@) = lim LEF =07 = fl@)

e—0 €

Si (T4f) (x) ewxiste sur l'intervalle [a,b], alors

(T f) (a) = lim TOf(x).

r—a+

Et a droite que f:] —o00,b] - R et 0 < a < 1, se terminant en b :

(bTaf) (Zlf) — _lim f(iL' + E(b — x)l_a) - f(l')

e—0 €

Si T, f(x) existe sur [a,b], alors

("T..f) (b) = lim T, f(b).

r—b—

13
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Nous disons f est a-différentiable si T, existe, on donne la fonction f :[0,4+00[— R et
0 < a < 1. Alors la dérivée fractionnaire conformable de f d’ordre o pour tout x > 0 est

définie par :
(L) (2) = tim L0 = @)

e—0 €

(2.1)

2.1.1 Quelques propriétés

Pour f,g : [0,400]— R continues et = > 0, les propriétés suivantes donnée pour
O<a<l:
1. Linéarité :

T, (af +bg)(x) =aT,f(x)+0T,g9(x) a,beR. (2.2)

\)

. Si f est différentiable et x > 0, alors :

(T.f) (@) = &'~ f'(x). (2.3)
3. Dérivée de la fonction x — 2* est donné par :

T, (2%) = k¥~ keR. (2.4)

«

4. La dérivée fractionnaire conformable de produit de deux fonctions

T.(f9)(x) = fT,(g9) + gT,(f). (2.5)

5. La dérivée fractionnaire conformable de quotient de deux fonctions

T (f) ((L‘) _ gTa(f) _ fTa(g) (26)

“\yg g*

6. La dérivée fractionnaire conformable de la fonction constante est nulle

T.,(A) =0, (X constant). (2.7)

14
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Preuve : Nous preuvons les propirétés précédentes comme suit :
1.

af(x+e(x—a)™) +bg(x + e(x —a)' ™) — af(x) — by(x)

N bg(x —e(z —a)t™) — g(x))

7, (af + bo) (@) = liny
 lim (af(:v +e(x —a)™) — f(x)

e—0 € €

i fe e —a) =) — f(@)

e—0 € e—0 €

=aTl, f(x) + b1, 9(x).

e—0 E[L’l_o‘ h—0 h
— 2" f(a)
3. 1 k k
i r+exr ) —x
T, (2*) = lim ( )
e—0 €
T+ ex! Tk — gk
o l‘l_a 11 ( ) ,
e—0 e;pl_a
telle que : ex'~* = h
T+ ex!=)k — gk . (z+h)—2F
l,l—al ( ) — xl—a hm ( )
e—0 exl—o h—0
— IL’I_akl’k_l

15
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«

posons : ex!™® = h, on obtient :

flz+h)g(x+h) — fx)g(x)

T.(fg)(x) = 2" lim

h—0 h

ey S Mg b+ f+ Wg(e) — (o + hg(e) — f@)g(x)
h—0 h

~ 2" lim f(a + h)g(x + hl)l —9(®) | 1 }}gg)g(x)ﬂx + hl)l — f(@)

= 2" [f(2)g'(x) + g(2) f'(2)]
= f(@)T%g(x) + g(z)T" f(x).

telle que : ex!=® = h

lim

e—0

€ n=0 | h g9(z + h)g(z)
1 flz+h)g(z) - f(x)g(z + h) — f(2)g(z) + f(z)g(2)

flater'=) _ f(x)
kmﬁlﬂ—ﬂml:fﬂmmlyﬂx+mmw—fumu+hw

= 27 lim
h—0

h (x 4+ h)g(x)

9
g@)f(x+h) = f(@)]  flx)lg(x+h) + g(x)]]
h h

1
= 2% lim
)2 h—0

Théoréme 2.1. [3/ Soitn <a<n+1, ona:

T

[0}

(z%) = %xﬂ_a’ BeN e [>a.
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Chapitre 2. Dérivée et intégrale fractionnaire conformable

Proposition 2.1. [16] Soit f : [a,00) — o0 continue et 0 < o, f < 1, tel que 1 < a+f <
2. Alors :

TaTs f(2) = Taypf (@) + (1= B)(z — a) "To f(2). (2.8)

preuve : Par la regle du produit fractionnaire et que f est deux fois différentiable nous

avons 4
TeTs () = o' S — ) )
=22 f(2) + (1 ﬁ)(x—a)_ﬁf'(x)]
= T2, f() + (L= B — ) 7T
Théoréme 2.2. [16] (Reégle de Chaine). Soit f,g : (a,00) — R des fonctions a-
différentiables (a gauche), ou 0 < a < 1. Soit h(z) = f(g(z)) . Alors h(x) est (d gauche)

a-différentiable et pour tout x # a et g(z) #0, on a :

(Toh) () = (T2f) (9(x))- (Tag) (x).g(x)* .

Si x = a, on obtient :

(Toh) (2) = lim (T3 f) (9(=)). (Tag) (x)-g(x)"".

z—at

Preuve :
En définie u = = + €(z — a)'™® dans la définition et en utilisant la continuité de g nous

avons que

Tah(:L’) = lim f(g(u) B f(g(:v)) 1—a
: )

uU—x (u —

_ i L) — f9(@)) (. 9(w) —9(2) 1
e (g(u) —g(x) v u—w
flg(u)) — flg(z))

= lim

Dérivée fractionnaire conformable de certaines fonctions

Nous donnons dans ce qui suit la dérivée fractionnaire conformable de certaines
fonctions [14] :

)T, (xP) = pxP~@ | pour tout p € R.

17



Chapitre 2. Dérivée et intégrale fractionnaire conformable

2.2 Intégrale fractionnaire conformable

Définition 2.2. [16] Soit f : [a,+oo[— R continue et 0 < a < 1. Alors l'intégrale

fractionnaire conformable a gauche de f d’ordre « est définie par :

() @) = [ fOdatia) = [ £ - )t

et a droite si f :] —o00,b[— R et 0 < a < 1, l'intégrale de x a b est :

("Z,f) ( /f (0,1) /f (b— t)*Ldt.

On écrit d,(t) =t ' et nous disons si f est différentiable alors I,, existe on donne
la fonction f :[0,+o00[— R et 0 < a < 1.Alors lintégrale fractionnaire conformable de f

d’ordre v pour tout x > 0 est définie par :

(@) () = [ ittt (2.9)

0

Lemme 2.1. [1/] Soit la fonction f : [a,00) — R continue et 0 < o < 1. Alors pour tout

z>0o0na:

TRZaf ()] = f(2).

Preuve : f est continue, alors Z¢(f)(x) est clairement différentiable

T(L @) = (2~ a)' " L(F)(x)

=(z—a) e : il(iz dx
_ l-a f(x)
= f(z)




Chapitre 2. Dérivée et intégrale fractionnaire conformable

Proposition 2.2. [16] Soit f : [a,00) — R continue et 0 < a, p < 1 telle que 0 <
a+p < 2. Alors

T

zt 1
(ZoZuf) () = ;(Iaf)(f'f) + ;(Iawf)(ﬂf) -

s tot =2 £ (1) dt. (2.10)

Preuve :

) @) = (B2 (1) (@) = [ (= t)** 2,

(ZoZuf) (z) =

* a—1 ﬁ_ﬁ
= | for . u]dt
= T P@) 5, [ D) = [ 52y

Lemme 2.2. [16] Soit f : (a,b) — R une fonction différentiable et 0 < av < 1. Alors pour

toutx >a On a :

LT ()(w) = f(z) = f(a).

Preuve : f est différentiable, alors (D% f) (x) = (x — a)'~*f'(x), donc nous avons :

L)) = [ Ta()@) @ —a)* o

19



Chapitre 3

Transformation de Laplace - La
méthode ADM

3.1 Transformation de Laplace

En mathématiques, la transformation de Laplace est une transformation intégrale,
elle porte le nom de son auteur, le mathématicien fangais Simon Laplace (1749-1827),
qui a travaillé également beaucoup sur les équations aux différences et sur les équations

différentielles.

Définition et condition d’existence

Définition 3.1. La transformation de Laplace d’une fonction continue f de la variable

réelle x € R est définie par :
+oo
F(t) = L(f(2)) :/ e~ f(zx)dy, teC. (3.1)
0

On appelle L(f(x)) la transformation de Laplace de f(x).
La transformation de Laplace d’une fonction existe si l'intégrale (3.1) est converge, c¢’est-d-

dire sl existe M > 0 et a > 0 tel que :
|f(z)] < Me* pour x> T.

Dans ce cas, la transformation de Laplace existe pour Re(s) > a.

20



Chapitre 3. Transformation de Laplace - La méthode ADM

Définition 3.2. On appelle L7Y(F(t)) la transformation de Laplace inverse :
1 1 1 c+i00
fle)=L7(F(t) =L (L(F(t)) = 2—/ F(t)e'dt, c= Re(t) > c.
Tl Je—ioco
Propriétés 3.1.
1. Linéarité :
Soient f,g: RT — C deuz fonctions admettant des transformations de Laplace F(t)

et G(t), et soit a et B deuz réels, alors :
L(of + Bg)(x) = aLf(x) + BLy(x).

2. Transformation du produit de convolution

Si L(f(x)) = F(t) et L(g(x)) = G(t), alors :
L(f *g)(x) = FR)G(t).

3. Linéarité de la transformation inverse de Laplace
Soient F(t) = L(f)(t) et G(t) = L(g)(t).
Alors :
L7HaF + BG)(x) = aL™H(F)(x) + BLTHG)(2).

4. Transformation de Laplace des dérivées
La transformation de Laplace de la dérivée d’ordre n € N* de la fonction f est donnée

par :

n

L(f™)(x) = a"L(f)(x) = > a1 f@0(0). (3.2)

k=1

3.2 Transformation de Laplace de la dérivée confor-

mable

Dans cette section nous présentons la définition du transformation de Laplace de

la dérivée conformable et quelques propriétés nécessaires concernant cette transformation.
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Chapitre 3. Transformation de Laplace - La méthode ADM

Transformation de Laplace de la dérivée Conformable

Définition 3.3. [16] Soit f : [0,+00[— R une fonction d valeur réelle et 0 < o < 1. Alors

la transformation de Laplace da la dérivée conformable de f d’ordre o est définie par :
oo sz a—1
Lo(f(2))(s) = Fals) = /0 ™% fx)ada. (3.3)

Théoreme 3.1. [16] Soit 0 < a < 1 et f : [0,+00o[— R une fonction a valeur réelle

différentiable. Alors la transformation de Laplace de la dérivée conformable est donnée par :
Lo(Tof(x))(s) = sFa(s) — f(0). (3.4)

Preuve : D’apres la définition (3.3) et l'intégration par parties, on obtient :

t

Lo(Tuf(@))(s) = lim [ e 5 Th(f)(x)2®" do

t—o0 Jo

t—o0 Jo df

. _gzo df
=lim [ e %o —,
t—o0 Jo dl’

en utilisant 'intégration par parties, supposons que :

u= 6_5%, du = —sxo‘_le_s%d.r,
d
dv = dJaCc’ v = f(z).

Alors :

t t a
— Jim —sz® e s f(x)da
0 % Jo

Lo(Tuf (2))(s) = fim 7% f(2)]

0= SO+ sfim [T e @) do

=sF,(s) — f(0), s>0.

Lemme 3.1. [16] Soit f : [0,4+00[— R tel que L,(f(x))(s) = Fo(s) existe. Alors :
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En effet d’aprés la définition (2.3), on pose u = -

o
(03
t o

F.(s)=lim | e« f(z)x* ' dz

t—o0 J
t

= lim [ e " f((oau)s)(s) du

t—o0 Jo

= L(f((au)7))(s).

Quelques propriétés

Dans cette partie on va présenter quelques propriétés de la transformation de Laplace
de la dérivée conformable

1. La transformation de Laplace de la dérivée conformable est un opérateur linéaire :
Lpf(x) + Ag(x))(s) = pFa(s) + AGa(s),

avec (et \ sont des constantes.
2. Déplacement ([16]) :

L. (ekff<x>) = £ (F((@t))) lomsins 5> —F.
3. Les dérivées de la transformation de Laplace de la dérivée fractionnaire conformable
F () = (-1 La (o (@) )
4. La transformation de Laplace de I'intégrale conformable
Lo(Zaf(x)) = 57 Fals).

5. Soit f et g deux fonctions contenues quelconques. Alors la transformation de Laplace de

la dérivée conformable de la convolution de f(z) et g(x) est

Lo(f*g)(x) =Fu(s).Ga(s), 0 <a<1.
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Tableau de la Transformation de Laplace de la dérivée conformable pour

des fonctions d’ordre entier et d’ordre fractionnaires

f(x) Fo(s) = Lo f ()
c €,5>0
P pT(1+2)
€T [ sl+§ , S > 0
v sia, s>1
S1n (b%) ﬁ, s>0
coS (b%) =iz s >0
sinh (b%) s, s > |b]
cosh (b%) = 5 > b
Ea(—ax) s(si‘ioika)
t* 1 Ey o (az®) ——
1— Ea(—a.ra) m
xaEl,a—i-l(ax) so‘(i—a)
xﬁ_lEa,B(axa) zz:a
« sl
E.(FA\x®), Re(s) > FEESY
1
Al
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3.3 Meéthode de décomposition d’Adomian (ADM)

La méthode de décomposition d’Adomian, est une méthode mathématique per-
mettant de résoudre des équations de physique mathématique linéaires et non linéaires,
elle a été proposée par George Adomian ([6], [8] ). Cette méthode consiste a recherché la
solution d’une équation algébrique ou différentielle sous la forme d’une série Y10 u,,, et a
décomposer le terme non linéaire Ny sous la forme d’une série Ny = 3720 A,,, les termes

A,, sont appelés polynomes d’Adomian.

3.3.1 Principe de la méthode ADM

Considérons I’équation fonctionnelle :
Au = f, (3.5)

ou A est un opérateur différentiel contenant des termes linéaires et des termes non linéaires
et f est une fonction connue. L’opérateur A est décomposé en L+ R+ N ou L+ R et L
est inversible et R est le reste de (3.5) et N le terme non linéaire de A, alors (3.5) s’écrit
comme :

Lu+ Ru+ Nu = f. (3.6)

L étant inversible, si L~ 'est son inverse on a :
u=®+L'f— L '"Ru— L 'Nu, (3.7)

ou ® est la constante de l'intégration.

La méthode d’Adomian consiste a rechercher la solution sous forme d’une série :
oo
u=> u, (3.8)
n=0

et a décomposer le terme non linéaire Nu sous forme d’une série

Nu= f(u) = JioAn. (3.9)
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Les termes A,, sont appelés polynéomes d’Adomian et sont obtenus grace a la relation

suivante :
A j= L4y ioxl (3.10)
n(U0, U1+ -y Un) = n! d\» n=0 o )\:0’ |

ol A est un parametre réel.
En remplagant les relations (3.8) et (3.9) dans (3.7), on obtient :

400 “+o0 +oo
>up=@+L'f—LT'R> u,— L' A, (3.11)
n=0 n=0 n=0

Ce qui entraine par identification :

UOZ(I)+L_1f7

u = —L 7 Rug — L™ Ay,
' o ’ (3.12)

Uns1 = —L Ru, — L7 A,.

Tous les termes de la série 312 u,, ne peuvent étre calculés, on utilise 'approximation :
— oo ; —
On = > wi,n < 1, avec lim,,_, 1 @, = u.

3.3.2 Polynémes d’Adomian
Définition 3.4. [9] Les polynémes d’Adomian sont définis par la formule suivante :

Ao(U,O) = N(Uo)

{ L .y (3.13)
An(u(h Uy, Uz, . .. ,Un> = nldw [N( =0 A ui)])\zo :
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La formule proposée par GG. Adomian pour le calcul des polynomes d’Adomian.

(An)n>o est la suivante :

Ap(ug) = N(up)

0
Ai(ug,ur) = UI%N(UO)
A — I N L2 0" N
2 (U, uy, up) = U2 (uo) + . (uo)
0? 1,0
Asz(ug, u, ug, uz) = U3%N(Uo) + U1U2w1\7(u0) 3|U18 5N (u).
Cette formule s’écrit sous la forme :
=" c(v,n) N (ug),n > 1, (3.14)

v=0

ot : c(v,n) représente la somme de tous les produits (divisées par m!) des v termes u; dont

la somme des indices i est égale a n,m étant le nombre de répétitions des mémes termes

dans le produit.

Exemple 3.1. Soit l'équation différentielle non-linéaire suivante :

{u’+u2:0, x>0

3.15
u(0) = 1. (3.15)
On a :
Lu=1 et Nu=u,
avec L= 4(.) .
On trouve :

U—Zun—u IZA
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Les polynomes d’Adomiar sont :

2
Ay = 2uguy,
2
Ag = 2U0U2 + Uy,

A3 = 2UOU3 —+ 2U1U2,

par conséquent, on a :

up =1,

u = —L7(A) = —,
uy = —L 1 (A)) = 22,
uz = —L 1 (Ay) = —a,
uy = —L71(A3) = 2*,

donc la soution donnée par :

o
u:Zunzl—w+m2—x3+x4—
n=0

> 1
=5 (—z)" = ——, <1
Y=g, e

Convergence de la méthode ADM

Théoréme 3.2. [18]

Si > A, <+4oco alors Y u, < +oo, (3.16)

n>0 n>0
et réciproquement. Notons d’abord que la méthode décompositionnelle appliquée a (3.5) se
ramene a la recherche d’une suite : S, = u; + ug + - -+ + u,, avec Sy = 0 et vérifiant la

relation récurrente suitvante :
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Sn+1 :N(u0+Sn>7 S0:07 U():f, n = 1727"" (317)
On en déduit le résultat de convergence suivant :

Théoréme 3.3. [18] Si l'opérateur N est une contraction (c’est-a-dire vérifier|| N|| < 6 < 1)
alors la suite (Sy), satisfaisant la relation de récurrence S, 1 = N(ug+ Sy).

Avec Sy = 0,n > 0 converge vers S solution de S = N(ug+ S).
Si N est une contraction alors les séries des u,, et des A, sont covergentes.

De plus, 3,50 un est solution de l’équation Au = f.
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Chapitre 4
Applications

Dans ce chapitre on va appliquer les deux méthodes mentionner dans le chapitre
trois pour résoudre quelques équations différentielles ordinaires et aux dérivées partielles
fractionnaire, ou la dérivée fractionnaire et au sens conformable et 'ordre de la dérivée et

a, ou « appartient a l'intérvalle 0, 1].

4.1 L’application de la transformation de Laplace

4.1.1 Equation différentielle ordinaire linéaire homogéne d’ordre
a,(0<a<l)

Exemple 1 : On considere I’équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre fractionnaire

et £ > 0 sous la forme suivante :
Tou—u=0 0<a<l, (4.1)

avec la condition initiale :

u(0) = 1. (4.2)

On applique la transformation de Laplace sur les deux membres de 1’équation (4.1)

Lo (Tou—u) =0, (4.3)
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ou encoure

Lo (Tou) — Ly (u) =0, (4.4)

Sachant que L, (Tou) = suq(s) — u(0), alors
Sua(s) — 1 —uy(s) =0, (4.5)

ce qui implique que

ainsi

Ua(s) = T (4.6)

On applique £ sur les deux cotés de (4.6), on obtient :

u(a:):£;1< ! >

s—1

D’apres le tableau précédent on trouve la solution exacte de I’équation (4.1), sous la

forme suivante

Pe
o

u(z) =e

Dans le cas a = 1, on obtient
u(x) = e". (4.7)

4.1.2 Equation différentielle ordinaire linéaire non-homogéne

d’ordre o, (0 < a < 1)

Exemple 2 : On considere I’équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre fractionnaire

et x > 0 sous la forme suivante :

2 1
T, = —— ¥ 0<a<l 4.8
u+u F(4—a)x F(g_&)x : a <1, (4.8)

avec la condition initiale :

u(0) = 0. (4.9)
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Prenons la transformation de Laplace sur les deux membres de I’équation (4.8), on
obtient :

L, (Toyu+u) = L, (F(f_a)af”—a — F(Sl_a):c?—a> : (4.10)

car la transformation de Laplace est linéaire, on obtient :

Lo (Ta) + Lo (1) = 2La (%) L. (%) | (4.11)

Sachant que L, (Tyu) = suq(s) — u(0), alors

2 s [(2) 1 20 ['(2)
o(8) — u(0 o(8) = = e 4.12
suals) = ul0) Fuals) = ot T T g T 412)
Puis, on obtient
u(z) = 2.2° By y(—1%) + 2° By 3(—2%). (4.13)
Dans le cas a = 1, on obtient
w(x) = 2.3 4(—2) + 2°Ey 5(—2x
(z) 14(—17) 1.3(—) (4.14)

="+ —zr+1,

qui est la solution exacte de I'équation différentielle ordinaire (4.8).

4.2 L’application de la méthode ADM

4.2.1 Equation différentielle non linéaire d’ordre o, (0 < o < 1)

Exemple 1 : On considere I'équation aux dérivées partielles non linéaire d’ordre «

sous la forme suivante :

Tou— L8 4o () 12 eo2(D), 0<a<t (4.15)
WU — — +u° = —xsin(—) + x” cos”(—), a <1, :
0x? o o

oux > 0,t > 0 et la condition initiale :

u(z,0) = z. (4.16)
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D’apres les étapes de la méthode ADM, on obtient :

0%u e 5 g ¢
el f(t) = —a:sm(g) + x° cos (E)

Lo=Tyu, Nu=u? Ru=
D’aprés (2.3) 'équation (4.15) peut s’écrire comme :

0 0? e [
1*0‘8—:: — a—az +u?=—z sin(g) + 22 cosQ(E), 0<a<l. (4.17)

Si L' = [y 2=ds, qui est I'inverse de L,, on applique L' sur les deux cotés de (4.17),

on obtient :
82 ta ta
u(z,t) = u(z,0) + L* (8;) — L <u2) + L* <—x sin(g) + z? cosQ(a)> ,  (4.18)
la solution sous forme d’une série donné par :
—+00
U= U, (4.19)
n=0
et le terme non linéaire Nu sous forme d’une série :
“+00
Nu = Z A,. (4.20)
n=0
Les termes A,, sont les polynémes d’Adomian.
De (4.19) et (4.20) I’équation (4.18) devient que :
+00 . 400 82 400 to ) ) to
nzz%u u(z,0) N <nz% 3372,;)“ +xsm(a) x cos(a)> ( )

D’aprés (3.12) et la condition initiale (4.16)

up =z + L} (—x sin(£) + 22 cos? (% )) )
ur = — L, (ug) — Ly (Ao),
uy = — L (uy) — LY (Ay), (4.22)
ug = —Lg' (u) — Lg'(As),
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Les premiers termes des polynomes d’Adomian sont données par ( voir exemple 2.1) :

AO = U%,
Ar = 2uqu, (4.23)

A2 = 2UOU2 + U%,

par conséquent on a :

Uy = T,

Uy = — ﬁ

1
e (4.24)

Ug = T Bl

Us = —gp 22

3= —X 366!

Alors la solution de (4.15) donne par la série suivant :
un(z,t) = > ug(z,t)

h=0 (4.25)

$28 48 68 58

La solution (4.25) est le méme qua celle obtenu dans [13].
Exemple 2 : On considere le systeme aux dérivées partielles non linéaire d’ordre «

sous la forme suivante :

T, u =1, 0<a<l
utuvg +u a < (4.26)
Tou— u% —v=1
oux > 0,t >0 et la condition initiale :
u(z,0) =¢e", v(x,0)=e"". (4.27)

D’apres les étapes de la méthode ADM, on a :

Ru=wu, f(t)=1.
Ru=—v, f(t)=1.

oz’

Lo =Ty, Nu=—-u®

{ Lo =Ty, Nu=ov2
ox’
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D’aprés (2.3) le systeme (4.26) peut s’écrire comme :

tl adu . _ ,,0u +1
{ 5 = Vo U (4.28)

l-adv __ ,, 0v
t bt — %+U+1

Si l'opérateur L' = [§ ==ds, qui est 'inverse de L,, on applique L;" sur les deux cotés

de (4.28) et on obtient :

u(w,t) = u(r,0) = L' (v54) = L3 (w) + L3 (1) (4.29)
v(z,t) = v(x,0) + L} (u%) + Lt (v) + L1 (1) .
la solution sous forme d’une série donné par :
= +00
{ ! Eiof i (4.30)
v = n=0 Un,
et le terme non linéaire Nu sous forme d’une série :
Nu=331%A,,
U= 2= (4.31)
Nu=3Y'"%B
Les termes A,, et B,, sont les polynémes d’Adomian.
De (4.30) et (4.31) le systeme (4.29) devient que :
S0 u, = u(w, 0) — (Z: v g+ U, — 1). (4.32)
T v, =v(x,0) + (Z,founamnt :{O‘(’)vn+1> '
D’aprés (3.12) et la condition initiale (4.27)
up = u(r,0) + Ly (f),
Uy = Lal(uo) - Lgl(AO)v
up = =Lyt (ur) — Lyt (A), (4.33)
us Lal(uQ) L;1<A2)7
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et
vo = v(x,0) + L' (f),
v = —Lg'(vo) — LN (Bo),
vy = —L Y vy) — L;Y(By), (4.34)
v3 = —Lg'(v2) = LN (Bo),

Les premiers termes des polynémes d’Adomian sont données par

)
Ao = w0,
Al = ’anul + U1 auo (435)
8’11,0 Bul 8“2
A2 = UQ + v + Vo 05z
et
_ O
By = up%2,
By = w92 + u 92, (4.36)
By, = ug‘%o + Uy ‘9“1 + ug %7;2
par conséquent on a :
Uy = €~,
ta
u; = —et-
o’ (4.37)
_ e
Uz = € 552>
t3
uz = e a3g!
et
vg=¢€ %,
— ta
v =e *=
o (4.38)
vy = e TS
2 2027
_ oz t?
vz =¢ xa3g!
Alors la solution de (4.26) donne par comme suit :
+oo 2
u(z,t) =Y Qu, =€ a
’ N Lo (4.39)
v(z,t) =Y v, =e e

La solution (4.39) est le méme qua celle obtenu dans [13].
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Conclusion

Le travail principal que nous avons fait dans ce mémoire, est d’introduire une
nouveulle dérivée qui est la dérivée fractionnaire conformable avec quelques propriétés
principals de cette dérivée. Apres cela, nous avons présenté deux méthodes célebres, a
savoir la transformation de Laplace et la méthode ADM, puis nous les avons appliquées
pour résoudre des EDO et EDP linéaires et non linéaires avec la dérivée fractionnaire

conformable.
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