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Abréviations et Symboles

Les notations suivantes seront utilisées dans tous les différents chapitres de cette thèse.

Abréviations

NFDA Nonparametric Functional Data Analysis,
i.i.d. Indépendantes et identiquement distribuées,
v.a. Variable aléatoire,
(Ω,A,P) Espace probabilisé,
NW Nadaraya- Watson,
kNN k plus proches voisins (k Nearest Neighbors),
MSE Erreur quadratique moyenne (Mean Squared Error),
p.s Prèsque sûre,
p.co Prèsque complète,
s.o Statistique d’ordre,
l
→

Converge en loi,

D
→

Converge en distribution,

p
→

Converge en probabilité,

p.s
→

Converge presque sûre,

OP (.) Être borné en probabilité .
oP (.) Converge vers 0 en probabilité,



Symboles

X Variable aléatoire fonctionnelle,
Y Variable aléatoire réelle,
X1,n, ...,Xn,n Statistique d’ordre associées àX1, ...,Xn,

H Espace de Hilbert,
Lp Les espaces de fonctions de puissance p-ième intégrable, avec1 ≤ p <∞,
N Ensemble des entiers naturels,
R Ensemble des nombres réels,
BE La tribu borélienne,
N(0,1) La distribution de la loi Normale de moyenne 0 et d’écart-type 1,
IA Fonction indicatrice de l’ensembleAqui vaut 1 sur l’ensemble A et 0 ailleurs,
P(A) Probabilité d’un évènement A,
B(x,h) La boule de centre x et de rayon h,
< ⋅, ⋅ > Produit scalaire définie dans H,
d(⋅, ⋅) Semi-métrique,
a ∨ b resp. a ∧ b Désignent le maximum resp. minimum des nombres a, b ∈ R,
E(X) Espérance mathématique de la variable X,
Var(X) Variance de la variable X,
Cov(X,Y ) Covariance des variables X et Y,
∶= La définition d’une quantité,
an = o (bn) , nÐ→∞ limnÐ→∞

an
bn

= 0 avec an et bn deux suites réelles,
an = O (bn) , nÐ→∞ limn sup ∣an

bn
∣ <∞ avec an et bn deux suites réelles,

an ∼ bn, nÐ→∞ limn→∞
an
bn

= c avec an et bn deux suites réelles et c une constante,
limn→∞Xn =X p. ⇔ limn→∞ P (∣Xn −X ∣ > ε) = 0,

limnÐ→∞Xn =X p.s. ⇔ P (limn→∞Xn =X) = 1,

limn→∞Xn =X p.co. ⇔ ∀ε > 0,∑n∈N P (∣Xn −X ∣ > ε) <∞,
Xn −X = Op.co. (un) ⇔ ∃ε0 > 0,∑n∈N P (∣Xn −X ∣ > ε0un) <∞.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

1.1 Contexte bibliographique sur statistique non para-
métrique fonctionnelle

La statistique fonctionnelle est un domaine d’exploration scientifique en pleine expan-
sion. Il se caractérise par une grande diversité, et couvrant différents domaines et aspects
fondamentaux. Elle représente une importance considérable dans la statistique moderne,
à la fois sur le plan conceptuel et dans ses applications pratiques. La statistique fonc-
tionnelle se divise en deux catégories : la statistique paramétrique, qui suppose que la
distribution suit un modèle décrit par un nombre fini de paramètres, et la statistique non
paramétrique, qui ne fait aucune hypothèse sur la distribution. Ce champ d’étude sus-
cite un intérêt croissant parmi de nombreux chercheurs et dans divers domaines. Comme
en témoignent les nombreuses publications scientifiques dans ce domaine. Les travaux
pionniers dans ce champ remontent aux les cinquantaines années, avec les études deTu-
cker [188] et Rao [169]. Ils ont examiné l’estimation de maximum de vraisemblance pour
la distribution multinomiale. Depuis cette époque, plusieurs chercheurs ont apporté leur
contribution au développement de cette approche.
L’un des problèmes les plus courants en statistique est la prédiction. Le modèle de régres-
sion est l’outil principal pour répondre à cette question en statistique non paramétrique.
Ce modèle a été largement étudié et développé par de nombreux auteurs pour les va-
riables explicatives, quelle que soit la dimension des variables explicatives, uni-, multi-
ou infiniment dimensionnelles.
À l’aide d’un modèle de régression, vous pouvez déterminer comment deux ou plusieurs
variables aléatoires sont liées. De nombreux auteurs et dans de nombreux contextes ont

1



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

exploré les caractéristiques et les résultats de l’estimateur de la fonction de régression.
Par exemple, lorsque des variables sont indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d),
Nadaraya en 1964 a examiné comment estimer la fonction de régression. La même an-
née, Watson a joué un rôle essentiel dans l’établissement la convergence systématique
de cet estimateur, puis la convergence régulière presque certaine par Devroye [61], et la
normalité asymptotique par Roussas [175], ou encore les résultats asymptotiques sur des
processus α-mélangeants pour de l’estimateur de la fonction de régression par Gyorfi.
Dans 1991, les termes asymptotiques précis de l’erreur quadratique de l’estimateur du
noyau de la fonction de régression ont été fournis par Vieu. Le concept de dépendance de
quasi-association a été introduit par Douge [66] pour des variables aléatoires qui prennent
ses valeurs dans un espace de Hilbert, et a établi quelques théorèmes limites pour ce type
de variables.
Cette idée d’association peut être considérée comme un exemple particulier de la condi-
tion de dépendance faible, permettant le traitement de la corrélation mélange et de l’asso-
ciation à travers une seule méthode. Les résultats les plus récents portent sur la régression
relative non paramétrique pour les variables aléatoires associées, une technique basée sur
la minimisation de l’erreur relative quadratique moyenne, qui a été développée par Me-
chab et Laksaci [151].
Enfin, la normalité asymptotique de la fonction de régression quand la variable explicative
prend ses valeurs dans un espace de Hilbert et sous des données quasi-associées a été
étudiée par Douge [67].

1.2 Les données fonctionnelles

1.2.1 Contexte bibliographique sur les données fonctionnelles

La modélisation statistique des données fonctionnelles est liée à l’étude d’ensembles des
données dans lesquels les observations peuvent être assimilées à des surfaces ou des
courbes, comme la météorologie, la médecine, et dans de nombreux champs. A conse-
quence au l’avancement des technologies informatiques et de l’extension des capacités de
stockage, d’énormes capacités ont été développées pour traiter ce type de données pro-
vient de divers champs. En addition, ce thème englobe toutes les préoccupations de la
communauté statistique, des plus pratiques aux plus théoriques, sans privilégier l’une par
rapport à l’autre.
Dans l’histoire de ce domaine, ont été obtenus les conclusions préliminaires concernant
l’etude d’observations sous forme de trajectoires par Holmstrom [109], Obukhov [155] en
climatologie, Deville [57] en démographie, puis en génétique, par Molenaar et Boomsma

2



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

[152], Kirkpatrick et Heckman [116] .
Il existe de nombreux exemples de types de données, Altman [4] et Presnell [158] ont
utilisé des données biométriques. De plus, des données sur les ondes radar peuvent égale-
ment être trouvées dans Poskitt et Presnell [157]. Les données les plus récentes utilisées,
données spectrométriques utilisées en chimiométrie par Abraham et al. [1]. Vous pou-
vez trouver plus d’exemples dans les travaux de Ramsay et Silverman [167] et Dabo et
Ferraty [50], et autres.
Récemment, les progrès technologiques ont contribué à l’utilisation fréquente des don-
nées fonctionnelles, ce qui a incité et encouragé au l’évolution de la théorie des statis-
tiques fonctionnelles. Actuellement, il existe un nombre croissant de situations dans di-
vers domaines des sciences appliquées dans lesquels les données collectées fonctionnent.
Il existe de nombreux exemples illustrant à la fois le grand nombre et la variété des don-
nées de nature fonctionnelle auxquelles un statisticien peut être confronté sont courbes
spectrales, séries temporelles, images satellites et enregistrements audio. D’un point de
vue théorique, de nombreux problèmes statistiques distincts peuvent impliquer un échan-
tillon de données fonctionnelles, comme l’analyse en composantes principales (ACP), la
classification, la régression, la prédiction, et les études longitudinales. Par conséquent,
un nouveau domaine a été créé pour l’étude des données fonctionnelles en statistique.
Où il suscitait beaucoup d’intérêt au début des années 1980, en particulier, des travaux
de Dauxois et al. [52], et Grenander [97], et Ramsay [163]. Il a été publié par Ram-
say et Silverman [164], puis, à travers les nombreux travaux de Ramsay et Silverman
( [167], [165]), Bosque [29], et Ferraty et Vieu [80].
Ferraty et Vieu font une étude qui résume la plupart de leurs contributions à l’estima-
tion non paramétrique dans le cas où les données sont de nature fonctionnelle. Ferraty
et Vieu [86] ont présenté les premiers résultats dans le cas fonctionnel. Puis ces résultats
ont été élargis et développés dans 2002 par Ferraty et al. [83]. En abordant la question
de la prédiction sur les opérations en temps continu. Ces résultats ont été généralisés par
plusieurs auteurs. La normalité asymptotique de l’estimateur de la fonction de régression
sous la condition de dépendance a été examinée par Masri [147], la convergence quadra-
tique moyenne du même estimateur a été montrée par Laksaci [124].
Prenez également note du fait que d’autres auteurs ont abordé des cas supplémentaires
de variables lors de l’estimation de la fonction de régression. Comme l’étude de Laïb et
Louani ( [120], [121]), où ils ont étudié l’estimation de la fonction de régression fonction-
nelle.
Dans leur contribution, Ramsay et Silverman [168], [167] proposent un travail très effi-
cace sur la modélisation statistique des données fonctionnelles. D’autre part, Bosq [29]
s’est intéressé aux modèles fonctionnels linéaires, comme le processus d’ auto-régression,

3



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

puis a développé ses recherches vers la prédiction dans le domaine des modèles de grande
dimension. Et les fondations en Cardot et al. [38] ont utilisant l’analyse en composantes
principales de la variable fonctionnelle estimée par le modèle de régression linéaire Hil-
bertien. Concernant les fonctions conditionnelles en situation fonctionnelle, il existe de
nombreuses publications parmi elles Ramsay et Selvarman ( [167] et [165]), Ferraty et
Vieu [79] qui ont présenté l’estimation non paramétrique fonctionnelle à noyau de la
fonction de répartition conditionnelle, la fonction de densité conditionnelle, le mode et le
quantile conditionnel avec des données indépendantes et identiquement distribuées et α
mélangeantes dont ils ont établi la convergence presque complète avec le taux de conver-
gence. La normalité asymptotique de ces estimateurs est donnée par Ezzahraoui et Ould
Saïd [72]. Lorsque la variable d’intérêt est fonctionnelle, Crambes et al. [46] ont récem-
ment proposé la recherche de la prédiction dans le modèle linéaire fonctionnel.
Au cours des dernières décennies, la régression non paramétrique a considérablement
progressé, Ferraty et Vieu [86] ont produit les premiers résultats et obtenu une conver-
gence presque complète d’un estimateur à noyau de ce modèle non paramétrique dans
le cas où les variable sont i.i.d. Ferraty et al. [87] ont élargi ces résultats pour inclure
des problèmes de régression non standard tels que la prévision dans le cadre de séries
chronologiques. En considérant l’estimateur de Ferraty et Vieu [77] et employant la pro-
priété de concentration de la variable explicative sur les petites boules. Demongeot et

al. [54] ont récemment publié une nouvelle approche pour l’estimation locale linéaire de
la densité conditionnelle de données fonctionnelles dans un espace semi-métrique ; en uti-
lisant cette méthode, ils ont pu obtenir des vitesses de convergence et uniforme presque
complète et une convergence ponctuelle . Aussi, Ferraty et al. [85], Ferraty et al. [79],
Ferraty et Vieu [80] et Ezzahrioui [72], ont également suggéré et étudié des techniques
pour obtenir des quantiles conditionnels en utilisant l’estimation par noyau de la fonction
de répartition conditionnelle. Pour les variables fonctionnelles spatialement dépendantes,
Laksaci et Maref [125] ont démontré que l’estimateur de quantiles conditionnels à noyau
converge presque complète, avec aussi le taux. De plus, il y a la convergence en moyenne
quadratique, que Ferraty et al. [82] ont développé. Ils ont expliqué en détail le terme
asymptotique précis de l’erreur quadratique.

1.2.2 Variables et données fonctionnelles

Le développement technologique a contribué à l’évolution de la branche statistique, consa-
crée à l’analyse fonctionnelle, ils l’ont développé et élargi pour traiter les observations
comme des éléments aléatoires fonctionnels. Dans ce contexte, pour fixer le vocabulaire
utilisé nous présentons quelques définitions.

Définition 1.2.1. (Ferraty et Vieu [79]) Une variable aléatoire est dite fonctionnelle si
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ses valeurs sont dans un espace de dimension infinie. Une observation d’une variable

fonctionnelle est appelée donnée fonctionnelle.

X = {Xt,t∈T ,Xt ∶ Ω→ R} .

−T ⊆ R ∶ courbe −T ⊆ R2 ∶ image.

En pratique, une donnée fonctionnelle est observée dans un nombre fini d’instants :

0 = t0 < t1 < . . . < tk = T ∶
{(t0,Xt0) , (t1,Xt1) , . . . , (tk,Xtk)} ( Figure (1) )

FIGURE 1.1 – Les données fonctionnelles.

Définition 1.2.2. (Ferraty et Vieu [79]) On appelle modèle fonctionnel, tout modèle pre-

nant en compte au moins une variable aléatoire fonctionnelle.

Soit X une variable aléatoire à valeurs dans un espace de dimension infni A et soit une
application φ définie dansA et dépendant de la distribution deX . Un modèle d’estimation
de φ consiste à introduire une certaine contrainte de la forme φ ∈ C,
d’où la définition suivante :

Définition 1.2.3. (Ferraty et Vieu [79]) Un modèle fonctionnel est dit paramétrique réel

(ou vectoriel) si la classe de fonctions C est indexable par un nombre fini de paramètres

réels (ou vectoriels). Dans le cas contraire, il est dit non-paramétrique, i.e. que la classe

C est indexable par un nombre infini de paramètres d’un espace de dimension infinie

(espace fonctionnel).
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1.2.3 Domaines d’applications des données fonctionnelles

Notons que l’étude de ces données fonctionnelles est en plein développement tand sur
le plan d’articles de recherche et la variété des phénomènes examinés, nous présentons
dans cette partie quelques domaines variés dans lesquels apparaissent les données fonc-
tionnelles (Économétrie, Chimiométrie et Climatologie), et pour illustrer les types de pro-
blèmes auxquels les statistiques fonctionnelles pourraient répondre.
- En science de la biologie, on retrouve principalement le travail pionnier de Rao [169]
liés à l’étude des courbes de croissance. Ces derniers temps, Ramsay et Silverman [167],
ont étudié les variations de l’angle du genou au cours de la marche, pour chaque patient
souffrant de la maladie de Parkinson, où les courbes de marche sont utilisées comme in-
dicateur pour comparer l’efficacité des deux types de traitement (Figure 1.2). Concernant
la biologie animale, des études de la ponte de mouches méditerranéennes ont été effec-
tuées par plusieurs auteurs, Chiou et al. [40], Chiou et al. [41], Cardot [38], les données
consistent en des courbes donnant pour chaque mouche la quantité d’oeufs pondus en
fonction du temps.

FIGURE 1.2 – Courbes de marche par mesurant l’angle de flexion au niveau du genou

- La chimiométrie c’est une partie des champs qui utilisation de méthodes de la statistique
fonctionnelle, il y a des ensemble de travaux consacrés à ce sujet, on peut mentionner
Frank et Friedman [92], ainsi que Hastie et Mallows [107], et en trouvent les travaux de
Ferraty et Vieu ( [87], [77]) qui ont étudié et analysé la teneur en matières grasses de
la viande compte tenu des longueurs d’ondes infrarouges qu’absorbent ces morceaux de
viande (morceau de viande comme une variable d’intérêt, courbe d’absorbsion comme
une variable explicative).
- Dans le domaine de l’environnement, plusieurs auteurs se sont préoccupés sur la ques-
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tion de prévision de pollution en utilisant des méthodes de la statistique fonctionnelle.
Comme Aneiros-Perez et al. [5], Febrero et al. [76], ces données sont des mesures des
pics quotidiens de pollution à l’ozone (variable d’intérêt) basées sur les courbes des pol-
luants et les courbes météorologiques de la veille (variables explicatives)..
-El Niño est phénomène climatique, les mécanismes qui régulent ce phénomène ils inclut
les doubles interactions entre l’atmosphère et l’océan dans les zones équatoriales. Les me-
sures mensuelles de la température de surface de l’océan prises depuis le début des années
1950. Constituent l’ensemble de données dont nous disposons. Il est possible d’évaluer le
caractère fonctionnel des données en prenant en compte l’évolution temporelle des tem-
pératures. (Pour plus de références voir Bosq [28], Ramsay et Silverman [165], Ferraty et

al. [85], Hall et Vial [101]).

FIGURE 1.3 – Courbes de température de surface autour du courant océanique El Niño
(57 courbes) par incréments de 12 mois depuis 1950.

-En linguistique, plusieurs auteurs ont étudié des applications liées à ce domaine, par
exemple Berlinet et al. [22], Hastie et al. [108], et aussi Ferraty et Vieu [88]. Ils ont
travaillé sur un type de données qui sont les enregistrements de phonèmes prononcés par
une variété de personnes sous forme de courbes. Où ils ont associé l’étiquette à chaque son
et l’ont représenté comme une variable d’intérêt, et l’objectif est de créer une classification
de ces courbes en utilisant la courbe enregistrée qui a été représentée comme une variable
explicative.
Les statistiques fonctionnelles ont été employées dans de plusieur domaines différents,
par exemple, en l’économie ont été étudiées par Benko et al. [21], et par Kneip et Utikal
[118], en graphologie, par Hastie et al. [108] et Ramsay [166], l’étude des audiences
télévisuelles par Cardot et al. [37], des profils de croissance par Sauder et al. [180], l’étude
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de l’évolution des taux d’intérêts au cours du temps par Laurini [131].

1.2.4 Quelques exemples de données fonctionnelles

1. Cet exemple d’application de données fonctionnelles se concentre sur la problé-
matique du contrôle qualité de la viande hachée dans le secteur alimentaire, (voir
Thèse Doctorat de Laksaci [123]). Le but de cette recherche est de prédire la teneur
en gras d’un morceau de viande (Z) compte tenu de sa courbe spectrométrique
(A). La variable fonctionnelle est présentée par la courbe d’absorption lumineuse
en fonction de la longueur d’onde (ces courbes appelées spectrométriques), qui est
une courbe obtenue à l’aide d’une méthode traditionnelle de spectrométrie proche
infra-rouge. Les courbes spectrométriques Ai correspondant à 215 morceaux de
viande sont présentées ci-dessous (voir Figure 1.4).

FIGURE 1.4 – Les courbes spectrométriques des 215 échantillons de viande.

2. Un autre domaine est celui de l’industriel, elle a été menée au centre de recherche
Danone Vitapol, Paris, son intérêt pour la prédiction de la qualité des biscuits à
travers la courbe issue du pétrissage qui liée à la qualité de la farine utilisée dans
la fabrication des biscuits, où la courbe de pétrissage représente une mesure de
la résistance de la pâte durant 480s dans l’étape de pétrissage, et l’objectif est
de mesurer la capacité à prédire la qualité des biscuits grâce à des courbes de
pétrissage et à prédire la qualité avant 480s. (voir Figure 1.5).
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FIGURE 1.5 – Données obtenues en observant la dureté de la farine 115 pendant 480
secondes.

1.3 Données spatiale

1.3.1 Présentation des données spatiales

Le terme « analyse spatiale » a un pedigree en géographie qui remonte au moins aux an-
nées 1950. L’analyse spatiale est un terme largement utilisé dans les littératures sur les
systèmes d’information géographique (SIG) et la science de l’information géographique
(SIGc). Une définition de l’analyse spatiale est qu’elle représente un ensemble de tech-
niques et de modèles qui utilisent explicitement le référencement spatial associé à chaque
valeur de données ou objet spécifié dans le système à l’étude. Les méthodes d’analyse
spatiale doivent formuler des hypothèses ou s’appuyer sur des données décrivant les rela-
tions spatiales ou les interactions spatiales entre les cas. Pour plus de précisions, dans le
discipline de la météorologie, lors de l’étude des précipitations cumulées enregistrées sur
un certain nombre de stations météorologiques. Le pourcentage de personnes atteintes du
Covid-19 dans les wilayas d’Algérie en est un autre exemple en épidémiologie lorsqu’il
s’agit d’analyser une variable d’intérêt. Ces données sont actuellement simples à obtenir,
mais elles ne peuvent être examinées par les méthodes classiques de la statistique clas-
sique, dont l’un des principes fondamentaux est l’indépendance entre les observations.
Il est nécessaire d’utiliser de nouvelles techniques d’analyse qui prennent en considéra-
tion la dépendance spatiale des observations en conséquence. Selon le type de données,
différentes approches doivent être utilisées, et afin de modéliser de telles actions, il est
nécessaire d’identifier un type de corrélation entre certaines variables aléatoires dans un
site et d’autres variables aléatoires dans des sites voisins. Il s’agit d’une qualité primor-
diale de l’analyse des données spatiales. De ce fait, les techniques de statistiques spatiales
offriront la possibilité, entre autres, d’analyse exploratoire des données, l’étude des cor-

9



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

rélations spatiales, et leur modélisation jusqu’à ce que la prévision d’un événement dans
des sites non observées.
Lorsque nous étudions des phénomènes en statistiques spatiales, nous sommes guidés
pour regarder un ensemble spatial D de sites. Ces observations sont les réalisations d’un
processus appelé champ aléatoire (en mathématiques) X = {Xi, i ∈ D}, indexé par D (en-
semble spatial), et Xi sont des variables aléatoires appartenant à un espace d’états T .
L’ensemble des indices est un range D de RN , N > 1 ayant un rectangle de volume stric-
tement positif, et l’indice i ’la localisation’, se déplace donc continûment dans cet espace
et est soit fixe et prévisible, soit aléatoire. En revanche, les observations de terrain sont
réalisées en réalité à un nombre limité d’emplacements déterministes à l’intérieur du sous-
ensemble bidimensionnelD (D ∈ R2 ). On peut aussi se référer aux différentes dimensions
de D, D-unidimensionnel (chromatographie) ou (D ∈ R3 ) (prospection minière, imagerie
3D), D de dimension d > 3 (la planification des expériences numériques ou la statistique
bayésienne).

1.3.2 Données fonctionnelles spatiales

Pour introduire la fonctionnelle spatiale, supposons que l’on note par Zi = (Xi,Yi) le
processus mesurable et la technique strictement stationnaire, avec i ∈ ZN et N ≥ 1 choisis
parmi Z = (X ,Y) variables aléatoires, qui est valorisé dans (F × R), où l’on définit un
espace semi-métrique par (F, d). On note x une courbe fixe dans F , et on désigne au
voisinage de x par Nx, et à un sous-ensemble fixe compact de R par δ. Ensuite, nous
supposons que les Zi sont (i.d.), c’est-à-dire identiquement distribués à Z = (X ,Y) et
que la probabilité conditionnelle de Y étant donné X a une forme régulière. De plus,
supposons que i = (i1, ..., iN) ∈ ZN soit un point appelé site. Supposons que le processus
spatial est accessible sur un rectangle régional

In = {i = (i1, ..., iω, .., iN) ∈ ZN , 1 ≤ iω ≤ nω, ω = 1, ...,N} , où n = (n1, ..., nN) ∈ ZN .

1.4 Contexte bibliographique sur l’estimation par la mé-
thode des k plus proches voisins

Pendant ces dernières années, un large éventail de littérature dans le domaine de l’esti-
mation par la méthode des k plus proches voisins (kNN) est fourni par les revues biblio-
graphiques à cause de nombreux avantages qu’elle présente. Le premier intérêt de cette
méthode vient de la nature du paramètre de lissage. En effet, dans la méthode à noyau
traditionnelle le paramètre de lissage est la fenêtre h qui est un nombre réel positif. Ce-
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pendant dans notre méthode, on remplace ce dernier par une variable aléatoire réelle (Hn)
pour la variable explicative fonctionnelle (X). D’autre plusieurs aspects de cette méthode ;
dans le cadre fonctionnel, elle respecte la structure locale des données, ce qui est primor-
dial en dimension infini. Elle est fréquemment employée en pratique, comme en Ferraty
et Vieu [79] et s’avère facile à manipuler parce que l’utilisateur a un seul paramètre à
contrôler, qui est représenté par le nombre k de plus proche voisin, ce paramètre k prend
ses valeurs dans un ensemble fini. Cette méthode permet de créer un voisinage adapté aux
données à chaque point.
La bibliographique de l’estimation par la méthode kNN existe depuis Royall [178] et
Stone [181] qui ont commencé par estimer la fonction de régression. D’autre auteurs
avaient aussi l’intérêt d’étudier cet estimateur, trouvons par exemple Collomb [44] qui a
montré les différents types de convergence (probabilité et presque complète), Mack [144]
a étudié la convergence en L2 et la distribution asymptotique, la convergence uniforme
est donnée par Devroye [61]. Pour le cas des données fonctionnelles, Ferraty et Vieu [78]
ont commencé par une introduction sur l’estimation des kNN.
Dans une publication récente, Burba et al. [32] utilisent la méthode des k plus proches voi-
sins dans le contexte de l’estimation à noyau de l’opérateur de régression, ils ont réussi
à obtenir la convergence presque complète de l’estimateur élaboré. La normalité asymp-
totique de l’estimateur non paramétrique robuste de la fonction de régression par la mé-
thode des k plus proches voisins a été établie par Attouch et Benchik [11] dans le même
contexte lorsque les variables sont fonctionnelles, et cela sous les propriétés de concen-
tration sur les petites boules de la mesure de probabilité. La propriété de robustesse a été
présentée comme une alternative aux méthodes d’estimation. La méthodologie robuste
employée dans cette étude relève en fait de la catégorie des M-estimations présenté par
Huber [112].
On retrouve également plusieurs études très récentes basées sur la méthode d’estimation
des k-plus proches voisins, comme l’étude présentée par Almanjahi et al. [2], estimation
de la densité conditionnelle dans la structure de régression scalaire sur fonction : approche
linéaire locale kNN, où un nouvel estimateur est proposé en combinant la procédure des
k plus proches voisins (kNN) avec l’approche linéaire locale. Ensuite, la consistance uni-
forme dans le nombre de voisins (UNN) de l’estimateur proposé est établie. Le travail qui
soumis par Bouabsa [30], estimation d’erreur relative non paramétrique via un régresseur
fonctionnel par le méthode des k plus proches voisins sous troncature aléatoire, Attouch
et Bouabsa [10] où ils ont étudié l’estimation des k plus proches voisins du mode condi-
tionnel pour les données fonctionnelles sous dépendance et Attouch et al. [8] ont étudié
l’estimation des k plus proches voisins du mode conditionnel pour les données fonction-
nelles. Le document de recherche pour Kara et al. [115] où il a présenté des estimateurs
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du noyau le plus proche voisin (kNN ) pour l’analyse non paramétrique d’échantillons
statistiques impliquant des données fonctionnelles, et le point principal est d’examiner les
méthodes basées sur les données pour sélectionner le nombre de voisins. Almanjahi et

al. [3] ils ont traité le problème de l’analyse non paramétrique au moyen de la régression
d’erreur relative lorsque l’interprétation de la variable est de dimension infinie. Sur la base
de la procédure des k plus proches voisins (kNN), ils ont construit un estimateur et établi
ses propriétés asymptotiques.

1.5 Robustesse en statistique non paramétrique

En statistique, le sujet de la robustesse de la procédure statistique usuelle (estimation,
test) est crucial. Elle autorise de contrôler la stabilité de cette procédure par rapport à la
déviation du modèle et/ou des observations. À la fin du XIXe siècle, ce problème a fait
l’objet de longs débats, et de nombreux chercheurs avaient une idée relativement évidente
de cette idée de robustesse. En effet, en 1818, les premiers travaux mathématiques sur
le thème de l’estimation robuste sont présentés, ajouté à cela, des travaux de Laplace (P.
S.) de la théorie analytique des probabilités dans son deuxième supplément. Plus précisé-
ment, G. E. P. Box a inventé le terme "robuste" en 1954. Cependant, jusqu’au milieu des
années 1960, cette idée n’a pas été reconnue comme un sujet de recherche. Notamment
avec les travaux de Huber [112], Hampel [103], une théorie cohérente des statistiques ro-
bustes est développée sur la base de critères de type min-max et emploie principalement
des arguments de convexité.
En revanche, des méthodes d’ajustement automatisées robustes ont été développées par
Huber ( [110] et [111]), Andrews [15] et Krasker et Welsh [117], plus efficaces que la
méthode des moindres carrés, mais en présence d’outliers ou lorsque la distribution des
erreurs dans le modèle suit une distribution à queue lourde. Dans la forme de distribution
lourde, ils sont plus efficaces. Le thème d’estimation robuste ayant eu un grand intérêt
en statistique non paramétrique, surtout l’estimation robuste de la fonction de régression.
Au début des années 1960, les premiers résultats dans ce domaine ont été générés par
Huber [112], à partir duquel il a pu déterminer, pour cette fonction, la normalité asymp-
totique et la consistance d’une classe d’estimateurs.
Härdle [106], et Robinson [171] ont prouvé la normalité asymptotique d’une famille d’es-
timateurs pondérés issue de la méthode du noyau pour la fonction de régression sous des
conditions de mélange. L’estimateur de Robinson [172] a été utilisé par Boente et Fraiman
( [25], [26]) en même temps pour examiner simultanément les deux paramètres d’échelle
et de position. La cohérence des estimateurs créés a été développée dans des contextes
dépendants et indépendants, et dans des conditions généraux. Collomb et Härdle [43],
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en tenant compte d’observations φ-mélangeantes, ont déduit la convergence uniforme de
l’estimateur robuste de la fonction de régression. Fan et al. [75] ont suggéré une méthode
différente pour une estimation robuste de la fonction de régression. Avec l’aide de cette
méthode, il est possible d’englober de nombreux modèles non paramétrique et de robus-
tier la régression classique. L’estimateur de Collomb et Härdle [43] ont été adaptés par
Laïb et Ould-Saïd [122] pour le modèle d’autorégression d’un processus ergodique sta-
tionnaire. Même lorsque la fonction objective n’est pas bornée, ils ont réussi à obtenir la
convergence uniforme de cet estimateur. La fonction de régression a été estimée par Cai et
Ould-Saïd [34] à l’aide d’une version robuste de l’estimation polynomiale locale. Ils ont
prouvé que la convergence presque sûre et la normalité asymptotique de ces estimateurs
sous des conditions standards et quand les observations sont α−mélangeantes.

1.6 Probabilités de petites boules et semi-métriques

La régression non paramétrique est bien connue pour son problème de dimension lorsque
les variables sont multivariées (voir Stone [182]), résulte de cela, les méthodes non pa-
ramétriques dans les modèles de régression fonctionnelle peuvent une vitesse de conver-
gence très lente. À cet égard, lorsque la variable explicative est multivariée (i.e. à valeurs
dans un espace de dimension finie k), les vitesses de convergence de l’estimateur à noyau
dépendent d’un terme exprimé par hkn, qui représente la probabilité que la variable expli-
cative appartienne à la boule de centre x et de rayon hn. D’autre part, pour la variable
explicative fonctionnelles, ce qui signifie, a une valeur dans un espace semi-métrique
de dimension infinie (A,d) où d est une semi-métrique, nous utilisons des concepts de
concentration plus généraux appelés petites boules de probabilité et traduisons les résul-
tats asymptotiques en fonction de ces quantités. Les petites boules de probabilités sont
définies comme suit :

φx(hn) ∶= P (d(X,x) ≤ hn) .

La manière diminuent jusqu’à zéro a un impact significatif sur le taux de convergence
de l’estimation en utilisant la méthode kNN. Il existe de nombreux articles sur le proba-
bilité des équivalents asymptotiques pour les petites boules de probabilité lorsque d est
une norme, pour plus de précisions, voir Dereich [55], Li et Shao [138], Gao et Li [94],
Lifshits et al. [140] ou une semi-norme spécifique voir Aurzada et Simon [16], Lifshits
et Simon [140]. Pour les processus non lisses tels que le mouvement brownien et les
processus d’Ornstein-Ullenbeck, ces petites boules de probabilité prennent une forme ex-
ponentielle concernant hn, ce qui entraîne un taux de convergence qui est une puissance
de log(n) (Ferraty et Vieu [79]). La semi-métrie choisie a un impact direct sur la topologie
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et la petite boule de probabilités. Différentes semi-métriques sont disponibles dans diffé-
rentes situations pour trouver une topologie qui donne une idée pertinente de la proximité
entre les courbes. Le choix d’une projection semi-métrique (basée sur les composantes
principales fonctionnelles, la décomposition de Fourier ou les splines) peut être une alter-
native efficace au problème de la dimension. Ferraty et Vieu [80] démontrent lorsque E
est un espace de Hilbert séparable, l’existence d’une projection semi-métrique spécifique
qui conduit à des petites boules fractale de probabilités. Par ailleurs, dans certaines situa-
tions, par exemple lorsque l’ensemble de données est constitué de courbes lisses comme
les courbes spectrométriques, l’utilisation de la semi-métrique basée sur la dérivée peut
être avantageuse. Cependant, il peut être difficile de décider quelle semi-métrique utiliser
en pratique. Pour résoudre ce problème, Ferraty et al. [87] ont proposé une méthode qui
consiste à sélectionner une famille de semi-métrique de l’information arrive sur les don-
nées et à déterminer la semi-métrique la plus appropriée parmi cette famille en utilisant la
Cross-Validation. Bien que la justification théorique de l’utilisation d’une semi-métrique
spécifique reste un problème ouvert.

1.7 Estimation de la fonction de hasard

Pour l’étude de la fiabilité des statistiques, la fonction de hasard (appelée aussi le taux
de hasard ou taux de survie ou taux de défaillance) est largement utilisée. Elle mesure la
probabilité instantanée qu’à une date donnée un événement se produise, sachant que juste
avant cette date, il ne s’est pas encore produit. Remarque que l’utilisation de ce modèle
est devenue populaire en économétrie, notamment pour l’analyse des transitions (trajec-
toires individuelles sur le marché du travail). Donc, on peut essayer de mesurer, pour un
chômeur, l’évolution dans le temps de sa propension à trouver un emploi. Vous pouvez
regarder par exemple chez Lancaster [130], Florens et al. [91], et autres. Ils ont trouvé
la fonction de risque sous deux formes, la première est la forme continue et la seconde
est la forme discrète. Dans le cas de la forme continue, quand on n’a pas d’idée sur la
forme initiale de la fonction de risque, l’estimation fonctionnelle non paramétrique s’im-
pose (ou quand on fait des hypothèses d’appartenance à un ensemble de lois particulier).
Dans le cas de la forme discrète, on estime les taux de hasard (décès, panne) comme étant
des paramètres. Les débuts de l’analyse non paramétrique étaient Watson et al. [190] qui
ont fait une proposition sur un estimateur, pour lequel ils construisaient la propriété de
convergence asymptotiquement sans biais.
Les statisticiens sont généralement intéressés dans l’étude des caractéristiques numé-
riques inconnues d’une population. L’analyse de survie comprend une large éventail de
méthodes statistiques données de survie. Pour arriver à une (conjecture) étroite et signifi-
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cative pour les paramètres inconnus, nous devrons peut-être envisager certaines méthodes
de calcul dont les propriétés théoriques peuvent être justifiées. Le processus d’acquisition
d’un tel une (supposition) significative s’appelle une estimation.
Dans l’analyse de survie, il est souvent impossible de simplifier la tâche d’estimation à
quelques paramètres de distribution, nous sommes intéressés à déterminer l’ensemble de
la distribution du temps de survie, donc l’objectif n’est pas quelques paramètres, et nous
devons présenter l’estimation fonctionnelle de l’ensemble courbe de distribution de sur-
vie à tous les points dans le temps. La méthode d’estimation pour ce type de problème est
appelée estimation non paramétrique, car l’estimateur n’est pas un paramètre classique à
dimensions finies. Une fois que l’estimation a été faite, un effort d’inférence supplémen-
taire est requis. La fonction de survie présentée par : P (Y > y), qui mesure la probabilité
d’observer un temps de survie plus long qu’une valeur fixe y.
Supposons Y une variables aléatoire à valeur dans R+ associée à une durée de vie. La
fonction de hasard est définie au point y comme étant la probabilité instantanée que cette
durée de vie se termine à l’instant y. Plus précis, si h est la fonction de hasard, nous
aurons :

h(y) = lim
∆y→0

P(Y ≤ y +∆y/Y ≥ y)
∆y

; y > 0. (1.1)

Pour que la variable Y possède une densité f par rapport à la mesure de Lebesgue, l’éga-
lité (1.1) s’écrit :

h(y) = f(y)
1 − F (y) ,

avec : F est la fonction de répartition de Y .
De la même façon, la fonction de hasard conditionnée à une variable explicative X est
définie comme suite :

hX(y) = lim
∆y→0

P(Y ≤ y +∆y/Y ≥ y,X)
∆y

; y > 0, (1.2)

à partir de la fonction de densité conditionnelle fX(y) et de la fonction de répartition
conditionnelle FX(y), cette dernière s’écrit sous la forme :

hX(y) = fX(y)
1 − FX(y) .
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1.8 Les méthodes d’estimation

1.8.1 Le régressogramme

L’étude porte sur l’estimation de la fonction de régression. L’estimateur qui presente par
Tukey [189] pour la régression a l’avantage d’être facile à mettre en œuvre et économique
en opérations de calcul. La définition de cet estimateur est la suivante : considérons une
partition (πt)t=1,⋯,T du support de X , fixée à priori. Pour la classe πt où se trouve le point
x, on effectue la moyenne des Yi correspondants aux Xi de cette même classe πt.
On a :

∀x ∈ πt ∶ r̂reg(x) =
∑n
i=1 YiI{Xi∈πt}
∑n
i=1 I{Xi∈πt}

.

Le problème avec ce genre d’estimation lié au choix du positionnement des bornes des
intervalles πt .

1.8.2 L’estimateur de la fenêtre mobile

Pour éviter le problème classique d’estimation par le régressogramme, un nouvel estima-
teur dit de la ”fenêtre mobile” est construit en remplaçant la partition en intervalles πt par
un seul intervalle qui varie de manière continue. Et donc on a :

∀x ∈ R ∶ r̂FM(x) = ∑
n
i=1 YiI{Xi∈[x−h;x+h]}

∑n
i=1 I{Xi∈[x−h;x+h]}

, avec h ∈ R⋆
+,

où h un réel strictement positif appelé "paramètre de lissage".
Cet estimateur présente encore l’inconvénient d’être de nature discontinue.

1.8.3 L’estimateur à noyau

L’estimateur à noyau a été proposée en (1964) par Nadaraya et Watson (indépendamment
et simultanément), également appelé aussi estimateur de Nadaraya-Watson(N-W), et il est
construit de manière similaire à l’estimateur à noyau de la densité introduit par Parzen-
Rosenblatt (voir Parzen [156] et Rosenblatt [173]), et il a depuis lors été largement étudié.
Cet estimateur est défini comme suit :

∀x ∈ R ∶ r̂NW (x) =
∑n
i=1 YiK (x −Xi

h
)

∑n
i=1K (x −Xi

h
)
, avec h ∈ R⋆

+,

où K est une "fonction noyau", et h est "le paramètre de lissage".
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1.8.4 L’estimateur localement linéaire

L’estimation de localement linéaire est fondée sur une simple généralisation de l’esti-
mateur de Nadarya-Watson. Le principe de l’estimation localement linéaire consiste en
l’ajustement local d’un polynôme de degré 1 :

r(.) ≈ α + β(. − x)

aux données {(Xi, Yi)i=1,...,n} par la méthode des moindres carrés, où α et β sont des
paramètres à estimé.
Nous essayons de résoudre le problème suivante de minimisation par rapport à (α, β ) :

arg min
α,β

n

∑
i=1

{Yi − α − β (Xi − x)}2
K (Xi − x

hn
) .

L’estimateur solution du problème de minimisation situé au-dessus est appelé estimateur
localement linéaire (LL) et est défini par :

r̂LL(x) =
∑1≤i,j≤n Yiwi,j(x)
∑1≤i,j≤nwi,j(x)

où
wi,j(x) = (Xi − x) ((Xi − x) − (Xj − x))K (Xi − x

hn
)K (Xj − x

hn
) .

Une autre forme de l’estimateur LL est possible et est donnée par :

r̂LL(x) ∶=
f̂0(x)ĝ2(x) − f̂1(x)ĝ1(x)
ĝ0(x)ĝ2(x) − ĝ2

1(x)
,

où
f̂γ(x) ∶=

1

nhn

n

∑
i=1

Yi(Xi − x)γK (Xi − x
hn

) , γ = 0,1,

ĝγ(x) =
1

nhn
∑

1≤i≤n
(Xi − x)γK (Xi − x

hn
) , pour γ = 0,1,2.

L’estimateur localement linéaire est préférable à l’estimateur à noyau de Nadaraya-Watson
dans la mesure où il réduit les effets de bord. Selon Fan [73], l’estimateur localement li-
néaire présente à la fois un biais plus faible que celui de l’estimateur de Nadaraya-Watson.
Pour des informations plus détaillées sur les propriétés de l’estimateur localement linéaire
et des applications sur des données réelles, nous recommandons au lecteur de consulter le
Livre de Fan et Gijbels [74].
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1.8.5 L’estimation des k plus proche voisins (kNN)

Il y a eu des recherches approfondies sur l’estimation des k plus proches voisins, des
nombreuses études ont été faites à ce sujet, lorsque la variable explicative appartient à
un espace de dimension finie (voir les travaux de Györfi et al [100]). Lorsque la variable
fonctionnelle est estimée avec une réponse réelles, deux méthdes distinctes existent pour
l’estimation par kNN de la fonction de régression. Laloë [128] a présenté une méthode
d’estimation kNN non paramétrique pour une variable fonctionnelle qui est un élément
d’un espace de Hilbert séparable. Bien que Laloë [128] ait établi un résultat de conver-
gence faible, son approche n’est pas entièrement fonctionnelle.
La technique de Laloë [128] consiste à réduire la dimensionnalité de la variable d’en-
trée en la projetant sur un sous-espace de dimension finie et en utilisant une technique
multivariée sur les données projetées. Les travaux de Burba et al. [33], quant à eux, ont
adopté une approche fonctionnelle pure et ont considéré le problème sur un espace fonc-
tionnel semi-métrique. Ils ont obtenu une convergence presque complets et un taux de
convergence pour les données indépendantes. Burba et al. [33] ont développé le Lemme
de Collomb [44], qui sera utilisé dans les preuves.
En plus, Cérou et Guyader [39] ont abordé l’estimation du noyau par kNN pour la classifi-
cation dimensionnelle infinie, tandis que Lian [139] a constaté que l’estimation de régres-
sion par kNN converge lorsque la réponse est un élément d’un espace de Hilbert. Lorsque
la variable explicative de dimension finie, Tran [187] et Lu et Cheng [142] discutent tous
deux de l’estimation par noyau des kNN pour des variables aléatoires α-mélangeant.
Le concept de base derrière cette méthode est basé sur l’estimation d’un nombre fixe d’ob-
servations k qui est le plus proche du point souhaité, supposons X ∈ Rq et nous avons un
échantillon {X1; ...;Xn}. Pour n’importe quel point fixe X ∈ Rq, en utilisant la distance
euclidienne ∥x∥ = (x′x) 1

2 , nous pouvons déterminer la distance entre chaque observation
Xi et x.

Si = ∥x −Xi∥ = (x −Xi)′(x −Xi)
1
2

Il s’agit d’une simple opération arithmétique dans l’ensemble de données. On a la statis-
tique d’ordre pour les distances Si sont 0 ≤ S1 ≤ S2 ≤ ... ≤ Sn.
Les observations qui correspondent à cette statistique d’ordre sont appelées les "plus
proches voisins" de x. L’observation la plus proche de x est le premier voisin le plus
proche, le prochain voisin le plus proche est la deuxième observation la plus proche,
et ainsi de suite. Les observations triées par distances, où les plus proches voisins sont
{X(1);X(2);X(3); ...;X(n)}, le k-ième plus proche voisin de x est X(k).
pour un k donné ; spécifier :
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Tx = ∥X(k) − x∥ = S(k)

Tx est le k-ème ordre statistique sur les distances Si.
La recherche scientifique se repose sur le développement de l’idée émise dans les premiers
travaux de Royall [178] et Stone [181], où l’idée est de ne considérer que Yi correspondant
aux k points Xi les plus proches de x (k ∈ N), pour estimer la régression. Pour appliquer
cela, nous apportons un changement dans la méthode du noyau où nous remplaçons un
paramètre h par une variable aléatoire positive notée Hn,k, où il exprime la plus grande
valeur des distances ∣x −Xi∣.
L’avantage initial de l’utilisation de la méthode kNN est que son paramètre de lissage k
prend des valeurs à partir d’un ensemble discret R = {1,2, ..., n}, alors que le paramètre
de lissage h dans la méthode des noyaux est un nombre réel positif. La capacité de la
méthode à construire un voisinage qui s’adapte à la structure locale des données est le
deuxième et le plus crucial avantage. La méthode traditionnelle du noyau n’est pas très
performante pour estimer la fonction de régression lorsque les données sont hétérogènes,
c’est-à-dire de natures diverses. Alors que la méthode kNN évite ce problème en sélec-
tionnant le nombre de voisins. En raison du paramètre adaptatif k, la méthode kNN est
nettement plus efficace lorsque les données sont fonctionnelles. La méthode kNN pose
cependant un défi technologique important. Spécifiquement que le choix des voisins les
plus proches produit une variable aléatoire. De plus, comme nous ne pouvons pas utiliser
les mêmes outils que dans la méthode du noyau standard, cette randomisation rend les
démonstrations techniquement difficiles.

1.9 Description et contribution de la thèse

Le large éventail d’applications offertes par l’estimation fonctionnelle, ainsi que son
outil théorique et sa capacité à décrire ces données en les considérant comme des réa-
lisations d’une variable aléatoire dans un espace abstrait, expliquent l’enthousiasme de
nombreux auteurs dans des domaines variés. Ce domaine est d’actualité et d’une grande
importance scientifique sur la base de les différentes conclusions ou découvertes issues de
la recherche et qui ont été validées et diffusées dans des revues scientifiques reconnues.
Nous présentons dans cette section un bref résumé des principales contributions de cette
thèse. Le cadre de recherche exposé dans cette thèse est de l’estimation de quelques fonc-
tions robustes dans le cas où les observations sont de dimension éventuellement infinie en
utilisant la méthode des k plus proches voisins, dans l’objectif par la suite est d’étudier les
propriétés asymptotiques. Cette étude est principalement fourni en trois chapitres, dont le
premier est présenté au contexte bibliographique et représentative, dans lequel nous avons

19



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

contribué au domaine de l’estimation fonctionnelle non paramétrique. Nous avons discuté
de les données fonctionnelles et ses champs d’application, robustesse en statistique non
paramétrique, fonction de hasard, et nous avons donné une idée de l’estimation par la mé-
thode kNN.
Le chapitre 2, l’objectif principal de l’étude est de construire un estimateur de la fonction
de régression en reliant l’approche de M-estimation avec le cadre de quasi-association à
l’aide de la méthode kNN, et nous étudions les propriétés asymptotiques de cet estima-
teur. Ce chapitre est présenté comme suit :

Chapitre 2 : Estimation de M-Régression avec la méthode du k plus proche voisin sous
des données quasi-associées dans les statistiques fonctionnelles (Belatreche et al. [19])
Nous considérons (Wi)i=1,...,n ∶= (Ai,Bi)i=1,...,n une série de données dans l’espace de
Hilbert séparable des variables aléatoires stationnaires quasi-associées et identiquement
distribuées ε ∶= G × R, où G est un espace de Hilbert réel séparable avec les ∥.∥ norme
créée par le produit interne <.,.>.
Le modèle non paramétrique, noté ϑa, est implicitement défini comme un zéro par rapport
à φ dans l’équation

Λ(a,φ) ∶= E [ρ (B1, φ) ∣ A1 = a] = 0, (1.3)

L’estimateur naturel de ϑa indiqué par ϑ̂a est un zéro par rapport à φ de l’équation

ρ̂(a,φ) = 0, (1.4)

alors, on a que

Λ̂(a,φ) ∶=

n

∑
i=1

L (h−1
L (a −Ai))ρ (Bi, φ)

n

∑
i=1

L (h−1
L (a −Ai))

,

avec L est une fonction de noyau et hL,n = hn est une suite de nombres réels positifs qui
tend vers zéro lorsque n tend vers l’infini.
Le M-estimateur de kNN :

Λ̃(a,φ) ∶=

n

∑
i=1

L (E−1
k (a −Ai))ρ (Bi, φ)

n

∑
i=1

L (E−1
k (a −Ai))

.

avec,

Ek = min{hL ∈ R+tel que
n

∑
i=1

IB(a,hL) (Ai) = k} .

Les principaux résultats obtenus dans ce chapitre sont :
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1. la consistance presque complète de ϑ̂a, pour un a ∈ S.

Théorème 1.1. (Belatreche et al. [19]) Sous des hypothèses de régularité de la

fonction robuste ainsi que des hypothèses de concentration de la mesure de pro-

babilité de la variable fonctionnelle, l’estimateur ϑ̂a existe et est unique. De plus,

on a, quand nÐ→∞ avec $ = min ($1,$2), que

sup
a∈S

sup
k1n≤k≤k2n

∣ϑ̂a − ϑa∣ = O (ϕ−1
a (k

2
n

n
)
$

) +O
⎛
⎝
( logn

n−γ (k1
n)
d
)

1/2⎞
⎠
, p.co.

2. La normalité asymptotique de ϑ̂a pour un fixe a ∈ S.
Théorème 1.2. (Belatreche et al. [19]) Sous certaine conditions et hypothèses, on

a que

(nϕa (xn)
d

σ2 (a,ϑa)
)

1/2

(ϑ̂a − ϑa)
D→N (0,1) quand n→∞,

où,

σ2 (a,ϑa) =
E [Λ2

a (Bϑa) ∣ A = a]

( ∂

∂φ
Λ (a,ϑa))

2 ∫
R′
L2(z)dz,

A = {a ∈ S,E [Λ2
a (B,ϑa) ∣ A = a] ∂

∂φ
Λ (a,ϑa) ≠ 0} ,

et
D→ désigne la convergence en distribution.

Ci-dessous, au chapitre 3, dans les cas où les co-variables sont de nature fonctionnelle,
nous avons développé un nouvel estimateur de hasard. Cet estimateur combine des don-
nées fonctionnelles spatiales avec la méthode des k plus proches voisins. Sous certaines
hypothèses générales, nous exposons la convergence presque complète, aussi le taux de
convergence.

Chapitre 3 : Le taux de convergence de la fonction de hasard avec la variable explica-
tive fonctionnelle : cas des données spatiales avec la méthode des k plus proches voisins.
(Belatreche et al. [20])

Soit M un entier naturel dans N∗. On considère le champ aléatoire Wi = (Ai,Bi) , i ∈
NM avec des valeurs dans G × R, où (G, d) est un espace semi-métrique de dimension
éventuellement infinie. Dans ce contexte, (Ai)i∈NM peut être une variable aléatoire fonc-
tionnelle.
On fixe un point a dans G (respectivement, un compactQ ∈ R), on suppose que les obser-
vations spatiales (Ai,Bi)i∈NM ont la même distribution que W = (A,B) et que la version
régulière de la probabilité conditionnelle de B sachant A = a existe et admet une densité
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bornée par rapport à la mesure de Lesbegue sur R, notée fak . Avec la méthode kNN le
paramètre fonctionnel étudié dans ce chapitre, noté hak, est défini, pour tout b ∈ R tel que
F a(b) < 1, par

hak(b) =
fak (b)

1 − F a
k (b)

,

où, F a
k est la fonction de distribution conditionnelle de B sachant A = a, avec

F a
k (⋅) = P(B ≤ ⋅ ∣ A = a).

Nous estimons avec la méthode kNN la fonction de distribution conditionnelle par

F̂ a
k (b) =

∑
i∈In

L (P −1
k d (a,Ai))J (h−1

J (b −Bi))

∑
i∈In

L (P −1
k d (a,Ai))

, ∀b ∈ R,

avec, L est un noyau et J est une fonction de distribution conditionnelle (cdf), définie par

J(⋅) = ∫
⋅

0 L(s)ds

∫
1/2

0 L(s)ds
,

De F̂ a
k , on déduit un estimateur de la densité conditionnelle, noté f̂ak , où

fak (⋅) = (F a
k )

′ (⋅).

Donc

f̂ak (b) =
h−1
J ∑

i∈In
L (P −1

k d (a,Ai))J ′ (h−1
J (b −Bi))

∑
i∈In

L (P −1
k d (a,Ai))

, ∀b ∈ R,

où, J ′ est la dérivée de J . L’estimateur kNN de la fonction de risque conditionnelle est
noté par

ĥak(b) =
f̂ak (b)

1 − F̂ a
k (b)

, ∀b ∈ R.

L’objectif de ce travail est d’étudier la convergence presque complète de l’estimateur ĥak
vers hak, lorsque le champ aléatoire fonctionnel (Wi)i∈NM satisfait la condition de mélange
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suivante.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Il existe une fonction Φ(s) ↓ 0 quand s→∞, telle que
∀Z,Z ′sous-ensemble de NMcardinal fini
α (B(Z),B (Z ′)) = sup

Y ∈B(Z),E∈B(Z′)
∣P(Y ∩E) − P(Y )P(E)∣

≤ Ψ (Card(Z),Card (Z ′))Φ (dist (Z,Z ′)) ,

Théorème 1.3. (Belatreche et al. [20]) Sous certaine conditions et hypothèses, on a que

sup
b∈S

sup
xn≤Pk≤yn

sup
νn≤hJ≤sn

∣ĥak(b) − hak(b)∣ = O (yβ3n ) +O (sβ4n ) +Op.co.

⎛
⎝

√
logn

n νnϕa (xn)
⎞
⎠
.

Théorème 1.4. (Belatreche et al. [20]) Sous certaine hypothèses, on a que

sup
b∈S

sup
xn≤Pk≤yn

sup
νn≤hJ≤sn

∣F̂ a
k (b) − F a

k (b)∣ = O (yβ3n ) +O (sβ4n ) +Op.co.

⎛
⎝

√
logn

nϕa (xn)
⎞
⎠
.

Théorème 1.5. (Belatreche et al. [20]) Sous les hypothèses (K1),(K7) et,(K8-ii), (K9-ii)

on a

sup
b∈S

sup
xn≤Pk≤yn

sup
νn≤hJ≤sn

∣f̂ak (b) − fak (b)∣ = O (yβ3n ) +O (sβ4n ) +Op.co.

⎛
⎝

√
logn

n νnϕa (xn)
⎞
⎠
.
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CHAPITRE 2. ESTIMATION DE M-RÉGRESSION AVEC LA MÉTHODE DU K
PLUS PROCHE VOISIN SOUS DES DONNÉES QUASI-ASSOCIÉES DANS LES
STATISTIQUES FONCTIONNELLES

Estimation de M-Régression avec la méthode du k plus proche voisin
sous des données quasi-associées dans les statistiques fonctionnelles

L’objectif principal de ce chapitre est d’étudier la M-estimation non paramétrique
sous séquence quasi-associée avec la méthode k Nearest Neighbor’s short (kNN). Nous
construisons un estimateur de cette fonction non paramétrique et nous étudions ses pro-
priétés asymptotiques. En outre, une étude comparative basée sur des données simulées
est également fournie pour illustrer la grande sensibilité de l’approche kNN à la présence
même d’une petite proportion de valeurs aberrantes dans les données.

2.1 Introduction

Il est très bien reconnu que la régression robuste dans les statistiques est une mé-
thode de recherche attrayante. Il est utilisé pour surmonter certaines des faiblesses de la
régression classique, notamment lorsque les valeurs aberrantes contiennent des données
hétéroscédastiques.
Dans la littérature statistique, plusieurs articles ont été consacrés à l’étude des propriétés
des M-estimateurs non paramétriques. Les premiers résultats concernant ce sujet pour
la normalité asymptotique dans les données dépendantes et indépendantes sont Gyorfi
[99], Collomb [43], Huber [112], Hardle, [105], Robinson [171], Boente et al. ( [26],
[25]), pour les résultats antérieurs, Boente et al. [27], Laib et al. [122], Attouch et al.

[12], Attouch et al. [13]. L’estimation par régression robuste non paramétrique a d’abord
été introduite par Azzedine et al. [17]. Ils ont obtenu la convergence presque complète
avec les taux dans le cas indépendant et identiquement distribué (i.i.d.), Crambes [46] a
examiné le problème similaire pour une covariable fonctionnelle, puis Cai [34] a étudié
ses propriétés asymptotiques sous les α -hypothèse de mélange dans la norme Lp. Dans le
cas des données ergodiques fonctionnelles et stationnaires, Gheriballah [96] a trouvé une
convergence presque complète avec le taux, et pour les recherches récentes, nous pouvons
nous référer à Derrar [56] et aux références qu’il contient.
Pour les variables aléatoires quasi-associées, la littérature sur M-estimation pour l’analyse
des données fonctionnelles non paramétriques n’est pas encore bien documentée, notez
que, Bulinski et Suquet [31] a introduit ce type de structure de dépendance comme une
généralisation des variables associées positivement donnée par Esary et al. [71] et les va-
riables aléatoires liées négativement considérées par Jong et al. [113] pour les champs
aléatoires à valeurs réelles. Les deux types d’association ont une grande importance dans
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divers domaines appliqués (voir le Livre de Barlow [18] pour une discussion plus ap-
profondie sur ce sujet). L’estimation non paramétrique impliquant (positivement et né-
gativement) des variables aléatoires associées a été largement étudiée. Nous citons, par
exemple, Matula [149], Roussas [177], Masry [146], Roussas [176], Mebsout [150] et
leur référence. Nous renvoyons le lecteur à Dedecker [53] ou Doukhan [65] pour d’autres
structures de dépendance faibles et leurs applications.
L’objectif principal de l’étude est de créer un estimateur de la fonction de régression en
rétablissant le lien entre l’approche de M-estimation et le cadre de la quasi-association à
l’aide de la méthode du kNN. Cela est motivé par le fait que l’estimateur par régression
robuste présente plusieurs avantages par rapport à l’estimateur par régression à noyau
classique. Le principal avantage de l’utilisation d’une régression robuste est qu’elle per-
met de réduire l’effet des données aberrantes.
Cette célèbre méthode d’estimation kNN a suscité beaucoup d’intérêt dans la littérature
statistique pour l’évaluation de données multivariées en raison de sa flexibilité et de son
efficacité. Poussée par ses caractéristiques attrayantes, l’approche de lissage fonctionnel
kNN a suscité un intérêt croissant au cours des dernières années. Le Livre de Gyorfi [100]
est une analyse approfondie des estimateurs kNN dans le contexte de dimension finie. Les
travaux dans ce domaine ont été lancés par Cover [45], et un grand nombre d’articles sont
maintenant disponibles dans divers contextes d’estimation, parmi lesquels la régression,
la discrimination, l’estimation de la densité et du mode et l’analyse de clustering, nous
faisons référence à Collomb [42], Devroye et Wager( [59], [60]), Moore et al. [153],
Devroye et al. [58], Beirlant [23], Li [134], Laloë [129], Burba et al. [33], Tran [185],
Lian [133], Attouch et al. ( [10], [8]), Kudraszow [119] et Kara et al. [115], Almanjahie
et al. [3], Bouabsa [30] pour les dernières avancées et références. Notez qu’une telle
étude a un grand impact sur la pratique. D’une part, la régression robuste est un modèle
de régression alternatif essentiel qui permet de surmonter de nombreux inconvénients de
la régression classique, tels que la sensibilité aux valeurs aberrantes ou les phénomènes
d’hétéroscédasticité. De plus, il est bien connu que la méthode de kNN est meilleure que
la méthode de noyau classique. Cependant, la difficulté du méthode de kNN réside dans
le fait que le paramètre de lissage est une variable aléatoire, contrairement à la régression
classique dans laquelle le paramètre de lissage est un scalaire déterministe. Ainsi, l’étude
des propriétés asymptotiques de notre estimateur proposé est compliquée et nécessite des
outils et des techniques supplémentaires.
In NFDA, la méthode kNN M-estimation avec des données quasi-associées est nouvelle.
L’objectif principal de cette recherche est de fournir des généralisations, au cas du k plus
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proche voisin, des résultats obtenus par Attaoui et al. [6] dans le cas de la dépendance
quasi-associée. Plus précisément, on établit uniformément la convergence presque com-
plète sur le nombre de voisins avec les taux d’un estimateur construit en combinant les
notions de robustesse avec celles de régression lissée. Nous soulignons que la caractéris-
tique principale de notre approche est de développer un modèle de prédiction alternatif
à la régression classique qui n’est pas sensible aux données aberrantes ou hétéroscédas-
tiques, en tenant compte de la structure locale des données.
L’article est organisé de la manière suivante. La Section 2.2 est consacrée à la présenta-
tion de notre estimation puis les notations fixes et les hypothèses sont données dans la
Section 2.3. Nous énonçons le résultat et leurs preuves dans la Section 2.4, où la conver-
gence uniforme presque complète avec les taux est donnée dans la Sous-Section 2.4.1 et
la Sous-Section 2.4.2 est consacrée à l’étude des normalité asymptotique. La Section 2.5
est consacrée à l’étude par simulation pour prouver l’efficacité de notre étude.

2.2 Le modèle M-estimateur fonctionnel

Soit (Wi)i=1,...,n ∶= (Ai,Bi)i=1,...,n une série de données dans l’espace de Hilbert séparable
des variables aléatoires stationnaires quasi-associées et identiquement distribuées
ε ∶= G × R, où G est un espace de Hilbert réel séparable avec les ∥.∥ norme créée par
le produit interne <.,.>. Ce modèle non paramétrique, noté ϑa, est implicitement défini
comme un zéro par rapport à φ dans l’équation

Λ(a,φ) ∶= E [ρ (B1, φ) ∣ A1 = a] = 0, (2.1)

dans laquelle ρ est une fonction borélienne à valeurs réelles qui satisfait certaines exi-
gences de régularité décrites ci-dessus. Nous supposons que ϑa existe et est unique pour
tout a ∈ S où S est un sous-ensemble compact fixe de Rd (voir, par exemple, Boente et
Fraiman [25] ). L’estimateur naturel de ϑa indiqué par ϑ̂a est un zéro par rapport à φ de
l’équation

ρ̂(a,φ) = 0, (2.2)

alors, on a que

Λ̂(a,φ) ∶=

n

∑
i=1

L (h−1
L (a −Ai))ρ (Bi, φ)

n

∑
i=1

L (h−1
L (a −Ai))

,
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avec L est une fonction de noyau et hL,n = hn est une suite de nombres réels positifs qui
tend vers zéro lorsque n tend vers l’infini.

2.2.1 Propriétés de l’estimateur kNN M-asymptotique

En fait, cette étude s’est concentrée sur les propriétés asymptotiques de kNN M-
estimateur, pour lequel le paramètre de lissage scalaire hL est remplacé par un paramètre
aléatoire défini par

Ek = min{hL ∈ R+tel que
n

∑
i=1

IB(a,hL) (Ai) = k} .

Principalement, le M-estimateur de kNN est représenté par

Λ̃(a,φ) ∶=

n

∑
i=1

L (E−1
k (a −Ai))ρ (Bi, φ)

n

∑
i=1

L (E−1
k (a −Ai))

.

Effectivement, l’utilisation de Ek plutôt que hL augmente la précision du cas précédent
car le paramètre de lissage Ek dépend fortement des données contrairement au premier
cas où hL est choisi arbitrairement indépendamment de l’échantillon. De plus, la méthode
kNN facilite la sélection du paramètre de lissage car ce choix se réduirait à un problème
de choix d’un entier k entre 1 et la taille d’échantillon n. Cependant, établir les propriétés
asymptotiques de l’estimateur proposé devient plus compliqué que dans le cas classique
car le paramètre de lissage Ek est une variable aléatoire. Ainsi, le traitement de cette si-
tuation nécessite des outils mathématiques supplémentaires et des arguments analytiques
spécifiques.
En réalité, l’estimateur Λ̃(a,φ) est plus adapté que Λ̂(a,φ), puisque son paramètre de lis-
sage est choisi de manière sophistiquée, alors que Λ̂(a,φ) lorsque le paramètre de lissage
est sélectionné arbitrairement indépendamment des résultats. Le réglage des propriétés
asymptotiques de Λ̃(a,φ), est en effet plus complexe que l’estimateur Λ̂(a,φ) puisque
son paramètre de lissage est aléatoire variable.
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2.3 Principales hypothèses et notations

Jusqu’à préciser notre résultat clé, dans le nombre de voisins k ∈ (k1
n, k

2
n) , la consistance

presque complète de Λ̂(a,φ) est défini uniformément et on suppose que les deux premiers
moments inverses conditionnels de B étant donnés A, sont finis et strictement positifs.
Dans tout chapitre on suppose que la suite (Ai,Bi)i=1,...,n est un processus stationnaire
quasi associé, S est un compact fixe sous-ensemble de Rd et Υ (respectivement Υi,j ) la
densité de A (respectivement la densité conjointe de (Ai,Aj) ). De plus, on fixe par C ou
C ′ des constantes génériques positives et par

∆` ∶= sup
s>`

∑
∣i−j∣≥s

∆i,j,

où

∆i,j =
d

∑
`=1

d

∑
l=1

∣Cov (A`i ,Alj)∣ +
d

∑
`=1

∣Cov (A`i ,Bj)∣

+
d

∑
l=1

∣Cov (Bi,A
l
j)∣ + ∣Cov (Bi,Bj)∣ .

Dans la suite, nous désignerons par L1 = L (d (a,A1) /hL) .
Maintenant, nous allons énoncer les hypothèses suivantes qui sont nécessaires pour mon-
trer notre résultat principal.

(H1) Pour tous p ∈ (0,1) et pour tous t > 0,P(A ∈ B(a, t)) = ϕa(t) > 0, nous avons
que

lim
t→0

ϕa(pt)
ϕa(t)

= χa(p) <∞.

(H2) Le noyau L est supporté dans (0,1/2) et a une première dérivée continue sur
(0,1/2) qui est telle que

0 < CI(0,1/2)(⋅) ≤ L(⋅) ≤ C ′I(0,1/2)(⋅) et L(1/2) − ∫
1/2

0
L′(p)χa(p)dp > 0,

où IA est la fonction indicatrice de l’ensemble A.
(H3) La classe de fonctions κ = {↦ L (ψ−1d(a, ⋅)) , ψ > 0} est une classe qui peut

être évaluée ponctuellement de telle sorte que

sup
G
∫

1

0

√
1 + logN (ε∣∣Θ∣∣G,2, L, dG)dε <∞.
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où le supremum est pris sur toutes les mesures de probabilité G sur l’espace G
avec G (Θ2) < ∞ et où Θ est l’enveloppe fonction de l’ensemble κ. Ici, dG est
la L2(G)-métrique et N (ε, κ, dG) est le nombre minimal de boules ouvertes (par
rapport à L2(G)-métrique ) de rayon ε qui sont nécessaires pour couvrir la classe
de fonctions κ. On notera ∥.∥G,2 la norme L2(G).

(H4) k1
n et k2

n séquences vérifiées

ϕ−1
a (k

2
n

n
)→ 0, et

logn

min(nϕ−1
a (k

1
n

n
) , k1

n)
→ 0.

(H5) La densité Υ est de classe C 1 (Rd) , tel que inf
a∈S

Υ(a) > C > 0 et la densité des

joints Υi,j satisfait sup
∣i−j∣≥1

∥Υ(Ai,Aj)∥∞ <∞, où ∥ ⋅ ∥∞ est la norme supremum.

(H6) Il existe β0 > 0 tel que
sup
a∈S

∣ϑa∣ ≤ β0.

(H7) Le processus {(Ai,Bi) , i ∈ N} est quasi-associé au coefficient de covariance
∆`, ` ∈ N satisfaisant

∃a > 0 tel que ∆` ≤ Ce−a`.

(H8)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(H8.a) La fonction Λ(. . .) est de classe C 1 sur S × [−β0,+β0] , tel que

inf
a∈S,φ∈[−β0,β0]

∂Λ

∂φ
(a,φ) > C > 0.

(H8.b) Pour chaque fixeφ ∈ [−β0,+β0] , la fonction Λ(., φ) est continue
sur S.

(H9) La fonction ρ est strictement monotone par rapport à la seconde compo-
sante, Lipschitz et telle que, ∀φ ∈ [−β0,+β0], E(exp(∣ρ(B,φ)∣)) ≤ C, et ∀i ≠
j,E (∣ρ (Bi, φ)ρ (Bj, φ)∣ ∣ Ai,Aj) ≤ C ′.

(H10) Les moments inverses de la variable de réponse vérifient

pour tout m ≥ 2,E [B−m ∣ A = a] < C <∞.

Remarque 1. Notre travail est le lien entre le travail de Kara et al. [115], Attaoui et

al. [6] et Bouabsa [30]. Donc, ces différentes hypothèses sont les mêmes considérées

dans toutes ces recherches.
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2.4 Résultats

2.4.1 La consistance

Nous étudions maintenant dans cette section la consistance presque complète de ϑ̂a, pour
un a ∈ S.

Théorème 2.1. Sous les hypothèses (H1)-(H4) et (H5) l’estimateur ϑ̂a existe et est unique.

De plus, on a, quand nÐ→∞ avec $ = min ($1,$2), que

sup
a∈S

sup
k1n≤k≤k2n

∣ϑ̂a − ϑa∣ = O (ϕ−1
a (k

2
n

n
)
$

) +O
⎛
⎝
( logn

n−γ (k1
n)
d
)

1/2⎞
⎠
, p.co.

Démonstration. Sous une modification de Kara et al. [115], il existe ξ ∈ |0,1|, alors on a
que

∑
n

k2n

∑
k=k1n

P(Ek ≤ ϕ−1
a (ξk

1
n

n
)) <∞, et ∑

n

k2n

∑
k=k1n

P(Ek ≥ ϕ−1
a (k

2
n

nξ
)) <∞.

Ainsi, on écrit, pour tout ε > 0,

P
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
(ϕ−1

a (k
2
n

n
))

$

+
¿
ÁÁÀ logn

n−γ (k1
n)
d

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
sup
a∈S

sup
k1n≤k≤k2n

∣ϑ̃a − ϑa∣ ≥ ε
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

≤ P
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
(ϕ−1

a (k
2
n

n
))

$

+
¿
ÁÁÀ logn

n−γ (k1
n)
d

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
sup
a∈S

sup
k1n≤k≤k2n

∣ϑ̃a − ϑa∣

×I⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(ϕ−1a

⎛
⎜
⎝

ξk1
n

n

⎞
⎟
⎠
≤hL≤ϕ−1a

⎛
⎜
⎝

k2
n

ξa

⎞
⎟
⎠

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭

≥ ε
2

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
+P{hL ∉ (ϕ−1

a (ξk
1
n

n
) , ϕ−1

a (k
2
n

nξ
))} .

Ainsi, il ne reste plus qu’à démontrer les résultats asymptotiques suivants.

Proposition 2.4.1. Semblable aux conditions du Théorème 2.1, nous avons

sup
a∈S

sup
xn≤hL≤yn

∣ϑ̂a − ϑa∣ = O (y$n ) +O
⎛
⎝

¿
ÁÁÀ logn

n1−γϕa (xn)d
⎞
⎠

p.co.
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où, xn = ϕ−1
a (ξk

1
n

n
) et yn = ϕ−1

a (k
2
n

nξ
).

Démonstration. La preuve repose sur le fait que la deuxième variable de ρ est purement
monotone. Après tout, nous allons juste donner la preuve pour le cas croissant par souci
de simplicité. Sous cette hypothèse, on écrit

sup
xn≤hL≤yn

sup
a∈S

∣ϑ̂a − ϑa∣ = sup
xn≤hL≤yn

sup
a∈S

∣ϑ̂a − ϑa∣ I⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
sup
a∈S

∣ϑ̂a∣ ≤ β0

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

(2.3)

+ sup
xn≤hL≤yn

sup
a∈S

∣ϑ̂a − ϑa∣ I⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
sup
a∈S

∣ϑ̂a∣ > β0

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

.

Donc, pour démontrer le résultat, il faut montrer que

∑
n

P( inf
xn≤hL≤yn

inf
a∈S

ϑ̂a < −β0) <∞, ∑
n

P( sup
xn≤hL≤yn

sup
a∈S

ϑ̂a > β0) <∞, (2.4)

et

sup
xn≤hL≤yn

sup
a∈S

∣ϑ̂a − ϑa∣ I⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
sup
a∈S

∣ϑ̂a∣ ≤ β0

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

= Op.co.

⎛
⎝
(y$n ) + ( logn

n1−γϕa (xn)d
)

1
2⎞
⎠
. (2.5)

Puisque Λ̂(a, ⋅) est croissant pour chaque a ∈ S, nous devons démontrer que

∑
n

P( sup
xn≤hL≤yn

sup
a∈S

Λ̂ (a,−β0) > 0) <∞, et ∑
n

P( inf
xn≤hL≤yn

inf
a∈S

Λ̂ (a, β0) < 0) <∞.

L’hypothèse (H6) implique que

sup
xn≤hL≤yn

sup
a∈S

Λ (a,−β0) < 0, et inf
xn≤hL≤yn

inf
a∈S

Λ (a, β0) > 0.

En supposant qu’on puisse vérifier

sup
xn≤hL≤yn

sup
a∈S

Λ̂ (a,−β0)Ð→ sup
xn≤hL≤yn

sup
a∈S

Λ (a,−β0) ,
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on obtient

∑
n

P( sup
xn≤hL≤yn

sup
a∈S

Λ̂ (a,−β0) > 0) ≤

∑
n

P(∣ sup
xn≤hL≤yn

sup
a∈S

Λ̂ (a,−β0) − sup
xn≤hL≤yn

sup
a∈S

Λ (a,−β0)∣ ≥ ε1) <∞,

et
∑
n

P( inf
xn≤hL≤yn

inf
a∈S

Λ̂ (a, β0) < 0) ≤

∑
n

P(∣ inf
xn≤hL≤yn

inf
a∈S

Λ̂ (a, β0) − inf
xn≤hL≤yn

inf
a∈S

Λ (a, β0)∣ ≥ ε2) <∞,

avec, ε1 = − sup
xn≤hL≤yn

sup
a∈S

Λ (a,−β0) et ε2 = inf
xn≤hL≤yn

inf
a∈S

Λ (a, β0).

De plus, on écrit sous (H8.a) que

(ϑ̂a − ϑa) I{ϑ̂a−ϑa∣≤β} =
Λ (a, ϑ̂a) − Λ̂ (a, ϑ̂a)

∂Λ

∂t
(a,αn)

I{ϑ̂a−ϑa∣≤β},

où, αn est entre ϑ̂a et ϑa. En conséquence, la seule chose qui reste à révéler est le taux de
convergence de

sup
xn≤hL≤yn

sup
a∈S

sup
φ∈[−β0,β0]

∣Λ̂(a,φ) −Λ(a,φ)∣. (2.6)

La vérification de (2.6) se concentre sur la décomposition ci-dessous.

sup
xn≤hL≤yn

sup
a∈S

sup
φ∈[−β0,β0]

∣Λ̂(a,φ) −Λ(a,φ)∣ ≤

1

inf
xn≤hL≤yn

inf
a∈S

∣Λ̂D(a)∣
{ sup
xn≤hL≤yn

sup
a∈S

sup
φ∈[−β0,β0]

∣ Λ̂N(a,φ) −E [Λ̂N(a,φ)]

+ sup
xn≤hL≤yn

sup
a∈S

sup
φ∈[−β0,β0]

∣E [Λ̂N(a,φ)] −H(a,φ)∣

+ sup
xn≤hL≤yn

sup
a∈S

sup
φ∈[−β0,β0]

∣Λ(a,φ) (Υ(a) −E [Λ̂D(a)])∣

+ sup
xn≤hL≤yn

sup
a∈S

sup
φ∈[−β0,β0]

∣Λ(a,φ) (E [Λ̂D(a)] − Λ̂D(a))∣} ,

(2.7)
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où,

Λ̂N(a,φ) ∶= 1

nE [L1]d
n

∑
i=1

L (h−1
L (a −Ai))ρa (Bi, φ) ,

Λ̂D(a) ∶= 1

nE [L1]d
n

∑
i=1

L (h−1
L (a −Ai)) ,

et H(a,φ) ∶= Λ(a,φ)Υ(a).

Les lemmes et le corollaire qui suivent sont utilisés pour démontrer la Proposition 2.4.1.

Lemme 2.1. Sous les hypothèses (H2), (H4)-(H5) et (H8), quand nÐ→∞, on a que

sup
xn≤hL≤yn

sup
a∈S

sup
φ∈[−β0,β0]

∣E [Λ̂N(a,φ)] −H(a,φ)∣ = O(y$n ).

Démonstration. On a,

E [Λ̂N(a,φ)] = 1

E [L1]d
∫
Rd

E [ρ(B,φ) ∣ (A = u)]L(a − u
hL

)Υ(u)du

= 1

E [L1]d
∫
Rd

Λ(u,φ)L(a − u
hL

)Υ(u)du

= ∫
Rd
H(a − hLz, φ)L(z)dz.

Nous utilisons le fait que E [L1] ≤ Cϕa(hL), alors puisque Υ et Λ sont de classe C 1, un
développement de Taylor de H(a − hLz, φ) avec (H2), permet d’écrire

sup
xn≤hL≤yn

sup
a∈S

sup
φ∈[−β0,β0]

∣E [Λ̂N(a,φ)] −H(a,φ)∣ = O(y$n ).

Lemme 2.2. Sous les hypothèses (H1) (H4), (H5)-(H7), on a

sup
xn≤hL≤yn

sup
a∈S

sup
φ∈[−β0,β0]

∣Λ̂N(a,φ) −E [Λ̂N(a,φ)]∣ = O
⎛
⎝

¿
ÁÁÀ logn

n1−γϕa (xn)d
⎞
⎠

p.co.

Démonstration. Nous utilisons une approche de troncature en introduisant la variable
aléatoire suivante, car ρ peut ne pas être borné,

Λ̂∗
N(a,φ) = 1

nE [L1]d
n

∑
i=1

L (h−1
L (a −Ai))ρa (Bi, φ) I∣ρa(Bi,φ)∣<θn avec , θn = nγ/6.
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Le résultat défini est alors une conséquence des résultats intermédiaires qui suivent,

sup
xn≤hL≤yn

sup
a∈S

sup
φ∈[−β0,β0]

∣E [Λ̂∗
N(a,φ)] −E [Λ̂N(a,φ)]∣ = Oa.co

⎛
⎝

¿
ÁÁÀ logn

n1−γϕa (xn)d
⎞
⎠
,(2.8)

sup
xn≤hL≤yn

sup
a∈S

sup
φ∈[−β0,β0]

∣Λ̂∗
N(a,φ) − Λ̂N(a,φ)∣ = Oa.co

⎛
⎝

¿
ÁÁÀ logn

n1−γϕa (xn)d
⎞
⎠
, (2.9)

et

sup
xn≤hL≤yn

sup
a∈S

sup
φ∈[−β0,β0]

∣Λ̂∗
N(a,φ) −E [Λ̂∗

N(a,φ)]∣ = Op.co.

⎛
⎝

¿
ÁÁÀ logn

n1−γϕa (xn)d
⎞
⎠
. (2.10)

On commence par prouver (2.10). Comme S est compact on écrit

S ⊂
℘n
⋃
j=1

B (a`, τn) ,

avec ℘n = O (nβ) et τn = O (℘−1
n ), où t = δ(d + 2)

2
+ 1

2
+ γ

6
et δ ≤ (1 − γ− ξ2) /d.

Considérons maintenant tout a ∈ S,

`(a) = arg min
`∈{1,...℘n}

∥a − a`∥ ,

et on considère la décomposition suivante,

sup
xn≤hL≤yn

sup
a∈S

sup
φ∈[−β0,β0]

∣Λ̂∗
N(a,φ) −E [Λ̂∗

N(a,φ)]∣

≤ sup
xn≤hL≤yn

sup
a∈S

sup
φ∈[−β0,β0]

∣Λ̂∗
N(a,φ) − Λ̂∗

N (a`(a), φ)∣

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Z1

+ sup
xn≤hL≤yn

sup
a∈S

sup
φ∈[−β0,β0]

∣Λ̂∗
N (a`(a), φ) −E [Λ̂∗

N (a`(a), φ)]∣

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Z2

+ sup
xn≤hL≤yn

sup
a∈S

sup
φ∈[−β0,β0]

∣E [Λ̂∗
N (a`(a), φ)] −E [Λ̂∗

N(a,φ)]∣

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Z3

.
(2.11)

— Premièrement, nous utilisons la compacité de [−β0, β0], pour Z2 et on écrit

[−β0, β0] ⊂
zn

⋃
j=1

(φj − gn, φj + gn) , (2.12)
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avec gn = n−1/2 et zn = O (n1/2). Définir

Nn = {φj − gn, φj + gn,1 ≤ j ≤ zn} . (2.13)

Pour 1 ≤ j ≤ zn, par E [Λ̂∗
N(a, ⋅)] et Λ̂∗

N(a, ⋅) monotonie, on obtient

E [Λ̂∗
N (a`(a), φj − gn)] ≤ sup

φ∈(φj−gn,φj+gn)
E [Λ̂∗

N (a`(a), φ)] ≤ E [Λ̂∗
N (a`(a), φj + gn)] ,(2.14)

Λ̂∗
N (a`(a), φj − gn) ≤ sup

φ∈(φj−gn,φj+gn)
Λ̂∗
N (a`(a), φ) ≤ Λ̂∗

N (a`(a), φj + gn) .(2.15)

De plus, par hypothèse (H9), pour tout φ1, φ2 ∈ [−β0, β0], on a que

∣E [Λ̂∗
N (a`(a), φ1)] −E [Λ̂∗

N (a`(a), φ2)]∣ ≤ C ∣φ1 − φ2∣ . (2.16)

Par conséquent, nous pouvons déduire de (2.12) et (2.16) que

sup
a∈S

sup
φ∈[−β0,β0]

∣Λ̂∗
N (a`(a), φ) −E [Λ̂∗

N (a`(a), φ)]∣

≤ max
1≤`≤ρn

max
1≤j≤zn

max
φ∈{φj−gn,φj+gn}

∣Λ̂∗
N (x`, φ) −E [Λ̂∗

N (a`, φ)]∣ + 2Cgn
(2.17)

Nous le découvrirons à l’aide d’une simple équation algébrique

gn = o
⎛
⎝

√
logn

nϕa(xn)d
⎞
⎠
. (2.18)

Alors, pour un réel positif η suffisamment grand, il suffit de démontrer que

sup
xn≤hL≤yn

max
1≤`≤℘n

max
1≤j≤zn

max
φ∈{φj−gn,φj+gn}

∣Λ̂∗
N (a`, φ) −E [Λ̂∗

N (a`, φ)]∣ = Oa.co

⎛
⎝

¿
ÁÁÀ logn

n1−γϕa (xn)d
⎞
⎠
.

(2.19)
Pour ce faire, nous utilisons une inégalité de type Bernstein pour les variables
aléatoires dépendantes, après tout, nous avons écrit

Λ̂∗
N (a`, φ) −E [Λ̂∗

N (a`, φ)] =
n

∑
i=1

Ωi,

où
Ωi =

1

nE [L1]
Ψ (Ai,Bi) ,
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avec

Ψ(u, v) =ρ(v, φ)L (h−1
L (a` − u)) I(∣ρ(v,φ)∣<θn)

−E [ρ (B1, φ)L (h−1
L (a` −A1)) I(∣ρ(B1,φ)∣<θn)] , u ∈ Rd, v ∈ R.

Donc,

∥Ψ∥∞ ≤ Cθn∥L∥∞ et
Lip(Ψ) ≤ (∥L∥∞ Lip(ρ) + θnh−1

L Lip(L)) ≤ Cθnh−1
L Lip(L).

L’inégalité de Newmann et Kallabis est centrée sur l’analyse asymptotique de

Var(
n

∑
i=1

Ωi) et Cov (Ωm1 . . .Ωmu ,Ωφ1 . . .Ωφv) , pour tout (m1, . . . ,mu) ∈ Nu et

(φ1, . . . , φv) ∈ Nv. On commence par étudier le terme de variance,

Var(
n

∑
i=1

Ωi) = nVar (Ω1) +
n

∑
i=1

n

∑
j=1
j≠i

Cov (Ωi,Ωj) . (2.20)

Sous (H9), on a

Var (Ω1) ≤
1

n2E [L1]2d
E [∣ρ (B1, φ)L1 (a`)∣2] ≤ C ′ 1

n2E [L1]2d
E [∣L1 (a`)∣2]

≤ C ′n−2E [L1]−d∫
Rd
L2(u)Υ (a` − hLu)du.

(2.21)

Pour tout sup
xn≤hL≤yn

, on obtient que

Var (Ω1) = O (n−2ϕa (xn)−d) . (2.22)

Maintenant, évaluons le comportement asymptotique de la somme dans le côté-
droit de (2.20). Pour cela nous utilisons la technique développée par Masry [146].
En effet, nous avons besoin de la décomposition suivante

n

∑
i=1

n

∑
j=1
j≠i

Cov (Ωi,Ωj) =
n

∑
i=1

n

∑
j=1

0<∣i−j∣≤%n

Cov (Ωi,Ωj) +
n

∑
i=1

n

∑
j=1

∣i−j∣>%n

Cov (Ωi,Ωj) ,

avec (%n) est une suite d’entiers positifs qui tend vers l’infini lorsque n tend vers
l’infini.

37



CHAPITRE 2. ESTIMATION DE M-RÉGRESSION AVEC LA MÉTHODE DU K
PLUS PROCHE VOISIN SOUS DES DONNÉES QUASI-ASSOCIÉES DANS LES
STATISTIQUES FONCTIONNELLES

Pour ∣i − j∣ ≤ %n, on utilise (H2) − (H5) et (H9), pour obtenir

E [∣ΩiΩj ∣] ≤C
1

n2E [L1]2d
( E [∣ρ (Bi, φ)Li (a`)ρ (Bj, z)Lj (a`)∣]

+ (E [∣ρ (B1, φ)L1 (a`)∣])2 ) ,

≤C 1

n2E [L1]2d
(E [Li (a`)Lj (a`)] + (E [L1 (a`)])2) ,

≤ 1

n2
(∫

Rd
∫
Rd
L(u)L(v)Υ(Ai,Aj) (a` − hLu, a` − hLv)dudv)

+ (∫
Rd
L(u)Υ (a` − hLu)du)

2

)

=O (n−2) .

On obtient ainsi

n

∑
i=1

n

∑
j=1

0<1−j∣≤%n

Cov (Ωi,Ωj) ≤ n%n (E [ΩiΩj]) ,

≤ Cn−1%n.

Par contre, pour ∣i − j∣ > %n, on utilise (H7) et la quasi-association de la suite
(Ai,Bi) pour écrire

n

∑
i=1

n

∑
j=1

Cov (Ωi,Ωj) ≤ θ2
nn

−2E [L1]−2(d+1)
n

∑
i=1

n

∑
j=1

∣i−j∣>%n

∆i,j

≤ θ2
nn

−1E [L1]−2(d+1)
∆%n

≤ θ2
nn

−1E [L1]−2(d+1)
e−a%n .

Donc
n

∑
i=1

n

∑
j=1
i≠j

Cov (Ωi,Ωj) ≤ C (n−1%n + θ2
nn

−1E [L1]−2(d+1)
e−a%n) .

Prenez %n =
1

a
log (aθ2

nE [L1]−2(d+1)) . Alors, par (H4), on obtient

nE [L1]d
n

∑
i=1

n

∑
j=1

Cov (Ωi,Ωj)→ 0. (2.23)
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Enfin, en mélangeant (2.22) et (2.23), on obtient pour tout sup
xn≤hL≤yn

que

Var(
n

∑
i=1

Ωi) = O ( 1

nϕa(xn)d
) .

Maintenant, pour tout (m1, . . . ,mu) ∈ Nu et (φ1, . . . , φv) ∈ Nv, nous traitons avec
le terme de covariance dans (2.20). Pour cela, on considère les cas suivants,
— Si φ1 =mu, on obtient

∣Cov (Ωm1 . . .Ωmu ,Ωφ1 . . .Ωφv)∣ ≤ (Cθn∥L∥∞
nE [L1]d

)
u+v

E ∣L2
1 (a`)∣

≤ E [L1]d (
Cθn

nE [L1]d
)
u+v

.

— Si φ1 >mu, on utilise la condition de quasi-association, et on obtient

∣Cov (Ωm1 . . .Ωmu ,Ωφ1 . . .Ωφv)∣

≤
⎛
⎝
θnE [L1]−1

Lip(L))
nE [L1]d

⎞
⎠

2

(2θn∥L∥∞
nE [L1]d

)
u+v−2 u

∑
i=1

v

∑
j=1

∆mi,φj

≤ E [L1]−2 ( Cθn

nE [L1]d
)
u+v

v∆φ1−mu

≤ E [L1]−2 ( Cθn

nE [L1]d
)
u+v

ve−a(φ1−mu).

(2.24)

D’une autre part, on a

∣Cov (Ωm1 . . .Ωmu ,Ωφ1 . . .Ωφv)∣ ≤ (2Cθn∥L∥∞
nE [L1]d

)
u+v−2

(∣EΩmuΩφ1 ∣)

≤ ( Cθn

nE [L1]d
)
u+v

E [L1]2d
.

(2.25)

Ensuite, nous prenons la
d

2d + 2
-puissance de (2.24) et la

d + 2

2d + 2
-puissance de

(2.25)

∣Cov (Ωm1 , . . .Ωmu ,Ωφ1 , . . .Ωφv)∣ ≤ E [L1]d (
Cθn

nE [L1]d
)
u+v

ve−
ad

2d+2 (φ1−mu).

On applique le Théorème (2.1) de Kallabis et Neumann [114] pour les va-
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riables Ωi, i = 1, . . . , n, avec sup
xn≤hL≤yn

,

Ln =
Cθn

n
√
hd
,Mn =

Cθn

nE [L1]d
et ,An = Var(

n

∑
i=1

Ωi) = O ( 1

nϕa (xn)d
) .

Maintenant, nous appliquons l’inégalité de Bernstein pour les processus empi-
riques,

P
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

sup
an≤hL≤b0

√
n1−γϕa (h)

logn
∣Λ̂∗
N(a`, t) −E [Λ̂∗

N(a`, t)]∣ ≥ η0

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
≤ log(n)n−C′η20 .

Ensuite, en utilisant le fait que ℘nzn ≤ nζ , où ζ = γ + 1

2
, pour des valeurs

appropriées de γ et η0, nous aurons pour chaque hL ∈ (an, b0),

P
⎛
⎝

max
1≤k≤℘n

max
1≤j≤zn

max
φ∈{φj−gn,φj+gn}

∣Λ̂∗
N(a, z) −E [Λ̂∗

N(a, z)]∣ = O
¿
ÁÁÀ logn

n1−γϕ (xn)d
⎞
⎠
.

La preuve de (2.10) est ainsi achevée.
— Deuxièmement, en ce qui concerne Z1 et Z3, la condition de Lipschitz sur le noyau

L dans (H2) permet d’écrire directement, pour tout a ∈ S, et ∀φ ∈ [−β0, β0] que

∣Λ̂∗
N(a, t) − Λ̂∗

N (a`(a), t)∣ =
θn

nE [L1]d
∣
n

∑
i=1

Li(a) −
n

∑
i=1

Li (a`(a))∣

≤ θn

E [L1]d+1
∥a − a`(a)∥

≤ Cθnτn

E [L1]d+1
.

Alors, on en choisissant τn = O (n−γ) , on obtient

τn

E [L1]d+1
= Oa.co

⎛
⎝

¿
ÁÁÀ logn

nϕa (xn)d
⎞
⎠
. (2.26)

Ainsi,

sup
xn≤hL≤yn

sup
a∈S

sup
φ∈[−β0,β0]

∣Λ̂∗
N(a,φ) − Λ̂∗

N (a`(a), φ)∣ = Oa.co

⎛
⎝

¿
ÁÁÀ logn

nϕa (xn)d
⎞
⎠
,(2.27)
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et

sup
xn≤hL≤yn

sup
a∈S

sup
φ∈[−β0,β0]

∣E [Λ̂∗
N (a`(a), φ)] −E [Λ̂∗

N(a,φ)]∣ = O
⎛
⎝

¿
ÁÁÀ logn

nϕa (xn)d
⎞
⎠
.(2.28)

Nous démontrons maintenant (2.8). Pour tout a ∈ S et tout φ ∈ [−β0, β0] , avec
sup

xn≤hL≤yn
, nous pouvons écrire

∣E [Λ̂N(a,φ)] −E [Λ̂∗
N(a,φ)]∣ = 1

nE [L1]d
∣E [

n

∑
i=1

ρ (Bi, φ) I{∣ρ(Bi,φ)∣>θn}Li]∣

≤ E [L1]−dE [∣ρ (B1, φ)∣ I{∣ρ(Bi,φ)∣>θn}L1]
≤ E [L1]−dE [exp (∣ρ (B1, φ)∣ /4) I{∣ρ(Bi,φ)∣>θn}L1] .

On utilise l’inégalité de Holder pour obtenir

sup
xn≤hL≤yn

sup
a∈S

sup
φ∈[−β0,β0]

∣E [Λ̂N(a,φ)] −E [Λ̂∗
N(a,φ)]∣

≤ E [L1]−d (E [exp (∣ρ (B1, φ)∣ /2) I{∣ρ(Bi,φ)∣>θn}])
1
2 (E (L2

1))
1
2

≤ E [L1]−d exp (−θn/4) (E [exp (∣Λ (B1, φ)∣)])
1
2 (E (L2

1))
1
2

≤ Cϕa (xn)
−d
2 exp (−θn/4) .

(2.29)

Alors, puisque θn = nγ/6, on peut écrire

sup
xn≤hL≤yn

sup
a∈S

sup
φ∈[−β0,β0]

∣E [Λ̂N(a,φ)] −E [Λ̂∗
N(a,φ)]∣ = O

⎛
⎝
( logn

n1−γϕa (xn)d
)

1/2⎞
⎠
.

L’inégalité de Markov est utilisée pour démontrer le dernier résultat énoncé (2.9).
De plus, pour tout `, φ ∈ Nn, ε > 0, et pour tout sup

xn≤hL≤yn
, on peut observer que

∑P
⎛
⎝

sup
xn≤hL≤yn

sup
n≥1

sup
a∈S

∣Λ̂N(a,φ) − Λ̂∗
N(a,φ)∣ > ε0

⎛
⎝

¿
ÁÁÀ logn

n1−γϕa (xn)d
⎞
⎠
⎞
⎠

≤C∑
n≥1

n exp (−θn) .
(2.30)

La preuve de (2.9) est complétée en utilisant la définition de θn, qui à son tour
complète la démonstration de ce Lemme.
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Lemme 2.3. Sous les hypothèses du Lemme 2.2, on a

sup
xn≤hL≤yn

sup
a∈S

∣E [Λ̂D(a)] − Λ̂D(a)∣ = O
⎛
⎝

¿
ÁÁÀ logn

nϕa (xn)d
⎞
⎠
.

Démonstration. On utilise alors la compacité de S, de plus des notations utilisées dans le
Lemme 2.2, on a

sup
xn≤hL≤yn

sup
a∈S

∣Λ̂D(a) −E [Λ̂D(a)]∣ ≤ sup
xn≤hL≤yn

sup
a∈S

∣Λ̂D(a) − Λ̂D (a`)∣
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Z′1

+ sup
xn≤hL≤yn

sup
a∈S

∣Λ̂D (a`) −E [Λ̂D (a`)]∣
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Z′2

+ sup
xn≤hL≤yn

sup
a∈S

∣E [Λ̂D (a`)] −E [Λ̂D(a)]∣
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Z′3

.

— Pour Z ′
1 et Z ′

3, pour tout a ∈ S et pour tout sup
xn≤hL≤yn

, la condition de Lipschitz sur

le noyau L permet d’écrire,

∣Λ̂D(a) − Λ̂D (a`)∣ =
1

nE [L1]d
∣
n

∑
i=1

Li(a) −
n

∑
i=1

Li (a`)

≤ C

ϕa (xn)d+1
∥a − a`∥

≤ Cτn

ϕa (xn)d+1
.

Du fait que
τn

ϕa (xn)d+1
= O

⎛
⎝

¿
ÁÁÀ logn

nϕa (xn)d
⎞
⎠

, il en résult,

sup
xn≤hL≤yn

sup
a∈S

∣Λ̂D(a) − Λ̂D (a`)∣ = O
⎛
⎝

¿
ÁÁÀ logn

nϕa (xn)d
⎞
⎠
, p.co , (2.31)

et

sup
xn≤hL≤yn

sup
a∈S

∣E [Λ̂D (a`)] −E [Λ̂D(a)]∣ = O
⎛
⎝

¿
ÁÁÀ logn

nϕa (xn)d
⎞
⎠
, p.co .(2.32)
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— Pour tout réel η > 0, nous avons pour Z ′
2, que

P
⎛
⎝
Z ′

2 > η
¿
ÁÁÀ logn

nϕa (xn)d
⎞
⎠

≤ P
⎛
⎝

sup
xn≤hL≤yn

max
`∈{1,...ρn}

∣Λ̂D (a`) −E [Λ̂D (a`)]∣ > η
¿
ÁÁÀ logn

nϕa (xn)d
⎞
⎠

≤ ℘n sup
xn≤hL≤yn

max
`∈{1,...℘n}

P
⎛
⎝
∣Λ̂D (a`) −E [Λ̂D (a`)]∣ > η

¿
ÁÁÀ logn

nϕa (xn)d
⎞
⎠
.

(2.33)

En utilisant la même procédure que dans le Lemme 2.2, et en changeant Λ par 1,
il vient que

sup
xn≤hL≤yn

P
⎛
⎝

sup
a∈S

∣Λ̂D(a) −E [Λ̂D(a)]∣ > η
¿
ÁÁÀ logn

nϕa (xn)d
⎞
⎠
≤ nγ−Cη2 .

Avec un choix judicieux de η, on peut obtenir

sup
xn≤hL≤yn

∞
∑
n=1

P
⎛
⎝

sup
a∈S

∣E [Λ̂D(a)] − Λ̂D(a)∣ > η
¿
ÁÁÀ logn

nϕa (xn)d
⎞
⎠
<∞.

Lemme 2.4. Sous les hypothèses du Lemme 2.1 on a

sup
xn≤hL≤yn

sup
a∈S

∣E [Λ̂D(a) −Υ(a)]∣ = O(y$n ).

Démonstration. Il suffit juste d’utiliser le même raisonnement que dans le Lemme 2.1,

E [Λ̂D(a)] = 1

E [L1]d
∫
Rd
L(a − u

hL
)Υ(u)du

= 1

E [L1]
E [L(d (a,A1)

hL
) IB(a,hL)Υ(A)] .

Ensuite, en utilisant un raisonnement analytique, nous arrivons à la conclusion suivante,

sup
xn≤hL≤yn

sup
a∈S

∣E [Λ̂D(a)] −Υ(a)∣ = 1

E [L1]
E [L(d (a,A1)

hL
) IB(a,hL)∣Υ(A) −Υ(a)∣] .
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Par la condition de Lipschitz (H10), il vient

IB(a,hL/2) ∣Υ(A) −Υ(a)∣ ≤ C(hL/2)$.

Nous obtenons le résultat demandé en opérant le changement suivant

sup
xn≤hL≤yn

sup
a∈S

∣E [Λ̂D(a)] −Υ(a)∣ ≤ Cy$n .

Le Lemme est ainsi démontré.

Corollaire 2.1.1. Sous les hypothèses du Lemme 2.3, on a

∃C > 0
∞
∑
n=1

P(inf
a∈S

inf
xn≤hL≤an

Λ̂2(a) < C) <∞.

Démonstration. Sous la condition (H10), on a

E [Λ̂D(a)]→ ΛD(a) > 0.

Par conséquent, il existe une constante C > 0, pour n suffisamment grand,

E [Λ̂D(a)] ≥ C pour tout hL ∈ (xn, yn) .

Alors,

inf
a∈S

inf
hL∈(xn,yn)

Λ̂1(a) ≤
C

2
⇒ ∃hL ∈ (xn, yn) tel que ∣E [Λ̂D(a)] − Λ̂D(a)∣ ≥ C

2
,

ce qui nous permet d’écrire

sup
a∈S

sup
hL∈(an,bn)

∣E [Λ̂D(a)] − Λ̂D(a)∣ ≥ C
2
,

P(inf
a∈S

inf
hL∈(xn,yn)

Λ̂D(a) ≤ C
2
) ≤ P(sup

a∈S
sup

hL∈(xn,yn)
∣E [Λ̂D(a)] − Λ̂D(a)∣ ≥ C

2
) .

A partir des résultats des Lemmes 2.3 et 2.4, nous obtenons le résultat souhaité.

Lemme 2.5. Sous les hypothèses du Théorème 2.1, ϑ̂a existe et il est unique presque

sûrement pour n assez grand.
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Démonstration. La monotonie stricte de Λ implique :

sup
k1n≤k≤k2n

Λ (a,ϑa − ε) ≤ sup
k1n≤k≤k2n

Λ (a,ϑa) ≤ sup
k1n≤k≤k2n

Λ (a,ϑa + ε) .

Les Lemmes 2.1 et 2.3 et le Corollaire 2.1.1 montrent que pour tout réel φ fixé, on a

sup
k1n≤k≤k2n

Λ̂(a,φ) − sup
k1n≤k≤k2n

Λ(a,φ)→ 0, p.co.

On obtient donc, pour un n suffisamment grand que

sup
k1n≤k≤k2n

Λ̂ (a,ϑa − ε) ≤ 0 ≤ sup
k1n≤k≤k2n

Λ̂ (a,ϑa + ε) , p.co.

Notons que Λ̂(i, φ) est continue pour tout φ puisque ρ et L sont des fonctions continues.
Il existe alors φ0 = ϑ̂a dans l’intervalle [ϑa − ε, ϑa + ε] pour tout sup

k1n≤k≤k2n
Λ̂ (a, ϑ̂a) = 0.

Enfin, l’unicité de ϑ̂a est le résultat direct de la stricte monotonie de Λ et de la positivité
de L.

2.4.2 Normalité asymptotique

La consistance presque complète de ϑ̂a, pour un a ∈ S étant établi, nous étudions dans
cette partie la normalité asymptotique de ϑ̂a pour un fixe a ∈ A .

Théorème 2.2. Supposons que (H4) − (H5) soit vérifiée, alors on a

(nϕa (xn)
d

σ2 (a,ϑa)
)

1/2

(ϑ̂a − ϑa)
D→N (0,1) quand n→∞,

où,

σ2 (a,ϑa) =
E [Λ2

a (Bϑa) ∣ A = a]

( ∂

∂φ
Λ (a,ϑa))

2 ∫
R′
L2(z)dz,

A = {a ∈ S,E [Λ2
a (B,ϑa) ∣ A = a] ∂

∂φ
Λ (a,ϑa) ≠ 0} ,

et
D→ désigne la convergence en loi.

Démonstration. Nous présentons la démonstration identique au Théorème 2.1, dans le
cas où la fonction ρ est croissante le cas décroissant est obtenu pour −ρ.
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Nous définissons pour tout u ∈ R,

φ = ϑa + u [n̂ϕa (xn)d]
−1/2

σ (a,ϑa) .

On pourra donc écrire, si Λ̂D(a) ≠ 0, que

P
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(nϕa (xn)

d

σ2 (a,ϑa)
)

1/2

(ϑ̂a − ϑa) < u
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

= P{ϑ̂a < ϑa + u [n̂ϕa (xn)d]
−1/2

σ (a,ϑa)}

= P{0 < Λ̂N(a,φ)}
= P{E [Λ̂N(a,φ)] − Λ̂N(a,φ) < E [Λ̂N(a,φ)]} .

Par conséquent, le Théorème 2.2 découle des résultats intermédiaires.

Lemme 2.6. Sous les hypothèses (H4), (H5), (H6) − (H9), on a

P{(Λ̂D(a) = 0)}Ð→ 0 quand nÐ→∞.

Démonstration. On a pour tout ε < 1,

P{Λ̂D(a) = 0} ≤ P{Λ̂D(a) ≤ 1 − ε} ≤ P{∣Λ̂D(a) − 1∣ ≥ ε} .

Le Lemme 2.3 et le Lemme 2.4 suffisent à démontrer que

Λ̂D(a) − 1→ 0 en probabilité. (2.34)

Lemme 2.7. Sous les hypothèses du Théorème 2.2, on a pour tout sup
xn≤hL≤yn

, que

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

nϕa (xn)d

( ∂

∂φ
Λ (a,ϑa))

2

σ2 (a,ϑa)

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠

1/2

(Λ̂N(a,φ) −E [Λ̂N(a,φ)])

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

D→N (0,1), quand n→∞.
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Démonstration. Pour un choix judicieu de a ∈ S, identique au Lemme 2.2, on a

Λ̂N(a,φ) −E [Λ̂N(a,φ)] =Λ̂N(a,φ) − Λ̂∗
N(a,φ)

+ Λ̂∗
N(a,φ) −E [Λ̂∗

N(a,φ)]
+E [Λ̂∗

N(a,φ)] −E [Λ̂N(a,φ)] ,

où Λ̂∗
N(a,φ) est déjà donné dans le Lemme 2.2.

Une fois de plus nous utilisons les mêmes justifications que dans le Lemme 2.2, alors
nous avons

⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

nϕa (xn)d

( ∂

∂φ
Λ (a,ϑa))

2

σ2 (a,ϑa)

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠

1/2

∣ Λ̂N(a,φ) − Λ̂∗
N(a,φ) ∣= op(1),

et
⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

nϕa (xn)d

( ∂

∂φ
Λ (a,ϑa))

2

σ2 (a,ϑa)

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠

1/2

∣ E [Λ̂∗
N(a,φ)] −E [Λ̂N(a,φ)] ∣= o(1).

Il reste alors à démontrer la normalité asymptotique de

⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

nϕa (xn)d

( ∂

∂φ
Λ (a,ϑa))

2

σ2 (a,ϑa)

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠

1/2

∣Λ̂∗
N(a,φ) −E [Λ̂∗

N(a,φ)]∣ .

Pour se faire, notons que

ρ∗ (Bi, φ) = ρa (Bi, φ) I∣ρ(Bi,φ)∣<θn , Ωi =
1

nE [L1]d
(Liρ∗ (Bi, φ) −E [Liρ∗ (Bi, φ)]) ,

Wni =
√
nϕa (hL)dΩi, et Yn =

n

∑
i=1

Wni,

alors,

Yn =
√
nϕa (hL)d (Λ̂∗

N(a,φ) −E [Λ̂∗
N(a,φ)]) .
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En conséquence, le résultat recherché devient

Yn →N (0, σ1(a)) , (2.35)

où, σ2
1(a) = ( ∂

∂φ
Λ (a,ϑa))

2

σ2 (a,ϑa).

Pour ce faire, nous utilisons la méthodologie simple de Doob [63]. Après tout, nous sup-
posons deux séries de nombres naturels tendant vers ∞, ζ = ζn, et η = ηn, telles que
ζ = o (n1/2θ−1

n ϕa (xn)
d/2) et η = O (ζ1−ς) pour une certaine ς ∈ (0,1) et on divise Yn

comme suit

Yn = Zn +Z ′
n +D`, avec Zn =

`

∑
j=1

Uj, et Z ′
n =

`

∑
j=1

ξj,

où
Uj ∶=∑

i∈Ij
Wni, ξj ∶= ∑

i∈Jj
Wni, D` ∶=

n

∑
i=`(ζ+η)+1

Wni,

avec
Ij = {(j − 1)(ζ + η) + 1, . . . , (j − 1)(ζ + η) + ζ},
Jj = {(j − 1)(ζ + η) + ζ + 1, . . . , j(ζ + η)}.

Remarquez que, pour ` = [ n

ζ + η ] , (où [.] représente la partie entière), nous avons
`η

n
→ 0,

et
`ζ

n
→ 1,

η

n
→ 0, ce qui implique que

ζ

n
→ 0 lorsque n→∞.

Maintenant, notre résultat asymptotique est basé sur

E (Z ′
n)

2 +E (D`)2 → 0, (2.36)

Zn →N (0, σ2
1(a)) . (2.37)

Pour la preuve de (2.36), la stationnarité des variables est utilisée pour obtenir

E (Z ′
n)

2 = `Var (ξ1) + 2 ∑
1≤i<j≤`

∣Cov (ξi, ξj)∣ , (2.38)

`Var (ξ1) ≤ η`Var (Wn1) + 2` ∑
1≤i<j≤η

∣Cov (Wni,Wnj)∣ . (2.39)

Une première expression en (2.39) en haut à droite peut être déduite à (2.22) et du fait que
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`η

n
→ 0. En faite,

η`Var (Wn1) = ϕa (hL)d n`ηVar (Ω1) = O (`η
n

)→ 0,quand n→∞. (2.40)

Alors, le second terme est le suivant

` ∑
1≤i<j≤η

∣Cov (Wni,Wnj)∣ = `nϕa (hL)d ∑
1≤i<j≤η

∣Cov (Ωi,Ωj)∣ ,

après cela, d’après (2.23), on démontre que

sup
xn≤hL≤yn

∑
1≤i<j≤η

∣Cov (Ωi,Ωj)∣ = o(
η

n2ϕa (xn)d
) .

Donc,

` ∑
1≤i<j≤η

∣Cov (Wni,Wnj)∣ = o(
`η

n
)→ 0,quandn→∞. (2.41)

Nous utilisons la stationnarité pour évaluer le second terme dans le côté droit de (2.38)

∑
1≤i<j≤`

∣Cov (ξi, ξj)∣ =
`−1

∑
l=1

(` − l) ∣Cov (ξ1, ξl+1)∣

≤ `
`−1

∑
l=1

∣Cov (ξ1, ξl+1)∣

≤ `
`−1

∑
l=1

∑
(i,j)∈J1×Jl+1

Cov (Wni,Wnj) .

Donc, pour tout (i, j) ∈ J1 × Jj, on a ∣i − j∣ ≥ ζ + 1 > ζ, et pour tout sup
xn≤hL≤yn

, on a

∑
1≤i<j≤`

∣Cov (ξi, ξj)∣ ≤ `
Cθ2

n

nϕa (xn)d+2

ζ

∑
i=1

`(ζ+η)
∑

j=2ζ+η+1,∣i−j∣>ζ
∆i,j

≤ C`ζθ2
n

nϕa (xn)d+2
∆ζ

≤ C`ζθ2
n

nϕa (xn)d+2
e−aζ → 0.
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Enfin, lorsque ce dernier résultat est combiné avec (2.39) et (2.41), on peut écrire

E (Z ′
1)

2 → 0quand n→∞.

Quand (n − `(ζ + η)) ≤ ζ , il en découle que

E (D`)2 ≤ (n − `(ζ + η))Var (Wn1) + 2 ∑
1≤i<j≤n

∣Cov (Wni,Wnj)∣

≤ ζ Var (Wn1) + 2 ∑
1≤i<j≤n

∣Cov (Wni,Wnj)∣

≤ ζnϕa (xn)d Var (Ω1) + nϕa (xn)d ∑
1≤i<j≤n

∣Cov (Ωi,Ωj)∣

≤ Cζ
n

+ o(1).

Alors,
E (D`)2 → 0,quand n→∞.

Pour la démonstration de (2.37), remarquons que

∣E (eiφ∑`j=1 Uj) −
`

∏
j=1

E (eiφUj)∣→ 0, (2.42)

et

`Var (U1)→ σ2
1(a), `E (U2

1 I{U1>εσ1(a)})→ 0. (2.43)

Pour la preuve de (2.42), nous avons

∣E (eiφ∑`j=1 Uj) −
`

∏
j=1

E (eiφUj)∣

≤ ∣E (eiφ∑`j=1 Uj) −E (eiφ∑`−1j=1 Uj)E (eiφU`)∣

+ ∣E (eiφ∑`−1j=1 Uj) −
`−1

∏
j=1

E (eiφUj)∣ ,

(2.44)

∣Cov (eiφ∑`−1j=1 Uj , eiφU`)∣ + ∣E (eiφ∑`−1j=1 Uj) −
`−1

∏
j=1

E (eiφUj)∣ , (2.45)
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il en résult que

∣E (eiφ∑`j=1 Uj) −
`

∏
j=1

E (eiφUj)∣ ≤ ∣Cov (eiφ∑`−1j=1 Uj , eiφU`)∣

+ ∣Cov (eiφ∑`−2j=1 Uj , eiφU`−1)∣

+⋯ + ∣Cov (eiφU2 , eiφU1)∣ .

(2.46)

A partir de la propriétée de la quasi-association, on peut écrire

∣Cov (eiφU2 , eiφU1)∣ ≤ Cφ2θ2
n

nϕa (hL)d+2 ∑
i∈I1

∑
j∈I2

∆i,j,

en appliquant cette inégalité à chaque terme du côté droit de l’équation (2.46), on obtient

∣E (eiφ∑`j=1 Uj) −
`

∏
j=1

E (eiφUj)∣

≤ Cφ2θ2
n

nϕa (hL)d+2
[∑
i∈I1

∑
j∈I2

∆i,j + ∑
i∈I1∪I2

∑
j∈I3

∆i,j +⋯ + ∑
i∈I1∪⋯∪I`−1

∑
j∈I`

∆i,j] .

Remarquons que pour chaque ` − 1 ≥ l ≥ 2, (i, j) ∈ Il × Il+1, on a η < η + 1 ≤ ∣i − j∣, alors

∑
i∈I1∪...∪Il−1

∑
j∈Il

∆i,j ≤ p∆η.

Pour tout sup
xn≤hL≤yn

, l’inégalité (2.45) devient

∣E (eiφ∑`j=1 Uj) −
`

∏
j=1

E (eiφUj)∣ ≤ Cφ2θ2
n

nϕa (xn)d+2
`ζ∆η

≤ Cφ2θ2
n

nϕa (xn)d+2
`ζe−aη → 0.

Ensuite, pour (2.43), nous utilisons des arguments similaires à ceux de (2.38), pour obtenir

lim
n→∞

`Var (U1) = lim
n→∞

`ζ Var (Wn1)

= lim
n→∞

` ζ nϕa (hL)d Var (Ω1) .
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D’autre part,

Var (Ω1) =
1

n2ϕa (hL)2d
{E [L2 (h−1

L (a −Ai))ρ2
a (Bi, φ)]

−E [L2 (ϕa (hL)−1 (a −Ai))ρ2
a (Bi, φ) I∣ρ(Bi,φ)>θn]}

− 1

n2
( 1

ϕa (hL)d
E [L (ϕa (hL)−1 (a −Ai))ρa (Bi, φ) I∣ρ(Bi,φ)∣<θn])

2

.

En utilsant les même démarche pour obtenir (2.9) et le Lemme 2.1, pour tout sup
xn≤hL≤yn

, il

suffit de montrer que

Var (Ω1) =
σ2

1(a)
n2ϕa (xn)d

+ o( 1

n2ϕa (xn)d
) .

Ainsi,

`Var (U1) =
`ζσ2

1(a)
n

+ o(`ζ
n

)→ σ2
1(a).

Nous pouvons maintenant utiliser l’inégalité de Tchebychev avec la deuxième partie de

(2.43), et en utilisant le fait que ∣U1∣ ≤ Cζ ∣Wn1∣ ≤
Cθnζ√
nϕa (hL)d

, pour obtenir

`E (U2
1 I{U1>εσ1(a)}) ≤

Cθ2
nζ

2`

nhd
P (U1 > εσ1(a))

≤ Cθ2
nζ

2`

nϕa (hL)d
Var (U1)
ε2σ2

1(a)

= O ( θ2
nζ

2

nϕa (xn)d
) .

Cela conclut la preuve du lemme.

Lemme 2.8. Sous les hypothèses (H4), (H5) et (H9) et si le paramètre de lissage hL
satisfait quand sup

xn≤hL≤yn
, on a

⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

nϕa (xn)d

( ∂

∂φ
Λ (a,ϑa))

2

σ2 (a,ϑa)

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠

1/2

E [Λ̂N(a,φ)] = u + o(1),quand n→ +∞.
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Démonstration. Par des arguments analytiques simples, on écrit

E [Λ̂N(a,φ)] = ∫
Rd
H(a − hLz, φ)L(z)dz.

On utilise un développement de Taylor de H (a − hLz, ϑa + u [nϕa (xn)d]
−1/2

σ (a,ϑa)),
avec sup

xn≤hL≤yn
pour obtenir

E [Λ̂N(a,φ)] = u [nϕa (xn)d]
−1/2

σ (a,ϑa)Λ′(a,ϑ(a)) + o(yn).

Le résultat est alors une conséquence de l’hypothèse (H4).

2.5 Étude de simulation

Dans cette section, nous évaluons le comportement de nos résultats sur des données
d’échantillon simulées. Plus précisément, notre objectif principal est de montrer l’implé-
mentation facile de l’estimateur kNN M-Regression par rapport à l’estimateur du noyau
avec la méthode de crosse validation (CV) donné par Ferraty [79] et d’examiner l’in-
fluence du degré de dépendance sur cette propriétée asymptotique. À cette fin, nous gé-
nérons des observations fonctionnelles en considérant le modèle fonctionnel non paramé-
trique suivant :

Bi = Λ (Ai) + εi pour i = 1, . . . , n,

où les εi sont générés selon une distribution normale N (0,0.5). Il est bien connu dans
la littérature que le processus linéaire des variables quasi-associées satisfait la condition
(H5). Ainsi, nous générons le régresseur fonctionnel quasi-associé comme suit

Ai(t) =
i+m
∑
k=i+1

Zk(t) où, Zk(t) = sin (Wk ∗ t) + Vk ∗ t t ∈ [0, π
2
] ,

et (Wk)k (respectivement (Vk)k) sont indépendants et identiquement distribués comme
N (1,0.5) (respectivement N (0,1) ). Les courbes de Ai sont discrétisées dans une même
grille composée de 100 points dans [0, π/2] et sont tracées sur la Figure 2.1 pour trois
valeurs de m = 1 (cas indépendant), 5 et 10.
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FIGURE 2.1 – Les courbes Ai(t), t ∈ [0, π/2] pour i = 1, . . . ,150 et m = 1,5,10

De plus, la variable scalaire Bi est calculée par l’opérateur de régression

Λ(a) = 5∫
π/2

0

1

1 + ∣a(t)∣dt.

La Figure 2.1 affiche les courbes des tailles d’échantillons n = 150. Deuxièmement,
nous devons sélectionner une semi-métrique appropriée d(., .), noyau L(.), paramètre
de lissage kopt pour l’estimateur kNN fonctionnel et hopt pour le noyau CV estimateur.
Pour cela, nous choisissons le noyau quadratique asymétrique défini comme L(u) =
3

4
(1 − u2)1[0,1](u).

Du faite de la régularité des courbes Ai(t), on considère la semi-métrique suivante basée
sur la dérivée première

dderiv (Ai,Aj) =
√

∫
π/2

0
(A′

i(t) −A′
j(t))

2
dt, ∀Ai,Aj ∈ G.

Dans ce qui suit, nous avons divisé au hasard l’échantillon de 150 valeurs en deux par-
ties : l’une est un échantillon d’apprentissage (Ai,Bi)100

i=1 qui est utilisé pour modéliser,
et l’autre est un échantillon de test (Aj,Bj)150

j=101 qui est utilisé pour vérifier l’effet de
prédiction.
D’une part, par l’échantillon d’apprentissage, nous pouvons sélectionner le paramètre op-
timal kopt pour le noyau kNN et l’estimateur robuste, et le paramètre optimal hopt pour
le noyau classique CV et estimateur robuste par les procédures de validation croisée sui-
vantes, respectivement.
Concrètement, on sélectionne kopt = arg min

k
CV1(k), où

CV1(k) =
n

∑
i=1

(Bi − m̂kNN
(−i) (A))

2
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et

m̂kNN
(−i) (A) =

n

∑
j=1,j≠i

BjL(d
deriv (Aj,A)
Ek(A) )

n

∑
j=1,j≠i

L(d
deriv(Aj;A)
Ek(A) )

.

Et le kNN robuste par kopt = arg min
k
CV2(k), où

CV2(k) =
n

∑
i=1

(Bi − Λ̂kNN
(−i) (X))

2

et

Λ̂kNN
(−i) (A) = arg min

t

n

∑
j=1,j≠i

ρ(Bj, t)L(d
deriv (Aj,A)
Ek(A) )

n

∑
j=1,j≠i

L(d
deriv(Aj,A)
Ek(A) )

.

De même, nous choisissons hopt = arg min
hL

CV (hL) pour les méthodes CV classique et
robuste, où

CV3(hL) =
n

∑
i=1

(Bi − m̂CV
(−i)(A))

2

et
CV4(hL) =

n

∑
i=1

(Bi − Λ̂CV
(−i)(A))

2
,

où

m̂CV
(−i)(A) =

n

∑
j=1,j≠i

BjL(d
deriv (Aj,A)
hL(A) )

n

∑
j=1,j≠i

L(d
deriv(Aj;A)
hL(A) )

et

Λ̂CV
(−i)(A) = arg min

t

n

∑
j=1,j≠i

ρ(Bj, t)L(d
deriv (Aj,A)
hL(A) )

n

∑
j=1,j≠i

L(d
deriv(Aj,A)
hL(A) )

.

Un support théorique pour une telle procédure de validation croisée a été donné aussi
bien pour les données dépendantes dans Hardle [104] que pour les données fonctionnelles
dans Rachdi [162]. D’autre part, à parti de l’échantillon de test, nous pouvons calculer les
valeurs de prédiction des variables de réponse désignées par (Bj)150

j=101. Ainsi, les réponses
prédites pour les quatre méthodes sont illustrées dans la Figure 2.2 où nous voyons que la
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prévision de l’estimateur kNN est plus précise que celle du noyau CV sous l’échantillon
dépendant fonctionnel quasi-associé.

Prediction results for: m=1
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Prediction results for: m=5
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Prediction results for: m=10
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FIGURE 2.2 – Prédiction de l’estimateur classique et robuste avec les méthodes CV et
kNN, respectivement.

Maintenant, nous réalisons 100 réplications indépendantes ce qui permet de calculer 100

valeurs pour MSE et d’afficher leur distribution au moyen d’un boxplot. La Figure 2.3
montre les boxplots du MSE des valeurs de prédiction.
Alors que, calculons la moyenne de MSE de l’estimateur kNN et de l’estimateur du
noyau CV. Les résultats sont reportés dans le Tableau 2.1 suivant.
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FIGURE 2.3 – Les boxplots des MSE des valeurs de prédiction par les quatre méthodes
pour les différents degrés de dépendance sans valeurs aberrantes

On observe dans le Tableau 2.1 qu’en présence de valeurs aberrantes, la régression robuste
kNN donne de meilleurs résultats que les autres modèles, en ce sens que, même si la valeur
MSE de toutes les méthodes augmente sensiblement par rapport au nombre de les points
perturbés, il restant très faible pour le kNN robuste.
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TABLE 2.1 – Comparaison entre les quatre méthodes en présence de valeurs aberrantes
avec différents degrés de dépendance

m Nombre de valeurs aberrantes CV classique CV robuste kNN classique kNN robuste
0 0.037514 0.037881 0.015731 0.016489

1 6 502.040275 62.369308 558.648462 0.051654
12 1772.638790 101.099854 1993.288220 0.161468
18 3800.416704 180.703892 4157.818408 0.418262
0 0.008346 0.008406 0.010926 0.011399

5 6 111.125504 11.549593 119.765797 0.035228
12 400.821394 29.412965 420.740074 0.099072
18 864.387731 61.053536 929.041219 0.261310
0 0.003400 0.003400 0.003780 0.003784

10 6 43.848807 1.388947 46.273798 0.026864
12 164.544865 10.976110 169.472108 0.080355
18 360.790930 26.130611 376.862336 0.183755

2.6 Conclusion

L’approche de fiabilité kNN uniforme est une alternative de lissage qui permet le déve-
loppement d’un estimateur adaptatif pour une variété de problèmes statistiques, y compris
le choix de le paramètre de lissage.
Dans notre situation, en outre, la consistance uniforme n’est pas une simple extension
de l’approche ponctuelle, car elle nécessite l’utilisation de méthodes et de techniques
supplémentaires. L’hypothèse selon laquelle le paramètre de lissage dans la méthode kNN
est une variable aléatoire ajoute à la complexité de ce problème. Dans le cas de résultats
quasi-associés, l’innovation clé de cette approche est d’estimer la fonction de régression
en mélangeant deux techniques statistiques essentielles : la méthode de M-Régression et
les procédures kNN. Cette stratégie a permis le développement d’un nouvel estimateur
qui combine les avantages des deux méthodes.
Pour résumer, le comportement de l’estimateur développé n’est pas affecté par le nombre
de valeurs aberrantes dans la collecte de données. Par rapport à la méthode du noyau
classique, le mélange de l’algorithme kNN et de la méthode robuste permet de réduire
l’impact des valeurs aberrantes dans les résultats.
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Le taux de convergence de la fonction de hasard avec la variable
explicative fonctionnelle : cas des données spatiales avec la méthode

des k plus proches voisins

Dans ce chapitre, nous avons introduit un nouvel estimateur de hasard lorsque les
co-variables sont de nature fonctionnelle. Cet estimateur est un mélange de la procédure
k plus proches voisins (kNN) et de données fonctionnelles spatiales. Ensuite, les taux
de convergence sont introduits lorsque l’échantillon considéré est collecté dans l’ordre
spatial avec une structure de mélange. En théorie, il y a une estimation du point de risque
puis une discussion sur les difficultés d’application, telles que le choix de le paramètre de
lissage en fonction des données. De plus, une étude comparative basée sur des données
simulées et réelles est également fournie pour illustrer les performances et l’utilité de
l’approche kNN et pour prouver la grande sensibilité de l’approche kNN à la présence
même d’une faible proportion de valeurs aberrantes dans les données.

3.1 Introduction

L’opérateur de hasard est l’un des modèles les plus utilisés pour explorer la relation
entre deux variables aléatoires. Dans cet article, nous traitons le problème de l’estimation
non paramétrique de la fonction de hasard conditionnelle lorsque les observations sont
spatiales avec l’approche kNN. L’estimation de la fonction de hasard joue un rôle très im-
portant dans les statistiques. En effet, il est utilisé en analyse de risque ou pour l’étude des
phénomènes de survie dans de nombreux domaines tels que (médecine, géophysique, fia-
bilité, ...). La littérature sur l’estimation des fonctions de hasard est très abondante, lorsque
les observations sont vectorielles. Prenons par exemple Watson et Leadbetter [190], Rous-
sas [174], Lecoutre et Ould-Said [132], Estévez et al. [70], pour les références récentes.
Dans tous ces travaux, les auteurs considèrent des observations indépendantes ou des don-
nées dépendantes de séries temporelles. Les premiers résultats sur l’estimation non para-
métrique du hasard en statistiques fonctionnelles, ont été obtenus par Ferraty et al. [89].
Ils ont étudié la convergence presque complète d’un estimateur à noyau pour la fonc-
tion de hasard d’une variable aléatoire réelle conditionnelle à une variable explicative
fonctionnelle. Quintela-del-Rio [159] a montré que l’estimateur à noyau présenté par Fer-
raty et al. [88] est fortement consistant et asymptotiquement normalement distribué. Une
généralisation de ces résultats dans le cas des données spatiales a été obtenue par Lak-
saci et Mechab [126]. Plus précisément, ils ont étudié la convergence presque complète
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d’une version adaptée de cet estimateur. Les mêmes auteurs ont traité le taux de conver-
gence L2 en donnant l’expression exacte impliquée dans les termes principaux de l’erreur
quadratique et la normalité asymptotique de l’estimateur construit (voir, Laksaci et Me-
chab [127]) , puis nous citons pour les avancées et références les plus récentes, Attouch
et al. [7], Kara et al. [115], Tabti [183], Torkia et al. [184], Daoudi et al. [51], Guagui et

al. [93].
L’importance de ce sujet de recherche est motivée par la croissance du nombre de pro-
blèmes concrets pour lesquels les données sont collectées dans un ordre spatial. De tels
problèmes se rencontrent dans de nombreux domaines tels que l’épidémiologie, l’éco-
nométrie, les sciences de l’environnement et de la terre, l’agronomie, l’imagerie, etc.
Les premiers résultats pris en compte pour la dépendance spatiale ont été obtenus par
Tran [186]. Il a obtenu la normalité asymptotique pour l’estimateur du noyau de den-
sité, alors que le problème de régression spatiale non paramétrique a été étudié par Lu
et Chen [143] et Biau et Cadre [24], qui ont utilisé les poids de Nadaraya-Watson pour
obtenir un estimateur de noyau, établissant la convergence faible et la distribution asymp-
totique. Le modèle d’auto-régression non paramétrique dans un contexte de prédiction
sur des champs aléatoires a été étudié par Carbon et al. [35]. Nous renvoyons à Ferraty et

al. [90] pour la convergence uniforme presque complète sur la composante fonctionnelle
de ce modèle spatial non paramétrique.
Li et Tran [137] utilisent la technique kNN pour estimer la régression spatiale non pa-
ramétrique. Ils ont montré la normalité asymptotique de l’estimation du construit. Nous
revenons à El Machkouri et Stoica [69], Robinson [170] et Dabo et al. [50] pour les avan-
cées récentes et les références en analyse de données spatiales non paramétriques.
L’objectif principal de cette contribution est d’utiliser la procédure kNN. Il s’agit d’une
approche alternative de lissage qui permet d’estimer l’opérateur de hasard avec le pa-
ramètre de lissage de bande variée fortement en fonction des données. Précisément, le
paramètre de lissage est défini prioritairement en fonction de la distance entre la variable
aléatoire fonctionnelle. L’algorithme kNN, une méthode interactive, permet d’explorer la
composante topologique ainsi que la composante spectrale des données. Poussée par cette
procédure sophistiquée sur la sélection de le paramètre de lissage, l’approche de lissage
fonctionnel kNN a reçu beaucoup d’attention ces dernières années.
Le Livre de Gyorfi [100] est une analyse approfondie des estimateurs kNN dans le
contexte de dimension finie. Les travaux dans ce domaine ont été lancés par Cover [45],
et un grand nombre d’articles sont maintenant disponibles dans divers contextes d’esti-
mation, notamment la régression, la discrimination, l’estimation de densité et de mode
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et l’analyse de clustering. Puis les résultats importants dans ce sujet ont été établis par
Burba et al. [32]. Ils ont donné le taux de convergence de la consistance presque complète
de l’estimateur construit. En utilisant les mêmes techniques, Attouch et Bouabsa [10]
ont établi la consistance presque complète de l’estimateur de mode conditionnel. On se
réfère à Attouch et Belabed [7] pour la fonction de hasard conditionnelle, on fait ré-
férence à Collomb [42], Devroye et Wangner [60], Li [134], Moore et al. [153], De-
vroye et Wangner [59] , Devroye et al. [58], Beirlant et al. [22], Laloë [129], Burba et

al. [33], Tran [185], Lian [133], Attouch et al. [8], Kudraszow et Vieu [119] et nous ci-
tons pour les avancées et références les plus récentes Kara et al. [115], Almanjahie et

al. [3], Bouabsa [30]. Cependant, la difficulté du lissage kNN réside dans le fait que le
paramètre de lissage est une variable aléatoire, contrairement à la régression classique
dans laquelle le paramètre de lissage est un scalaire déterministe. Ainsi, l’étude des pro-
priétés asymptotiques de notre estimateur proposé est compliquée et nécessite des outils
et des techniques supplémentaires.
Ainsi, le but de cet article nous montre que cela peut être utilisé pour approfondir l’estima-
tion du hasard non paramétrique fonctionnel dans le cas d’ensembles de données spatiales.
Cela est motivé par le fait que l’estimateur de hasard robuste présente plusieurs avantages
par rapport à l’estimateur de régression par noyau classique. Le principal avantage de
l’utilisation d’une régression robuste est qu’elle permet de réduire l’effet des données
aberrantes. L’exploration et l’analyse de données en présence de valeurs aberrantes est
un grand défi en statistique. En particulier, en statistiques spatiales plusieurs modèles ro-
bustes résistants à ces anomalies ont été étudiés. Concernant le cas de la modélisation non
paramétrique, la première approche est donnée par Xu et Wang [191]. Ces derniers consi-
dèrent une estimation linéaire locale de la fonction de régression basée sur le plus petit
écart absolu. Hallin et al. [102] établir la consistance et la normalité asymptotique d’une
version spatiale de l’estimation linéaire locale des quantiles conditionnels. La version
spatiale de la M-estimation de la fonction de régression a été introduite par Gheriballah
et al. [95]. Ils ont obtenu la convergence presque complète et la normalité asymptotique
de cette estimation. Dabo et Thiam [48] se sont attachés à étudier la régression quantile
non paramétrique par la méthode L1. Ils ont affirmé la faible consistance et la normalité
asymptotique de l’estimateur construit.
Dans ce chapitre, sous certaines hypothèses générales, nous énonçons la convergence
presque complète (avec taux). Notant que, ce travail est le lien entre l’étude de Laksaci
et Mechab [126] avec Kara et al. [115] et Almanjahie et al. [3]. Par exemple, rappelons
que la complexité de notre recherche vient du fait que le paramètre de lissage dans la
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méthode kNN est une variable aléatoire. Précisément, le paramètre de lissage est défini
prioritairement en fonction de la distance entre la variable aléatoire fonctionnelle. Une
telle considération permet d’explorer la composante topologique ainsi que la composante
spectrale des données.
Dans NFDA, le kNN hasard avec des données spatiales est nouveau. Nous présentons l’es-
timateur de notre modèle spatial avec la méthode kNN dans le deuxième Section. Dans
le troisième Section, nous donnons les hypothèses, puis nous étudions la convergence
presque complète de cet estimateur. Dans le quatrième Section, nous donnons tous les
résultats et leurs preuves. Comme application nous traitons, dans la Sous-Section (2.5.1),
l’estimation du risque maximum conditionnellement à une variable explicative fonction-
nelle. Dans la Sous-Section (2.5.2), nous soulignons l’influence pratique directe des ré-
sultats de l’UIB sur le choix de le paramètre de lissage basée sur les données. Enfin, une
étude de simulation est donnée dans la Sous-Section (2.5.4) prouvant les bonnes perfor-
mances de notre estimateur puis la Sous-Section (2.5.5) est consacrée à une application
de données réelles pour évaluer les performances de cette estimation. Nous terminons le
chapitre par une conclusion.

3.2 Le modèle et son estimateur avec la méthode kNN

Soit M un entier naturel dans N∗. On considère le champ aléatoire Wi = (Ai,Bi) , i ∈ NM

avec des valeurs dans G×R, où (G, d) est un espace semi-métrique de dimension éventuel-
lement infinie. Dans ce contexte, (Ai)i∈NM peut être une variable aléatoire fonctionnelle.
Il est à noter que, depuis une bonne dizaine d’années, la communauté statistique s’est
préoccupée de développer des modèles et des méthodes adaptés à ce contexte de don-
nées fonctionnelles. Alors que les premières études dans ce sens se sont principalement
concentrées sur des modèles linéaires (voir Bosq [29], Ramsay et Silverman [167]), les
développements récents (voir Ferraty et Vieu [79]) rapportent des modèles non paramé-
triques adaptés pour ce type de données.
Par la suite, on fixe un point a dans G (respectivement, un compact Q ∈ R), on suppose
que les observations spatiales (Ai,Bi)i∈NM ont la même distribution que W = (A,B) et
que la version régulière de la probabilité conditionnelle de B sachant A = a existe et
admet une densité bornée par rapport à la mesure de Lesbegue sur R, notée fak . Avec la
méthode kNN le paramètre fonctionnel étudié dans cet article, noté hak, est défini, pour
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tout b ∈ R tel que F a(b) < 1, par

hak(b) =
fak (b)

1 − F a
k (b)

,

où, F a
k est la fonction de distribution conditionnelle de B sachant A = a, avec

F a
k (⋅) = P(B ≤ ⋅ ∣ A = a).

De plus, nous supposons que le champ aléatoire fonctionnel est observé sur l’ensemble
In = {i = (i1, . . . , iM) ∈ NM ,1 ≤ i` ≤ n`, ` = 1, . . . ,M}, n = (n1, . . . , nM) ∈ NM et nous
estimons avec la méthode kNN la fonction de distribution conditionnelle par

F̂ a
k (b) =

∑
i∈In

L (P −1
k d (a,Ai))J (h−1

J (b −Bi))

∑
i∈In

L (P −1
k d (a,Ai))

, ∀b ∈ R,

avec, L est un noyau et J est une fonction de distribution conditionnelle (cdf), définie par

J(⋅) = ∫
⋅

0 L(s)ds

∫
1/2

0 L(s)ds
,

et Pk = Pk,n (resp. hJ = hJ,n ) est une suite de nombres réels positifs qui appartiennent à
l’intervalle (xn, yn) ( resp. (vn, sn)), avec lim

n→∞
νn = lim

n→∞
sn = 0.

Bien que, récemment, ce type d’estimation par noyau soit largement étudié dans la littéra-
ture, ces études concernent exclusivement des largeurs de bande fixes. Dans notre article,
nous dérivons la consistance uniforme presque complète avec les vitesses de convergence
correspondantes et mettons l’accent sur les applications pour la construction de para-
mètres de lissage automatiques basés sur les données dans la section.
De F̂ a

k , on déduit un estimateur de la densité conditionnelle, noté f̂ak , où

fak (⋅) = (F a
k )

′ (⋅).

Donc

f̂ak (b) =
h−1
J ∑

i∈In
L (P −1

k d (a,Ai))J ′ (h−1
J (b −Bi))

∑
i∈In

L (P −1
k d (a,Ai))

, ∀b ∈ R,

où, J ′ est la dérivée de J . L’estimateur kNN de la fonction de hasard conditionnelle est
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noté par

ĥak(b) =
f̂ak (b)

1 − F̂ a
k (b)

, ∀b ∈ R.

Le but de ce travail est d’étudier la convergence presque complète de l’estimateur ĥak vers
hak, lorsque le champ aléatoire fonctionnel (Wi)i∈NM satisfait la condition de mélange
suivante.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Il y a une fonction Φ(s) ↓ 0 quand s→∞, tel que
∀Z,Z ′sous-ensemble de NMcardinal fini
α (B(Z),B (Z ′)) = sup

Y ∈B(Z),E∈B(Z′)
∣P(Y ∩E) − P(Y )P(E)∣

≤ Ψ (Card(Z),Card (Z ′))Φ (dist (Z,Z ′)) ,

où, B(Z) (resp. B (Z ′) ) la tribu borélienne engendrée par(Wi, i ∈ Z) (resp. (Wi , i ∈ Z ′)
), Card(Z) (resp. Card (Z ′) ) est le cardinal de Z (resp. Z ′ ), dist (Z,Z ′) désigne la
distance Euclidienne entre Z et Z ′ et Ψ une fonction symétrique : N2 → R+, décroissante
par rapport aux deux variables séparément et remplissant l’une des conditions suivantes :

Ψ(u, v) ≤ Cmin(u, v), u, v ∈ N, (3.1)

ou

Ψ(u, v) ≤ C(u + v + 1)ϑ̃, u, v ∈ N, (3.2)

pour certains ϑ̃ ≥ 1 et C > 0, notez que ces conditions ont été utilisées par Tran [186] et
qu’elles sont vérifiées par de nombreux modèles spatiaux (voir Guyon [98]).
Rappelons que lorsque l’équation (3.1) est vérifiée avec Ψ ≡ 1 ou M = 1, le champ
aléatoire Wi = (Ai,Bi) on dit que est fortement mélangeant (voir Doukhan [65] pour plus
d’informations sur les qualités de mélange et des exemples).
De plus, nous supposons que le processus W vérifie la condition de mélange suivante :

∞
∑
i=1

i`Φ(i) <∞, ` > 0. (3.3)

Notons que les conditions (3.2) et (3.3) sont identiques aux conditions de mélange em-
ployées par Carbon et al. [36] et Tran [186].
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3.3 Propriétés asymptotiques

Dans la suite, nous désignerons par C et/ou C ′ toute constante strictement positive et
nous supposerons que : ∀b ∈ S, F a

k (b) <1. Rappelons que dans ce contexte spatial, n→∞
signifie que min{n`}→∞ et que pour chaque 1 ≤ j, ` ≤M nous avons ∞ > C > ∣nj

n`
∣.

Introduisons les hypothèses suivantes :
— (K1)

— (K1-i) P(A ∈ B(a, t)) = ϕa(t) > 0 où B(a, t) est la boule fermée, centrée en a
et de rayon t.

— (K1-ii) Pour tous q ∈ (0,1), lim
t→0

ϕa(qt)
ϕa(t)

= ςa(q) <∞.

— (K2) La fonction Φ vérifie
∞
∑
i=1

iγΦ(i) <∞, γ > 5M .

— (K3) 0 < sup
i≠j

P [(Ai,Aj) ∈ B(a,Pk) ×B(a,Pk)] ≤ C (ϕa(Pk))(x+1)/x , avec 1 <

x < γM−1.

— (K4) Rappelons que a est un élément fonctionnel fixe et Na est un voisinage fixe
de a. Le modèle non paramétrique pour la distribution conditionnelle et la densité
conditionnelle est construit en supposant que C > 0 tel que pour tout (b1, b2) ∈ R2

et tout (a1, a2) ∈ Na ×Na, nous avons :
— (K4-i)

∣F a1
k (b1) − F a2

k (b2)∣ ≤ C (d (a1, a2)β3 + ∣b1 − b2∣β4) , β3 > 0, β4 > 0.

— (K4-ii)
∣fa1k (b1) − fa2k (b2)∣ ≤ C (d (a1, a2)β3 + ∣b1 − b2∣β4) .

— (K5) Le noyau L a une première dérivée continue sur (0,1/2) et est supporté à
l’intérieur de (0,1/2). De plus, il existe des constantes 0 < C < C ′ <∞, telles que

0 < CI(0,1/2)(⋅) ≤ L(⋅) ≤ C ′I(0,1/2)(⋅) et L(1/2) − ∫
1/2

0
L′(s)ςa(s)ds > 0.

— (K6) J est une fonction de la classe C2 et un support compact.
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— (K7) Il existe 0 < α < (δ − 5M)/3M et ζ0 > 0, tels que

lim
n→∞

n̂αhJ =∞ et Cn̂

(5 + 3α)M − δ
δ

+ ζ0 ≤ hJϕa(Pk),

où, n̂ = n1 . . . nM .
— (K8)

— (K8-i)

L0 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⋅↦ 1

∫
1

0
L(s)ds

∫
(δ−1(y−⋅))

0
L(s)ds, pour δ > 0

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭

est une classe mesurable ponctuellement.

— (K8-ii)

L0 est telle que sup
U
∫

1

0

√
1 + logN (ε ∥K0∥U,2 ,L0, dU)dε <∞,

où, K0 est la fonction enveloppe de l’ensemble L0.
— (K9)

— (K9-i)
logn

nmin (xn, ϕa (xn))
→ 0.

— (K9-ii)
logn

nνn min (xn, ϕa (xn))
→ 0.

Remarque sur les hypothèses
Notre recherche est le lien entre le travail de Kara et al. [115], et Laksaci et Mechab [126],
donc plusieurs hypothèses sont les mêmes considérées dans toutes ces recherches.

3.4 Résultat et preuve

Théorème 3.1. Sous les conditions (3.1) et (3.2) et les hypothèses (K1)-(K7), et (K9), on

a que

sup
b∈S

sup
xn≤Pk≤yn

sup
νn≤hJ≤sn

∣ĥak(b) − hak(b)∣ = O (yβ3n ) +O (sβ4n ) +Op.co.

⎛
⎝

√
logn

n νnϕa (xn)
⎞
⎠
.
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Démonstration. La démonstration de ce théorème repose sur le fait que

∣ĥak(b) − hak(b)∣ ≤
1

∣1 − F̂ a
k (b)∣

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∣f̂ak (b) − fa(b)∣ +

∣fak (b)∣
∣1 − F a

k (b)∣
∣F̂ a
k (b) − F a

k (b)∣
⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

Le Théorème 3.1 est obtenu à partir des Théorèmes 3.2 - 3.3 et du Corollaire 3.1.1 ci-
dessous.

Corollaire 3.1.1. Sous les conditions du Théorème 3.1, il existe un δ > 0 tel que :

∑
n∈NM

P{ sup
xn≤Pk≤yn

sup
νn≤hJ≤sn

∣1 − F̂ a
k (b)∣ < δ} <∞.

Démonstration. Nous rappelons que pour tout Pk ∈ (xn, yn), hJ ∈ (νn, sn), nous avons

∣1 − F̂ a
k (b)∣ ≤

(1 − F a
k (b))

2
implies ∣F̂ a

k (b) − F a
k (b)∣ ≥

(1 − F a
k (b))

2
.

Par conséquent,

∑
n∈NM

P( inf
Pk∈(xn,yn),hJ∈(νn,sn)

∣1 − F̂ a
k (b)∣ ≤

1 − F a
k (b)

2
) ,

≤ ∑
n∈NM

P( sup
Pk∈(xn,yn),hJ∈(νn,sn)

∣F̂ a
k (b) − F a

k (b)∣ ≥
1 − F a

k (b)
2

) <∞.

L’application du Théorème 3.2 nous permet d’obtenir le résultat souhaité.

Théorème 3.2. Sous les hypothèses (K1), et (K7)-(K8-ii)-(K9-i), on a

sup
b∈S

sup
xn≤Pk≤yn

sup
νn≤hJ≤sn

∣F̂ a
k (b) − F a

k (b)∣ = O (yβ3n ) +O (sβ4n ) +Op.co.

⎛
⎝

√
logn

nϕa (xn)
⎞
⎠
.

Démonstration. Les démonstrations sont basées, respectivement, sur les décompositions
suivantes :

F̂ a
k (b) − F a

k (b) =
1

F̂ a
D

{ (F̂ a
N(b) −EF̂ a

N(b)) − (F a
k (b) −EF̂ a

N(b))}+

+ F
a
k (b)
F̂ a
D

(EF̂ a
D − F̂ a

D) .
(3.4)
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On définit alors,

F̂ a
D = 1

n̂E [L (P −1
k d (a,A1))]

∑
i∈In

L (P −1
k d (a,Ai)) ,

F̂ a
N(b) = 1

n̂E [L (P −1
k d (a,A1))]

∑
i∈In

L (P −1
k d (a,Ai))J (h−1

J (b −Bi)) ,

où, 1 est l’indice spatial des composantes fixes 1.
La preuve découle du Lemmes ci-dessous..

Lemme 3.1. Sous les hypothèses (3.1) et (3.2), ainsi que les hypothèses (K1), (K3), (K5)

et (K7)-(K9-i), on a

sup
b∈S

sup
xn≤Pk≤yn

∣F̂ a
D −EF̂ a

D∣ = O
⎛
⎜⎜⎜
⎝
( log n̂

n̂ϕ (xn)
)

1

2
⎞
⎟⎟⎟
⎠
, p.co.

Démonstration. Dans les preuves suivantes on notera pour tout i ∈ In,

Li(a) = L (P −1
k d (a,Ai)) , Ji(b) = J (h−1

J (b −Bi)) ,

et
J ′i(y) = J ′ (h−1

J (b −Bi)) .

Il faut montrer qu’il existe, ζ0 > 0, tel que

∑
n

P
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

sup
xn≤Pk≤y0

√
nϕa (xn)

logn
∣F̂ a
D −E [F̂ a

D]∣ ≥ ζ0

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
<∞, pour certainsy0 > 0.

Suivant l’inégalité de Bernstein (voir, Dony et Einmahl [62], p. 321), la preuve est basée
sur cette inégalité pour les processus empiriques, en définissant

hL,j = 2jxnet K(n) = max{j ∶ hL,j ⩽ 2y0} ,

ainsi

sup
xn⩽Pk⩽y0

√
nϕa (xn)

logn
∣F̂ a
D −E [F̂ a

D]∣

≤ max
1⩽j⩽K(n)

sup
hL,j−1⩽Pk⩽hL,j

√
nϕa (Pk)

logn
∣F̂ a
D −E [F a

D]∣ .
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Pour écrire la différence, la démonstration s’appuie sur des concepts similaires à ceux
utilisés par Carbon et al. [36]. Ainsi

F̂ a
D(a) −E [F̂ a

D(a))] = 1

n̂E [L1(a)]
∑
i∈In

Θi(a),

où Θi(a) = (1/
√
n)

n

∑
i=1

(Li −E [Li]) correspond au processus empirique basé sur des

variables A1,A2, . . . ,An. Ensuite, considérons la classe de fonctions suivante

LL,j = {z ↦ L (γ−1d(a, z)) oùhL,j−1 ⩽ γ ⩽ Pk,j} .

Donc,

sup
xn⩽Pk⩽y0

√
nϕa (xn)

logn
∣F̂ a
D −E [F̂ a

D]∣ ⩽
K(n)
∑
i=1

P

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1√
nϕa (Pk,j2 ) logn

∥
√
nΘi(a)∥LL,j ⩾ ζ0

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭

⩽K(n) max
j=1,...,k(n)

P
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

max
1⩽k⩽n

∥
√
kΘk(a)∥LL,j ⩾ ζ0

√
nϕa (

Pk,j
2

) logn}.

(3.5)
On considère la décomposition spatiale de Tran [186] sur les variables Θi(a), définies,
pour l’entier fixe %n, comme suit

V (1,n, a, j) =
2jκ%n+%n
∑

i`=2jκ%n+1
κ=1,...,M

Θi(a),

V (2,n, a, j) =
2jκ%n+%n
∑

iκ=2jκ%n+1
κ=1,...,M−1

2(jM+1)%n
∑

iM=2jM%n+%n+1

Θi(a),

V (3,n, x, j) =
2jk%n+%n
∑

ik=2jk%n+1
k=1,...,N−2

2(jN−1+1)%n
∑

iN−1=2jN−1%n+%n+1

2jN%n+%n
∑

iN=2jN%n+1

Θi(a),

V (4,n, x, j) =
2(jN−1+1)%n

∑
ik=2jk%n+1
k=1,...,N−2

2(jN+1)%n
∑

iN−1=2jN−1%n+%n+1

∑
iN=2jN%n+%n+1

Θi(a),
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et ainsi de suite. Les deux derniers termes sont les suivants

V (2M−1,n, a, j) =
2(jκ+1)%n
∑

iκ=2jκ%n+%n+1
κ=1,...,M−1

2jM%n+%n
∑

iM=2jM%n+1

Θi(a),

V (2M ,n, a, j) =
2(jκ+1)%n
∑

iκ=2(jκ+1)%n
κ=1,...,M

Θi(a).

Pour τi = 2−1ni%
−1
n , i = 1, . . . ,M et H = {0, . . . , τ1 − 1} × . . .× {0, . . . , τM − 1}, nous

posons
∆(n, a, i) =∑

j∈H
V (i,n, a, j).

Sans perte de généralité, on peut écrire

∣F̂ a
D(a) −E [F̂ a

D(a)]∣ = 1

n̂E [L1(a)]
2M

∑
i=1

∆(n, a, i). (3.6)

Car même si ni n’est pas exactement égal à 2τi%n, on regroupe les variables restantes dans
un bloc ∆ (n, a,2M + 1) (cela ne changera pas la preuve voir Biau et Cadre [24]).
Maintenant, sous la dernière équation (3.6), pour tout ζ > 0, on a

P (∣F̂ a
D(a) −E [F̂ a

D(a)]∣ ≥ ζ) ≤ 2M max
i=1,...

P (∆(n, a, i) ≥ ζn̂E [L1(a)]) .

Il suffit donc de calculer

P (∆(n, a, i) ≥ ζn̂E [L1(a)]) pour tout i = 1, . . . ,2M .

Nous ne traitons que le cas i = 1. Pour cela, on numérote les variables (V (1,n, a, j); j ∈
H) et on applique le Lemme 4.5 de Carbon et al. [36] sur les variables renumérotées.

Les variables avec la nouvelle numérotation seront notées D1, . . . ,DN , où N =
M

∏
κ=1

τκ =

2−M n̂%−Mn ≤ n̂%−Mn . Remarquez que pour tout Dj il existe un certain j dans H, tel que

Dj = ∑
i∈I(1,n,a,j)

Θi(a),

où, I(1,n, a, j) = {i ∶ 2jκ%n + 1 ≤ iκ ≤ 2jκ%n + %n;κ = 1, . . . ,M}. La distance entre ces
ensembles est supérieure à %Mn et chaque ensemble contient des éléments %Mn .
Le Lemme (4.5) de Carbon et al. [36], nous permet d’approximer D1,D2, . . ., DN par des
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variables aléatoires indépendantes D∗
1 , . . . ,D

∗
N de même loi que Dj=1,...,N et telle que

N

∑
j=1

E ∣Dj −D∗
j ∣ ≤ 2CN (%Mn ψ(N − 1)%Mn , %Mn )ϕ (%n) .

Alors, par les inégalités de Bernstein et de Markov, on a

P (∆(n, a, i) ≥ ζn̂E [L1(a)]) ≤ β1 + β2,

où,

β1 = P(∣
N

∑
j=1

D∗
j ∣ ≥

Nζn̂E [L1(a)]
2N

)

≤ 2 exp(− (ζn̂E [L1(a)])2

N Var [D∗
1] +C%Mn ζn̂E [L1(a)]

) ,

β2 = P(
N

∑
j=1

∣Dj −D∗
j ∣ ≥

ζn̂E [L1(a)]
2

) ≤ C

ζn̂E [L1(a)]
N

∑
j=1

E ∣Dj −D∗
j ∣ ,

≤ CN%Mn (ζn̂E [L1(a)])−1
ψ ((N − 1)%Mn , %Mn )ϕ (%n) .

Comme n̂ = 2MN%Mn et ψ ((N − 1)%Mn , %Mn ) ≤ %Mn donc pour ζ = ζ0

√
log n̂

n̂ϕa (Pk)
,

β2 ≤ n̂%Mn (log n̂)−1/2 (n̂ϕa (Pk))−1/2
ϕ (%n) .

Nous prenons %nC ( n̂ϕa (Pk)
log n̂

)
1/2M

, alors

β2 ≤ (log n̂)−1n̂ϕ (%n) . (3.7)

D’après l’hypothèse (K7), il en résult que

∑
n∈In

n̂ϕ (%n) <∞.

Nous allons maintenant nous occuper de β1. Pour ce faire, il suffit d’évaluer V ar [D∗
1].

En effet,

Var [D∗
1] = Var

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∑

i∈I(1,n,a,1)
Θi(a)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
= ∑

i,j∈I(1,n,a,1)
∣Cov (Θi(a),Θj(a))∣ .
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Posons Zn = ∑
i∈I(1,n,a,1)

Var [Θi(a)] et Tn = ∑
i≠j∈I(1,n,a,1)

∣Cov (Θi(a),Θj(a))∣. En vertu de

(K1), on a Var [Θi(a)] ≤ C (ϕa (Pk) + (ϕa (Pk))2), donc Zn = O (%Mn ϕa (Pk)).
S’agissant de Tn, on utilise les techniques de Masry [148] et on considère les ensembles
suivants

Q1 = {i, j ∈ I(1,n, a,1) ∶ 0 < ∥i − j∥ ≤ ωn} ,
Q2 = {i, j ∈ I(1,n, a,1) ∶ ∥i − j∥ > ωn} ,

où, ωn est une suite réelle tendant vers +∞. Ainsi,

Tn = ∑
(i,j)∈Q1

∣Cov (Θi(a),Θj(a))∣ + ∑
(i,j)∈Q2

∣Cov (Θi(a),Θj(a))∣ = T 1
n + T 2

n.

D’une part, nous avons

T 1
n = ∑

(i,j)∈Q1

∣E [Li(a)Lj(a)] −E [Li(a)]E [Lj(a)]∣

≤ C%Mn ωMn ϕa (Pk) ((ϕa (Pk))
1/a + ϕa (Pk)) ≤ C%Mn ΩM

n ϕa (Pk)
(a+1)/a

.

D’autre part, nous avons T 2
n = ∑

(i,j)∈Q2

∣Cov (Θi(a),Θj(a))∣.

Du faite que le noyau L est borné, à partir de Lemme 2.1-(ii) de Tran [186], on obtient

∣Cov (∆i(a),∆j(a))∣ ≤ Cϕ(∥i − j∥).

Ainsi

T 2
n ≤ C ∑

(i,j)∈Q2

ϕ(∥i − j∥) ≤ C%Mn ∑
i∶∥i∥≥ωn

ϕ(∥i∥) ≤ C%Nn ω−Nan ∑
i∶∥i∥≥ωn

∥i∥Naϕ(∥i∥).

Nous prenons, ωn = (φx (hK))−1/Na, donc

T 2
n ≤ C%Mn ω−Ma

n ∑
i∶∥i∥≥ωn

∥i∥Maϕ(∥i∥) ≤ C%Nn φx (hK) ∑
i∶∥i∥≥ωn

∥i∥Maϕ(∥i∥).

A partir de l’hypothèse (K2), on peut écrire T 2
n ≤ C%Mn ϕa (Pk). De plus, avec ce choix de

ωn, nous avons
T 1
n ≤ C%Mn ϕa (Pk) ,

où,
Var [D∗

1] = O (%Mn ϕa (Pk)) .
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En utilisant ce dernier résultat, avec les définitions de %n,N et ζ , on montre

β1 ≤ exp (−Cζ0 log n̂) .

L’hypothèse (K9-i) et le faite que L(n) ⩽ 2 logn, d’après l’équation 3.5

K(n) max
j=1,...K(n)

P
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

max
1⩽k⩽n

∥
√
nΘn(a)∥LL,j > ζ0

√
nϕa (

Pk,j
2

) logn

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
⩽C(logn)n−C′ζ2 .

En choisissant maintenant ζ0 tel que C ′ζ2
0 > 1, on obtient :

sup
xn≤Pk≤yn

∣F̂ a
D −E [F̂ a

D]∣ = Op.co.

⎛
⎝

√
logn

nϕa (xn)
⎞
⎠
.

Lemme 3.2. Sous les hypothèses (K1), (K4-i), (K5) et (K7)

sup
b∈S

sup
xn≤Pk≤yn

sup
νn≤hJ≤sn

∣F a
k (b) −EF̂ a

N(b)∣ = O (yβ3n ) +O (sβ4n ) .

Démonstration. Étant donné que toutes les variables aléatoires sont distribuées de la
même manière,

∀b ∈ S, sup
xn≤PK≤yn

sup
νn≤hJ≤νn

∣ F a
k (b) −EF̂ a

N(b)∣ = E [L1(a)IB(a,Pk)(A) [E [J1(b)/A] − F a(b)]] .

En intégrant par parties, on voit que

E (J1(b)/A) = ∫
R
J (h−1

J (b − z)) fAk (z)dz = h−1
J ∫

R
J ′ (h−1

J (b − z))FA
k (z)dz.

Prenons en compte le changement de variable t = b − z
hJ

, on obtient

E (J1(b)/A) = ∫
R
J ′(b)FA

k (b − hJt)dt,

donc
∣E (J1(b)/A) − F a

k (b)∣ ≤ ∫
R
J ′(b) ∣FA

k (b − hJt) − F a
k (b)∣dt.
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Sous l’hypothèse (K4), on a

sup
b∈S

sup
xn≤PK≤yn

sup
νn≤hJ≤νn

IB(a,Pk)(A) ∣E (J1(b)/A) − F a
k (b)∣ ≤ ∫

R
J ′(b) (P β1

k + ∣t∣β2hβ2J )dt.

Sachant que J ′ est une densité de probabilité, l’hypothèse (K6) complète donc la démons-
tration du Lemme 3.2, ce qui conduit finalement à

∀b ∈ S, sup
xn≤PK≤yn

sup
νn≤hJ≤νn

∣ F a
k (b) −EF̂ a

N(b)∣ ≤ C (yβ3n + sβ4n ) .

Lemme 3.3. Sous les mêmes conditions du Théorème 3.2, on a

sup
b∈S

sup
xn≤Pk≤yn

sup
νn≤hJ≤sn

∣F̂ a
N(b) −EF̂ a

N(b)∣ = O
⎛
⎜⎜⎜
⎝
( log n̂

n̂ϕx (xn)
)

1

2
⎞
⎟⎟⎟
⎠
, p.co.

Démonstration. Par la compacité de S, on a

S ⊂
σn

⋃
j=1

(Γj − ℘n,Γj + ℘n) ,

avec, ℘n = n−α−1/2 et σn = O (nα+1/2). Puis la monotonie de E [f̂aN(b)] et f̂aN(b) donne,
pour 1 ≤ j ≤ σn, que

E [F̂ a
N (Γj − ℘n)] ≤ E [F̂ a

N (Γj + ℘n)] ,
F̂ a
N (Γj − ℘n) ≤ F̂ a

N (Γj + ℘n) .

A partir de la condition (K4-i), on obtient, pour tout b1, b2 ∈ S, que

∣E [F̂ a
N (b1)] −E [F̂ a

N (b2)]∣ ≤ C (d (a1, a2)β3 + ∣b1 − b2∣β4) .

Il s’ensuit que

sup
t∈S

∣F̂ a
N(b) −E [F̂ a

N(b)]∣

≤ max
1≤j≤σnz∈{Γj−℘n,Γj+℘n}

∣f̂aN(z) −E [F̂ a
N(z)]∣ + 2C

℘n

hJ
F̂ a
D.
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Alors,

℘n = o
⎛
⎝

√
logn

nνnϕa (xn)
⎞
⎠
.

Donc, il ne reste plus qu’à prouver que

P
⎛
⎝

sup
xn≤Pk≤yn

sup
νn≤hJ≤sn

max
1≤j≤σnz∈{Γj−℘n,Γj+℘n}

∣F̂ a
N(z) −E [F̂ a

N(z)]∣ > ζ
√

logn

nνnϕa (xn)
⎞
⎠

≤ 2σn max
1≤j≤σnz∈{Γj−℘n,Γj+℘n}

max
xn≤Pk≤yn

max
νn≤hJ≤sn

∣F̂ a
N(z) −E [F̂ a

N(z)]∣ > ζ
√

logn

nνnϕa (xn)
.

Maintenant, regardons la quantité

P
⎛
⎝

sup
xn≤Pk≤yn

sup
νn≤hJ≤sn

∣F̂ a
N(z) −E [F̂ a

N(z)]∣ > ζ
√

logn

nνnϕa (xn)
⎞
⎠
,

pour tout z = Γj ∓ ℘n,1 ≤ j ≤ σn. La preuve de l’inégalité ci-dessus est ba-
sée sur l’inégalité de Bernstein pour les processus empiriques, c’est-à-dire, Θi1(a) =

1√
n

n

∑
i=1

(LiJi −E [Li(a)Ji(a)]).

Alors, on obtient, pour tout z = Γj ∓ ℘n,1 ≤ j ≤ σn, que

P{ sup
xn≤Pk≤y0

sup
νn≤hJ≤s0

∣F̂ a
N(z) −E [F̂ a

N(z)]∣ ≥ ζ ′0} ≤ σn(β1 + β2).

La définition de σn, l’équation 3.7 et l’hypothèse (K7) permettent d’écrire

∑
n∈In

n̂
α+

1

2β2 <∞.

Alors qu’un choix approprié de ζ0 donne

∑
n∈In

n̂
α+

1

2β1 <∞.

Nous utilisons la même technique de démonstration que le Lemme 3.1, la seule différence
est que nous utilisons Θi1(a) au lieu de Θi(a), cela conduit finalement à

sup
b∈S

sup
xn⩽Pk⩽yn

sup
νn⩽hJ⩽sn

∣ F a
N(b) −EF̂ a

N(b) ∣= Op.co.

⎛
⎝

√
logn

nϕa (xn)
⎞
⎠
.
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Corollaire 3.2.1. Sous Les hypothèses du Lemme 3.1, nous avons que

∑
n∈NN

P( inf
xn≤Pk≤yn

F̂ a
D < C) <∞.

Démonstration. Par de simples arguments analytiques, on obtient à partir des conditions
(K1) et (K5)-(K6)

E [ 1

nϕa (Pk)
n

∑
i=1

L (P −1
k d (a,Ai))]→ L(1/2) − ∫

1/2

0
L′(q)ςa(s)ds > 0.

Alors, pour n assez grand il existe une constante C ′ > 0, telle que :

E [F̂ a
D] ≥ C ′ pour tout Pk ∈ (xn, yn) .

En choisissant C = C ′/2, nous obtenons :

P( inf
Pk∈(xn,yn)

F̂ a
D ≤ C) ≤ P( sup

Pk∈(xn,yn)
∣E [F̂ a

D] − F̂ a
D∣ ≥ C)

et le Lemme 3.1 permet de conclure la démonstration du résultat recherché.

Théorème 3.3. Sous les hypothèses (K1),(K7) et,(K8-ii), (K9-ii) on a

sup
b∈S

sup
xn≤Pk≤yn

sup
νn≤hJ≤sn

∣f̂ak (b) − fak (b)∣ = O (yβ3n ) +O (sβ4n ) +Op.co.

⎛
⎝

√
logn

n νnϕa (xn)
⎞
⎠
.

Démonstration. Les démonstrations sont basées, respectivement, sur les décompositions
suivantes

f̂ak (b) − fak (b) =
1

F̂ a
D

{ (f̂aN(b) −Ef̂aN(b)) − (fak (b) −Ef̂aN(b))}+

+ f
a
k (b)
F̂ a
D

(EF̂ a
D − F̂ a

D) .
(3.8)

On définit alors,

f̂aN(b) = 1

n̂hJE [L (P −1
k d (a,A1))]

∑
i∈In

L (P −1
k d (a,Ai))J ′ (h−1

J (b −Bi)) .
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Ainsi, les deux Lemmes suivants sont nécessaires pour prouver le Théorème 3.3.

Lemme 3.4. Sous les hypothèses (K1),(K4-ii), (K5)-(K7) et (K9-ii) on a,

sup
b∈S

sup
xn≤Pk≤yn

sup
νn≤hJ≤sn

∣fak (b) −Ef̂aN(b)∣ = O (yβ3n ) +O (sβ4n ) .

Démonstration. En utilisant la stationnarité des données, la conditionnelle sur la variable

explicative et le changement de la variable usuelle t = b − z
hJ

, on obtient

h−1
J E (J ′1(b)/A) = h−1

J ∫
R
J ′(b)fAk (b − hJt)dt,

on en déduit que

∣h−1
J E (J ′1(b)/A) − fak (b)∣ ≤ ∫

R
J ′(b) ∣fA (b − hJt) − fak (b)∣dt.

Sous la condition (K4-ii)

∀b ∈ S, 1 = I = IB(a,Pk)(A) ∣h−1
J E (J ′1(b)/A) − fak (b)∣ ≤ ∫

R
J ′(b) (hβ3k + ∣t∣β4hβ4J )dt

Sachant que J ′ est une densité de probabilité, l’hypothèse (K6) complète donc la démons-
tration du Lemme 3.4, ce qui conduit finalement à

∀b ∈ S, sup
xn≤PK≤yn

sup
νn≤hJ≤νn

∣ fak (b) −Ef̂aN(b)∣ ≤ C (yβ3n + sβ4n ) .

Lemme 3.5. Sous les mêmes conditions du Théorème 3.3, on a

sup
b∈S

sup
xn≤Pk≤yn

sup
νn≤hJ≤sn

∣f̂aN(b) −Ef̂aN(b)∣ = Op.co.

⎛
⎝

√
logn

n νnϕa (xn)
⎞
⎠
.

Démonstration. La démonstration est très similaire à celle du Lemme 3.3. En effet, nous
considérons l’enveloppe de l’ensemble S suivante :

S ⊂
σn

⋃
j=1

(Γj − ℘n,Γj + ℘n) ,
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avec ℘n = n
−1/2+

−3

2
α

et σn = O
⎛
⎜
⎝
n

1/2+
3

2
α⎞
⎟
⎠

. Puis la monotonie de E [f̂aN(b)] et f̂aN(b)

donne, pour 1 ≤ j ≤ σn, que

E [f̂aN (Γj − ℘n)] ≤ E [f̂aN (Γj + ℘n)]
f̂aN (Γj − ℘n) ≤ f̂aN (Γj + ℘n) .

Alors, à partir de la condition (K4-ii), on obtient, pour tout b1, b2 ∈ S, que

∣E [f̂aN (b1)] −E [f̂aN (b2)]∣ ≤ C (d (a1, a2)β3 + ∣b1 − b2∣β4) .

Il s’ensuit que

sup
z∈S

∣f̂aN(b) −E [f̂aN(b)]∣

≤ max
1≤j≤σn

max
z∈{Γj−℘n,Γj+℘n}

∣f̂aN(z) −E [f̂aN(z)]∣ + 2C
℘n

h2
J

F̂ a
D.

Donc,

℘n = o
⎛
⎝

√
logn

nνnϕa (xn)
⎞
⎠
.

Il ne reste plus qu’à prouver que

P
⎛
⎝

sup
xn≤Pk≤yn

sup
νn≤hJ≤sn

max
1≤j≤σn

max
z∈{Γj−℘n,Γj+℘n}

∣f̂aN(z) −E [f̂aN(z)]∣ > ζ
√

logn

nνnϕa (xn)
⎞
⎠

≤
⎛
⎝

2σn max
1≤j≤σn

max
z∈{Γj−℘n,Γj+℘n}

max
xn≤Pk≤yn

max
νn≤hJ≤sn

∣f̂aN(z) −E [f̂aN(z)]∣ > ζ
√

logn

nνnϕa (xn)
⎞
⎠
.

Maintenant, regardons la quantité

P
⎛
⎝

sup
xn≤Pk≤yn

sup
νn≤hJ≤sn

∣f̂aN(z) −E [f̂aN(z)]∣ > ζ
√

logn

nνnϕa (xn)
⎞
⎠
,

pour tout z = Γj ∓ ℘n,1 ≤ j ≤ σn.
La preuve de l’inégalité ci-dessus est basée sur l’inégalité de Bernstein pour les processus
empiriques,

Θi2(a) =
1√
n

n

∑
i=1

(LiJ ′i −E [LiJ ′i]) .
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Alors, on obtient, pour tout z = Γj ∓ ℘n,1 ≤ j ≤ σn, que

P{ sup
xn≤Pk≤y0

sup
νn≤hJ≤s0

∣f̂aN(z) −E [f̂aN(z)]∣ ≥ ζ ′0} ≤ σn(β′1 + β′2),

où, β′1 ≤ exp (−C (ζ0) log n̂) et

B′
2 ≤ n̂%Mn (log n̂)−1/2 (n̂hJϕa (Pk))−1/2

ϕ (%n) .

Nous prenons, %nC ( n̂hJϕa (Pk)
log n̂

)
1/2M

, la définition de σn sous l’hypothèse (K7), un bon

choix de ζ0 permet d’écrire

∑
n∈In

n̂
1
2 (β′2 + β′1) <∞.

Nous utilisons la même technique de démonstration que le Lemme 3.1, la seule différence
est que nous utilisons Θi2(a) au lieu de Θi(a), cela conduit finalement à

sup
b∈S

sup
xn⩽Pk⩽yn

sup
νn⩽hJ⩽sn

∣ faN(b) −Ef̂aN(b) ∣= Op.co.

⎛
⎝

√
logn

nνnϕa (xn)
⎞
⎠
.

3.5 Application

3.5.1 Estimation du point de risque

Dans cette partie, nous proposons d’estimer le point à haut-risque en S , noté η(a), défini
comme

hak(η(a)) = max
xn≤Pk≤yn

max
νn≤hJ≤sn

max
b∈S

hak(b). (3.9)

Ce modèle a une solide expérience en statistique, en particulier en analyse des risques
(voir Quintela-del-Rio [159]). Dans notre cadre fonctionnel, nous supposons qu’il existe
un seul point η(a) dans S avec sup

Pk∈(xn,yn)
, sup
hJ∈(νn,sn)

et vérifié (3.9). L’estimateur naturel de

η(a), noté η̂(a), est le suivant :

ĥak(η̂(a)) = max
xn≤Pk≤yn

max
νn≤hJ≤sn

max
b∈S

ĥak(b). (3.10)
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En général, cette estimation n’est pas unique. Par conséquent, dans le reste de cet article,
η̂(a) sera utilisé pour désigner toute variable aléatoire vérifiant (3.10).
Pour analyser le taux de convergence presque complète de l’estimateur η̂(a), nous gar-
dons les mêmes hypothèses de la section précédente et supposons que la fonction hak est
de classe C2 par rapport à b, comme indiqué ci-dessous.

ha
′
k (η(a)) = 0 et ha

′′
k (η(a)) > 0. (3.11)

Enfin, le Théorème 3.1 nous permet de déduire le Corollaire suivant

Corollaire 3.3.1. Dans les conditions (3.1), (3.2), (K1)-(K7), (K4)-(K5) et (K9), et (3.11)

nous avons

sup
b∈S

sup
xn≤Pk≤yn

sup
νn≤hJ≤sn

∣η̂(a) − η(a)∣ = O (yβ3/2n ) +O (sβ4/2n ) +Op.co.

⎛
⎝
( logn

n νnϕa (xn)
)

1/4⎞
⎠
.

Démonstration. Sous l’hypothèse (K5), le développement de Taylor de la fonction hak au
voisinage de η(a), en particulier pour le point η̂(a) , est

hak(η̂(a)) = hak(η(a)) + (η̂(a) − η(a))2h
a′′
k (η∗)
j!

,

où, η∗ est compris entre η̂(a) et η(a), il est donc nécessairement dans le compact S . Ainsi

∣η̂(a) − η(a)∣2 ≤ 2!

min
b∈S,Pk∈(xn,yn),hJ∈(νn,sn)

ha
′′
k (b)

∣hak(η̂(a)) − hak(η(a))∣ ,

et avec l’utilisation d’arguments analytiques, il est démontré que

∣hak(η̂(a)) − hak(η(a))∣ ≤ 2 sup
b∈S,Pk∈(xn,yn),hJ∈(νn,sn)

∣̂hak(b) − hak(b)∣ .

En utilisant le résultat du Théorème 3.1, nous montrons que

sup
b∈S

sup
xn≤Pk≤yn

sup
νn≤hJ≤sn

∣η̂(a) − η(a)∣ = O (yβ3n ) +O (sβ4n ) +Op.co.

⎛
⎝

√
logn

n νnϕa (xn)
⎞
⎠
.
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3.5.2 Mise en place du paramètre de lissage uniforme pour le choix
des résultats du paramètre de lissage

Lors de l’application d’un estimateur non paramétrique dans la pratique, on est confronté
à la difficulté du choix de le paramètre de lissage. Une telle décision doit être basée sur des
données, ce qui signifie que le paramètre de lissage seront utilisées dans la pratique sont
des variables aléatoires qui varient en fonction de l’ensemble de l’échantillon statistique.
Dans les modèles statistiques, la théorie asymptotique de le paramètre de lissage data-
driven a toujours été liée à une sorte d’uniforme dans les études de paramètre de lissage
(UIB). Notez, par exemple "le Lemme 1, p. 1473" de Härdle et al. [106], même si le mot
UIB n’est apparu dans la littérature que bien plus tard.
Tout au long de cette section, nous verrons comment les résultats généraux de l’UIB rap-
portés précédemment dans ce travail peuvent être appliqués à un large éventail d’applica-
tions de le paramètre de lissage data-driven dans des données spatiales fonctionnelles avec
des données de structure de mélange. Ceci sera décrit dans la Section 3.5.3 le problème
d’estimation (cdf, fonctions de densité et de hasard).

3.5.3 Sélection du paramètre de lissage dans la fonction de distribu-
tion de hasard

Le même genre d’idées peut être développé pour traiter les paramètres de lissages aléa-
toires dans d’autres contextes que la régression. Pour éviter les répétitions fastidieuses, les
situations étudiées dans la Section 3.2 seront présentées toutes ensemble. Soient P̃k et h̃J
des variables aléatoires prenant respectivement des valeurs dans les intervalles (xn, yn)et
(νn, sn). On note F̃k, f̃k et h̃k les estimateurs obtenus en incorporant les paramètres de
lissages aléatoires P̃k et h̃J en F̂k, f̂k et ĥk. Alors, comme applications directes des Théo-
rèmes 3.2, 3.3 et Théorème 3.1, on obtient les résultats suivants :

F̃ a
k (b) − F a

k (b) = O (yβ3n ) +O (sβ4n ) +O
⎛
⎝

√
logn

n ϕa (xn)
⎞
⎠
, p.co. (3.12)

f̃ak (b) − fa(b) = O (yβ3n ) +O (sβ4n ) +O
⎛
⎝

√
logn

n νnϕa (xn)
⎞
⎠
, p.co. (3.13)
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et

h̃ak(b) − hak(b) = O (yβ3n ) +O (sβ4n ) +O
⎛
⎝

√
logn

n νnϕa (xn)
⎞
⎠
, p.co. (3.14)

Comme le montrent les exemples ci-dessous, ces solutions génériques pour les paramètres
de lissages aléatoires ont une applicabilité évidente dans les problèmes de sélection de le
paramètre de lissage data-driven.
Example1- Fonction de distribution conditionnelle

En se concentrant sur l’estimation c.d.f., une prédiction statistique peut être effectuée au
moyen de la médiane conditionnelle, où B̂

(′)
i est la prédiction leave-one-out de Bi est

défini comme étant la solution de l’équation suivante :

F̂Ai,−i
k (b) = 1

2
,

où,

F̂ a,−i
k =

∑
i∈In
∑
j≠i
L (P −1

k d (a,Aj))J (h−1
J (b −Bi))

∑
i∈In

n

∑
j≠i
L (P −1

k d (a,Aj))
.

En pratique, sur la base de l’échantillon statistique, on utilise un paramètre de lissage
data-driven, définie comme

P̃k = P̃k (A1,B1, . . . ,AM ,BM) .

En conséquence, des résultats de cohérence peuvent être obtenus pour tout type de sélec-
tion automatique de paramètre de lissage data-driven en conséquence de (3.12). Une des
méthodes les plus utilisée est la validation croisée, qui consiste à minimiser le critère de
prédiction des moindres carrés suivant :

(p̃(
′)
k,CV , h̃

(′)
J,CV ) = arg min

Pk∈(xn,yn),hJ∈(νn,sn)

n

∑
i=1

(Bi − B̂(′)
i )

2
.

Example2- Fonction de densité
Le mode conditionnel peut être utilisé pour faire des prédictions à partir de l’estimateur
de densité conditionnelle. Bi pourrait bien être prédit précisément comme la réponse au
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problème de maximisation suivant :

B̂
(′′)
i = arg max f̂Ai,−ik (b),

où l’approche de leave-one-out définit f̂a,−i est

f̂a,−ik =
h−1
J ∑

i∈In
∑
j≠i
L (P −1

k d (a,Aj))J ′ (h−1
J (b −Bi))

∑
i∈In

n

∑
j≠i
L (P −1

k d (a,Aj))
.

Ensuite, il existe des choix plus évidents pour les paramètres de lissages qui est l’approche
guidée (data-driven), qui consite à

(P̃ (′′)
k,CV , h̃

(′′)
J,CV ) = arg min

Pk∈(xn,yn),hJ∈(νn,sn)

n

∑
i=1

(Bi − B̂(′′)
i )

2
.

Les résultats suivants sont des conséquences directes des Théorèmes 3.2, 3.3 et Théorème
3.1.

Corollaire 3.3.2. Soit j = 1 ou j = 2, et notons F̂ (j),a
k , f̂

(j),a
k et ĥ(j),a

k , respectivement, les

estimateurs F̂k, f̂k et ĥ construit avec paramètres de lissages par validées croisées P̃ (j)
k,CV

et h̃(j)
J,CV . Alors, les trois résultats suivants tiennent :

- Sous les conditions du Théorème 3.2, on a que :

∣F̂ (j),a
k (b) − F a

k (b)∣ = O (yβ3n ) +O (sβ4n ) +O
⎛
⎝

√
logn

nϕa (xn)
⎞
⎠
, p.co.

- Sous les hypothèses du Théorème 3.3, on obtient que

∣f̂ (j),a
k (b) − fak (b)∣ = O (yβ3n ) +O (sβ4n ) +O

⎛
⎝

√
logn

nνnϕa (xn)
⎞
⎠
, p.co.

- Sous les conditions du Théorème 3.1, on a que

∣ĥ(j),a
k (b) − hak(b)∣ = O (yβ3n ) +O (sβ2n ) +O

⎛
⎝

√
logn

nνnϕa (xn)
⎞
⎠
, p.co.

Ceux-ci sont particulièrement intéressants dans la pratique car ils automatisent entière-
ment les problèmes pratiques qui surviennent lors de l’utilisation des estimateurs F̂k, f̂k
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et ĥk, notre travail semble être le premier dans ce domaine pour les paramètres de hasard,
de distribution conditionnelle et de densité conditionnelle.

3.5.4 Application de données simulées

Dans cette section, nous comparons les performances en échantillon fini de la fonction
de hazard kNN (K.H) dans le contexte de la prédiction fonctionnelle via la fonction de
hasard classique (C.H) via une courte étude de Monte Carlo. Plus précisément, nous com-
parons l’efficacité à échantillon fini des deux fonctions de régression en tant qu’outils
de prédiction spatiale. Afin de mettre en évidence la principale caractéristique de notre
procédure, nous comparons leur sensibilité à la présence de valeurs aberrantes. Pour cela,
nous considérons le modèle suivant

Bi = 5 log ((4 −Ai)2 + 2) + εi, i = (i1, i2) ,

où ε(i1,i2) suit une distribution normale de moyenne 0 et de variance 0,25. Par souci de
simplicité, nous considérons le même processus spatial univariéA1 utilisé par Cressie [47]
défini par

Ai = (
√

(2/m))
m

∑
$=1

(cos (i1w$,1 + i2w$,2 + v$)) ,

où w$,s, s = 1,2 $ = 1,2 . . .500 sont indépendamment, identiquement distribués avec la
distribution normale standard et sont indépendants de v$,$ = 1, . . .500 qui sont indépen-
damment et identiquement distribués avec la distribution uniforme sur [−π,π]. Rappelons
que comme m → ∞,A1 est un processus spatial ergodique gaussien (voir, Cressie [47])
qui est un exemple de processus spatial α-mélangeant.
Nous générons le champ aléatoire(A1,Bi) sur les sites n̂ = 30×30. La corrélation spatiale
est contrôlée dans notre analyse théorique par la condition de mélange fort, qui est définie
comme (3.1)- (3.3). Ainsi, en pratique, la corrélation spatiale fonctionnelle est intégrée au
calcul de l’estimateur en introduisant un ensemble de voisinage donné par les équations
suivantes pour chaque site ` :

U` = {i, tel que ϕ(∥i − `∥) ≤ ∥i − `∥−`} .

Puisque nous nous sommes limités au cas isotrope dans lequel la dépendance spatiale est
simplement fonction de la distance entre les sites, nous pouvons procéder avec l’ensemble
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de voisinage défini par :
U` = {i, ∥i − k∥ ≤ ξn}

où ξn est une séquence appropriée de nombres réels positifs. La quantité ξn est sélection-
née de manière optimale sur les sites des voisins les plus proches par rapport à la norme
euclidienne sur les coordonnées. Pour plus de détails sur le choix de U`, voir Dabo et
Yao [49]. Nous estimons, pour chaque site fixe `, la fonction de hasard conditionnelle
kNN par : ∀b ∈ R,

ĥA`k (b) =
h−1
J ∑

i,j∈In
L (P −1

k d (a,A`))J ′ (
b −Bi

hJ
) IU`(i)IU`(j)

∑
i,j∈In

L (P −1
k d (a,A`))J (b −Bi

hJ
) IU`(i)IU`(j)

, (3.15)

où, IU` est la fonction indicatrice de l’ensemble U`.
Deuxièmement, nous devons sélectionner un semi-métrique approprié d(., .), noyau
L(.). Ensuite, nous choisissons le noyau quadratique asymétrique défini comme L(u) =
3

4
(1 − u2)1[0,1](u). Notons que du faite de la régularité des courbes Ai(t), on utilise la

semi-métrique suivante basée sur la dérivée première :

dderiv (Ai,Aj) =
√

∫
π/2

0
(A′

i(t) −A′
j(t))

2
dt, ∀Ai,Aj ∈ G.

Rappelons que l’estimateur classique du hasard conditionnel est défini comme suit :
∀b ∈ R,

ĥA`n (b) =
h−1
J ∑

i,j∈In
L (h−1

L d (a,A`))J ′ (
b −Bi

hJ
) IU`(i)IU`(j)

∑
i,j∈In

L (h−1
L d (a,A`))J (b −Bi

hJ
) IU`(i)IU`(j)

. (3.16)

L’efficacité des estimateurs est évaluée par l’erreur quadratique moyenne empirique
(MSE), définit par

MSE (ĥA`k (b)) = n−1
n

∑
i=1

(hAi

k (Bi) − ĥAi

k (Bi))
2
, MSE (ĥA`n (b)) = n−1

n

∑
i=1

(hAi
n (Bi) − ĥAi

n (Bi))
2
.

Nous utilisons la procédure de validation croisée proposée par Xu [191] pour laquelle le
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FIGURE 3.1 – Le MSE des deux modèles

paramètre de lissage hL est choisie via la règle suivante :

hopt = arg min
hL

CV1(hL) = arg min
hL

∑
i∈In

∣ Bi − r̂(−i) (Ai) ∣,

où r̂(−i) est l’estimateur de leave-one-out de (ĥA`n ).
Concrètement, pour le kNN robuste nous sélectionnons kopt = arg min

k
CV2(k), où

CV2(k) = arg min
k
∑
i∈In

∣ Bi − q̂(−i) (Ai) ∣,

avec q̂(−i) est l’estimateur de leave-one-out de courbe de (ĥA`k ).
Le boxplot de MSE des deux modèles est donnée à la Figure 3.1. Nous observons qu’il
n’y a pas de différence significative entre ces prédicteurs spatiaux. Les deux prédicteurs
sont fondamentalement équivalents et tous deux montrent le bon comportement. Main-
tenant, afin d’étudier les caractéristiques de notre approche, nous avons introduit des va-
leurs aberrantes artificielles en multipliant les valeurs de 15% de Y par 10. Nous donnons
en graphique boxplot les erreurs (MSE) des deux modèles. De plus, nous voyons sur la
Figure 3.2 que l’erreur de la fonction de hasard kNN est bien meilleure que l’erreur clas-
sique dans ce cas. De plus, en regardant les deux figures, il apparaît clairement que le
MSE du modèle (C.H) a radicalement changé par rapport au cas (K.H). Cette affirmation
confirme que la fonction de hasard kNN est plus robuste que la régression classique.
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FIGURE 3.2 – MSE en présence de valeurs aberrantes

3.5.5 Application de données réelles

L’objectif principal de cette section est d’appliquer les résultats théoriques de la section
précédente à des données réelles. En particulier, nous analysons l’efficacité de la fonction
de hasard dans le contexte de la prédiction fonctionnelle spatiale kNN via la fonction de
hasard classique.
Dans cet exemple de données réelles, nous recherchons un moyen d’estimer le loga-
rithme des précipitations totales en fonction de la courbe de température maximale men-
suelle. Le prédicteur fonctionnel Ai est la courbe des températures maximales men-
suelles dans la i-ème station climatique (spécifiée par ses coordonnées géographiques)
dans une période Υ, et Bi est le logarithme du total précipitations dans la même sta-
tion et la même période, selon les notations de la section précédente. Pour cela, nous
avons utilisé les données mensuelles de température et de précipitations de 125 stations
collectées en 2000 et 2010. Ces observations peuvent être trouvées à l’url suivante :
ftp ://ftp.ncdc.noaa.gov/pub/data/ushcn/v2/monthly. Dans la Figure 3.3, les covariables
fonctionnelles sont données.
Afin d’évaluer l’efficacité de l’estimateur présenté, représenté par ĥA`n (b) dans l’équation
(3.15) et de la comparer avec celle qui ne considère pas directement la distance entre les
positions et est représentée par ĥAk

n (b) dans l’équation (3.16), nous divisons nos données
de manière aléatoire(Ai,Bi)i en deux sous-ensembles différents :

— Échantillon d’apprentissage (Ai,Bi)i∈I (114 stations),
— Échantillon de test (Ai,Bi)i∈I′ (11 stations).

Pour calculer l’estimateur pour les deux méthodes, nous prenons la même fonction de
noyau quadratique et la semi-métrique dderiv (., .) dans l’étude de simulation, ainsi que les
sélections des paramètres kopt (de la méthode kNN ) et hopt (pour le noyau).
Comme mesure de précision, nous utilisons la procédure d’erreur quadratique moyenne
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FIGURE 3.3 – Températures mensuelles les plus élevées sur 125 sites météorologiques
aux États-Unis

(MSE), qui est décrite comme suit :

MSE (ĥA`k (b)) = 1

11
∑
i∈I′

(hAi

k (Bi) − ĥAi

k (Bi))
2

et
MSE (ĥA`n (b)) = 1

11
∑
i∈I′

(hAi
n (Bi) − ĥAi

n (Bi))
2
.

Les résultats des deux méthodes sont tracés par rapport aux vraies valeurs dans la Figure
3.4, où les valeurs prédites sont tracées par rapport aux vraies valeurs.
La partie gauche de la Figure 3.4 illustre le cas dans lequel la corrélation spatiale kNN
est utilisée, tandis que la moitié droite décrit le cas dans lequel la corrélation spatiale
classique est utilisée. La ligne continue contrôle l’efficacité de la prédiction, en ce sens
que l’efficacité de la méthode de prédiction est mesurée par la proximité des points tra-
cés par rapport à la ligne continue. Il est évident que l’estimation utilisant la corrélation
spatiale kNN est nettement meilleure et plus efficace que l’estimation traditionnelle. L’er-
reur quadratique moyenne obtenue respectivement dans les deux situations le prouve,
MSE (ĥAk

k (b)) = 0.21 alors que, MSE (ĥA`n (b)) = 0.36.
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FIGURE 3.4 – Comparaison des résultats de prédiction entre les deux méthodes.

3.6 Conclusion

L’approche de fiabilité kNN uniforme est une alternative de lissage qui permet le déve-
loppement d’un estimateur adaptatif pour une variété de problèmes statistiques, y compris
le choix de le paramètre de lissage. Dans notre situation, de plus, la consistance uniforme
n’est pas une extension directe de l’approche ponctuelle, car elle nécessite l’utilisation
de méthodes et techniques supplémentaires. L’hypothèse selon laquelle le paramètre de
lissage dans la méthode kNN est une variable aléatoire ajoute à la complexité de ce pro-
blème. Dans le cas des résultats spatiaux, l’innovation clé de cette approche est d’estimer
la fonction de hasard en mélangeant deux techniques statistiques essentielles : l’approche
spatiale et les procédures kNN. Cette stratégie a permis le développement d’un nouvel
estimateur qui combine les avantages des deux méthodes. Pour résumer, Le comporte-
ment de l’estimateur développé et la comparaison des deux nuages de points indiquent
que l’approche du kNN hazard avec des données spatiales donne des résultats légère-
ment meilleurs que l’approche classique du hazard avec des données spatiales. Cela est
confirmé par le résultat de l’erreur quadratique moyenne (MSE).
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Abstract

Robust estimation presents an alternative method to classical regression methods, which
is particularly relevant when observations are affected by the presence of outliers. We
will focus more particularly in this thesis on the estimation of some robust functions in
the case where the observations are of possibly infinite dimension using the k nearest
neighbors method. In which the response variable is real while the explanatory variable
is functional. The non-parametric estimation by the method of k nearest neighbors, offers
the particularity of being relatively insensitive to large deviations due to a few observa-
tions of atypical values. We use for this a selection criterion for the choice of the optimal
parameters in order to improve the quality of the forecast, by adding the scale parameter
which will be unknown and by proposing the optimality by the method of k nearest neigh-
bors , these two parameters together make it possible to control the bias of the estimator
and thus improve the quality of the estimate.
First, we consider a sequence of observations of identically distributed strictly stationary
dependent random variables. In this context, we construct an estimator of the regression
function by relating the M-estimating approach with the quasi-association setting using
the kNN method, and we study the asymptotic properties of this estimator.
Secondly, we developed a new hazard estimator in cases where the co-variables are func-
tional in nature. This estimator combines spatial functional data with the k nearest neigh-
bors method. under some general assumptions, we state almost complete convergence
with the rate of convergence. By way of illustration, our result is applied to the discrimi-
nation of curves, to forecasting problems, and to the construction of confidence intervals.
Our research focuses on the phenomenon of concentration of the probability measure of
the functional variable on small balls. This concentration measure propose, under certain
hypotheses, a solution to the problem of the curse of dimension as well as the inexistence
of a probability density .
We can consider that the study presented in this thesis is a contribution to the extension of
the work in progress in an unlimited dimension both in theoretical and practical aspects.



Résumé

L’estimation robuste présente une méthode alternative aux méthodes de régression clas-
siques, qui est particulièrement pertinente quand observations sont affectées par la pré-
sence de données aberrantes. Nous nous intéresserons plus particulièrement dans cette
thèse à l’estimation de quelques fonctions robustes dans le cas où les observations sont de
dimension éventuellement infinie en utilisant la méthode des k plus proches voisins. Dans
lesquels la variable réponse est réelle tandis que la variable explicative est fonctionnelle.
L’estimation non-paramétrique par la méthode des k plus proches voisins, offre la parti-
cularité d’être relativement insensible aux large déviation dues à quelques observations
de valeurs atypiques. Nous utilisons pour cela un critère de sélection pour le choix des
paramètres optimales afin d’améliorer la qualité de la prévision, en ajoutant le paramètre
d’échelle qui sera inconnu et en proposant l’optimalité par la méthode des k plus proches
voisins.
Dans un premier temps, nous considérons une suite d’observations de variables aléatoires
dépendantes strictement stationnaires distribuées de manière identique. Dans ce contexte,
nous construisons un estimateur de la fonction de régression en reliant l’approche de
M-estimation avec le cadre de quasi-association à l’aide de la méthode kNN, et nous étu-
dions les propriétés asymptotiques de cet estimateur. Dans un second temps, nous avons
développé un nouvel estimateur de hasard dans les cas où les co-variables sont de nature
fonctionnelle, cet estimateur combine des données fonctionnelles spatiales avec la mé-
thode des k plus proches voisins. Sous certaines hypothèses générales, nous énonçons la
convergence presque complète avec le taux de convergence. A titre d’illustration, notre
résultat est appliqué à la discrimination des courbes, aux problèmes de la prévision. Nos
recherches portent sur le phénomène de concentration de la mesure de probabilité de la
variable fonctionnelle sur des petites boules. Cette mesure de concentration propose, sous
certaines hypothèses, une solution au problème de la malédiction de dimension ainsi que
de l’inexistence d’une densité de probabilité.
Nous pouvons considérer que l’étude présentée dans cette thèse est une contribution à
l’extension des travaux en cours dans une dimension illimitée tant dans les aspects théo-
riques que pratiques.
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