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Introduction

Les équation différentielles stochastiques sont un développement d’équation différentielles
ordinaires en ajoutant des élément aléatoires au coté droit de I’équation . Les recherche dans
ce domaine ont commencé avec les travaux du mathématicien francais Paul Lévy en 1940 sur
I’analyse des processus aléatoires et leurs applications . En 1954, le mathématicien russe An-
drei Kolmogorov a fourni la premiére définition mathématique des équations différentielles
stochastique la méme année, Stratonovich introduit une nouvelle théorie de l'intégration
stochastique, qui devient largement utilisée dans ’étude des équations différentielles stochas-

tiques.

En 1966, Kiyoshi Ito [6] présente la théorie de I'ntégration stochastique en utilisant le concept
d’intégration simultanée, concept fondamental dans le calcul des équation différentielles sto-
chastiques . Cette contribution a contribué a développer la théorie des équations différentielles
stochastiques et a la rendre plus utilisable dans des applications pratiques, et David Crispin
qui a dévaloppé la théorie des équation différentielles stochastiques et ses applications dans
des domaines tels que la biologie et le génie chimique ,et a contribué de maniére significa-
tive au développement de ce domaine. La théorie des équations différentielles stochastiques
rétrogrades (EDSR) ont été introduites en 1973 dans un article de J.M. Bismut, portant
sur le controle stochastique optimal et la version probabiliste du principe du maximum de
Pontryagin. Cependant, le premier résultat général concernant les EDSR n’a été établi qu’en

1990, grace a E. Pardoux et S. Peng

Systéme d’équations différentielles stochastiques EDS-EDSR .Antonelli [I] a été le premiere

a étudier ces équations et a donner l'existence et 'unicité , et I’étude a été réalisée par de



Introduction

nombreux auteurs dans d’autres cas . L’application du systéme d’équations EDSs—-EDSRs
est le principal maximum stochastique pour le probléme du controle optimal, et la premiére
personne a l'avoir fait était Peng [9]. A.Chala, R.Khalout [3] .ont étudié les conditions d’opti-
malité nécessaires et suvisantes des controles lorsque le systéme est gouverné par une équation

diférentielle stochastique EDS-EDSR.

L’objet de cette mémoire est ’étude des conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité

pour des systémes gouvernés par des EDS-EDSR, On considére le systéme suivante :

dey = b(t,z),v)dt + o (t,x},v:) dBy,

dyp = —f(t,x),y), 20, ve) dt + 2 dBy,

x5 =¢ yr = h(x7)
telle que (2, F, (F;),P) un espace probabilisé filtré unidimensionnel satisfait les conditions
habituelles. sur lequel on définit un mouvement Brownien B = (B),,-Un controle admissible v =
(vg; t € [0; T])tout processus F; -adapté a valeur dans Ude R, et on note par U I'ensemble des

tous les controles admissibles.

( est une variable aléatoire de unidimensionnel , Fr-mesurable et indépendante de mouve-

mement Brownien tel que : E|¢]* < oo.

On définit la fonction de cotit par I'espression suivante :

T
T(0) =B |® () + W)+ [ Ultiatiaf et de|
0

Alors L’objectif du principe du maximum stochastique est de controler et d’extraire de ma-

niére optimale les conditions nécessaires et suffisantes pour parvenir a ’optimisation du sys-

téme EDS-EDSR.
Dans ce mémoire qui ce compose a trois chapitre :
Premiér chapitre :

On introduit les générales du calcul stochastique ou nous définissons les outils de base pour

étudier ’EDS.(tribu et lafiltration ;et le mouvement Brownien,et le processus stochastique



Introduction

...etc.)
Deuxiéme chapitre :

Nous étudions dans ce chapitre le résultat d’existence et d’unicité d’solution d’une EDS,et
Iexistence et 'unicité de la solution d’une EDSR dans le cas Lipchitz ,et nous etudions
I’existence et 'unicité d’solution du systeme EDS-EDSR

Troisiéme chapitre :

Dans ce chapitre représente le probléme de ce mémoire, telle que le but de ce chapitre est de

déterminer, les conditions nécessaires et suffisantes dioptimalité pour

de systéme EDS-EDSR



Chapitre 1

Généralités sur les processus

stochastiques

Dans ce chapitre on donne quelques définitions au calcul stochastique. Pour plus details

voir[7] [4]

1.1 Espace de probabilité

Définition 1.1.1 Une probabilité sur (Q, F) est une application P de F dans [0,1] telle
que :
A) P(Q) =1.

B) P ( OLjOAn> = > P(A,) pour des A, appartenant a F deux a deux disjoints.
n= n=0

Remarque 1.1.1 * Un événement A € F est dit négligeable si P(A) = 0.
* Un événement A € F est dit presque sdr (souvent abrégé p.s.) si P(A) =1, i.e. si A°

est négligeable.

Définition 1.1.2 Un espace de probabilité est un triplet (2, F,P) ot :

— 2 est un ensemble d’expérence aléatoire.



Chapitre 1.Géneratilés sur le calcul stochastique

— F est une tribu sur €.

— P est une (mesure de) probabilité sur (2, F).

- P(¢)=0

-VAe F,0<P(A4) <1

~VAEFP(AC) =1-P(A).

- VA, Be F;P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANDB).

~SiAc BeFP(A) <P(B).

— Si (Ap),en+ C F suite croissante A, C A4 et nglAn = A alors :HEIEOOIP’ (A,) =P (A)

— Si (An),en+ C F suite décroissante A, C A, et QlAn = A alors : lim P(A4,) =P (A)

n—-+0o

1.2 Espérance conditionnelle

Définition 1.2.1 Si X est une variable aléatoire intégrable dans l’espace de probabilité (Q, F,P),
et si G est une sous-tribu de F, on dit que 'Y est une espérance conditionnelle de X par rappore

6 G siY est G-mesurable et si :

On écrit alors :

Y =E[X|G]

Propriété 1.2.1 * Linéarité ‘E (cX +Y | G) =cE(X | G)+E(Y | G)p.s.
* Positivité-monotonie : X >Y p.s. = E(X | G) > E(Y | G) p.s.
*E(E(X | §)) = B(X).

* 81 X indépondant G alors B(X | G) = E(X) p.s.

* 51 X est G-mesurable, alors B(X | G) = X p.s.

*S1Y est G-mesurable et bornée, alors BE(XY | G) =E(X | G)Y p.s.

*SiHCGCFalrs B(E(X | H)|G) =E(X |H) =EEX |G)|H) p.s.
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1.3 Processus stochastiques

Définition 1.3.1 (Processus)Un processus stochastique (ou fonction aléatoire) est une fa-

mille de variables aléatoires (Xy;t € [0,00) définies sur le méme espace de probabilité .

Définition 1.3.2 (Un processus mesurable) Un processus X est mesurable si l’applica-
tion (t,w) — X;(w) de Ry xQ dans R? est mesurable par rapport auz tribus B(R,) @ F
et B(RY).

Définition 1.3.3 (Processus progressivement mesurables). Un processus X est pro-

gressivement mesurable par rapport & {F;}i>o si, pour tout t > 0, Uapplication
(s,w) — X (w) de [0,] x Q dans R? est mesurable par rapport a B([0,¢])® F; et B (R?).

Définition 1.3.4 Un processus stochastique X = (X;,t > 0) est dit adaptée (par rapport a

une filtration F;) si X; est Fy—mesurable pour tout t.

Définition 1.3.5 (Un processus a trajectoires continues) Un processus (X;) est appelé

un processus & trajectoires continues (ou simplement processus continu) si
P({w e Q:t— Xi(w) est continue}) = 1.

Remarque 1.3.1 Les variables aléatroires. X; — X, t > s > 0, sont appelées des accroisse-

ments du processus (Xi).

Définition 1.3.6 (Processus prévisible) On dit qu'un processus X = (X;)icr, est prévi-

sible s1 Xo est Fo-mesurable et X; est F;_1-mesurable pour chaque t > 0,Vt > s >0

Définition 1.3.7 (Processus a accroissements indépendance) : (X; — X,) 1 F¥X =

o(X,,0<r<s),

Définition 1.3.8 (Processus a accroissements Stationnarité) : X, — X, ~ X, , —

Xo,vt > s> 0.
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1.4 Martingales

Définition 1.4.1 Soit (2, F,{F;,t > 0},P) un espace de probabilité filtré et X = {X;,t > 0}
un processus (Fy) — adapté. On dit que X est une (F;) — martingale si :
1- E(|X]) < 400 (autrement dit X; € L'(Q)) pourtout t > 0.

2- BIX, |F,] = X pour tout s < t.

Remarque 1.4.1 1- On dit que X est un sur-martingale si pour : tout s < t,on a
E[X:|F] < X,

2- on dit que X est un sous-martingale Si pour : tout s < t,on a :
E[X¢|Fs] > Xs.

3-(Semi-martingale) Une Semi-martingale X; est un processus réel adapté et cadlag qui
se décompose en une somme d’une martingale locale My et d’une processus Y; réel cadlag et
a variation finie ie.

Xt:Mt‘i‘Y;.

1.5 Mouvement Brownien

Définition 1.5.1 Un mouvement brownien standard (abrégé MBS.) est un processus aléa-

toire a temps continu (By,t € RT) tel que :

1- By =0 p.s.,

2- (By) est a accroissements indépendants et stationnaires,
3- B, ~ N(0,t),Vt > 0,

4- (By) est a trajectoires continu.
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1.6 L’intégrale stochastique

Définition 1.6.1 L’intégrale stochastique est une intégrale proposée avec des processus sto-

t
/ X,dBg;
0

ot {Xs,s > 0} est un processus stochastique et (B;);>o est un mouvement Brownien.

chastiques sous la forme suivantes :

Propriété 1.6.1 1- Linéairité Va € R, Additivité : Pour 0 < s <u <t <T
t u t
/ X(s)dBs = / X(s)dBs +/ X(s)dBs.
T
2- Si / E[X?(s)] ds < oo, alors pour tout t <T.
0
t t t
/ a(Xs + Ys)dBs = a/ X.dB, + a/ Y,dBs,

0 0 0

T
3- Si / E[X?(s)] dBs < oo, alors pour tout t <T.
0

E [/OTX(s)dBS] 0.
E (/OTX<S)dBS>2 = E/OT (X (s))*ds.

5- Propriété du martingale V0 < u < t,on a :E [fJX(s)dBS | fu} = Jy X (s)dB

4- Isométrie d’Ito
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1.6.1 Variation quadratique
Définition 1.6.2 Si X, est un processus stochastique a valeurs réelles défini sur un espade
probabilisé (Q, F, P) ett le temp,telle que t > 0,défini par

n

[X]t = Hggﬂ (th - th71)2
k=1

telle que € € [0,¢] : (se comporter)

covariation de deux processus X et Y est (se comporter)

n

X, Y] = T 30X, — Xy )%, — Vi) = (X 4 V]~ [X =],

|lel|—0 “—
k=1

1.6.2 Processus d’Ito6

Définition 1.6.3 Soit (0, F, (Fi)i>0,)un espace de probabilité filtré et (B, )Jun MB .On définit

un processus d’Ito (X; )icjo1) dans R sous la forme :
t
Xy = Xo+ / b(s)ds + o(s)dBs, ¥Vt >0 :
0

Ou sous la forme

dX, = b(t)dt + o(t)dB,

Avec
-Xpest Fo—mesurable
~(bt Ji>oun processus adapté telle que Nt > 0 >: fot |b(s)|ds < 0o p, s

~(01 )0 un processus adapté telle que Nt > 0: [ |o(s)[?ds < oo p.s

1.6.3 Formule d’Ito6
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Définition 1.6.4 Soit F' : R? — R une fonction C?, X une semi-martingale continue a

valeurs dans R Alors, F (X)) est une semi-martingale et

F(X;) = F(Xy) , dX!+ ,d< XX >
( t ’ +Z/ axz ° Z/ (‘3%8@ = 7 g

Définition 1.6.5 (2" formule d’Ito) :Soient f une fonction réelle définie sur Ry x R

de classe C' par rapport a t, de classe C? par rapport & x on a :

t t t
FX) = £0.50)+ [ X st [ X)X+ g [ ) ax ).

Proposition 1.6.1 (3 formule d’Ité) :Soit f une fonction de R? dans R de classe C*

a dérivées bornées,on a :

FOLXE) = o+ [ RO XD axt+ [ (3 X2) ax,
+§ / (1.1(X;,X3)<;> 211y (X1, X2) olo? + f, (X1, X2) (7))

10



Chapitre 2

Les équations différentielles

stochastiques EDSs,rétrogrades

EDSRs et le systéme EDSs-EDSRs

Dans ce chapitre , nous allons étudier la forme générale des équations diférentielles stochas-
tiques (EDS), équations diférentielles stochastiques rétrogradé (EDSR) et le systeme (EDS—
ESDR) , par ailleur que la démonstration de 1’existence et de 'unicité de la solution qui est

vérifée par un ensemble de conditions que nous examinerons

2.1 Equations Diférentielles Stochastiques (EDS).
vois [7] [?]

Définition 2.1.1 Soient (Q, F, (F;)i>0, P) un espace de probabilité filtré et (Wy)i>oun MB

d—dimensionnelle, X = (X;)cjo,r] un processus stochastique continue a valeur dans R" et
o:[0,T] Xx R" — M, q(R)

b:[0,T] x R" — R"

11
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Une équation différentielle stochastique est une équation de la forme ;

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)th
(2.1)
X() =X

Définition 2.1.2 On dit que léquation (?77) admet unique solution forte si pour deuz solution

fortes X = (Xi)icpmet Y = (Yi)weprjon a;

P( sup |X, — Y;| > 0) =0
t€[0,T]

Théoréme 2.1.1 (d’existence et unicité) Supposons que pour tout x,y € R"et t > 0,les
fonctions oet b satisfait les conditions suivants;
1.Les fonction oet b sont continues

2.Condition Lipschitz :1l existe une constante K > 0 telle que

[b(t,z) = b(t,y)|* + lo(t, 2) — o(t,y)* < K|z —y|* (2.2)

3.Croissance linéaire :I existe une constante J > 0 telle que :|b(t,x)|* + |o(t,y)]* <

J(1+|z|?).

Si les coefficients b et ovérifient les conditions (2.2 Alor 'equation (?? admet une solution
forte unique X = (Xy):cpo,r), (F:)—adapté et continue avec condition initiale Xy = = de plus
cette solution est :

E[ sup |X°] <N
t€[0,T]

ou N est une constante qui dépend de K,J et x

2.1.1 L’existence et L’unicité de la solution

Preuve. Unicité de la solution de(??) =
Soient (X;)ieret (Yi)ier € L*(Q) deux solution pour 1’équation (?7? tel que X, = Yy = et

12
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un appliquant I'inégalité de Young (a + b)? < 2a® + 2b% et en utilisant les formules de X, , Y,

on obtient :

X, - Y= |z + /tb(r, X, )dr /t +o(r, X,)dW, — (z + /t b(r,Y,)dr + /ta(r,Yr)alVV,n)\2
_ |/ (b(r, X)) — b(r, ¥,))dr +/ (0(r, X,) — o (r, Y,))dW, |

t t
<9 / (b(r, X,) — b(r. Y,))dr[? + 2| / (0(r, X,) — o(r, Y,))dW, 2
0 0
nous appliquons 'espérance mathématique, on obtient :
t t
E|X, — Y;]* < 2E| / b(r, X,) — b(r,Y,)dr|* + 2E| / (o(r, X,) — o(r,Y,))dW,|?
o 0
D’aprés l'isometré d’'Ito (7?7 et linégalité de Cauchz Schwarz proposition .on obtient

EIX, - Vi < 2E / (1%dr) / (b, X,) — b(r, Y,))Pdr + 2E] / (o(r, X,) — o(r, V,)) [2dr

t t
< 2tE/ b(r, X,.) — b(r, Y;)dr + 2E/ o(r, X,) — o(r, Y,)2dr
o 0
D’aprés condition Lipschitienne et la théoréme de Fubini :

t t
E|X, - Vi < 2T/ Bl(b(r, X,) — b(r, V,))2dr + 2/ El(o(r, X,) — or, Y.))2dr
0

0

t t
< 2TK/ E||XT—}/,,|2dr+2K/ E|X, — Y, |[*dr
0 0

t
< J/ E| X, — Y, |*dr
0
telle que J = max(2T K, 2K),alors

t
BlX; — Yi|* < J/ E[X, — Y, |2dr

0

13
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D’apres lemme de Gronwall on obtient|
0 <E|X; - Y;]* < 0exp(Jt) =0
Donc Pp.s X =Y

Existence d’une solution de ((?7)

On utilise la méthode des aproximations successives de picard :
t t
X = m—i—/ b(r, Xff_l)dr—k/ o(r, X 1)dW,.
0 0
et on a :
t
|th+1 - Xf|2 = | / (b(?”, X?) - b(?"7 X;}_I»d?“ + (O'(’f‘, X?) - O-(Ta X:L_l))dWTF.
0
Nous utilisons la méme méthode pouré I'unicité ,on obtient

t
BlXM — X2 < J/ BIX" — X 2dr.

0

Pour n=0o0n a
t t
BIX! - X?)? < 2TE/ |b(r, X°)2dr + 2E/ lo(r, X0)|*dr.
0 0

D’aprés la croissance linéaire b et o, on obtient :

t

t
E|X}! — X0 < 2TJE/ (1+ |Xr|2)dr+2JE/ (1+ X%

0 0

t t
< 2TJ/ (1+]E|XT|2)dr+2J/ (1+ B X, 2} dr.

0 0
t
gN/(1+E]XT|2}dr
0

< JTr

14
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telle queN = max(2TJ,2J) et JT = Nf(f(l + E|X;|?)dr ensuite :

t
E|X2 - X2 < J/ E|X! — X°|2dr
0

t
SJ/ Jrdr
0

t
§J2/ rdr
0

Alors pout tout n > 0, on obtient

t
E|XM — X712 < J/ E|X" — X" |?dr

0

Jn-i—l t
< ' rdr
n! Jo

Jn-i-l Tn+1

n! n+1
(JT)n—H

~ (n+ 1)

Nous montrons que X[ est une suite de Cauchy dans L?(f2),et en appliquant I'inégalité

triangulaire

(BIX" — Xp[?)z

HXtm - thHLQ(Q)
—1

S TIXE — X2
K=

m—

IN

= 3

(JNT>K+1
(K +1)!

IN

[ 7 —

n—00,Mm—00 0

K=n
Lorsque n — oo,et m — oc.

B(| X" — XI'|%)? — 0.

Donc X' est une suite de Cauchy dansLQ(Q) qui est lui méme un espace complet , et par

conséquence elle est convergente dansL?(2),
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Notons X; la limite de la suite (X*),, avec lim, .. X = X, dans (L*(2)), telle que :
t t
X, = o+ / b(r, X, )dr + / o(r, X,)dW,.
0 0
. L2(®)
On a déja montrer que X' — X, telle que
t t
X = x+/ b(r, Xff_l)dr—I—/ o(r, X 1dw!
0 0
nous montrer que la solution s’écrit sous forme EDS, en utiliser I'isométrie d’Ito :

t
E|(/ o(r, X" Y —o(r, X,))dW,|? < JE|X! - X,|* — 0.
0

2(Q) 2(Q)
puis que X} "2 X,,donc o(r, xn=1) o, X).

Nous appliquons I'inégalité de Holder ou trouve
E|/ r, X" —b(r, X,))dr|? < JTEIX ' — X,|* — 0.

2(2) ,
puis que X/ e X;,.et par la continuité de b(w,t) , Alors b(r, X"1) —, .o b(r, X,) dans
L3(Q).

En passant a la limite ,on obtient :

t t
X'=ux +/ b(r, X" Hdr +/ o(r, X" N dw, -2 ® X,
0 0

¢ ¢
=r+ / b(r, X,.)dr + / o(r, X, )dW,.
0 0

Donc X; est un solution de ’équation (77)

Nous montrons que E(sup, | X;|?) < N, par l'inégalité (a + b+ ¢)? < 2(a® + b? + ¢?).,et on

passant a ’espérance alors
t t
B(|X,?) < 3Ezf> + 3TE[/ Ib(r, X,)PJdr + SE[/ o (r, X,) 2 dr.
0 0
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D’aprés la croissante linéaire de b et o,0n obtient

t

E(X,[2) < 3Blzf + 3TJE[/ (1+ X, [2)]dr + 3JE[/t(1 X, [2)]dr

t t
< VE|z|* + VE[/ (1+ |X,|*)]dr + VE[/ (1+|X,H))dr
0 0
t
< VE|z|* + 2VE[/ (1+|X,[»)]dr
0
t
< JVE[z] + JVE[/ (14| X,2)dr
0

t
< JvE|z|* + J,T + JVE[/ | X,|?)dr

t
< Jy(Blz*+T) +JV+/ B|X,|%dr

0

avec V = max(3,3j,3j7) et Jy = max(2V, V) et nous appliquons le lemme de Gronwall on
obtient :

E(|X,) < [Blef” + T)exp(Jt) < N.

puis que [E|z|? + T] < oo, telle que N = (E|xz|* + T) exp(Jy-t), alors
E(]X:]?) < ooVt € [0, T).
Ce qui implique d’aprés BDG :

E( sup |X,?) < JE(|X,?) < N

t€[0,T]

2.2 EDS rétrograde (EDSR)

2]
Dans cette section on intéresse a I’équation différentielle stochastique rétrograde EDSR (en-
glais BSDE;) introduites par Bismut (1973) dans le cas linéaire et par Pardoux et Peng (1990)

dans le cas général on étudie I'existence et 'unicité des solutions de EDSR

Soit S ([0,T],R)I’ensemble des processus stochastiques ¢ unidimensionnels qui satisfont :

17



Chapitre 2.Les EDSs Les EDSRs , le systéeme EDS-EDSR

@[ [l ] <o

(1) : ¢y est Fy —measurable, pour tout t € [0,7] .

Soit S ([0,T],R) Pensemble des processus stochastiques ¢ unidimensionnels qui satisfont :

()8 | sup Joif] <
0<t<T
(17) : ¢y est F; —measurable,pour tout ¢t € [0,7].

Clest ’ensemble des fonctions contintiment différentiables

Définition 2.2.1 Une équation différentielle stochastique rétrograde est une équation de la

forme :

—d}/; - f(t, Yt, Zt>dt - thVva;7 O S t S T

(2.3)
Yr=¢,
ou, de facon equivalente, sous forme integrale,
T T
Y= ¢+t / F(r Yo, Z)dr — / Z.dw, (2.4)
t t

ou West un mouvement Brownien sur un espace de probabilite (2, F,P) et £ une variable
aleatoire W2 mesurable (W?),<r est la filtration naturelle de W et f : ([0,T] x Q x R¥F x

R*¥*) — R* la fonction s’appelle le generateur qui est progressivement mesurable donnée.

Définition 2.2.2 Une solution de L’EDSR est un couple de processus (Y, Z) a valeur dans
RE x R¥*4 telle que , Y est continu et adapté ,Z est previsible et P — p.s t — Z,appartien
a L*([0,T)),t — f(t,Y:, Uy)appartient a L*([0,T])

1.Y et Z sont progresevment mesurables & valeurs respectivement dans R¥ et R%*¢
T
2P —ps, o {lf(r,Ye, Z)| + 12,11 }dr < o0
3.P—p.s
T T
Vg [ feVaZ)ds - [ Zaw,o<i<T,
t t

Y, est une semi-martingale continue, car Y; écrit sous la forme Y; = N; + S, telle que N, est

un mantingale locale et S; est un processus stochastique a variation finie

18
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2.2.1 L’existence et ’unicité des solutions
Le cas Lipschitz

Dans cette section , nous allons montrer un premier résultat d’existence et d’unicité . Ce
résultat est dit & E. Pardoux et S. Peng [§] ; c’est le premier résultat d’existence et d’unicité
pour les EDSR dans le cas oil le générateur est nonlinéaire, soit f : ([0, 7] x 2 x RE x RF*d) —
R* telle que, pour tout (y, z) € RE x R**4 le processus {f(t,y, z) }o<s,S0it progressivement
mesurable. On considére également ¢ une variable aléatoire, Fr—mesurable, & valeurs dans
RE,

Hypothése (L2)

Il existe une constante 6 > 0 telle que P — p.s :

1. condition de Lipschitz en (y, z) pour tout t,y,y/, z et z/ on a
f(ty,2) = f(ty 2 <o(ly—y ) + 1]z = 21]).
2. condition d’intégrabilité :

T
B¢ + / £ (r.0,0)2dr] < oo

Cas simple f ne dépend ni de y de ni =

Soit f ne dépend ni de y ni de z on se donne { de carré intégrable et un processus {F; }o<i<r

dans M?(R¥) et on veut trouver une solution de "EDSR. suivante:

T T
Y, =¢ +/ Frdr —/ Z,dW,.0 <t <T. (2.5)
t t
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Lemme 2.2.1 Soient ¢ € L*(Fr) et {Fi}o<icr € M?*(R¥).L’EDSR (2.5) posséde une

unique solution (Y, Z) telle que Z € M?.

1) L’existence :

(Y, Z) soit une solution verifiant Z € M? si on prend lesperance conditionnelle sachant F;

on a nécessairement

T T
Vi —B(V/F) =B+ [ Fdr— [ Zaw, ).

On a fOT Z,.dW, integrale d’Ito, donc E (ftT Z.dW,|F;) = 0, alors on a pour tout t € [0,7T] :

T t
Y = B(¢ + / Fodr - / Fodr/F,)
0 o

_ B+ /0 "R/ F) - /0 "Edr

t
= Nt —/ Frdr,
0

soient N; une martingale JF;—adapté. D’aprés le théoréme de représentation des martin-

gales :Donc il existe un processus prévisible Z de carré intégrable (Z € M?) telle que :

t
K:Nt—/‘FrdT'
0

t t
=Ny —1—/ ZdW, — / E.dr
0 0

On vérife facilement que (Y'; Z) ainsi construit est une solution de 'EDSR ([2.5) étudiée et

comme Yy = £

t t T T
Yt—§:N0+/ ZrdWT—/ Frdr—(No—i—/ ZrdWT—/ Fdr)
0 0 0 0

T t T t
—( / Fodr — / Fodr) — ( / Z.dw, — / Z,dWV,)
0 0 0 0
T T
_ / Fodr — / Z,dW,.
t t
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donc
T T
Y; :g+/ Frdr—/ ZdW,..
t t
2)L’unicité :
Soit (Y;Z,) et (Y;,Z,) deux solution de L’'EDSR. ({2.5), et Y7 = Y, F, = Fl.on note :y, =

Y, — Y:et zp = Ly — Z; nous prouvons que Y; = Y;'et Zy = Z; dP x dt — ps.

T
Yy = —/ 2. dW,..
t

On applique la formule d’'Tt6 telle que f(y;) = |y;|?on obtient :

1
d’yt|2 = 2y dy; + 25 (Ye)

= Qytdyt + ||Zt‘|2dt

On applique l'intégrale et comme yr = 0, alors :

T T T
/’ﬂwﬁzz/ %@f+/ 2| Pdr
t t t

T T
mwmﬁzz/ %@fy/rvmwn
t t

on a aussi :
deyr = _yrzrdWr-
Donc
T T
— |y * = —2/ Yy 2pdW, —i—/ | 2,|[2dr.
t t
Alors

T T 1
[ vz = Qul o+ [ 11zl
t t

comme ftT yr2z-dW, est un integrale d’Itd , doncE | ftT yr2,dW,] = 0,alors :

T
mm€+/’WMMﬂ=o
t
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| =0 alors y; = 0,dP — ps

|y
ftT ||2-|[?dr = 0 alors z, = 0,dP x dt — ps

Alors dP x dt —p s

!

th:Y;ta

!

Zt — Zt7
Cas ou f depend de y et z

Théoréme 2.2.1 (Pardoux-Peng 1990) sous l’hypothése (L2),I’EDSR (2.4]) posséde une

unique solution (Y, Z) telle que Z € M?>.

Preuve. Nous utilisons un argument de poit five(lemme 3.4.7) dans l’espace de Banach B*en
construisant une application ¥ de B?dans lui méme de sorte que (Z,Y) € B?est solution de

I’EDSR (2.3))ssi c¢’est un point fize de V.

Pour (U, V) € B%, on définit (Z,Y) = (U, V) une solution de 'EDSR, :
T T
Y, =¢ +/ FOr, Uy, V.)dr — / Z,dW,.0 <t <T. (2.6)
0 ¢

Nous remarquons que ’EDSR (2.6 posséde une unique solution qui est dans B*.En effet

,posons F, = f(r,U,,V;) € M*puisque,f est §— Lipschitz on a
£ (r,Uns V) = F(r, Uy, VOl < 81U = Uyl + 11V, = V)
Soint U, = V. = 0,alors :

[f(r, Up, Vi)l = [f (1, 0,0)] <[f(r, Up, Vi) = f(1,0,0)] < 6|U| + [V2|.

Donc

[f(r,Up, Vo)l < f(r,0,0) + 6[U [ + 6| V2.

avec [ et U,,et 'V, sont des processus de carre intégrable ,alors par suit nous pouvons appliquer
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le lemme 11 pour obtenir un unique solution (Y,Z) tel que Z € M?>.L’intégrabilité de Z est
obtenue par le théoréme de représention de martingale 3.5.6 et d’aprés la proposition 8 alors
Y € S%soint (Y, Z)et (Y, Z") € B?ou (Y,Z) = Y(U,V), (Y,Z') = W(U',V").Notons
y=Y —Y'etz=7—Zety, =0 tell que :

dyt = f<t7 Uta V;f) - f(t, Ut/7 V;/) — thWt.

On applique la formule d’Ité sur exp(at)|y:|*,soit g(t,z;) = exp(at)|z¢|? alors calculer les

dérivées :

d(exp(at)|y|*) = aexp(at)|y:|*dt + 2 exp(at)y,dy; + exp(at) (dy),
= aexp(at)|y|*dt + 2exp(at)y,[f[(t, U, Vi) — (£, U,, V)]

— 2dBy] + exp(at)| |z [dt.

Nous appliquons a lintégrale,on obtient

[ d(exp(ar) |y, ?) = / (aexp(ar) |y, Pdr
T 2explar)y lf(r Uns Vi) — F(r U V)]

T
— 2, dW,]) +/ exp(ar)||z||2dr.
Alors

T T
exp(a3)|yr|2—exp(at)|yt]2—/ aexp(ar)|yr|2dr+/ exp(ar)||z.||dr
¢ ¢
T ! !
w2 [ explar)y, 0 H,, U~ £, H,,U)
¢

T
- / exp(ar)y, z.dW,]
t
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Done

T T , ,
~exp(at) |y + / exp(ar) ||z |[2dr] =2 / exp(ar)y, [f (r, U V) = £(r, Uy, Vi )dr

T T
+/ exp(ar)y,z.dW,] — / aexp(ar)|y,|*dr.
t t
comme f est 0 — Lipchitzienne on a

T T
exp(at)|yl? + / exp(ar)||z|2dr = — / —aexplar)|y|2dr
t t

T
+2 [ explan)y. (01U~ U] + 8V, = Vi)
t

T
+ 2/ exp(ar)y,z.dW,
t
par la notation u, = U; —U, etv, = V;f — V,.,on obtient :

T T
exp(at)\ytIQ—l—/ exp(ar)\|zrl|2dr:—/ —aexp(ar)|y,|*dr
' T
2 / exp(ar)y, (Ol | + v, ||)dr
t

T
+2/ exp(ar)y,z,dW,.
t

pour tout € > 0,en appliquant inégalité de Young 2ab < “6—2 + eb?,0n a

T T 52
explat)uf? + [ explar)la|far < [ a2
t t

T T
[ explan)(nf + fe )i+ 2 [ explar)y, i
t t

|y |2dr+
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Prenant a = 2%zet R. = efOT exp(as)(|ul? + |v|?)ds,donc Vt € [0, T]

T T
exp(at)|y.|? +/ exp(ar)|z|?dr < R. + 2/ exp(ar)y,z.dW,.
t t

Alors
T

exp(at)|y|® < R. + 2/ exp(ar)y,z.dW,.
T

T T
/ exp(ar)|z,|*dr < R. + 2/ exp(ar)y, z.dW,.
¢ ¢

D’aprés (2.8) et E[ftT exp(ar)|z.|2dr] < EB(R,) + QE[ftT exp(ar)y, z,dW,].

(2.7)

(2.8)

la martingale locale ftT exp(ar)y, z,dW, est une mantingale nulle en 0 puisque Y,Y" € 52 et

Z, 7' € N? donc

E[/t exp(ar)|z|*dr] < E(R,).

D’autre part d’aprés (2.7)), et on applique I'négalité de young et I'négalité de BDG,on obtient

T
E sup (exp(at)|y*)] < B(R.) + 2E( sup / exp(ar)y,z.dW,)
t

0<t<T 0<t<T

< B(R.) + JE( / explar) s 2|2 |dr)

T
< E(R.) + JE( sup exp(at)]yt|2/ exp(ar)|zr|2dr)
t

o<t<T

< B(R.) + 3B sup (exp(an)lu”)] + 2B / exp(ar) |z dr).

- 2 o<i<T

Donc
2 1 2 J?
B[ sup (exp(at)|y:|")] — SE[ sup (exp(at)[y:[")] < B(Re) + - B(R)
0<t<T 0<t<T

1 N J?

SE[ sup (exp(at)[y,|)] < B(R:) + S E(R.).

2 Co<t<r 2
Alors

E[ sup (exp(at)|y,*)] < 2E(R.) + J’E(R.).

0<t<T
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De plus ,on a

E[ sup (exp(at)|y*)] + E[/t exp(ar)||z|[Pdr] = B(R.) + 2E(R.) + J*E(R.)

0<t<T

= (3+ JHE(R,).

Et par suite d’aprés la définition de R. on a :

E[ sup (exp(at)|y]?)] + E| / exp(ar)| || %dr]

0<t<T

=3+ JQ)E(s/O exp(ar)(|h.)? + u,|?)dr)
=e(3+ J2)E(/O exp(ar)|h,| dr+/ exp(ar) |u,|2dr)

=e(3+ J*)E( sup (exp(at) |ht|2/ dr+/ exp(ar)||u,||*dr))

0<t<T

=3+ J*)E( sup (exp(at)|ht\2T—|—/0 exp(ar)||u,|[2dr))

0<t<T

=<3+ J9)Q.

telle que Q@ = (1 V T),on prenant telle que :£(3 + J*)Q = %,de sort I’application West alors

une contraction strict de B? dans lui méme si le munit de la norme suivante

T

1

1Y, Z||o = [ sup (exp(at)|yt|2)+/ exp(ar)||z,[|*dr]z.
0<t<T 0

le cas que [a = 0] alors ¥ possede donc un point fixe , cequi démontrer 'existence et I'unicité

dun solution de 'EDSR (2.3)).

On obtient ensuite une unique solution vérifiant Z € M2 implique qu’un telle solution ap-

partient B? .

Remarque 2.2.1 A partir de maintenant et sans plus insister, lexpression « la solution

de VEDSR » signifiera la solution de '’EDSR vérifiant Z € M?
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Le role de Z

Nous allons voir que le role de 7, plus précisément celui du terme ftT Z.dW, est de rendre le

processus Y adapté et que lorsque ceci n’est pas nécessaire Z est nul..

Proposition 2.2.1 Soient (Y;Z) la solution de ’EDSR (2.3)) et un temps d’arrét majoré
par T" On suppose, en outre l’hypothése (H2) que est Fy—mesurable et que f(t;y;z) =0 dés

que t > 1. Alors sit > T
}/;5 = }/;5/\7“7
Zt — 0

Preuve. .On a P —p.s.

T T
Yt_§+/ f(r,ﬁ,ZT)dr—/ Z.dW,.

et doncsit=71ona

T T T
Y, — ¢t / AL / ZodW, — € / 2.

Il vient alors Y, = E(¢/F,) = &,car £ est F-mesurable,et par suit ftT Z.dW, = 0 dou lon tire
que

Bl Zaw,.p) =B 11]Pdr) =0,

et finalement que 7,1,>, = 0.Ils’en suit immédiatement que ,si t > 7.Y; = Y, puisque par
hypothese,
t t
Y, :Y}—l—/ f(T,Y},ZT)dr—/ ZdW, =Y, +0—-0=Y,.
t

t
Alors
Y, = Yinr et Z,= 0

Ce qui termine la preuve. m
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Notons que dans le cas ou £ et f sont déterministes alors Z est nul et Y est la solution de

I’équation différentielle
dYy

— = ftY,0.Yr=¢

2.3 Systéme équations Diférentielles Stochastiques EDS-

EDSR

Dans cette section, nous étudierons un type de systémes d’équations différentielles, a savoir
les systeme EDS-EDSR. qui est couplé faiblement une équation différentielles stochastique

EDS a une equation différentielle stochastique rétrograde EDSR sous la forme :

dX(t) = b(t, Xt)dt + U(t, Xt)dBt,
d}/t = _f(t7 Xt7 }/;7 Zt)dt + thBt7 (29)
X(O) = $7YT = 57

ou

b:R" x R. — R".

c:R"XR. - M™™et f:Ry x R" x R™ x R™"™ — R™.

Définition 2.3.1 La solution du systéme (2.9)) est tout triplet F; progressivement mesurable
(X,Y,Z) a valeurs dans R™ x R™ x R ™est :

T
1.E( sup (|Xt|2+|Y;|2)+/ 1Z,dt) < oo.
0

0<t<T

2.P — p.s verifée l’équation .(2.9).
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Remarque 2.3.1 La solution de ce systéme se traduit par la résolution de chaque équation
individuellement. Cela implique de résoudre d’abord la premiére équation, puis de substituer

sa solution dans la deuxiéeme équation et de la résoudre a son tour.

Définition 2.3.2 le system equation différentielle stochastique progressive rétrograde ED-

SPR est dit fortementcouplés c’est un plus compliqué donner de la fagon suivante :

dXt = b(t, Xt, K, Zt)dt + O'(t, Xt}/;g, Zt)dSt
d}/t = G<t7 Xt> }/ta Zt)dt - thBta
XO =, YT = 57

our € R", € € R™ b Ry xR*"xR™"xR™ - R" ¢ : Ry xR"xR™xR™™ — R™™ G : R, x
R” x R™ x Rnxd — R»

Remarque 2.3.2 Pour consulter la preuve, elle est disponible dans la référence. [1] [10]
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Chapitre 3

Les conditions nécessaires et

suffisantes d’optimalité pour le

systéeme EDS-EDSR

Dans ce chapitre nous présentons le probléme et dirivéons les conditions nécessaires et suf-
fisantes d’optimalité sous la forme du principe du maximum stochastique de systeme EDS-

EDSR. Ce mémoire est une sont indépondante de article R.Khallout et A.Chala [?]

vois [9] [?] [L1]

3.1 Formulation du probléme

Soit (2, F, (F;),P) un espace probabilisé filtré unidimensionnel satisfait les conditions habi-
tuelles.sur lequel on définit un mouvement Brownien B = (B),, et soit la filtration naturalle
de mouvement Brownien Ficjo ) = 0 (Bs,0 < s <t). T un réel strictement positive fixé. U

un fermé convexe de R.

Définition 3.1.1 Un contréle admissible v = (vy;t € [0; T))tout processus Fy -adapté & va-
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leur dans U tel que :

E

sup |ve]*| < oc.
te[0,7

On note par U l’ensemble des tous les controles admissibles.

Pour tout v € U, on considére le systéme différentielle stochastique controélée suivante

(EDSPR) :
dey = b(t,z),v)dt + o (t,x},v:) dBy,
dyf = —f(t,x},yf, 20, v) dt + z7d By, (3.1)
7y = ¢ yr = h (=)

ou

b:[0,T] xRxU — R,
0:[0,T| x RxU — R,

f:0T]xRxRxRxU—R

>

R — R,

et ( est une variable aléatoire de unidimensionnel , Fp-mesurable et indépendante de mou-

vemement Brownien tel que : E|¢|* < oc.

On définit la fonction de cotit par I'espression suivante :
T
T(0) =B () + U ) + [ 1tttz de|. (32)
0
avec

P:R—RUY:R— R,

L0, T xRxRxRxU— R.

et (z%;yy) est la solution de ’équation ([3.1f) prise au temps terminale-initiale.
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Un controle u € U est dit optimal s’il satisfait

J (u) = inf J (v). (3.3)

velU

Hypothése (H) :
Les fonctions b, 0, f, h et [ sont dans C' en (y,z,v), et leur dérivées sont continues en
(z,y,z,v) et uniformément bornées.

Le probléme de controle optimal est de minimiser( maximiser) la fonctionnelle de cott J sur

I’ensemble des controles admissibles, on choisit un contréle u € U tel que

Sous les hypothéses précédentes, pour tout v € U le systéeme EDSPR (3.1)) admet une solution

fort unique (x}; 4y}, 27, v;) et la fonction de cott est bien définit .

Théoréme 3.1.1 Siles hypothéses (H) sont satisfaites, alors le probléme de controle {(3.1)) , (3.2)) , (3.3) ]

a une solution optimale.

3.2 Reésultats préliminaires

Btant donné que U est convexe, nous pouvons utiliser la méthode de perturbation classique

pour obtenir les conditions d’optimalité :

Soit u le controle optimal et (x4, y', 21') est un solution de (3.1))controllée par u. .Alors, pour

tout ¢ € [0, T, on définit un controle perturbé v’ comme suit :

u’ =u+0v, Yo € U. (3.4)

Soit (fL‘H, ye) les trajectoires associes au controle u? € U

D’aprés la formule (3.2) et la définition de controle perturbé, on a

J (u®) = J (u) > 0. (3.5)
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3.2.1 Estimation des solutions

Lemme 3.2.1 Sous les hypothéses (H), on a :

lim E | sup |of — a4’ =0, (3.6)
0—0 | t€[0,7]

lim E | sup }yt — yt| =0, (3.7)
=0 |telo,1]

lim F [/OT|zt —zt{ dt} =0. (3.8)

6—0

Preuve. 1) D’accord, procédons maintenant a la démonstration de([3.6)

Soient z et 2 sont les solutions associées & les controles u et u’ alors elles sont données

respectivement par :

Alors :

On applique la formule d’It6 sur (:Ef — :L“}J)Q on a

t
| 2 — x?f = 2/ (22 — 2) ([b(s,2%,ud) — b(s, 2% us)] ds + [0 (s,20,ul) — o (s, 2%, us)] dBs)
0

t
+/ [0‘ (87'1;?7“?) -0 (S’xsaus)]QdS
0
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Par le passage al’espérance puis on utilise 'inégalité ab < a2 + 1b% on trouve
passag p p g la® +1

¢ t
E mf—x?‘QSE[/O }xg—x;ﬁ}st]—kE[/o [b(s,2%,ul) —b(s,2¥ u,)] ds

IR Uot (o (5,27, uf) — a(s,xg,us)fds]

D’aprés la lipschitzienne de b et 0 en x et u on obtient

rort b t
E‘xf_xﬂngE / (xg—xfj)ds +CE {/ \ui_us‘st}
LJO i 0
rrt 7] t
< CE / (20 — 2¥) ds| + CO°E U v —us|2ds}
LJO i 0

- :
< CE / (20 — 2¥) ds| + CO?
LJo 1

On applique le lemme de Gronwal , on trouve

E‘ ! —xf}g < CHeT — 0

0—0

Finalement , on utilise I'inégalité B.D.G on obtient le résultat demandé .

2)La preuve de {(3.7); (3.8)} On a
yf - y;&u - (f (taxrvyfazruut) - f (t,xf,yf,zf,uf)) dt — (Zte - Z;L) dBt
On applique la formule d’It6 sur (y‘9 — y)2 on trouve

T
(yg” _?JT)2 - (ytg _yt)2 = _2/ (3/3 _Z/Z) (f (taxgaygazfaut) _f (Saxfaygazg7ug)) ds
t

T T
w2 [ =) (=) im0’
t t
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Mais on sait que (yg‘} — yT)2 = 0, alors

T
(v — )" = 2/ (e =) (f (5.2, 92, 22 02) — f (& o),y 21 w) ds
t

2 [ ) (- am - [ ()

Comme f est k—Lipschizienne en (x;, y;, 2, u;) , on a

T T
(yf—yt)2+/o (zf—zt)stgz/ (’f}yf—yﬁ\!x‘i—x;‘Hkyyg_ygf) s
t
T
w2 [ ([l = o] 28 = 22 KLl = 2] ol = ) ds
t

T
+2/ (v — ) (=0 — ) B,
t
On sait que v’ = u+ 0 (v —u) , on applique I'inégalité de Young, il vient alors
2 r 2 Tr1 2
(yf—yt) +/ (zg—zg) ds §2k/ (2 ‘xe—xs’ + = ’ys y8| >d$
0 t

r 0 2 ]. 0 2 ]. 9 2 1 0 2
+2k/ |ys_y8‘ +_‘ys_y8‘ +_‘ZS_ZS‘ +_‘ys_y8‘ ds
) 2 2 2

T T
1
+ 2k02/ 3 lvs — u$|2 ds + 2/ (yg — ys) (zf — zt) dB;.
t t
En passant a I’ésperance, on obtient

5[ -] + 0 -wa] [ 2]
SC/tT]E[‘yg—ysﬂ ds+k/tTE[\xg_xs\2} s

T
+k02/ |vs — us|” ds

SC/ ‘ys ds—i—k:/ “xg—msﬂ ds

+k02/ |vs — us|” ds.
0
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Alors

By — )| +(1- 0B UOT (= —zt)zds] < C/OTE (192 = v "] ds + 7 (0)

telle que 7 (0) = k ftTE ng — stﬂ ds + M6?*. avec limy_o 7 (6) = 0. En fin on obtient

5[0 -w] res [ [ (2ot w] <o T8 [t -uf]as o,
0
Maintenant on peut distinguer deux inégalités
E[( — ) <C/ |ys }dsw(e) (3.9)

et
B UOT (=) ts] < /OTE 62— "] ds+ 7 0. (3.10)

On applique 'inégalité de Gronwall sur 'inégalité (3.9)), on obtient

E [(yf - yt)2] < 7(0)exp K. (3.11)

D’autre part, on remplace (??) en (3.10)) , on trouve

E UOT (zf—zt)st] < %/OTT(G)eXpKdS—i-T(H).

—T7(0)exp KT +7(0)
(— exp KT + 1) ()

<Lt (3.12)

On applique 'inégalité de BDG, en (3.11)) d’ou le résultat{(3.7)), (3.8)}. m

Lemme 3.2.2 On Considére x; et y, comme les solutions des équations linéaires suivantes
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(appelées équations variationnelles) :

T = [ (1,2t ) T+ b (8, ) (00— )|
|:O-33 (tv xfa ut) t%t + oy (t, xf, Ut) (Ut — ut)} dBt (313)

QI():O

A, = | (fo (al 2t u) T+ f, (a2 ) 3, )|
| F (bt oyl ot ) B fo (bt gl 2 ) (v — )| dE + Zd By (3.14)

ZNJO = hy (x%) ET’

Alors sous les hypotheses (H) on a

[ N
lim | sup E|=—L — 7, | =0, (3.15)
0—0 | t€[0;7] 0 |
i 0 _ 1 2]
lim | sup B[22 5| | =0, (3.16)
6—0 | te(0;7] 7 |
T|,0 _ n |2
lim £ / % ; 7, dt] —0. (3.17)
- 0
Preuve. Pour simplifier, nous avons placé
o) — ol o y -yt~ 20— .
Xf: te t_xtviftez te t_thf: te t_zt' (318)

(7) Maintenant, démontrons (3.15)).On a

dXx? = % [b (t,xf,ue) — b(t,xf,ut)] dt
+ % [0 (t, z?, uf) —o(t,x}, ut)] dB,

— [bx (t, ot wy) Ty + by (£, 28 uy) (v — ut)} dt

— [aw (t, ot w) Ty + oy (E, 28 1) (v — ut)} dB;

37



Chapitre 3.Les conditions nécessaires et suffissantes d’optimalité pour le systéme
EDS-EDSR

Applique développement de Taylor avec reste intégrale au point (z,u) et d’ordre 1 des fonc-

tions b (s x? ue) , O (s 2f ug) , alors

178y s rYYs) s

1
dx! = % /O by (8,20 + A0 (2 — 2) yur + N0 (uf —wy)) (2 — ) dAdt

+ %/01 by (t, 2+ N0 (2 — ) yup + M0 (uf — ) (uf — w) dAdt
+ %/01 op (tae + M0 (2 — 20) sup + M (uf —w)) (2 — 24) B,
+ %/Olav (t,zy + A0 (2] — 20) s ug + A0 (uf — ) (uf — ug) dAAB,
_ Uol (bx (t, 2 ) T + by (2, ue) (v — ut)) dA} it

N [/01 <ax (t, 2 ) T + 0y (8, 2, 1) (v — ut)> d)\} B,

Dlaprés X0 = 224 Tt ul — up =0 £
aprés X; = ~-t — x.et uf — uy = 0(v, — ug)on trouve

1
dx? = / b (8,20 + A0 (2 — @) ,up + N0 (u) — wy)) (Xf + 5t> dAdt

0
1
+ / b, (t, s + N0 (:Ef — :ct) U + N0 (uf — ut)) (ve — ug)dAdt
0
1
+ / o (b + 20 (o = 02) e+ 20 (uf = w)) (X7 + ) dAaB,
0
1
+ / Oy (t, Ty + A0 (xf — xt) Uy + N0 (uf — ut)) (vy — ug)dAdBy
0

1
/ (bx (t, ', uy) T, + b, (t, 2 uy) (v — ut)> d/\} dt
0
K

|
|

o

/ o (2t ) Ty + oy (t, 28 ug) (v — ut)> d/\} dB,
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donc

1
b (t, e+ A0 (2 — @) s up + A (u) — w)) XTdAdt

kel

I
> S—
HND\NC\N

~+

1

_I_

oo (e + M (2] — ) ,ue + M (u) — ) XdAdB,
1

+

(bx (t,xt + \0 (mf — ast) Uy + A0 (uf — ut)) — by (s,2% u )) AT ot

1

+

LS S S

(by (2 + A0 (2 — ) yur + A0 (uf —wp)) — by (5,24, us)) dA(vs — ug)dt

~+

1

+ (ax (t, Ty + A0 (xf — act) Uy + A0 (uf — ut)) — 0oy (s, 28 u )) AT 4 dt

e_xt y Ug Uf—ut — 0y (s, x S’
+/0/0 (00 (t, 24 + A0 () ) ur + A0 ( ) (5,08, 1)) dA vy — u,)dt

on utilise les I'inégalités Yong puis de Cauchy Schwarz et puisque les fonctions b, et o, sont

bornées on obtien
2 ¢ 2
X7 gc/ X7t

+cl/:cs/ (b £ 00 (2 — ) g+ A8 (0 — ) — b (s, 2% ) dAdE
+cz/(v —us)/ (bo (fa0 + M0 (2 — 1) vun + 70 (uf — ) — by (5, 2%, u,)) dAdt
0

0

t 1
+ 63/ Es/ (am (t,xt + N0 (mf — xt) Uy + A0 (uf — ut)) — 0, (S,xs,us)) d\dt
0 0

t 1
+ 04/ (vs — us)/ (0'1, (t,mt + N0 (:cf — xt) , Uy + A0 (uf — ut)) — 0o, (8,2 u )) d\dt
0 0

On passe a I'espérance on trouve

t
E\Xff < c]E/ |X§\2dt+a(9), (3.19)
0
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telle que

_cl]E/ xs/ txt—i—)\@( —mt),ut—i—/\ﬁ(uf—ut))—b(, i u ))d)\dt
+CQE/< s—us)/ (bo (t220 + A0 (20— 22) s un + 70 (! — ) — by (5, 2%, u,)) dAdt
0

0

t 1
+03E/ ;;/ (00 (00 + 20 (2 — 1) sun + A0 (! — wr)) — 0, (5, 2%, u,)) dAd
0 0

¢ 1
+ C4E/ (vs — ug) / (av (t, Ty + N0 (xf - xt) Uy + A0 (uf - ut)) — 0o, (8,24 u )) d\dt,
0 0

comme les fonctions by, b,, 0., 0,800t continues alors limy, .o « (6) = 0, on applique I'inégalité

de Gronwall sur I'inégalité (3.19)), on obtient
E |Xf‘2 < a(f)expcT. (3.20)

On applique 'inégalité de BDG,sur(3.20]) d’ou le résultat(|3.15))

(i) Maintenant, démontrons {(3.16)) , (3.17)}.On a Y,/ = vl yt —y,, 20 = % — z;.donc

1
de - 5 (f (uxg,y#uz#aut) - f (t,x?,yf,zf,uf)) dt
1
+0 (zt —zt)dBt
+ |:(f:c (tyxgvyt'uvzfuut) zt +fy (tvxfayf7zf7ut) at)] dt

+ [fv (t,xf,yf,zé‘,ut) (Ut - 'th) + fZ (t xtayt ) 2t 7ut> ]dt - thBt

.On applique le développement de Taylor avec reste intégrale au point (x,u) et d’ordre 1 des

fonctions f (s z0 ue) , g (s 20 u ) et on note par

9 S S ) R S

AP = (5,25 + A0 (2 — 24) ,ys + A0 (¥ — ys) 26 + M0 (20 — 2) ug + A0 (u) — uy)) . (3.21)
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alors

4y — é/ 1, (Ae >\> (2 — z,) dAdt — ;/1 £, (Af*) (v — ) drdt + —% /01 f: (Af’k> (2 — 2) dAc

1
0

1
| [ (e ostttond By et ot ) ) |
0

', (A) (uf = ) drdt = %,aB,

1
+ {/ fo (ta ults 28 uy) (v — wg)dN + f, (8 a) ul' 2 uy) Zt)d)\} dt
0
donc

dy? = — /0 f (Af“) XOdAdt — /O 1 f (Ai“) YO dndt

1
- / f. (A?’A> Z0dNdt + BUdt +~0dB, + Z0dB,,
0
telle que

B = (fx (t, 2yl 2t ug) — f A“ Xed/\dt) Todt
0
+ (fy (t, 2t gl 28 uy) — / ” (A“ X(’d)\dt) v, dt
+ (fz (t, 2yt 24 uy) — / I <A A deAdt) Z,dt
+<fv (1,2t ot 2t ) / o (4) Xfcudt) (00— )t

On applique la formule d’Itd6 généralisée sur ‘Yf|2 et on utilise I'inégalité Yong et par le

passage a I’espérance on trouve

T T 1 1
E|Yf|2+E/t |12°)" ds, gE/t 2v7 UO fo (A2 deA+/0 fy (A2Y) deA} ds

T 1
+E / AU [ / £ (A% Zfdwrﬁg} ds
t 0
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d’aprés Cauchy Schwarz et puisque les fonctions f, ,f, et sont bornées ,on obtien

2 g 2 T 2 r 2 T 2
E|v?| +E/ | 27| ds,SqE/ hd ds+02E/ | X7| ds+03]E/ | Z8|" ds
t 7:‘T ; t t
+k:]E/ 82| ds
t
donc
2 T 2 T 2
E|Y/| +01E/ |1 Z{)| ds,gclE/ Y7 ds + o7 (3.22)
t t

telle que
T T
55:@1&3/ \X§|2ds++kE/ 18] ds
t t

avec limg,_o 07 = 0 puisque les fonctions f, ,f, ,, fo, €t sont continues et limg, .o | X? =0
t y t

a tavers l'inégalité (3.22))on deduire les deux inégalités suivantes

T
E|v/|" < clE/ Y2 ds + &7 (3.23)
t
E/szefds < ﬁE/T\W}QdHia@ (3.24)
: s ) — Cl : S Cl t .

T T
E/ 12¢|% ds, < NE/ V2| ds + Mo?
t t
on applique lemme de Gronwal sur ([3.23)) puis BDG résutle (3.16)) ,et a partir de {(3.16)) , (3.24)) }on

trouve ((3.17))

Lemme 3.2.3 soit u’un controle optimal qui minimize la fonction de cout J sur U et

(x*, y", z*)le trajectoire optimal associe donc pour tout v €U on a :
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0 < B[ 0,(ah)7] + B [, (5)7) (3.25)
T N T ~
+E [/ lx(t7$t7 Yty 2t Ut)$tdt] +E {/ ly<t7xt7 Yt, Ztaut)ytdt}
0 0

T T
+E |:/ lz(t7xt7yt7ut)2tdt:| +E |:/ lv(t7xt7yt7zt7ut>(ut - Ut)dt:|
0 0

Preuve. On a u est optimal donc :J(v) — J(u) > 0.et pour v = u? donc

0< J(’) = J(u)
~ BfoGh) + ) + | St at, 48, 4, )]
— B[®(zr) + ¥(yo) + /OT (t, ¢, ye, 2, ug ) dt]
— B[0(a}) — D(ar)] + B[ (y) — U(y)]
< U8 8 ) — Ut 00

on applique le développement de Taylor avec reste integrable ou point (¢, xs, Y, z¢, u;) on

trouve

() — B(er)] = / B, (e + A2l — 20)) (& — 7)dA
= /1 O, (vr + N( X7 + 27))0( X5 + T7p)dN

1 1
— / 0X2®, (xp + NO(XS + 27))d\ + / 0x7®, (27 + MN(XL + 27))dA
0 0

on passe a I’esperance on obtient

E[® () — ®(x7)] = 0E { /U 1 27®, (vr + MN(XG + %T))dA}

1
+ 0K { / X0, (2p + MN(XE + :%T))d)\}
0
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De méme

E [¥(y5) — ¥(y)] = K UO 090 (o + AO(y + 50)0]

1
+ 0E U Oyo W, (yo + A0 (yg + yo)dA]

et

1
el af0f) = (8 gz = [ (LA ! = ) + LA 0!~ w0
0
LAY (20— 2) + L (AP (W u)) d\
1
= [ (AP0t + )+ (A0 +5)
0

FLAPOZ] + Z)dA + L(AP)0(0, — ) ) dA
alors

T T
B |:/ (l<t7xf’yf7zf7u?) - l((t7$t7yt7ztaut :| = 0E |:/
0

lx APMNG 4 1, (AQA)X‘?) d)\dt]

T

+ 0K / / A“ yt+l (A“)YH) dAdt}
OT 01

4 0B / / zz )2+ (A“)Z") d)\dt]
0 0
T 1

+ O / / lv ’Ut - Ut>d)\dt:|
0 0

donc

(o (7)) + B[P, (55) 0

T T
+E [/ l(t xt,yt,zt,ut)l’tdt] +E {/ ly(taxtaytyztvut>§tdt:|
0 0

T T
+ E |:/ lz t » LTty Yty ut ztdt:| + E |:/ lv(t7 Tty Yty 2ty ut)(ut - vt)dt:|
0

e(9),
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telle que

1
)-8 [ Ko (o + 20X+ )| + 5| [ 0080, + 20008 + T
0

U / L (AP X0 4+ 1, (AP + 1. (A“)Ze> d)\dt]

quand 6 — 0 on a limg,_.o €’ (¢) = 0 d’ou le résultat ([3.25)

3.3 Conditions nécessaire d’optimalité

A partire de l'inégalité variationnelle (3.25)),nous pouvons maintenant énoncer les condition
nécessaires d’optimalité pour le probléme controle {(3.1)), (3.2)), (3.3)) }

Soit H I'hamiltonien ce qui est donné par la relation

H(t7 'r;tu7 y;ﬂ Z;LJ Ut, Pt Pt7 Qt) = I(ta I;LJ yz?a Z?u Ut>+b(t7 xgv Ut)'pt+0-(t7 'rtu7 Ut)"Pt_f(tv xzthv yf? Zz’tu7 Ut)-Qt,
(3.26)

On suppose que H est différentiable continue en z, v, ..

Théoréme 3.3.1 Sous les hypothéses (H), soit (z*,y", 2", u) le contréle optimal qui mini-
mise la fonction de cott J sur U et et sa trajectoire correspondante de (3.1)),.il existe unique

triple processus adapté (p*, P*, Q") solution du systéme suivant (appelé équations adjointes),

dpg = _l:v(t7 $?a yya Z?a ut)dt - bx(ta 'rtu7 y#) Zzla ut)p?dt
Uz(ta x:‘,la y?a Z;L, ut)Ptudt + f;(ta x?a y?a Z?a ut)dit + PtudBt <327)

pr = (),
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et
dQ? - _ly(tv ZL’?, y?? 2137 ut)dt - by(tu l’?, yga Z;‘, ut)pgdt

—oy(t, ), yi', 21 u) Pdt + f(t o s 24w ) Qpdt
—L(t i,y 28 ug)d By — b (t, o, yits 24 ug ) pird By (3.28)
—o.(t, oyt 2 w) BrdBe + (L 2,y 2y w) QY d By

[ 90 = Yy(y"(0)).

et (p*,P*) e L%4([0,T);R™) x LZ([0, T]; R™%), Q" € L%(]0, T]; R™)

alors le principe du maximum est valable tel que pour tout uy € U
T
0

pour tout v € U, a.c,a.s.

Preuve. On peut réecrire (3.27)et ([3.28])sous la forme

dpt = —H,dt + P,dB,
dQ¥ = —H,dt — H.dB, (3.30)

pr = ®.(27), g5 = ¥y (y*(0)).

On a pr = @,(2}) et Qf = U, (y;),alors (3.25) devient

0<E [pTJ:NT] +E [Qg@o] (3.31)
T N T N
+E {/ Lo (t, e, ye, 21, Ut)ilitdt] + K [/ Ly(t, z¢, ye, ztaut>ytdt‘|
0 0

T T
+E [/ L(t, @y, ytyut)gtdt} +E [/ Lo(t, T, yt, 2, up) (ug — Ut)dt}
0 0
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En appliquant la formule de Tto sur (p}z,;) et (Q %), on trouve

d(pi'T:) = Tydpe + prdZ+ < dpy, dTy >
= 7; (—H,dt + P,dBy)
+pe <[bx (t, 2l wg) T + by (8,28 ) (0 — ut)] dt
[O':E (t, xl uy) oy + oy (22, uy) (v, — ut)] dBt>

+ P, (ax (t, ) uy) T+ oy (t, ' ug) (v — ut)) dt

d(Q}t) = 5:dQy + Qrdy+ < dQy, dyy >

= i (—H,dt — H.dBy)
([(f:c twy, ur, 2 »Ut)xt‘i‘fy (t,zi',ur' 2 a%ﬁ)%ﬂ dt
| bttt ot ) ot o al gl ol ) (00— w) | dt + 2By )

- Hz%dt7

En intégrant de 0 & T" et en passant & l’espérance et on remplace dans (3.31f), on trouve

0<EUH dt]

3.4 Conditions suffisante d’optimalité

Dans dette section ,nous étudions quand la condition d’optimalité nécessaire (3.29)) devient
suffisante .pour tout u € U ,on note (z*, 3", z*) la solution de I’équation (3.1) controlée par

u.

Théoréme 3.4.1 (conditions suffisantes d’optimalité ).Suppose que les fonction @,V [, H

sont convezes ,et pour tout u € U, .Alors u est une solution optimale du .probléme de controle
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EDS-EDSR

{B3). ,(3-3)} s7il satisfait

Preuve. .Soit v un élément arbitraire de U (candidat a étre optimal), Pour tout v € U ,on a

J() = J(u) = B[®(z7) — (z7)] + B[Y(y5) — ¥(yg)]

T
+E/ [I(tal‘t)ytaztvvt) _]<t7xt7ytazt7ut)]dt
0

Puisque ® et ¥ sont convexes, il s’ensuit que

et

U(yo) — (yo) = Py(vo) (Yo — Yo)-

Ainsi

J(v) = J(u) 2 B[®s(27) (27 — 27)] + B[V, (y5) (Y5 — vo)]

T
+E/ [I<t7xt7ytazt7vt) _I(t7xt7yt7zt7ut)]dt'
0
D’aprés ([3.30]) on obtient

J(v) = J(u) = Blpr(or — 27)] + BlQ5 (v — v0)]

T
+E/ [[<t’xt7ytvzt7vt) _I(t7xtaytaztaut)]dt'
0

En appliquant la formule de Ito respectivement a p¥(zf — z¥)et Q¥ (y{ — y*).on obtient
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Chapitre 3.Les conditions nécessaires et suffissantes d’optimalité pour le systéme
EDS-EDSR

N

E x t? Tty Yt, 2t Ut)(l'? - I?)dt

N

OH
AL
E/O[H

[

T
J(v) = J(u) > E/ [ (t, 24, Ye, 20, 01) — H(tvxtvytaztaut))]dt
T
- E/ Hz t?'xhytazt?ut)(zz) - Z;L)dt
0

(
y<t7 Tt, Yt, %t Ut))(yf - yf)dt
(

Puisque H est convexe dans (z,y, ) et linéare dans u

H(t7xt7ytyzt7vt) - H(t7xt7yt7zt7ut>) Z Ha)(t7xt7yt7zt7ut)(l‘g - {E;L)
+ Hy(tv Tt, Yty 2t ut))(yz) - yg)

+ Hz(ta Tty Yt, Zt, Ut)(zzj - ZZL),

on obtient J(v) — J(u) > 0 .Le théoréme est prouvé

Donc u est un controle optimal. =
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Conclusion

Dans ce mémoire,nous sommes basés sur le probléme de controle optimal de systéeme EDS-
EDSR (FBSDE ) ,ou lensemble des controle admissible est convexe et nous dérivons les

condotions nécessaires et suffisantes d’optimalité de cette cas .
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Annexe

Lemme 3.4.1 Lemme de Gronwall g une fonction positive mesurable bornée sur [0,T].

On suppose qu’il existe des constantes a > 0,b > 0 telles que pour tout t € [0;T], on a :

g(t) < a+ b/otg(s)ds

Alors Vt € [0;T],

g(t) < aexp (bt)

Lemme 3.4.2 Inégalité de Bulkhoder-Davis-Gundy(BDG) pour tout temps d’arrét T

<cm] [ 17ePas.

on a,
2

E | sup

te(0;7T)

/0 f(s)d,

ou C' est une constante positive.

Lemme 3.4.3 L’inégalité de Holder Linégalité de Hélder dit que si p,q > 1 tels que

1 1_1 .
=4+ 2=1, alors :
p—i-q 5

HngLl < ||fHLp HgHLq

Lemme 3.4.4 l’inégalité de Cauchy-Schwartz Soient f et g € ([0,1],R).Alors :

INZE (/01|f|2)% (/01|g|2)5'
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Annexe

Lemme 3.4.5 Inégalité de Young Soient a,b deux nombres réels Alors

(a+b)* < 2a% + 2b°.

Lemme 3.4.6 Théoréme de FibuniSoient (FE, A, u), (F,B,n) deuzr espaces mesurés tels

que les deuz mesures soient o— finies et soit (E x F, A x B, u®n) l’espace mesurable produit

muni de la mesure produit. Si

FiExF—[0,00],

et est un application A x B-mesurable, alors les applications :

xH/Ef(Ly)dn(y) et yH/Ff(x,y)du(fﬁ),

sont respectivement A et B—mesurables et

Efo(%y)d(u®n)($><y)=/F</Ef(w,y)dn(y))du(:c)=[E(Lf(x,y)dﬂ(x)>dn(y).

Lemme 3.4.7 Théoréme du point fixe Soient (E,d) un éspace métrique complet et U :

E — E une application contractante, c’est a dire, Lipschitziénne de rapport k < 1. Alors :

U admet unique point fize a € E tel que ¥(a) = a.
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Résume

Dans ce travail, nous avons étudié le probléme du contrdle stochastique
dans le cadre ou le domaine des contrdles admissibles est convexe, défini
par un systeme d'équations différentielles stochastiques - équations
différentielles stochastiques rétrogrades (EDS-EDSR). Nous avons
identifié les conditions nécessaires et suffisantes pour atteindre le
principe d'optimalité dans le contréle stochastique.

Mots-clés : mouvement Brownien, intégrale d’ Itd, Equations
différentielles stochastiques, contrdle stochastiques, processus adjoint,
conditions d’optimalité

Abstract

In this work, we studied the problem of stochastic control in the context
where the set of admissible controls is convex, defined by a system of
stochastic differential equations - backward stochastic differential
equations (SDE-BSDE). We identified the necessary and sufficient
conditions to achieve the optimality principle in stochastic control.

Key Words: Brownian motion, Ito integral, Stochastic differential
equations, stochastic control, adjoint process,optimality conditions
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