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Introduction

L’estimation est un outil essentiel pour les statisticiens. On a deux méthodes d’estimations : la
méthode paramétrique et la méthode non-paramétrique.

Les quantiles sont fréquemment utilisés en Statistique. Par exemple, la médiane est un indicateur
robuste de la tendance centrale d’une population, l’intervalle interquartile est un bon indicateur
de sa dispersion. Dans la pratique, les domaines d’utilisation des quantiles sont assez variés. En
biologie utilisent les quantiles pour estimer des courbes de référence permettant d’analyser certaines
propriétés biophysiques de la peau. Et ils sont utilisé dans plusieurs domaines comme climatologie,
hydrologie, assurance et finance, etc.

L’estimation de quantiles ou fonction quantile est un problème de base en statistique. Il a été
étudiée par : Nadaraya (1964), Yamato(1973), Azzalini (1981), Yang (1985), Parzen (1979), Falk
(1984), Padgett (1986), Sheather et Marron (1990), Ralescu et Sun (1993), Harrell et Davis (1982)
et Park(2006).

Les deux techniques statistiques d’estimation du quantile utilisées dans la littérature sont : mé-
thode paramétrique et méthode non paramétrique. Nous intéressons ici plutôt aux approches non
paramétriques, nous serons plus précis (estimation a noyau), comme nous savons que la fonction
quantile vous donne de nombreuses informations sur vos données, trouver un moyen d’estimer une
fonction quantile facilite la tâche du statisticien.

Ce mémoire suivra une approche similaire comme suit :
Premier chapitre est réservé aux quelques notations et définitions essentielle. Il traite des statistiques
d’ordre qui servent de base au chapitre suivant, nous discutons d’une définition, distribution et
propriétés générales des statistiques d’ordre, plus important la fonction de répartition empirique et
les quantile parce que nous devons les connaître avant de passer par ce processus d’estimation. Puis
on présente les deux différentes approches d’estimations de la fonction quantile utilisées : ”l’approche
paramétrique et l’approche non paramétrique”, mais on concentre sur l’estimation non paramétrique.
Deuxième chapitre est focalisé sur l’estimation non paramétrique de la fonction quantile plus préci-
sément la méthode du noyau, ensuite on a étudié les propriétés asymptotique de l’estimateur. A la
fin on fait une application numérique, on simule l’estimateur empirique de la fonction de quantile et
l’estimateur à noyau, puis on fait la comparaison. Tous les résultats sont effectués à l’aide du logiciel
R.
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Chapitre 1

La statistique d’ordre et les quantiles

La statistique d’ordre permet de déterminer le rang d’une observation dans un ensemble de données
triées, tandis que les quantiles permettent de diviser les données en parties égales en termes de
pourcentage des observations. Ces concepts sont essentiels pour résumer et analyser des ensembles
de données dans divers domaines, y compris la statistique descriptive et l’analyse exploratoire des
données.

1.1 Statistique d’ordre
La Statistique d’ordre représente le rang ou la position qu’occupe une valeur spécifique parmi toutes
les valeurs de l’échantillon, lorsque celui-ci est arrangé dans un ordre particulier, tel que croissant ou
décroissant. Par exemple, si nous avons une liste de nombres triés par ordre croissant, la statistique
d’ordre d’une observation est simplement sa position dans cette liste. Cette mesure est utile pour
identifier les valeurs les plus petites ou les plus grandes dans un ensemble de données, ainsi que pour
comparer les observations entre elles en termes de leur position relative dans la distribution.

1.1.1 Définition des statistiques d’ordre
Définition 1.1.1. Soit X1, X2, . . . , Xn un échantillon de variables aléatoires indépendantes et identi-
quement distribuées (iid). Les statistiques d’ordre de cet échantillon sont les valeurs ordonnées telles
que [1]

X1,n ≤ X2,n ≤ · · · ≤ Xn,n.

permutation aléatoire σ̂ ∈ Sn telle que

(X1,n, . . . , Xn,n) =
(
Xσ̂(1), . . . , Xσ̂(n)

)
Proposition 1.1.1. On a,

1. Deux cas importants des statistiques d’ordre sont les statistiques du minimum et du maximum,
représentées respectivement par les valeurs extrêmes :

X1,n = min(X1, . . . , Xn) , Xn,n = max(X1, . . . , Xn)

Pour tout i = 1, . . . , n, la variable aléatoire Xi,n s’appelle la i-ème statistique d’ordre de
l’échantillon.
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Chapitre 1 – La statistique d’ordre et les quantiles

2. Les variables aléatoires des statistiques d’ordre ne sont plus indépendantes et ont des distribu-
tions différentes.

3. Soit Sn l’ensemble des permutation de {1, ..., n}
On suppose F continue, la loi de σ̂ est la loi uniforme sur Sn. De plus la permutation σ̂ est
indépendante de la statistique d’ordre.

1.1.2 Distribution des statistiques d’ordre
La détection des points boiteux dans un échantillon est l’un des rôles plus importants des statistiques
d’ordre en statistique [1] , on s’intéresse aux lois suivantes :

Loi de X1,n

F1,n(x) = P{X1,n ≤ x} = 1− (1− F (x))n,

d’où
f1,n(x) = nf(x)(1− F (x))n−1,

Loi de Xn,n

Fn,n(x) = P{Xn,n ≤ x} = (F (x))n,

d’où
fn,n(x) = nf(x)(F (x))n−1.

Les expressions de F1,n et Fn,n peuvent s’obtenir tree facilement en considérant les relations

{X1,n ≥ x} ⇔ min(X1, . . . , Xn) ≥ x ⇔
n⋂

i=1

{Xi ≥ x}

et

{Xn,n ≤ x} ⇔ max(X1, . . . , Xn) ≤ x ⇔
n⋂

i=1

{Xi ≤ x}.

En utilisant la propriété d’indépendance des variables aléatoires X1, . . . , Xn, nous en deduisons que

F1,n(x) = P{X1,n ≤ x}
= 1− P{X1,n ≥ x}

= 1− P

{
n⋂

i=1

{Xi ≥ x}

}

= 1−
n∏

i=1

P{Xi ≥ x}

= 1−
n∏

i=1

[1− P{Xi ≤ x}]

= 1− [1− F (x)]n.
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Chapitre 1 – La statistique d’ordre et les quantiles

et pour Xn,n, on a

Fn,n(x) = P{Xn,n ≤ x}

= P

{
n⋂

i=1

{Xi ≤ x}

}

=
n∏

i=1

P{Xi ≤ x}

= [F (x)]n.

Exemple 2.1.1.

Nous considérons un échantillon d’une v.a. X qui suit une loi de Gumbel de paramètres λ ∈ R, δ ∈ R⋆
+,

comme FX(x) = exp(− exp(−(x−λ
δ
))), x ∈ R, nous constatons que :

FXn,n(x) = FX(x)
n = exp(− exp(x− λ− δ ln(n)

δ
)), ∀ x ∈ R;

le maximum d’un échantillon d’une loi de Gumbel suit la loi de Gumbel de paramètres λ + δ ln(n)
et δ.
Distribution de la k-ème statistique d’ordre
L’expression de la distribution de Xk,n est :

Fk,n(x) = P{Xk,n ≤ x}

=
n∑

r=k

(
n

r

)
(F (x))r(1− F (x))n−r.

Nous en déduisons que la fonction de densité est :

fk,n(x) =
n!

(k − 1)!(n− k)!
[F (x)]k−1[1− F (x)]n−kf(x),

Propriétés générales

Soit (X1, . . . , Xn) est une suite de variables iid :

1. La densité conjointe de n statistiques d’ordre est,

fX1,n,...,Xn,n (x1, . . . , xn) =

n!
n∏

i=1

f (xi) si −∞ < x1 < . . . < xn < +∞.

0 sinon.

2. La fonction de répartition de Xk,n est donnée par,

FXk,n
(x) =

n∑
i=k

(
n

i

)
[F (x)]i[1− F (x)]n−i, ∀x ∈ R

5



Chapitre 1 – La statistique d’ordre et les quantiles

3. La fonction de densité de Xk,n est donnée par,

fk,n(x) = n

(
n− 1

k − 1

)
[F (x)]k−1[1− F (x)]n−k

4. La fonction de répartition conjointe de Xr,n et Xs,n est donnée par, ∀x, y ∈ R,

FXr,n,Xs,n(x, y) =
n∑

s=j

s∑
r=i

n!

r!(s− r)!(n− s)!
[F (x)]r[F (y)− F (x)]s−r[1− F (y)]n−s,

5. La fonction de densité conjointe de Xr,n et Xs,n est donnée par, ∀x, y ∈ R,

fXr,n,Xs,n(x, y) =
n!

(r − 1)!(s− r − 1)!(n− s)!
[F (x)]r−1f(x)[F (y)− F (x)]s−r−1f(y)[1− F (y)]n−s,

Où

 n

i

 =
n!

i!(n− i)!
est la combinaison de i objets parmi n objets sans remise.

Preuve.
1. On rappelle que, puisque f(x) est la dérivée de F (x), alors

f(x) = lim
δx→0

F (x+ δx)− F (x)

δx

= lim
δx→0

P (x ≤ X < x+ δx)

δx

=
P (x1 ≤ X1,n < x1 + δx1, . . . , xn ≤ Xn,n < xn + δxn)

δx1 . . . δxn

=
n!P (x1 ≤ X1,n < x1 + δx1) . . . P (xn ≤ Xn,n < xn + δxn)

δx1 . . . δxn

= n!
P (x1 ≤ X1,n < x1 + δx1)

δx1

. . .
P (xn ≤ Xn,n < xn + δxn)

δxn

fX1,n,...,Xn,n (x1, . . . , xn) = n!
n∏

i=1

f (xi) , avec −∞ < x1 ≤ . . . ≤ xn < +∞.

2. Pour Xk,n on a,

Fk(x) = P (Xk,n ≤ x) = P ( au moins k des Xi sont inférieurs à x)

=
n∑

i=k

p ( exactement i des X1, . . . , Xn sont inférieurs à x)

=
n∑

i=k

(
n

i

)
[F (x)]i[1− F (x)]n−i, ∀x ∈ R.

3. La fonction de répartition Fk(x) de Xk,n est donnée par
n∑

i=k

(
n

i

)
[F (x)]i[1− F (x)]n−i, ∀x ∈ R.

6



Chapitre 1 – La statistique d’ordre et les quantiles

La densité de Xk,n est donnée par n
(
n−1
k−1

)
[F (x)]k−1[1−F (x)]n−k(Preuve 2). Ça peut être montré par

le fait que,

fXi,n
(x) =

d

dp

n∑
i=k

(
n

i

)
[p]i[1− p]n−i = n

(
n− 1

k − 1

)
[p]k−1[1− p]n−k.

4. La fonction de distribution jointe de (Xr,n, Xs,n) est :

FXr,n,Xs,n(x, y) = P ({Xr,n ≤ x} ∩ {Xs,n ≤ y}) , (x, y) ∈ R.

1re cas : x ≥ y

FXr,n,Xs,n(x, y) = P (Xr,n ≤ x,Xs,n ≤ y)

= P (Xs,n ≤ y)FXr,n,Xx,n(x, y)

= FXr,n,Xx,n(y)

2me cas : x < y

FXr,n,Xs,n(x, y) = P (Xr,n ≤ x,Xs,n ≤ y)

= P ( au moins r de X1, ..., Xn sont inférieurs à x

et au moins s deX1, ..., Xn sont inférieurs à y)

=
n∑

s=j

s∑
r=i

n!

r!(s− r)!(n− s)!
[F (x)]r[F (y)− F (x)]s−r[1− F (y)]n−s.

5. La fonction de répartition FXr,n,Xs,n(x, y) de (Xr,n, Xs,n) est donnée par, ∀(x, y) ∈ R

n∑
s=j

s∑
r=i

n!

r!(s− r)!(n− s)!
[F (x)]r[F (y)− F (x)]s−r[1− F (y)]n−s,

donc la densité de (Xr,n, Xs,n) est :

fXr,n,Xs,n(x, y) =
d

dp

n∑
s=j

s∑
r=i

n!

r!(s− r)!(n− s)!
[F (x)]r[F (y)− F (x)]s−r[1− F (y)]n−s

=
n!

(r − 1)!(s− r − 1)!(n− s)!

× [F (x)]r−1f(x)[F (y)− F (x)]s−r−1f(y)[1− F (y)]n−s

□

Définition 1.1.2. (Point terminal)
Le point terminal d’une distribution FX est défini par :

xF = sup{x ∈ R : FX(x) < 1}

Définition 1.1.3. (Fonction de queue)
Soit X une variables aléatoire de densitéfX et de fonction de répartition FX . On appelle fonction de
queue la fonction définie par :

F̄X(x) = 1− FX(x)

Remarque 1.1.1. On a,
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Chapitre 1 – La statistique d’ordre et les quantiles

— Une loi de probabilité est dite à queue lourde où à queue épaisse si sa fonction de répartition
vérifie : ∫ +∞

−∞
eλxdF̄X(x) = ∞ pour tout λ > 0.

Sinon la loi est dite à queue légère ou à queue fine.
— Une loi de probabilité est dite à queue longue ou possédant une longue traîne si le support de

sa fonction de répartition n’est pas majoré et si pour tout y > 0,

F̄X(x+ y)

F̄X(x)
→ 1 lorsque x → +∞.

Les lois à queue longue sont des lois à queue lourde.

1.1.3 Fonction de répartition empirique
Définition 1.1.4. La fonction de répartition empirique de l’échantillon (X1, . . . , Xn) notée Fn est
donnée par :

Fn(x) =
1

n

n∑
i=1

1(Xi≤x) =
1

n
Card{i ∈ {1, ..., n} : Xi ⩽ x}, x ∈ R.

Donc pour i = 1, ..., n on a,

Fn(x) =
1

n

n∑
i=1

1(Xi≤x) =



0 si x < x1
1
n

si x1 ≤ x < x2

...
i−1
n

si xi−1 ≤ x < xi
...
1 si x ≥ xn

Où 1A est la fonction l’indicatrice :

1A =

{
1 si x ∈ A
0 sinon

Théorème 1.1.1. (Glivenko-Canteli)
Soit Xn avec n ∈ N une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et de même loi F . Alors :

lim
n→∞

sup
x∈R

[Fn(x)− F (x)] = 0

donc Fn(x)
P.s−→ F (x).

Preuve. Comme nFn(x) représente tout bonnement le nombre de points de l’échantillon qui tombent
à gauche de x :

nFn(x) =
n∑

i=1

1]−∞,x](Xi) =
n∑

i=1

Yi,

8



Chapitre 1 – La statistique d’ordre et les quantiles

Figure 1.1 – La fonction de répartition empirique

où les Yi sont i.i.d. selon une loi de Bernoulli de paramètre

p = P(Y1 = 1) = P(Xi ≤ x) = F (x),

d’où la loi binomiale pour leur somme. De la même façon, la loi des grands nombres appliquée aux
variables Yi assure que

Fn(x) =
1

n

n∑
i=1

Yi
p.s.−−−→

n→∞
E[Y1] = F (x).

□

1.1.4 Inverse Generalisé
Définition 1.1.5. On appelle inverse generalisé d’une fonction de distribution F défenie de R dans
[0, 1] la fonction notee F←(x) défenie de [0, 1] dans R par :

F←(x) = inf{x ∈ R : F (x) ≥ p}, 0 < p < 1

avec les conventions infR = −∞ et inf ∅ = +∞.

Remarque 1.1.2. Si F est une fonction de répartition continue et strictement croissante alors la
fonction inverse généralisé F← est équivalente à l’application réciproque F−1.

Proposition 1.1.2. Soit F une fonction de répartition et F−1 son inverse généralisée. Alors :
— F−1(0) = −∞.

— F−1 est croissante.
— F−1 est continue à gauche.
— ∀p ∈ [0, 1], F (x) ≥ p ⇐⇒ x ≥ F−1(p).

1.2 les quantiles
Les quantiles sont des mesures statistiques utilisées pour diviser une distribution de données en
intervalles égaux en termes de proportion. Le p-ème quantile, noté Q(p), est la valeur en dessous
de laquelle une proportion p des observations se situe dans la distribution. Ils sont essentiels pour
caractériser la répartition et la dispersion des données dans un ensemble statistique.

9



Chapitre 1 – La statistique d’ordre et les quantiles

1.2.1 Quantile d’ordre p

Définition 1.2.1. Soit X est une variable aléatoire d’une distribution F continue, alors

F (xp) = P (X ≤ xp) = p,

xp : est appelé le quantile d’ordre p. Où p ∈ ]0, 1[.
Remarque 1.2.1. Pour certain valeur de p, il y a des noms spéciaux au quantile :

— La médiane est le quantile d’ordre p = 1
2
. Il sépare la série statistique en deux groupes de

taille égale, l’un contenant les plus petites valeurs et l’autre les plus grandes valeurs.
— Le premier quartile est le quantile d’ordre p = 1

4
. Ils servant à séparer les séries statistiques

en quatre groupes de même taille.
— Le troisième quartile est le quantile d’ordre p = 3

4
.

— Le i−me quantile, 1 ≤ i ≤ 4, est le quantile d’ordre p = i
5
.

— Le i−me décimale, 1 ≤ i ≤ 9, est le quantile d’ordre p = i
10

.
— Le i−me vingtile, 1 ≤ i ≤ 19, est le quantile d’ordre p = i

20
.

— Le i−me centile, 1 ≤ i ≤ 99, est le quantile d’ordre p = i
100

.
Remarque 1.2.2. Comme remarque, on a,

1. Les quantiles sont appelé aussi fractiles.
2. Les quantiles sont souvent exprimés en pourcents, et donc on dira que xp est le 100.p% quantile

de la distribution.
3. Les quartiles et centiles sont les échelles de centralisation sont particulièrement nécessaires lors

du calcul de l’étendu.

1.2.2 La fonction quantile
Les quantiles sont des quantités qui peuvent être très utiles en statistique. Un quantile est obtenu à
partir de la distribution de probabilité cumulée associée à une variable quantitative.
Définition 1.2.2. (fonction quantile)
Soit X une variable aleatoire qui a pour fonction de repartition : F (x) = P (X ≤ x), pour tout
0 < p < 1. Dans le cas ou F (x) est continue et strictement croissante, le quantile d’ordre p de X est
défini par :

QX(p) = F−1(x) = inf{x : F (x) ≥ p}

Cas des lois discrètes

La fonction de quantile d’une variable aléatoire discrète est une fonction en escalier, comme la fonction
de répartition. Si les valeurs de X rangées par ordre croissant, la fonction de répartition est égale à,

Fn := F (X ≤ xn) =
n∑

i=1

P [X = xi] .

La fonction de quantile vaut :
Q(p) = xn1[Fn,Fn+1] (p) ,

10



Chapitre 1 – La statistique d’ordre et les quantiles

Exemple 2.3.1

Si X suit la loi géométrique de paramètre q = 1− p, on a la fonction de répartition est défini comme
suit,

Gq(xn) = q(1− q)xn−1, xn ∈ N∗.

La fonction quantile Q est la fonction donnée par,

Q(p) = xn, sur l’intervalle
]
1− (1− q)xn−1, 1− (1− q)xn

]
.

Cas des lois continues

Dans le cas des lois usuelles, qui admettent une densité strictement positive sur un intervalle et nulle
ailleurs, il existe un intervalle ouvert I tel que la fonction de répartition de la loi considérée réalise
une bijection de I sur l’intervalle ouvert ]0, 1[. Autrement dit, pour tout p strictement compris entre
0 et 1, il existe un unique élément x de I pour lequel FX(x) = p. Ce nombre x est alors appelé le
p-quantile de X ou de la loi de X. On peut le calculer par inversion de la fonction de répartition.

Exemple 2.3.2

Si X suit la loi exponentielle, FX : x 7−→ 1 − exp(λx) réalise une bijection de I =]0,+∞[ sur ]0, 1[,
le p-quantile de X est :

Q(p) = (F )−1(p) =
− ln(1− p)

λ
.

Propriétés d’une fonction de quantile

La fonction de quantile posséder les propriété suivant :
— Elle est croissante.
— Elle est continue à gauche sur ]0, 1[.
— La limite à droite de la fonction quantile en 0 est la borne inférieure du support de la loi de X

et sa limite à gauche en 1 est la borne supérieure de ce support.
— La fonction de quantile est la réciproque de la fonction de répartition, lorsque celle-ci réalise

une bijection.
— Elle est continue sur un intervalle ouvert I sur ]0, 1[, ce qui est le cas pour les lois usuelles

admettant une densité.

Définition 1.2.3. (fonction quantile de queue)
La fonction quantile de queue est la fonction notée U définie par,

U(t) = F←(1− 1

t
) avec 1 < t < ∞

où F← étant l’inverse généralisé de F .

Définition 1.2.4. (fonction quantile extrême) la fonction quantile extrême ou quantile d’ordre
1− p , est définie comme suit :

x1−p = Q(1− p) = F−1(1− p) = inf{x ∈ R : F (x) ≥ 1− p}

où p proche de zéro.
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1.3 Approche de l’estimation paramétrique et non paramé-
trique

Pour estimer la fonction de quantile nous recensons dans la littérature deux types d’approches que
sont : ”l’approche paramétrique et l’approche non paramétrique”.

— L’approche paramétrique : On cherche à sa faire une idée de la valeur inconnue d’un paramètre,
qui détermine la loi de probabilité d’une variable aléatoire. Il y a plusieurs méthodes pour
estimer le paramètre d’une population inconnue.

— L’approche non paramétrique : Les méthodes non paramétriques ont été développées pour
surmonter les problèmes rencontrés avec les méthodes paramétriques. Il est à noter que les mé-
thodes non paramétriques ne nécessitent pas d’hypothèses sur la distribution de la population.
Au lieu de cela, ces méthodes impliquent de considérer une distribution spécifique pour chaque
observation individuelle dans l’ensemble de données, similaire à l’approche paramétrique qui
consiste à ajuster une seule distribution à l’ensemble des observations.

Il y a deux propriétés fondamentales des estimateurs qui sont importantes : il faut obtenir une ap-
proximation de la bonne chose en moyenne, c’est l’absence de biais et il faut que l’augmentation de
l’information disponible se traduise par une meilleure approximation, c’est la convergence. Mathé-
matiquement cela se traduit par

— On dit qu’un estimteur est non biaisé si E
(
R̂
)

= R c’est-à-dire l’approximation mesure la
bonne chose en moyenne.

— On dit qu’un estimateur est convergent si V ar
(
R̂
)
−→ 0 lorsque n converge vers l’infini.

1.3.1 Estimation ponctuelle
L’estimation ponctuelle permet d’obtenir une approximation d’un paramètre de la population. Il est
évidemment illusoire de vouloir connaître exactement un caractère aléatoire puisque sa principale
propriété est justement de ne pas être connu avant la réalisation de l’expérience aléatoire et que les
seules fenêtres que nous ayons sur ces phénomènes sont certaines de ses réalisations. D’une façon
plus générale, posons θ un paramètre quelconque de la population qui peut être un indice de centre,
de dispersion, de probabilité ou autre. Un estimateur de ce paramètre, que nous notons θ̂ est une
fonction de l’échantillon qui donne une approximation de θ selon les observations disponibles, on
note θ̂ (X1, X2, . . . Xn). C’est une v. a. puisqu’elle dépend de l’échantillon particulier qui a été choisi
mais c’est aussi une approximation du paramètre d’intérêt θ. On s’intéresse dans un premier temps
aux paramètres principaux de la variable aléatoire : moyenne, variance (µ, σ2). D’autres paramètres
peuvent aussi être d’intérêt mais c’est plus rare. La précision de cette estimation dépend de la nature
et de la taille de l’échantillon prélevé dans la population. Voici quelques estimateurs :

— Un estimateur ponctuel de la moyenne E (X) est donné par

X =
1

n

n∑
i=1

Xi

— Un estimateur ponctuel de la variance σ2 est donné par

S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(
Xi −X

)2
12
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— Un estimateur ponctuel de l’écart type, σ, est donné par S =
√
S2.

1.3.2 Estimation par intervalle de confiance
Soit α ∈]0, 1[. S’il existe des v.a θmin(X1, . . . , Xn) et θmax(X1, . . . , Xn) telles que

P (θ ∈ [θmin(X1, . . . , Xn), θmax(X1, . . . , Xn)]) = 1− α,

on dit alors que [θmin(X1, . . . , Xn), θmax(X1, . . . , Xn)] est un intervalle de confiance pour θ, avec
coefficient de sécurité 1− α. On le note IC1−α(θ).
Dans la pratique, on peut prendre par exemple α = 5%, ce qui nous donne un IC à 95%. Cela
signifie qu’il y a 95% de chance que la valeur inconnue θ soit comprise entre θmin(x1, . . . , xn) et
θmax(x1, . . . , xn).

1.3.3 Méthode du maximum de vraisemblance
La vraisemblance d’un échantillon (X1, . . . ,Xn) est définie par

L(x1, . . . , xn; θ) =
n∏

i=1

f(xi; θ)

si la loi de X est de densité f , et par

L(x1, . . . , xn; θ) =
n∏

i=1

P(Xi = xi|θ)

si la loi de X est discrète. La log-vraisemblance est égale à ln L(X1, . . . ,Xn; θ).
L’estimateur Tn du maximum de vraisemblance est la valeur de θ qui maximise L (ou ln(L) ).
Si L est deux fois dérivable, c’est la valeur θ telle que

∂ ln(L)
∂θ

= 0 et ∂2 ln(L)
∂θ2

< 0

Si Γn est un estimateur du maximum de vraisemblance du paramètre θ, alors g(Γn) est aussi un
estimateur du maximum de vraisemblance de g(θ) (mais il a nécessaire- ment un biais si Γn n’en a
pas).

1.3.4 Estimation par la méthode de noyau
La notion de noyau a été introduit pour la première fois par Parzen(1962)[14] et Rosenblatt(1956)
, mais Cacoulos(1966)[3] a été le premier qui utilise le terme noyau pour définir la fonction utilisée
dans les méthodes non paramétriques. La méthode du noyau est une généralisation de la méthode de
l’histogramme. C’est la plus utilisée parmi les méthodes d’estimation de densité non paramétriques,
les fonctions d’agrégation,...

Définition 1.3.1. Une fonction k : R → R intégrable et telle que
∫ +∞

−∞
k(y) dy = 1 est appelée

noyau.

Proposition 1.3.1. Il y a des contraintes sur le noyau utilisée uniquement pour simplifier les calculs
d’optimisation du noyau :
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— Symétrique et positif sur sa domaine de définition : k(x) = k(−x) ≥ 0.

—
∫ +∞

−∞
k(x) dx = 1 et k(x) ≥ 0. le noyau k est une densité de probabilité.

—
∫ +∞

−∞
xk(x) dx = 0 le noyau k est un noyau symétrique.

—
∫ +∞

−∞
x2k(x) dx = µ2 une variance finie.

Noyaux symetriques

Les noyaux les plus couramment utilisés en pratique sont :

Noyau Fonction

Epanechnikov k(u) = 3
4
(1− u2)1[−1;1](u)

Biweight k(u) = 15
16
(1− u2)21[−1;1](u)

Triangulaire k(u) = (1− |u|)1[−1;1](u)

Gaussien k(u) = 1√
2π

exp(−u2

2
)

Uniforme k(u) = 1[−1;1]
(u)
2

Cosinus k(u) = π
4

cos(uπ
2
)1[−1;1](u)

Table 1.1 – Quelques noyaux symetriques

La figure des ces noyaux sont présentées ci-dessous :
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Figure 1.2 – Noyaux symetriques

Définition 1.3.2. L’efficacité d’un noyau k par rapporte noyau optimale est donnée par la relation
[6]

Eff(k) =

(
R4(kopt)µ

2
2(kopt)

R4(k)µ2
2(k)

) 1
5

.

avec

R(k) =

+∞∫
−∞

k2(x)dx.

Le noyau d’Epanechnikov est souvent appelé le noyau optimal kopt.

Les efficacités des différents noyaux sont présentées dans le tableau 1.2 :
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Noyau µ2 R(k) Eff

Epanechnikov 1/5 3/5 1

Biweight 1/7 5/7 0.994

Triangulaire 1/6 2/3 0.986

Gaussien 1 1/2
√
π 0.951

Uniforme 1/2 1/2 0.930

Cosinus 1− (8/π2) π2/16 0.999

Table 1.2 – Efficacitée des noyaux

Noyaux asymetriques

On résume les noyaux asymétriques dans le tableau 1.3 et le figure 1.3.

Noyau Fonction

Gamma k(u) = h1−1/xh

Γ( 1
xh
−1)

u−1/xhexp
(
− 1

hu

)
, u ∈ R+

Inverse Gamma k(u) = h1−1/xh

Γ( 1
xh
−1)

u−1/xhexp
(
− 1

hu

)
, u ∈ R+

Béta k(u) = ux/h(1−u)(1−x)/h

β( x
h
+1,

(1−x)
h

+1)
, u ∈ [0, 1]

Log normal k(u) = 1
b
√
2π

exp
{
−1

2

(
log(u)−a

b

)2}
, u ∈ R+

Gaussienne-inverse(a, b) k(u) =
√
b√

2πu3
exp

{
− b

2a

(
u
a
− 2 + a

t

)}
, u ∈ [0,+∞[

Table 1.3 – Quelques noyaux asymetriques

Proposition 1.3.2. (Estimateur de Parsen-Rozenblatt) L’estimateur à noyau de la fonction
de densité de probabilité f , noté fn(x), proposé par Parzen(1962) et Rosenblatt(1956) est donné par :

fn(x) =
1

n

n∑
i=1

1

h
k

(
Xi − x

h

)
,

16
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Figure 1.3 – Noyaux asymétriques

Preuve. La fonction de répartition empirique Fn est un bon estimateur de F . On sait que :
f(x) = F (1)(x)

= lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h

= lim
h→0

F (x+ h)− F (x− h)

2h
.

f(x) ≈ F (x+ h)− F (x− h)

2h
.

En remplaçant F par son estimateur Fn, on obtient :

fn(x) =
Fn(x)(x+ h)− Fn(x− h)

2h
=

1

n

n∑
i=1

1

2h

n∑
i=1

1 Xi∈]x−h,x+h](x)

Si on pose k(x) = 1
2
1]−1,1](x) alors on a,

fn(x) =
1

n

n∑
i=1

1

h
k

(
Xi − x

h

)
.

La fonction k est appelée le noyau de Rosenblatt (Uniforme)
□
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Proprietes de l’estimateur à noyau fn

Nous donnons les déférentes propriétés d’un estimateur d’une densité de probabilité à noyau,

Le biais

Biais (fn(x)) ≈
h2

2
f (2)(x)

∫
u2k(u)du+ o

(
h2
)

Preuve. On a,

E [fn(x)] =
1

n

n∑
i=1

1

h
E

[
k

(
x−Xi

h

)]
=

1

n

n∑
i=1

1

h

∫
k

(
x− t

h

)
f(t)dt

=
1

h

∫
k

(
x− t

h

)
f(t)dt

La transformation z = x−t
h

, i. e. t = −hz + x,
∣∣dz
dt

∣∣ = 1
h

E [fn(x)] =

∫
k(z)f(x− hz)dz

Un développement de Taylor de f(x− hz) nous donne :

f(x− hz) = f(x)− hzf (1)(x) +
1

2
(hz)2f (2)(x) + o

(
h2
)

E [(fn(x)] =

∫
k(z)f(x)dz −

∫
k(z)hzf (1)(x)dz +

∫
k(z)

(hz)2

2
f (2)(z)dz + o

(
h2
)

= f(x)

∫
k(z)dz − hf (1)(x)

∫
zk(z)dz +

h2

2
f (2)(x)

∫
z2k(z)dz + o

(
h2
)

= f(x) +
h2

2
f (2)

∫
u2k(u)du(x) + o

(
h2
)

□

la variance

La variance de fn(x) est donnée par :

Var (fn(x)) = Var
(

1

nh

n∑
i=1

k

(
x−Xi

h

))

=
1

n2h2

n∑
i=1

Var
(
k

(
x−Xi

h

))

18
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Preuve. Car les Xi, i = 1, . . . , n, sont i. i. d

Var
(
k

(
x−Xi

h

))
=E

[
k

(
x−Xi

h

)2
]
−
(
E

[
k

(
x−Xi

h

)])2

=

∫
k

(
x−Xi

h

)2

f(t)dt−
(∫

k

(
x− t)

h

)
f(t)dt

)2

Var (fn(x)) =
1

n

∫
1

h2
k

(
x− t

h

)2
)
f(t)dt− 1

n

(
1

h

∫
k

(
x− t

h

)
f(t)dt

)2

=
1

n

∫
1

h2
k

(
x− t

h

)2

f(t)dt− 1

n
(f(x) + Biais (fn(x)))2

En effectuant le changement de variable suivant z = x−t
h

, on obtient :

Var (fn(x)) =
1

nh

∫
k(x)2f(x− hz)dz − 1

n

(
f(x) + o

(
h2
))2

Et en effectuant un développement limité à l’ordre 2, il vient :

Var (fn(x)) =
1

nh

∫
k(z)2

(
f(x)− hzf (1)(x) + o(h)

)
dz − 1

n

(
f(x) + o

(
h2
))2

.

Var (fn(x)) =
1

nh
f(x)

∫
k2(z)dz + o

(
1

nh

)
d’où :

Var (fn(x)) ≈
1

nh
f(x)

∫
k2(z)dz

□

Erreur quadratique moyenne (Mean-Squared Error MSE)

Le risque quadratique moyenne de l’estimateur de ˆf(x) de f(x) est donne par

E{f̂n(x)− f(x)}2 = E
{
f̂n(x)− E{f̂(x)}+ E{f̂n(x)} − f(x)

}2

= Var{f̂n(x)}+
[
E{f̂n(x)} − f(x)

]2
= Var{f̂n(x)}+

[
Biais{f̂n(x)}

]2
.

a partir de la bais et variance asymptotiques on peut obtenir la MSE et la MISE

MSE{f̂n(x)} =
1

4
h4µ2

2{f (2)(x)}2 + 1

nh
f(x)R(k) + o

(
h4 +

1

nh

)
MISE{f̂n(x)} =

1

4
h4µ2

2

∫
{f (2)(x)}2dx+

1

nh
R(k) + o

(
h4 +

1

nh

)
,

Donc, si h → 0 et nh → ∞ quand n → ∞, on a que

E{f̂n(x)− f(x)}2 → 0

pour tout point x. L’estimateur simple f̂n(x) est alors un estimateur consistent de f(x)
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Remarque 1.3.1. On a :
— Si h décroît, alors (Biais)2 décroît et la variance croît.
— Si h croît, alors (Biais)2 croît et la variance décroît.
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Chapitre 2

L’estimation à noyau de la fonction quan-
tile

La méthode du noyau est l’une des méthodes d’estimation non paramétrique la plus utilisée. La
popularité de l’estimateur par noyau peut s’expliquer par au moins trois raisons, la simplicité de sa
forme, ses multiples motifs d’affinité, et sa flexibilité, qui s’explique par la liberté de l’utilisateur de
choisir : le noyau et la fenêtre. L’estimateur à noyau est une fonction des deux paramètres, du noyau
et du coefficientb de lissage. Ce chapitre est principalement consacré à l’étude d’estimation par la
méthode à noyau des quantiles, nous mentionnons la général forme de cette estimateur, comment
choisir le noyau et la fenêtre optimaux, et mentionner quelques détails connexes sur cette méthode
et les propriétés asymptotiques de l’estimateur.

2.1 La fonction de quantile empirique
Définition 2.1.1. La fonction de quantile empirique de l’échantillon X1, ..., Xn, est donnée par [12] :

Qn(p) = F−1n (p) = inf{x ∈ R : Fn(x) ≥ p}, 0 < p < 1

Définition 2.1.2. Soit (X1, ..., Xn) un n échantillon issu d’une distribution F et X1,n, ..., Xn,n les
statistques d’ordre associées. Soit p ∈]0, 1[. La statistique d’ordre X([np]+1),n s’appelle le quantile
empirique d’ordre p de l’échantillon.

X([np]+1),n = Qn(p) = inf {x ∈ R : Fn (x) ≥ p}

où [np] désigne la partie entière de np.
Remarque 2.1.1. le pme quantile empirique peut être aussi définir en fonction des statistiques
d’ordre par

Qn (p) = Xi,n ou
i− 1

n
≤ p <

i

n
.

2.1.1 Propriétés asymptotiques de l’estimateur
Soit pm = m

(n+1)
et qm = 1 − pm, si nous utilisons Xm,n pour estimer le quantile d’ordre pm, alors le

biais asymptotique et la variance sont :

Biais{Xm,n} ≈ pmqmQ
(2)(pm)

2(n+ 2)
+

pmqm
(n+ 2)2

{
1

3
(qm − pm)Q

(3)(pm) +
1

8
Q(4)(pm)

}
,
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et

V ar{Xm,n} ≈ pmqm
(n+ 2)

(Q(1)(pm))
2

+
pmqm

(n+ 2)2

{
2(qm − pm)Q

(1)(pm)Q(3)
m + pmqm(Q

(1)(pm)Q
(3)(pm) +

1

2
Q(2)(pm))

}
.

L’erreur quadratique moyenne asymptotique de Xm,n doit être :

AMSE{Xm,n} = (ABiais{Xm,n})2 + Avar{Xm,n}.

2.2 L’estimateur à noyau
Définition 2.2.1. Estimateur de noyau pour un quantile est donné par Yang (1985) et par Parzen
(1979) [14] . Il est défini par

Q̃n(p) =
1

h

n∑
i=1

Xi,n

∫ i
n

i−1
n

k

(
x− p

h

)
dx =

n∑
i=1

Xi,n

[
K

( i
n
− p

h

)
−K

( i−1
n

− p

h

)]
où Xi,n est la i-ième statistique d’ordre et h le paramètre de lissage qui vérifie h → 0 quand n → ∞

2.2.1 Propriétés asymptotiques de l’estimateur à noyau
Nous présentons dans cette partie les propriétés statistiques de l’estimateur à noyau de la fonction
de quantile. Supposant que le noyau k, la fenêtre h et Q satisfaisaient les hypothèses suivantes :
Hypothèse 1. Q est derivable.
Hypothèse 2. Q(i) (la derivée i ème de Q ) sont bornées.
Hypothèse 3. k est de support compact.
Hypothèse 4. h → 0 quand n → ∞
On peut écrire Q̃n sous la forme,

Q̃n(p) =

∫ 1

0

F−1n (x)h−1k

(
p− x

h

)
dx,

où Fn est la fonction de répartition empirique.

On définit la fonction φ(k) comme suit :

φ(k) = 2

∫
uk(u)K(u)du.

où K désigne la primitive de k.
Proposition 2.2.1. Sous certaines hypothèses sur le noyau k et le paramètre de lissage h, on a

1. Biais de ~Qn(p)

Biais(Q̃n(p)) =
h2

2!
Q(2)(p)

∫
y2k(y)dy + o(h2).

L’estimateur Q̃n de la fonction Q est asymptotiquement non biaisé.
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2. Variance de ~Qn(p)

V ar(Q̃n(p)) =
p(1− p)

n
(Q(1)(p))2 − h

n
(Q(1)(p))2

∫
xk(x)K(x)dx+ o(n−1h).

Preuve.
On a

Biais(Q̃n(p)) = E(Q̃n(p))−Q(p)

= E

(
n∑

i=1

Xi,n

∫ i
n

i=1
n

1

h
k

(
x− p

h

)
dx

)
−Q(p)

=
n∑

i=1

∫ i
n

i−1
n

1

h
k

(
x− p

h

)
dxE(Xi,n)−Q(p)

=
n∑

i=1

∫ i
n

i−1
n

1

h
k

(
x− p

h

)
dxQ(

i

n+ 1
)−Q(p)

=

∫ 1

0

1

h
k

(
x− p

h

)
Qdx−Q(p).

Soit le changement de variable y =
x− p

h
donc x = yh+ p et dx = hdy, par conséquent le

Biais de Q̃n sera

Biais(Q̃n(p)) =

∫ 1−p
h

−p
h

k(y)Q(yh+ p)hdy −Q(p).

On applique un développement de Taylor d’ordre 2 pour la fonction Q(yh+ p), on
obtient :

Q(yh+ p) = Q(p)− yh

1!
Q

(1)
X (p) +

y2h2

2!
Q(2)(p) + o(y2h3).

Biais(Q̃n(p)) =

∫ 1−p
h

−p
h

k(y)[Q(p)− yh

1!
Q(1)(p) +

y2h2

2!
Q(2)(p) + o(y3h3)]−Q(p)

=

∫ 1−p
h

−p
h

k(y)Q(p)dy −
∫ 1−p

h

−p
h

yhQ
(1)
X (p)k(y)dy +

∫ 1−p
h

−p
h

k(y)
y2h2

2!
Q(2)(p)dy

+ o(y2h3)

∫ 1−p
h

−p
h

k(y)dy −Q(p)

= Q(p)

∫ 1−p
h

−p
h

k(y)dy − hQ(1)(p)

∫ 1−p
h

−p
h

yk(y)dy +
h2

2!
Q(2)(p)

∫ 1−p
h

−p
h

y2k(y)dy

+ o(y2h3)−Q(p).
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Lorsque n tend vers l’infini, on obtient :

lim
n→∞

Biais(Q̃n(p)) = Q(p)

∫
k(y)dy − hQ(1)(p)

∫
yk(y)dy+

h2

2!
Q(2)(p)

∫
y2k(y)dy + o(y2h3)−Q(p)

=
h2

2!
Q(2)(p)

∫
y2k(y)dy + o(y2h3).

lim
n→∞

Biais(Q̃n(p)) = 0, alors Q̃n est asymptotiquement non biaisé.

□

Erreur quadratique moyenne de Q̃n(p) (MSE )

Le théorème suivant donne une expression de l’erreur quadratique moyenne asymptotique de Q̃n

basée sur l’ expression de la variance calculée par Falk(1984)

Théorème 2.2.1. En supposant que Q(2) est continue au voisinage de p et k est la densité d’un
noyau, symétrique autour de 0 . Pour tout p ∈ (0, 1) .

— Quand F est symétrique et p 6= 0.5, on a :

MSE{Q̃n(p)} =
p(1− p)

n
(Q(1)(p))2 +

h4

4
(Q(2)(p))2µ2

2(k)−
h

n
(Q(1)(p))2φ(k) + o

(
h

n
+ h4

)
.

— Quand F est symétrique, pour p = 0.5, on a :

MSE{Q̃n(p)} =
1

n
(Q(1)(0.5))2(0.25− 0.5hφ(k) + (nh)−1R(k)) + o(n−1h+ (nh)−2),

Preuve.
Premièrement on considère p ∈ (0, 1) avec p 6= 0.5 et F symetrique. Q(2) est continue au voisinage
de p. On a :

Biais
(
Q̃n(p)

)
=

n∑
i=1

[∫ i
n

i−1
n

K

(
t− p

h

)
dt

]{
Q

(
i

n+ 1

)
−Q(p)

}
+ o(

1

n
)

=

∫ 1

0

K

(
t− p

h

)
{Q(t)−Q(p)}dt+ o(

1

n
).

=
1

2h2

[∫
u2k(u)du

]
Q(2)(p) + o

(
h2
)
+ o(

1

n
)

avec
Var

(
Q̃n(p)

)
=

p(1− p)

n

[
Q(1)(p)

]2 − h

n

[
Q(1)(p)

]2 ∫
k(u)k(u)du+ o

(
h

n

)
or

MSE
(
Q̃n(p)

)
= Var

(
Q̃n(p)

)
+ Biais2

(
Q̃n(p)

)
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d’où
MSE

(
Q̃n(p)

)
=

p(1− p)

n

[
Q(1)(p)

]2 − 2
h

n

[
Q(1)(p)

]2 ∫
uk(u)k(u)−1du

=
1

4h4

[
Q(2)(p)

]2 [∫
u2k(u)du

]2
+ o

(
h

n

)
+ o

(
h4
)

□

Corollaire 2.2.1. En s’appuyant sur Falk (1984) [5], Sheader et Marron (1990) ont donné l’erreur
quadratique moyenne asymptotique (AMSE) de Q̃n(p) comme suit :

• Lorsque F est symétrique et p 6= 0.5
L’erreur quadratique moyenne asymptotique de Q̃n(p) est

AMSE{Q̃n(p)} =
p(1− p)

n
(Q(1)(p))2 +

h4

4
(Q(2)(p))2µ2

2(k)−
h

n
(Q(1)(p))2φ(k),

si Q̃(1)
n (p) > 0, la fenêtre optimale asymptotique pour AMSE(Q̃n(p)) est

h̃opt =

{
(Q(1)(p))2φ(k)

n(Q(1)(p))2(µ2(k))2

} 1
3

,

et à partir de cette valeur, on obtient l’erreur quadratique moyenne asymptotique optimale suivante :

AMSEopt{Q̃n(p)} =
1

n

{
p(1− p)(Q(1)(p))2 +

3

4

((Q(1)(p))8(φ(k))4

n(Q(2)(p))2µ2
2(k)

) 1
3
}

= n−1p(1− p)(Q(1)(p))2 + o(n−
4
3 ).

• Lorsque F est symétrique et p = 0.5
L’erreur quadratique moyenne asymptotique de Q̃n est

AMSE{Q̃n(p)} =
1

n
(Q(1)(0.5)2{0.25− 0.5hφ(k) + (nh)−1R(k)}.

R(k) : est précédemment connu.

Corollaire 2.2.2. Pour tout p, avec p 6= 0.5 et F symétrieque, le paramètre de lissage optimal
asymptotique est donné par

hopt = α(k) · β(Q) · n
−1
3

où

α(k) =

 φ(k){∫
u2k(u)du

}2


1
3

et

β(Q) =

[
Q(1)(p)

Q(2)(p)

] 2
3
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Avec h = hopt

MSE
(
Q̃n(p)

)
=

p(1− p)

n

[
Q(1)(p)

]2
+ o

(
n

−4
3

)
Si F est symétrique et p = 0.5 prendre h = o(n−

1
2 ). Cela rend les deux premiers termes dans h de

MSE pour Q̃(0.5) dans le même ordre

MSE{Q̃n(0.5)} =
0.25

n
(Q(1)(0.5))2 + o(n−

3
2 ).

La convergence

Corollaire 2.2.3. L’estimation Q̃n(p) converge vers Q(p) en moyen quadratique c’est à dire :

Q̃n(p)
mq−→ Q(p).

Preuve. Comme est asymptotiquement sans bais et sa variance tends vers 0, alors

lim
n→∞

E|Q̃n(p)−Qn(p)|2 = 0,

c-a-d :
Q̃n(x)

mq−→ Q(x).

□

2.2.2 Sélection du paramètre de lissage
Le paramètre de lissage joue un rôle essentiel dans la mise en œuvre d’une estimation pratique. Il
détermine le compromis entre le degré de régularité obtenu et la proximité de l’estimation avec la
vraie distribution.

Le paramètre de lissage optimal

Pour un choix optimal de h pour Qn(p), avec p 6= 0.5 quand F est symétrique. Nous voyons que pour
un choix de k la valeur asymptotiquement optimale de h dépend des première et deuxième dérivées
du quantile. Les estimateurs de Q(1)(p) et Q(2)(p) sont nécessaires pour le choix du h [15] [2].

Q̂(1)(p) =
n∑

i=1

[∫ i
n

i−1
n

a−2k(1)
(
a−1(t− p)

)
dt

]
Xi,n

et

Q̂(2)(p) =
n∑

i=1

[∫ i
n

i−1
n

b−3k(1)
(
b−1(t− p)

)
dt

]
Xi,n

tel que k c’est un noyau d’ordre t-ème symétrique autour de zéro( c’est à dire∫
k(u)du = 1,

∫
uJk(u) = 0, J = 1, 2, ...,m− 1,

∫
utk(u)du < ∞, k ∈ L2(−∞,+∞), kt ∈ lip(α)).

L’estimation du quantile nous donne asymptotiquement le paramètre de lissage optimal suivant :

ĥopt = α(k) · β̂ · n−
1
3 ,
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tel que :

β̂ =

{
Q̂(1)(p)

Q̂(2)(p)

} 2
3

,

et α(t) précédemment connu. Le problème est alors de choisir des valeurs pour la fenêtre a et b qui
se traduisent par une efficacité approximative β̂.

Méthodes validation croisée (cross validation)

la Méthode validation croisée le type des moindres carrés a été introduit par Rudemo (1982) et
Bowman (1984) [2]. L’idée de base des méthodes de validation croisée est de trouver une fonction
de score CV (h) ayant la même structure que MISE(h) et dont le calcul est plus simple, lors de la
mesure de la proximité entre une fonction estimée et une fonction réelle, la MISE (Moyenne Intégrée
des Carrés de l’Erreur) est définie comme suit :

MISE(h) = E

∫ 1

0

{
Q̃n(p)−Q(p)

}2

dp

La valeur qui minimise la MISE, notée h est le paramètre de lissage optimal, mais en pratique, cette
valeur est inconnue. Pour approximer la MISE, on utilise souvent

ASE(h) = 1

n

n∑
i=1

{
Q̃

(
i

n

)
−Q

(
i

n

)}2

.

Le Q(p) inconnu est remplacé par Qn et une fonction de procédure de validation croisée est créée
comme suit :

ASE(h) = 1

n

n∑
i=1

{
Q̃−i

(
i

n

)
−Qn

(
i

n

)}2

.

où Q̃−i désigne l’estimateur à noyau évalué à l’observation xi, mais construit à partir des données
avec l’observation xi omise.
Le principe de cette méthode représentant chaque observation par une fonction delta de Dirac
δ(x−xi), dont l’espérance est f(x), et la comparant avec une estimation de densité basée sur le reste
des données.

fn(x) =
1

n

n∑
i=1

k(
x− xi

h
),

quand h → 0, k(x− xi) → δ(x− xi).
La méthode du noyau pour la fonction de répartition

Fn(x) =
1

n

n∑
i=1

K

(
x− xi

h

)
,

Lorsque h → 0, la fonction de distribution K est une fonction de distribution, h est la largeur de
bande qui contrôle le degré de lissage.

K

(
x−Xi

h

)
−→ 1(x− xi),
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avec 1(x− xi) est la fonction indicatrice.

1(x− xi) =

{
1, if x− xi ≥ 0,

0, sinon.

avec MISE(h) formule quand h → 0

Q̃(p) −→ δ

(
i

n
− p

)
Xi,n,

et donc une fonction de validation croisée peut être écrite comme

CV(h) =
1

n

n∑
i=1

∫ 1

0

{
δ

(
i

n
− p

)
Xi,n − Q̃−i

(
i

n

)}2

dp.

Le paramètre de lissage h est ensuite choisi pour minimiser cette fonction. En soustrayant un terme
qui caractérise les performances du vrai p, nous avons

H(h) = CV(h)− 1

n

n∑
i=1

∫ 1

0

{
δ

(
i

n
− p

)
Xi,n −Q

(
i

n

)}2

dp

2.2.3 Normalité asymptotique

Théorème 2.2.2. Si Q
(1)
X > 0, et si QX a une dérivée seconde bornée au voisinage de q ∈ (0, 1),

avec k a un support borné, tel que
∫

k(x)dx = 1 et h n→0−−→ 0, on a,

n
1
2

[
Q̃n (p)− E

(
Q̃n (p)

)]
√

V ar
[
Q̃n (p)

] −→ N (0, 1) .

Preuve. Voir Falk (1985). □

2.3 Application numérique
On définit simulation statistique toute méthode qui utilise des séquences des nombres aléatoires. Les
nombres aléatoires peuvent être générés par les observations d’expériences de nature aléatoire ou par
l’ordinateur : ceux ci sont appelés nombres pseudo-aléatoires. Dans ce partie, en appliquant les deux
méthodes non paramétriques de les chapitres précédent pour estimé la fonction quantile et puis en
calculant l’erreur quadratique moyenne (MSE). Cette étude de simulation est réalisée avec le logiciel
R.

2.3.1 Données de simulation
Nous souhaitons tester les différentes méthodes d’estimation considérées dans notre étude sur quelque
distibutions de probabilité. Notre objectif est de :

— Vérifier les propriétés d’efficacité de ces méthodes d’estimation.
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— Comparer les méthodes de sélection du paramètre de lissage.
Les noyau utilisé sont l’Epanechnikov et Biweight,

k(u) =
3

4

(
1− u2

)
1[−1;1](u)

et
k(u) =

15

16
(1− u2)21[−1;1](u)

respectivement.
On prend un échantillon suit une loi choisit de taille n = 10, n = 50, n = 100 et n = 500 et pour
chaque distribution nous simulons R = 100.
Pour l’application numérique nous choisissons les distributions suivantes :

— Une loi exponentielle de paramètre λ = 2

fX(x) = λe−λx1[0,+∞[(x);

— Une loi Beta de paramétre (α, β) :

fX(x) =
Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)
xα−1(1− x)β−1 0 ≤ x ≤ 1, α > 0, β > 0

— Une loi Gamma de paramétre (λ, a) :

fX(x) =
λa

Γ(a)
e−λxxa−11x⩾0(x)

— Une loi normale de paramétre (m,σ) :

fX(x) =
1

σ
√
2π

e−
(x−m)2

2σ2

Les étapes de simulation :
— Générer l’échantillon X1, ..., Xn issue d’une v.a d’une loi choisi.
— Ordonner l’échantillon simulé (Statistique d’ordre Xi,n)
— Calculer le paramètre de lissage h par les deux methodes.
— Calculer Qn et Q̃n l’estimateurs de la fonction quantile donnée par

Qn (p) = inf {x : Fn (x) ≥ p} , 0 ≤ p ≤ 1

et

Q̃n (p) =
n∑

i=1

X(i)

i
n∫

i−1
n

1

h
k

(
x− p

h

)
dx

— Calculer le MSE de chaque estimateurs dans les cas : p = 0.1, p = 0.5 et p = 0.7 .
— Représenter la fonction de quantile et leurs estimateurs (Empirique et à noyau), avec tous les

tailles de l’échantillon.
— Tracer la boîte de moustache des estimateurs de la fonction quantile dans le cas au p = 0.5

(Q(0.5)).
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2.3.2 Code R
Résultats numériques résumés dans les tableaux

1 ### R s u l t a t s n u m r i q u e s ####

2 rm ( list = ls () )

3 library ( kedd )

4 library ( MASS )

5 library ( Metrics )

6 n =500 # Taille

7 R =100 # Repetition

8 k = function ( t ) {(3 / 4) * (1 - t ^2) * ( abs ( t ) <=1) } # ##

Noyau

9 p =0.1 # P r o b a b i l i t

10 qt = qbeta (p ,2 ,3) # Quantile theorique d ordre p

11 W = V = numeric ( R )

12 for ( j in 1: R ) {

13 X = rbeta (n ,2 ,3) # chantillon

14 Y = sort ( X ) # Statistique d ordre

15

16 # L estimateur empirique de la fonction quantile #

17 q = function ( p ) {

18 m = floor ( p * n )

19 s = m +1

20 Y [ s ]

21 }

22 # ### Le parametre de lissage ####

23 ban = h . ucv (X , deriv . order =0 , lower =0.1 , upper =0.5 ,

tol =0.001 , kernel = "

24 epanechnikov " )

25 h = ban $ h

26 # ### L estimateur a noyau de la fonction quantile ####

27 qx = function ( p ) {

28 M = numeric ( n )

29 for ( i in 1: n ) {

30 M [ i ]= integrate (k ,((( i -1) / n ) -p ) /h ,(( i / n ) -p ) /

h ) $ value

31 }

32 sum ( Y * M )

33 }

34 W [ j ]= q ( p )

35 V [ j ]= qx ( p )

36 }

37 # ## MSE ###

38 mse (W , qt )

39 mse (V , qt )

1
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Graph des noyaux symétriques

1 K1=function(t){(1-abs(t))*ifelse(abs(t) <=1,1,0)}

2 K2=function(t){(15/16)*((1-t^2)^2)*ifelse(abs(t) <=1,1,0)}

3 K3=function(t){dnorm(t)}

4 K4=function(t){ifelse(abs(t) <=1,(3/4)*(1-t^2) ,0)}

5 K5=function(t){ifelse(abs(t) <=1,(1/2) ,0)}

6 K6=function(t){(pi/4)*(cos((pi*t)/2))}

7 op=par(mfrow=c(3,2))

8 curve(K1(x) ,-1,1,ylab="K(x)",main="Triangulaire",col="5")

9 curve(K2(x) ,-1,1,ylab="K(x)",main="Biweight",col="4")

10 curve(K3(x) ,-4,4,ylab="K(x)",main="Gaussien",col="3")

11 curve(K4(x) ,-1,1,ylab="K(x)",main="Epanechikov",col="2")

12 curve(K5(x) ,-2,2,ylab="K(x)",main="Uniforme",col="6")

13 curve(K6(x) ,-2,2,ylab="K(x)",main="Cosinus ",col="7")

14 par(op)

Graph de la fonction de quantile et leurs estimateurs

1 par(mfrow=c(2,2))

2 library(kedd)

3 n=10

4 R=10

5 k=function(t){(15/16)*((1-t^2)^2)*(abs(t) <=1)}

6 p=seq(0,0.9, length.out =10)

7 qu=qexp(p,2)

8 W=V=numeric(R)

9 for(j in 1 :R){

10 X=rexp(n,2)

11 ############ Empirique #########

12 Y=sort(X)

13 q=function(p){

14 m=floor(p*n)

15 s=m+1

16 Y[s]

17 }

18 ban=h.ucv(X,deriv.order=0,lower =0.1, upper =0.5,tol =0.001 , kernel="

biweight")

19 h=ban$h
20 ######### A noyau ##############

21 qx=function(p)

22 {

23 M=numeric(n)

24 for (i in 1:n)

25 {

26 M[i]= integrate(k,(((i-1)/n)-p)/h,((i/n)-p)/h)$value
27 }

28 sum(Y*M)

29 }

30 W[j]=q(p[j])

31 V[j]=qx(p[j])

32 }

33 plot(p,qu,type="l",xlab=" P r o b a b i l i t ",ylab="Quantile",main="n=10")

34 lines(p,W,col="3",lty=3,lwd=4)

35 lines(p,V,col="2",lty=5,lwd=2)

1
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Résultats graphiques résumés dans les figures

1 rm(list=ls())

2 library(kedd)

3 library(MASS)

4 library(Metrics)

5 n=50

6 R=100

7 k=function(t){(3/4)*(1-t^2)*(abs(t) <=1)}

8 p=0.5

9 qt=qbeta(p,2,3)

10 W=V=numeric(R)

11 for(j in 1 :R){

12 X=rbeta(n,2,3)

13 ###################### Empirique #################

14 Y=sort(X)

15 q=function(p){

16 m=floor(p*n)

17 s=m+1

18 Y[s]

19 }

20 ############## P a r a m t r e de lissage ###############

21 ban=h.ucv(X,deriv.order =0,lower =0.1, upper =0.5,tol =0.001 , kernel="

epanechnikov")

22 h=ban$h
23 ####################### A noyau ################

24 qx=function(p)

25 {

26 M=numeric(n)

27 for (i in 1:n)

28 {

29 M[i]= integrate(k,(((i-1)/n)-p)/h,((i/n)-p)/h)$value
30 }

31 sum(Y*M)

32 }

33 W[j]=q(p)

34 V[j]=qx(p)

35 }

36 ########## Graph ################

37 boxplot(W,V,names=c("Empirique","A noyau"),col=c("green", "blue"),

main="Beta (2,3)",xlab="Estimateurs", ylab="Quantile")

38 abline(h =qt, col ="red")

39 legend("top", legend=c("Empirique", "A noyau"),col=c("red", "blue")

,cex=0.7, fill = c("green", "blue"))

1
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2.3.3 Resultats
Les résultats sont résumés dans les tableaux suivants.

Exponentielle(2)

Taille Estimateurs p = 0.1 p = 0.5 p = 0.7

10
Qn

Q̃n

6.224077× 10−03

4.929086× 10−03

4.503244× 10−02

3.437501× 10−02

6.661868× 10−02

3.611019× 10−02

50
Qn

Q̃n

8.088671× 10−04

8.060631× 10−04

5.294587× 10−03

4.647644× 10−03

1.415154× 10−02

1.312734× 10−02

100
Qn

Q̃n

3.70823× 10−04

2.907593× 10−04

2.349422× 10−03

2.16352× 10−03

7.325803× 10−03

6.672089× 10−03

500
Qn

Q̃n

4.854168× 10−05

3.578088× 10−05

4.064432× 10−04

3.804042× 10−04

1.183833× 10−03

1.105871× 10−03

Table 2.1 – MSE associe à la loi Exp(2) avec l’utilisation de la noyau Epanechnikov

Beta(2, 3)

Taille Estimateurs p = 0.1 p = 0.5 p = 0.7

10
Qn

Q̃n

8.374795× 10−3

2.769762× 10−3

8.448417× 10−3

5.953935× 10−3

1.017245× 10−2

5.991416× 10−3

50
Qn

Q̃n

1.088497× 10−3

5.330961× 10−4

1.593778× 10−3

1.288345× 10−3

1.971852× 10−3

1.485239× 10−3

100
Qn

Q̃n

6.449444× 10−4

3.070057× 10−4

7.703698× 10−4

6.858172× 10−4

1.020885× 10−3

4.132497× 10−3

500
Qn

Q̃n

1.371505× 10−4

1.259711× 10−4

1.393908× 10−4

1.176644× 10−4

1.861999× 10−4

1.667876× 10−4

Table 2.2 – MSE associe à la loi Beta(2, 3) avec l’utilisation de la noyau Epanechnikov
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Gamma(1, 2)

Taille Estimateurs p = 0.1 p = 0.5 p = 0.7

10
Qn

Q̃n

6.638256× 10−3

4.275602× 10−3

3.003331× 10−2

2.145518× 10−2

8.89889× 10−2

5.4863× 10−2

50
Qn

Q̃n

1.03646× 10−3

9.567885× 10−4

4.631102× 10−3

4.583543× 10−3

1.430065× 10−2

1.416453× 10−2

100
Qn

Q̃n

3.027614× 10−4

2.709697× 10−4

2.86526× 10−3

2.760871× 10−3

7.999032× 10−3

7.275338× 10−3

500
Qn

Q̃n

5.620288× 10−5

3.879496× 10−5

4.901122× 10−4

4.364999× 10−4

1.497403× 10−3

1.360773× 10−3

Table 2.3 – MSE associe à la loi Gamma(1, 2) avec l’utilisation de la noyau Epanechnikov

Exponentielle(2)

Taille Estimateurs p = 0.1 p = 0.5 p = 0.7

10
Qn

Q̃n

1.015296× 10−2

5.430142× 10−3

1.015296× 10−2

5.430142× 10−3

6.979066× 10−2

4.125249× 10−2

50
Qn

Q̃n

5.710332× 10−4

5.254367× 10−4

5.710332× 10−4

5.254367× 10−4

1.30315× 10−2

1.265053× 10−2

100
Qn

Q̃n

3.776917× 10−4

2.617827× 10−4

3.776917× 10−4

2.617827× 10−4

5.100647× 10−3

5.092308× 10−3

500
Qn

Q̃n

7.124239× 10−5

5.735591× 10−5

7.124239× 10−5

5.735591× 10−5

1.284887× 10−3

1.238791× 10−3

Table 2.4 – MSE associe à la loi Exp(2) avec l’utilisation de la noyau Biweight

L’exemple présenté dans le tableau 2.7, réalisé dans le cadre d’estimation de la fonction de quantile
d’une loi normale, centrée réduite, à partir d’un échantillons de taille n=50 et n = 100, est une
illustration de l’influence du choix du paramètre de lissage sur les caractéristiques de l’estimateur.
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Beta(2, 3)

Taille Estimateurs p = 0.1 p = 0.5 p = 0.7

10
Qn

Q̃n

9.604419× 10−3

2.739162× 10−3

9.604419× 10−3

2.739162× 10−3

8.441122× 10−3

6.046021× 10−3

50
Qn

Q̃n

1.145857× 10−3

7.027038× 10−4

1.145857× 10−3

7.027038× 10−4

2.007222× 10−3

1.428235× 10−3

100
Qn

Q̃n

5.790959× 10−4

4.053582× 10−4

5.790959× 10−4

4.053582× 10−4

1.106927× 10−3

9.155626× 10−4

500
Qn

Q̃n

1.051367× 10−4

1.021969× 10−4

1.051367× 10−4

1.021969× 10−4

2.15214× 10−4

1.785644× 10−4

Table 2.5 – MSE associe à la loi Beta(2, 3) avec l’utilisation de la noyau Biweight

Gamma(1, 2)

Taille Estimateurs p = 0.1 p = 0.5 p = 0.7

10
Qn

Q̃n

6.752974× 10−3

3.55131× 10−3

6.752974× 10−3

3.55131× 10−3

9.241681× 10−2

5.087853× 10−2

50
Qn

Q̃n

9.068209× 10−4

7.525022× 10−4

9.068209× 10−4

7.525022× 10−4

1.350777× 10−2

1.330856× 10−2

100
Qn

Q̃n

3.84128× 10−4

2.702279× 10−4

3.84128× 10−4

2.702279× 10−4

5.654582× 10−3

5.334711× 10−3

500
Qn

Q̃n

4.454219× 10−5

3.140671× 10−5

4.454219× 10−5

3.140671× 10−5

9.851274× 10−4

9.796221× 10−4

Table 2.6 – MSE associe à la loi Gamma(1, 2) avec l’utilisation de la noyau Biweight

On prend un échantillon qui suit la loi exponentielle de paramètre 2 et un échantillon suit la loi
beta de paramètre 2 et 3, de taille n = 50, on difinit la boîte à moustaches des valeurs de l’estima-
teur empirique et l’estimateur à noyau de la fonction quantile par taille d’échantillon. Les resultats
graphiques sont resumés dans les graphes 2.1, 2.2 et 2.3.
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Normale(0,1)

Estimateurs hamise = 0.296445 hucv = 0.2896815

n = 50
Qn

Q̃n

2.959062× 10−2

2.273278× 10−2

2.920883× 10−2

2.058456× 10−2

Estimateurs hamise = 0.2962181 hucv = 0.2796114

n = 100
Qn

Q̃n

1.518199× 10−2

1.084014× 10−2

1.192599× 10−2

1.001059× 10−2

Table 2.7 – MSE associe à la loi Normale(0, 1) par les deux methodes hamise et hucv

Figure 2.1 – l’estimateur empirique et l’estimateur à noyau d’une loi exponentielle
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Figure 2.2 – l’estimateur empirique et l’estimateur à noyau d’une loi beta

Figure 2.3 – l’estimateur empirique et l’estimateur à noyau d’une loi gamma

2.3.4 Discussion
Les résultats de simulations obtenus nous permettent de conclure que :
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— L’augmentation de la taille de l’échantillon entraîne la décroissance du MSE, c-à-d la conver-
gence du MSE vers zéro est indépendante du noyau mais dépend essentiellement de la taille
de l’échantillon.

— Les valeurs obtenues pour le noyau Epanechnikov sont légèrement meilleurs aux valeurs obte-
nues pour la noyau Biweight.

— Le tableau 2.7 montre que le paramètre de lissage hucv a donné de bons résultats par rapport
à hamise.

— Généralement, l’estimateur à noyau Q̃n performe mieux que l’estimateur empirique Qn.
— D’après 2.1, 2.2 and 2.3, on peut conclure que, concernent l’estimateur à noyau, la médiane

(centre de boite) est proche de la valeur de quantile théorique (ligne en rouge) mieux que
l’estimateur empirique dans tout les distributions.
Les graphes suivants nous confirment les résultats précédents :

Figure 2.4 – La fonction de quantile Exp(2) et les estimateurs empirique (vert), à noyau (rouge)
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Figure 2.5 – La fonction de quantile Beta(2,3) et les estimateurs empirique (vert), à noyau (rouge)

Figure 2.6 – La fonction de quantile Gamma(1,2) et les estimateurs empirique (vert), à noyau
(rouge)
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Conclusion

Dans un premier temps, nous parlons des définitions et des propriétés de la statistique d’ordre
comme approche de l’estimation, et nous expliquons qu’est-ce que la fonction répartition em-

pirique et son rôle pour trouver la fonction quantile, ainsi que quelques propriétés de la quantile et
sa dénomination populaire.

Dans un second temps, nous donnons un résumé de la méthode paramétrique et non paramétrique,
ensuite, nous avons trouvé différentes définitions et critères d’estimation non paramétrique d’une
fonction quantile. nous avons présenté l’estimateur de Rosenblatt et Parzen (1962), mentionné des
noyau symétrique qui est habituellement utilisé dans cette méthode comme (Epanechnikov, Gaussien,
Biweight,..., etc), et expliqué comment sélectionner le bon paramètre de lissage h en détaillant le choix
théorique et pratique optimal de h, ainsi que la convergence en probabilité de cet estimateur et ses
propriétés asymptotiques de Biais et de variance.

A la fin, pour confirmer notre étude, nous simulons une densité d’échantillon en utilisant la méthode
des noyaux. Ensuite, nous définissons la fonction quantile à partir de cette densité. Le dernier partie
valide les notions introduites précédemment.

Perspectives :
Parmi les perspectives de ce travail, il serait intéressant de :

— Utiliser d’autres méthodes pour déterminer le paramètre de lissage comme l’approche bayé-
sienne, …

— Effectuer des simulations sur des données réelles.
— Effectuer des simulations sur d’autre distributions.
— Comparer entre les estimateurs par l’utilisation d’autre critère.
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Annexe A : Logiciel R

R est un système, communément appelé langage et logiciel, qui permet de réaliser des analyses sta-
tistiques. Plus particulièrement, il comporte des moyens qui rendent possible la manipulation des
données, les calculs et les représentations graphiques. R a aussi la possibilité d’exécuter des pro-
grammes stockés dans des fichiers textes et comporte un grand nombre de procédures statistiques
appelées paquets. Ces derniers permettent de traiter assez rapidement des sujets aussi variés que les
modèles linéaires (simples et généralisés), la régression (linéaire et non linéaire), les séries chronolo-
giques, les tests paramétriques et non paramétriques classiques, les différentes méthodes d’analyse des
données,...Plusieurs paquets, tels ade4, FactoMineR, MASS, multivariate, scatterplot3d et rgl entre
autres sont destinés à l’analyse des données statistiques multidimensionnelles. Il a été initialement
créé, en 1996, par Robert Gentleman et Ross Ihaka du département de statistique de l’Université
d’Auckland en Nouvelle Zélande. Depuis 1997, il s’est formé une équipe ”R Core Team” qui développe
R. Il est conçu pour pouvoir être utilisé avec les systèmes d’exploitation Unix, Linux, Windows et
MacOS. Un élément clé dans la mission de développement de R est le Compréhensive R Archive
Network (CRAN) qui est un ensemble de sites qui fournit tout ce qui est nécessaire à la distribution
de R, ses extensions, sa documentation, ses fichiers sources et ses fichiers binaires. Le site maître du
CRAN est situé en Autriche à Vienne, on peut y accéder par l’URL : ”http ://cran. r-project. org/”.

Les autres sites du CRAN, appelés sites miroirs, sont répandus partout dans le monde. R est un
logiciel libre distribué sous les termes de la ”GNU Public Licence”. Il fait partie intégrante du projet
GNU et possède un site o¢ ciel à l’adresse ”http ://www. R-project. org”. Il est souvent présenté
comme un clone de S qui est un langage de haut niveau développé par les AT and T Bell Laboratories
et plus particulièrement par Rick Becker, John Chambers et Allan Wilks. S est utilisable à travers
le logiciel S-Plus qui est commercialisé par la société Insightful (http : //www. splus. com/).
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Annexe B : Critères importants

A. Critères de convergence

La convergence en moyenne quadratique
La suit de variables aléatoires (Xn)n⩾1 converge vers X un autre variables aléatoires, en moyenne
l’ordre p > 1 si :

lim
n→∞

E(|Xn −X|p) = 0

pour p = 1 convergence en moyenne vers une variable aléatoire X , si :

lim
n→∞

E(|Xn −X|) = 0.

On note Xn → X en moyenne.

pour p = 2 de convergence en moyenne quadratique vers une variable aléatoire X , si :

lim
n→∞

E(|Xn −X|2) = 0.

On note Xn → X en moyenne quadratique.

La convergence presque sûre
La suit de variables aléatoires (Xn)n⩾1 converge vers X un autre variables aléatoires, en presque sûre,
si P (Ω′) = 1

Ω′ := {ω ∈ Ω; lim
n→+∞

Xn = X}

B. Critères d’erreurs
Pour mesurer les performances théoriques des estimateurs et identifier le meilleur, il est nécessaire
de spécifier un critère d’erreur. Nous considérons la fonction de quantile Q et son estimateur Qn.

L’erreur quadratique intégrée ISE

ISE(Q(p), Qn(p)) =

∫
[Q(p)−Qn(p)]

2dp.
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L’erreur quadratique moyenne MSE

MSE(Q(p), Qn(p)) = E(Q(p)−Qn(p))
2

donc

MSE(Q(p), Qn(p)) = [BiaisQn(p)]
2 + V arQn(p).

L’erreur quadratique moyenne intégrée MISE

MISE(Q(p), Qn(p)) =

∫
MSE(Q(p), Qn(p))dp

=

∫
E[Q(p)−Qn(p)]

2dp
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Annexe C : Table de notations et abrévia-
tion

— i. i. d. : Indépendant identiquement distribuées.
— v.a : Variable aléatoire.
— ps : Presque sûrement.
— mq : Moyenne quadratique.
— P : Probabilité.
— E : Espérance.
— V ar : Variance.
— MSE : Erreur quadratique moyenne.
— AMSE : L’erreur quadratique moyenne asymptotique.
— MISE : L’erreur quadratique moyenne intégrée.
— k : La noyau.
— h : La fenêtre, ou paramètre de lissage.
— θ : Le paramètre de la distribution.
— µ : La moyenne de la population.
— S2 : La variance de l’échantillon.
— 1A : La fonction indicatrice de l’ensemble A.
— hopt : La fenêtre optimale.
— f (2) : La deuxième dérivée de f .
— AMSEopt : L’erreur quadratique moyenne asymptotique optimale.
— eff : L’efficacité d’un noyau par rapport au noyau d’Epanechnecov.
— Qn : Estimateur empirique de la fonction quantile.
— Q̃n : Estimateur à noyau de QX .
— θ̂ : Estimation de paramètre θ.
— F̂θ : L’estimation de la distribution de paramètre θ.
— F̂n : Estimateur de la fonction de répartition empirique.
— Q(1), Q(2) : Le premier et la deuxième dérivée de la fonction quantile.
— bopt : La fenêtre optimale asymptotique de Q

(2)
m .

— aopt : La fenêtre optimale asymptotique de Q
(1)
m .

— ĥopt : L’estimateur de la fenêtre optimale de l’estimateur Q̂n.
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Nonparametric estimation in statistics is one of the common and valid methods that lead
to satisfying results.
The main goal of our dissertation is to apply the non-parametric method to estimate the
quantile function using the kernel method which is characterized by the choice of the
kernel and the smoothing parameter, also called smoothing window. The choice of the
smoothing parameter is crucial for the local precision as well as for the global precision
of the estimator. At last, we enriched our work with a numerical application part, where
we made a comparison between the empirical estimator and the kernel estimator of the
quantile function.
Keywords: non-parametric estimation, quantile function, kernel method, simulations.

Abstract

L’estimation non paramétrique en statistique est l’une des méthodes courantes et valides
qui mènent à des résultats satisfaisants.
Le but principal de notre mémoire est d’appliquer la méthode non paramétrique pour
estimer la fonction quantile en utilisant la méthode du noyau qui est caractérisée par
le choix du noyau et du paramètre de lissage appelé aussi fenêtre de lissage. Le choix
du paramètre de lissage est crucial pour la précision locale ainsi que pour la précision
globale de l’estimateur. En fin de compte, nous avons enrichi notre travail avec une partie
d’application numérique, où nous avons fait une comparaison entre l’estimateur empirique
et l’estimateur à noyau de la fonction quantile.
Mots clés: estimation non paramétrique, fonction quantile, méthode du noyau,
simulations.
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