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رف .1 2ا

. ز ا ا ا وا ر ا را ا ا

ي ا ء ا 1 .1
1 .1 .1

d :X×X→ R+ X و ، X

وط[1] ا x,y,z ∈X
d(x,y)= 0 ⇐⇒ x=y .1

ة) ) d(x,y)=d(y,x) .2
( ) d(x,y)≤d(x,z)+d(z,y) .3

1 .1 .2
[1]X d (X,d) زوج اغ ، X

1 .1 .1 ل
d(x,y)= |x−y| و x,y ∈R

d(x,y)= 0⇔d(x,y)= |x−y|= 0⇔ x−y= 0⇔ x=y .1
d(x,y)= |x−y|= |−(y−x)|= |−1||y−x|= |y−x|=d(y,x) .2

d(x,y)= |x−y|= |x−z+z−y|≤ |x−z|+ |z−y|≤d(x,y)+d(y,z) .3

2



رف3 .1 ا

1 .1 .2 ل

d(x,y)=

 0 x=y,

1 x 6=y.

( ) d(x,y)= 0 ⇐⇒ x=y .1
.2 x 6=y⇒d(x,y)= 1=d(y,x) ( )

x=y⇒d(x,y)= 0=d(y,x) ( )
x=y= z (ا) .3

( ) d(x,y)≤d(x,z)+d(z,y)

0≤ 0+0

x=y 6= z (ب)
( ) 0≤ 1+1⇒ 0≤ 2

x 6=y= z (ج)
( ) 1≤ 1+0⇒ 1≤ 1

x 6=y 6= z (د)
( ) 1≤ 1+1⇒ 1≤ 2

1 .1 .3 ل
: d(x,y)= |1

x
− 1

y
| ∀x,y ∈R∗

d(x,y)= 0⇔ |1
x
− 1

y
|= 0⇔ 1

x
= 1

y
⇔ x=y .1

d(x,y)= |1
x
− 1

y
|= |(−1)(1

x
− 1

y
)|= |−1| | 1

y
− 1

x
|= | 1

y
− 1

x
|=d(y,x) .2

d(x,y)= |1
x
− 1

y
|= |1

x
− 1

z
+ 1

z
− 1

y
|≤ |1

x
− 1

z
|+|1

z
− 1

y
|=d(x,z)+d(z,y) .3

3



رف .1 4ا

1 .1 .4 ل
إذن: X d إذا R ا X σ(x,y)= ln(1+d(x,y))

σ(x,y)= 0⇔ ln(1+d(x,y))= 0⇔ 1+d(x,y)= 1⇔d(x,y)= 0⇔ .1
x=y

σ(x,y)= ln(1+d(x,y))= ln(1+d(x,y))=σ(x,y) .2
إذا: d أن .3

d(x,z)≤d(x,y)+d(y,z)

⇔ 1+d(x,z)≤ 1+d(x,y)+d(x,z)

⇔ 1+d(x,z)≤ 1+d(x,y)+d(x,z)+d(x,y)d(x,z)

⇔ 1+d(x,z)≤ (1+d(x,y))+(1+d(y,z))

⇔ ln(1+d(x,z))≤ ln(1+d(x,y))+ ln(1+d(y,z))

⇔σ(x,z)≤σ(x,y)+σ(y,z)

. σ و

ت ا 2 .1
2 .1 .1

ن، d2 و d1 ا أن ل ، X ا d2 و d1

:[1] ا ا x,y ∈X أ ن R∗
+ β و α دان و إذا

αd1(x,y)≤d2(x,y)≤βd1(x,y) (1)

4



رف5 .1 ا

1 .2 .1 ل
: d2وd1 ا X=]0,1[ ا ف

d1(x,y)= |x−y| x,y ∈X •
d2(x,y)= |1

x
− 1

y
| x,y ∈X •

ن: ا X1(x,d2) و X1(x,d1)

d1(x,y)= |x−y|≤ |x−y|

xy
= |1

x
− 1

y
|=d2(x,y)

رب ا :2 .1 .2
إذا X x ر X (xn)n≥1 ا إن ل ، ا (x,d)

[1]limn→∞d(xn,x)= 0

∀ϵ> 0,∃nϵ ≥ 1/∀n≥nϵ→d(xn,x)< ϵ

lim
n→∞xn= x : و

1 .2 .1
ودة. رب

ار ا 1 .2 .1
2 .1 .3

f ا أن ل Y X f و ا (Y,dY) ،(X,dx)

[1]: ا إذا X x0 ا

∀ϵ> 0 ∃σ> 0/(∀x ∈X/dX(x,x0)<σ)⇒dY(f(x),f(x0))< ϵ (2)

5



رف .1 6ا

اص
f(a) ر f(xn)n∈N ن a ر (xn)n≥1 •

م ار ا 2 .2 .1
م f ا ان ل Y X f و ا (Y,dY) و (X,dX)

: ا إذا X

∀ϵ> 0∃σ> 0/(∀x ′,x ′′ ∈X/dx(x
′,x ′′)<σ)⇒dY(f(x

′),f(x ′′))< ϵ (3)

1 .2 .2 ل
م. ة ـ و R ة .f(x)= x2 ا ا

:2 .1 .4
ن:[1] إذا ـ X (xn)n≥1 ا أن ل ي، ء (X,d)

∀ϵ> 0∃nϵ ≥ 1/∀n≥nϵ,∀m≥nϵ→d(xn,xm)< ϵ (4)

1 .2 .3 ل
(xn)n≥1 ا ف ]0,1[ dϵ ا ر إ dx و X=]0,1] (X,d) ء ا

xn=
1
n
,n≥ 1 :

d(xn,xm)= |
1

n
−

1

m
|
n,m→∞→ 0

ن: ر ـ (X,d) ا اغ ا ـ (xn) ا أن أي

lim
n→∞xn= 0 ∉]0,1[

6



رف7 .1 ا

1 .2 .2
ـ ي ء رب

ا ء ا 3 .2 .1
2 .1 .5

∥ . ∥ و K ا اغ X (X,∥ . ∥) زوج ا
[1]: X x,y أ R+ X

∀x ∈X,∥ x ∥= 0⇔ x= 0 .1
( ) ∀x ∈X,∀λ ∈K ∥ (λx) ∥= |λ| ∥ x ∥ .2

( ) ∀(x,y) ∈X ∥ (x+y) ∥≤∥ x ∥+ ∥y ∥ .3

1 .2 .4 ل
C([0,1],R) : ف ا ء

∥ f ∥∞= supx∈[0,1]|f|

∥ f ∥1=
∫1
0
|f(t)|dt

∥ f ∥2=
√∫1

0
|f(t)dt

: R R ∥ . ∥ ا ل

∥ x ∥=
√
x2
1
+x2

2
+ · · ·+x2n

ب ا 4 .2 .1
أو: [x,y]⊂U و ∀x,y ∈U أ U⊂R ا أن ل

∀x,y ∈U,∀t ∈ [0,1]→ tx+(1−t)y ∈U (5)

7



رف .1 8ا

1 .2 .5 ل

C= x1,x2,t=
1

2
,z=

x1+x2

2
∈C

(convexe) ا ا ا :2 .1 .6
[1]: ا ط ا إذا دا f :R→R ن . U ∈R

f(tx+(1−t)y)≤ tf(x)+(1−t)f(y) ∀x,y ∈U,t ∈ [0,1] (6)

1 .2 .6 ل f(x)= ex

f(x)= x ة ا دا

م ء 3 .1
3 .1 .1

ر إذا م (X,d) اغ ا أن ل ، ا (X,d)

[1].

1 .3 .1 ل
م (R,d) دي ا اغ ا .1

م اغ d(x,y)=
√∑n

i=1(xi−yi)2 (Rn,d) اغ ا .2

8



رف9 .1 ا

خ ء 4 .1
4 .1 .1

ـ أ إذا خ، اغ X إن ل ، ء (X,∥ . ∥)
ر

1
م ي اغ خ اغ

1 .4 .1 ل
خ ء (R,∥ . ∥) .1

خ. اغ Lp[a,b] اغ ا أي (C[a,b],∥ . ∥) اغ ا .2
ا ا Lp[a,b] اغ ا

fn(x)=


−1 x ∈ [−1, −1

n
]

nn x ∈ [−1
n
, 1
n
]

1 x ∈ [ 1
n
,1]

Lp[a,b] اغ ا ر ـ ـ

ا ا أ 5 .1
ي 1 .5 .1
5 .1 .1

أ ي y X f ا أن ل . ا (y,dy) و (X,dX)

9



رف .1 10ا
ط:[1] ا إذا (K ∈R∗

+)

∀x,∀y ∈X→dy(f(x),f(y))≤Kdx(x,y) (7)

1 .5 .1 ل
|f(x)−f(y)|= |

x

1+x
−

y

1+y
|

= |
x(1+x)−y(1+x)

(1+x)(1+y)
|

= |
x+xy−y+yx

(1+x)(1+y)
|=

|x−y|

(1+x)(1+y)
≤ |x−y|

R ي f إذن

2 .5 .1
5 .1 .2

0< k< 1 ن اذا ي f ن إذا [1] f ا أن ل

1 .5 .2 ل
f(x)= 3x+1 E=R

∀x,y ∈E |f(x)−f(y)|= |3x+1−3y−1|= |3x−3y|= 3|x−y|

K= 3 ن f إذن

2
ي f ⇐ f

10



رف11 .1 ا

ا ا 3 .5 .1
( ) :5 .1 .3

f(x0)= x0 [1]: إذا f :X→X,f و f ـ x ا أن ل

1 .5 .3 ل
0 و f(0) = 2×0= 0 ن f ـ x= 0 و x→ f(x) = 2x و f :R→R

1 .5 .1

ا ا ت 6 .1
Banach :1

: ∀x1,x2 ∈X T :X→X T و م ي ء (X,d)

d(Tx1,Tx2)≤ kd(x1,x2)∀x1,x2 ∈X (8)

و
0≤ k< 1

ة. وو f إذن

11



رف .1 12ا

(xn)n≥1, xn+1= Txnn≥ 0 ن.
(xn)n≥0

d(x1,x2)=d(Tx0,Tx1)≤ kd(x0,x1) •
d(x1,x2)≤ kd(x3,x1) •
d(x2,x3)≤ kd(x0,x1) •

d(x1,xn+1)≤ knd(x0,x1) •
•

d(x1,xn+p)≤d(xn,xn+1)+d(xn+1,xn+2)+ · · ·+d(xn+p+1,xn+p)

≤ (kn+kn+1+ · · ·kp+1)d(x0,x1)

≤ kn(1+k+k2+ · · ·kp+1)d(x0,x1)

≤ kn(
1−kp

1−k
)d(x0,x1)xn+1= Txn

: و
limxn+1= limTxn

T(limx1)= Tx0x∗
n= Tx∗

n

x∗
2 = Tx∗

2/d(x∗
1 ,x

∗
2)=d(Tx∗

1 ,Tx
∗
2)

≤ kd(x∗
1 ,x

∗
2)⇒ (1−k)d(x∗

1 ,x
∗
2)≤ 0⇒ x∗

1 = x∗
2

(9)

■

Brower :2
ا f إذن f :M→M f و ا M

.

12



رف13 .1 ا

(Mai-keeler) :3
ن: T :X→X م ي ء (X,d) أن ل

∀ϵ> 0 ∃σ> 0 : ϵ≤d(x,y)< ϵ+σ⇒d(T(x),T(y))< ϵ (10)

ة. وو T إذن

13
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9: BC

8
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ة ا ا ءات ا .2 16ا

. و ا ءات ا ا ا ف

ي ا ا ء ا 1 .2

1 .2 .1
R+ ) d :X×X→R+ دا d ي ء (X,d) أن ل .X 6=ϕ

[13]: ا وط ا d اذا ( ا اد ا إ
d(x,x)= 0 .1

d(x,y)≤d(x,z)+d(z,y) x,y,z ∈X .2

2 .1 .1 ل
ي ا ا (R,d) ∃d(x,y)= |x2−y2| d :R×R→R+

d(x,x)= |x2−x2|= 0 .1

d(x,y)= |x2−z2+z2−y2| ≤ |x2−z2|+ |z2−y2|

≤d(x,z)+d(z,y)
.2

ي ء ـ ي ء x 6=y ن إذا ا وي d(x,y) •

d(x,y)= |X2−y2|= 0⇒ x2−y2= 0⇒ x2=y2

 x=−1 x=±y
y= 1 إذن x 6=y

16



ة17 ا ا ءات ا .2 ا

2 .1 .1
) ا ـ و ي ء ي ء أي أن ا ا

(d(x,y)= 0⇔ x 6=y 1 ـ ا ط ا ا وط ا

2 .1 .2 ل
إذن: X d ا ا X=N∪O

d(0,n)= 1
n

n ∈N •
d(n,x)=n nو ∈N nو 6= x •

d(n,n)= 0 و x ∈X •
ا ا ي ء ـ و d(0,2) 6= d(2,0) ن ي ء (x,d) إذن

ا ا ف ول ا ط ا أن
y 6= z و x 6= y أن ض ا ا ن z= y و x= z d(x,y)≥d(x,z)+d(z,y)و

إذا y 6= 0 و x= 0 ن إذا

2 .1 .3 ل
و ي ء ا إذن ا دا ن f : X → [0,1] f ا وا X

q(x,y)=max {f(y)−f(x),0} x,y ∈X

1.
(ΦM1)d(x,x)= 0⇔q(x,x) =max {f(x)−f(x)}= 0

=max {0,0}= 0

17



ة ا ا ءات ا .2 18ا

2.
(ΦM2)d(x,y)≤d(x,z)+d(z,y)

q(x,y)=max {f(y)−f(z)+f(z)−f(y),0}

≤max {f(y)−f(z),0}+max {f(z)−f(y),0}

≤q(y,z)+q(z,x)

max (a+b)≤max (a)+max (b) ن:

1 .2 .2
[13] ن: اذا x ∈X و x رب xn أن ل ي. ء (X,d)

lim
n→∞ d(xn,x)= lim

n→∞ (x,xn)= 0 (1)

1 .2 .3
ϵ > 0 ن إذا X (xn) أن ل و ي ء (X,d)

ن:[13] ∀n≥m>N(ϵ) N=N(ϵ)
d(xn,xm)< ϵ ∀n≥m>N

d(xn,xm)< ϵ ∀m>n>N

d(xn,xm)< ϵ ∀n>N

(2)

ا ي ا ء ا 2 .2
2 .2 .1

[11]: ن إذا P :X×X→R+ ي ء (X,P) أ ل X 6=ϕ

18



ة19 ا ا ءات ا .2 ا
P(x,y)=p(y,x) ة) ) .1

0≤P(x,x)=P(x,y)=P(y,y) إذا .2
x=yن

P(x,x)≤P(x,y) .3
P(x,z)+P(y,y)≤P(x,y)+P(y,z) ( ا ) .4

2 .2 .1 ل
(R, |.|) ء ا ي ء ([0,1], |.|) ء ا

2 .2 .2 ل
ي ء P(x,y)=max {x,y} و (R+,P) ا

dP(x,y)= |x−y|

dP(x,y)= |x−y|= |(−1)(y−x)|= |−1||y−x|=dP(y,x) .1
dP(x,y)=dP(y,x) إذن

dP(x,x)= |x−x|= 0⇒dP(x,y)= |x−y|= 0 .2
x=y إذن

dP(x,y)= |x−y|≥ 0→P(x,x) .3
dP(x,x)=dP(x,y) إذن

P(x,z)+P(y,y)≤P(x,y)+P(y,z) .4
dP(x,y)= |x−y|= |x−y+y−z|≤ |x−y|+ |y−z|

dP(x,z)≤dP(x,y)+dP(y,z)

. ي ء و

19



ة ا ا ءات ا .2 20ا

2 .2 .2
x ∈X و x ر xn ا أن ل ، (X,P) ي ء (xn) ا

[13] إذا و إذا

P(x,x)= lim
n→∞ P(x,xn) (3)

2 .2 .3
دة ا إذا ـ ا أن ل ، (X,P) ي ء (xn) ا

lim
n,m→∞ P(xn,xm) (4)

2 .2 .4
x رب xn إذا م ي ء (X,P) أن ل

P(x,x)= lim
n,m→∞ P(xn,xm) (5)

ا ي ا ا ء ا 3 .2
3 .2 .1

: q :X×X→R+ : دا q و X 6=; رة
1. x=y ن 0≤q(x,x)=q(x,y)=q(y,y) إذا ة) )
2. q(x,x)≤q(y,x)

3. q(x,x)≤q(x,y)

20



ة21 ا ا ءات ا .2 ا
4. q(x,z)+q(y,y)≤q(x,y)+q(y,z) و x,y,z ∈X ( ا )

3 .2 .2
إذا x ∈Xx رب xn ا أن ل و (QPM) ي ء (X,q)

إذا و

q(x,x)= lim
n→∞q(x,xn)= lim

n→∞q(xn,x) (6)

و
3 .2 .3

و xm ⊂X و x رب xn اذا ي ء (X,q)

q(x,x)= lim
n,m→∞q(xn,xm)= lim

n,m→∞q(xm,xn) (7)

21
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ة ا ا ءات ا ا ا .3 24ا

ا و ي، ا ء ا ا ة ا ءات ا ا ا در
أ وأ ة، ا ءات ا ه ي ا ء ا ا ن ن إذا

ءات ا ا ا ت ا ا رس ف إذا . ا ا ت ا
. ا

ا ي ا ء ا 1 .3

ا ي ا ء ا خ ا ا :1
X ء ا 0≤ k< 1 دا f و م، ء (X,p) ء ا

أي:

∀x,y ∈X : p(f(x),f(y))≤ kp(x,y) (1)

: ن
f(α)=α α ة و f ا ا .1

p(α,α)= 0 .2

: ن.

∀x,y ∈X : p(x,y)=p(y,x) (2)

(X,p) ء ا (fnx)n∈N ا أن ت n >m را

fn(x)=

 x n= 0

f(fn−1(x)) n> 0
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ة25 ا ا ءات ا ا ا .3 ا

د n>m و ، X x

p(fn(x),fm(x)) ≤ p(fn(x),fn−1(x))+

+p(fn−1(x),fm(x))−p(fn−1(x),fn−1(x))
(3)

ا أن أ ا ي ا ء ا ا ا ل
: ا

p(fj(x),fj(x))≤ kp(fj−1(x),fj−1(x)) · · ·
≤ kjp(x,y)

(4)

: ن إذن

p(f(x),fn−1(x))=p(fn−1(f(x)),fn−1(x))≤ kn−1p(f(x),x) (5)

: (1) إ و

p(fn−1(x),fm(x))≤ kn−1p(f(x),x)

+p(fn−1(x),fm(x))−p(fn−1(x),fn−1(x))

≤ kn−1p(f(x),x)+p(fn−1(x),fm(x))

(6)

ن

(p(fn−1(x),fn−1(x)))≥ 0

: و

p(fn−1(x),fm(x))≤ kn−2p(f(x),x)+p(fn−2(x),fm(x))
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ة ا ا ءات ا ا ا .3 26ا

: أو

p(fn−j(x),fm(x))≤ kn−j−1p(f(x),x)+p(fn−j−1(x),fm(x)) (7)

: 2 ا ا و n− j>m

p(fn(x),fm(x))≤ kn−1p(f(x),x)+kn−2p(f(x),x)+ · · ·
· · ·+kmp(f(x),x)+p(fm(x),fm(x))

≤ (kn−1+kn−2+ · · ·+km)p(f(x),x)+p(fm(x),fm(x))

≤ km(kn−m−1+kn−m−2+ · · ·+1)p(f(x),x)+kmp(x,x)

≤ km(1+k+k2+ · · ·)p(f(x),x)+kmp(x,x)

( ا ا ع ي ا 1+k+k2+ · · ·= 1
1−k

ن 0≤ k< 1 أن )

≤ kn(
1

1−k
)p(f(x),x)+p(x,x)) (8)

: و kn→ 0 ن n,m→+∞
lim

n,m→0
p(fn(x),fm(x))≤ 0⇒ lim

n,m→0
p(fn(x),fm(x))= 0 (9)

(X,p) م ا ء ا (fn(x))n∈N ا و
: و

∃α ∈X : lim
n→∞fn(x)=α (10)

أ ن و
p(α,α)=p( lim

n→∞fn(x), lim
m→∞fm(x))

= lim
n,m→∞p(fn(x),fm(x))= 0

(11)
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ة27 ا ا ءات ا ا ا .3 ا

ا ب ء ا إذن
f(α)=α أن

p(f(α),f(α))≤ kp(α,α)= 0⇒p(f(α),f(α))= 0

p(f(α),α)≤p(f(α),fn(α))+p(fn(α),α)−p(fn(α),fm(α))

≤ kp(α,fn−1(α))+p(fn(α),α)

و
p(f(α),α)≤ lim

n→∞kp(α,fn−1(α))+p(fn(α),α)

= kp(α,α)+p(α,α)

= 0

p(f(α),α)= 0 أي:
p(f(α),α)=p(α,α)=p(f(α),f(α)) إذن:

f(α)=α ي: ا ا ء ول ا ط ا و
■

ا ي ا ا ء ا 2 .3
: ا ا

ار :2 .3 .1
ا ار T :X→X ا و x ∈X وا X [13]

O(x) = (Tnx)n∈N : n ∈N ا ا O(x) ـ ا T x

:

Tn(x)=

 x n= 0

T(Tn−1(x)) n> 0
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: ا ا
ا ا :2

ات ا ن ،إذن T : X→X وا ا ي ا ا ء ا (X,q)
: ا

φ : X→R+ .1
رب x ∈X أ إذا و إذا q(x,Tx)≤φ(x)−φ(Tx) , ∀x ∈X

: ا ∑∞ا
n=0

q(Tnx,Tn+1x)

q(x,Tx)≤φ(x)−φ(Tx) , ∀x ∈O(x) : φ : X→R+ .2
: ا ا رب x ∈O(x) أ و إذا

∞∑
n=0

q(Tnx,Tn+1x)

(1) أ ن.
: ا ام ا •

(xn)n∈N ا ف q(x,Tx)≤φ(x)−φ(Tx) أن ض و x ∈X
:

x0= x ,xn+1= Txn= Tn+1x= Tn+1x0 (12)

:

Sn=
∞∑
n=0

q(xn,xn+1)=
∞∑
n=0

q(Tkx0,T
k−1x0) (13)

ن إذن
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ة29 ا ا ءات ا ا ا .3 ا

Sn+1−Sn=q(xn+1,xn+2)≥ 0 (14)

أ ة ا (Sn)n∈N و

Sn=
∞∑
n=0

q(Tkx0,T
k−1x0)

≤
∞∑
n=0

φ(Tkx0)−φ(Tk+1x0)

= [φ(x0)−φ(Tx0)]+[φ(Tx0)−φ(T 2x0)]+ · · ·+[φ(Tnx0)−φ(Tn+1x0)]

=φ(x0)−φ(Tn+1x0)

≤φ(x0)

: ا أن ي وا ، ر (Sn)n∈N ا أن أي ، ا ودة (Sn) و

ر
∞∑
n=0

q(Tnx,Tn+1x) (15)

ا ام ا •
. ر ∑∞

n=0q(T
nx,Tn+1x) x ∈X

ف

φ(x)=
∞∑
n=0

q(Tnx,Tn+1x), Sn(x)=
∞∑
n=0

q(Tkx,Tk+1x)

(Tx)=
∞∑
n=0

q(Tn+1x,Tn+2x), Sn(Tx)=
∞∑
n=0

q(Tk+1x,Tk+2x)
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ة ا ا ءات ا ا ا .3 30ا

: ا ت ا ل

Sn(x)−Sn(Tx)=
∞∑
n=0

q(Tkx,Tk+1x)−
∞∑
n=0

q(Tk+1x,Tk+2x)

=q(x,Tx)−q(Tk+1x,Tk+2x)

(16)

أن: ر ∑∞
n=0q(T

nx,Tn+1x) أن و

lim
n→∞q(Tnx,Tn+1x)= 0 و lim

n→∞Sn(x)=φ(x)

(16) ا →∞ ا ب

lim
n→∞Sn(x)−Sn(Tx)= lim

n→∞q(x,Tx)−q(Tn+1x,Tn+2x)

أي:

φ(x)−φ(Tx)=q(x,Tx) (17)

ا ت إ ن و (1) ا أن أ ا ام ا أن أي
(2)

■

3 .2 .1 ل
ء ا وط (X,q) أن ا q(x,y)= |x−y|+ |x| و X= [0,1]

q(0,1)= 1 6= 2=q(1,0) ي: ء أ ي، ا ا
: T : X → X ا ف q(1,1) = 1 6= 0 ي: ء أ

: . ر ∑∞
n=0q(T

nx,Tn+1x) ا إذن T(x)= 1
2
x

30



ة31 ا ا ءات ا ا ا .3 ا

∞∑
n=0

q(Tnx,Tn+1x)=
∞∑
n=0

q(
x

2n
,

x

2n+1
)

=
∞∑
n=0

|
x

2n
−

x

2n+1
|+ |

x

2n
|

=
∞∑
n=0

x

2n+1
+

x

2n

=
∞∑
n=0

3x

2n+1

= 3x

∞∑
n=0

1

2n+1

= 3x
1

2

1

1− 1
2

φ : X→R∗ أ أي (2) ا وط و
φ(x)= 3x φ رة و q(x,Tx)≤φ(x)−φ(Tx)

: ا ا
2 .3 .2

ا اري −T G أن ل G : X→R+ ا [13]
: O(x) (xn)n∈N أ ن إذا ، x

lim
n→∞xn= z⇒G(z)≤ liminf

n→∞ G(xn) (18)

T : X→X ار O(x)

ا ا ءات ا ت ا ط ا د وط م ا ا
3

و R : X→ Y و T : X→X و ءات (T,q) و (X,q)
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ة ا ا ءات ا ا ا .3 32ا
c> 0 و x ∈X و إذا φ : R(X)→R+

max{q(x,Tx),cq(Rx,RTx)}≤φ(Rx)−φ(RTx) (19)

: ا ا ن x ∈O(x) أ
∃z ∈X : limn→∞Tnx= z .1

اري −T G(x)=q(x,Tx) ن إذا و إذا Tz= z .2
x ا

q(x,Tnx)≤φ(Rx) .3
q(x,z)≤φ(Rx) إذن ، z ∈O(x) أ ة x→q(z,x) ا ا إذا .4

q(Tnx,z)≤φ(RTnx) و

(1) ن • ن.
أن x0= x,xn+1= Txn= Tn+1x0 : (xn)n∈N ا ف x ∈X

q ـ ا ا ل x ∈X

q(xn,xn+2)≤q(xn,xn+1)+q(xn+1,xn+2)−q(xn+1,xn+2)

≤q(xn,xn+1)+q(xn+1,xn+2)

و
q(xn,xn+3)≤q(xn,xn+1)+q(xn+2,xn+3)−q(xn+2,xn+3)

≤q(xn,xn+1)+q(xn+2,xn+3)

≤q(xn,xn+1)+q(xn+1,xn+2)+q(xn+2,xn+3)
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: و
(20)

q(xn,xm)≤q(xn,xn+1)+q(xn+2,xn+3)+ · · ·+q(xm−1,xm)

=q(Tnx,Tn+1x)+q(Tn+1x,xTn+2)+ · · ·+q(Tm−1x,Tmx)

=
m−1∑
k=n

q(Tk,Tn+1x)

: 19 Sn(x)=
∑n

k=0q(T
kx,Tk+1x) m>n

q(Tkx,Tk+1x)≤max{q(Tkx,Tk+1x),cq(RTkx,RTk+1x)}

≤φ(RTkx)φ(RTk+1x), ∀k ∈N
(21)

م ا و

Sn(x)≤
n∑

k=0

φ(RTkx)φ(RTk+1x)

= [φ(Rx)−φ(RTx)]+[φ(TRx)−φ(RT 2x)]+ · · ·+[φ(RTnx)−φ(RTn+1x)]

=φ(Rx)−φ(RTn+1x)

≤φ(Rx)

ة، ا أ و ا ودة (Sn)n∈N إذن

Sn+1(x)−Sn(x)=
n+1∑
k=0

q(Tk,Tk+1x)−
n∑

k=0

q(Tk,Tk+1x)

=q(Tn+1,Tn+2x)≥ 0

ا ر ∑∞
0 q(Tn,Tn+1x) وره ي وا ر (Sn)n∈N و
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ة ا ا ءات ا ا ا .3 34ا

(20) ا n,m→∞
lim

n,m→∞q(xn,xm)≤ lim
n,m→∞

m−1∑
k=n

q(Tkx,Tk+1x)

= lim
n,m→∞Sm−1(x)−Sn(x)

= 0

(xn)n∈N ا أن limn,m→∞q(xm,xn) = 0 : و
(X,dq) ء (X,q) أن و (X,q) ء ا

م ء أ

∃z ∈X lim
n→∞dq(T

nx,z)= 0⇔ ∃z ∈X lim
n→∞Tnx= z (22)

(1) ن ا ا و
q(Tnx,Tn+1x)= 0 ذ إ

:
lim
n→∞q(Tnx,Tn+1x)=q(z,z)= 0

ا ام ا (2) ن •
xn→ z (xn)n∈N ⊂O(x) و z= Tz أن ض

:

dp(z,xn)= 0⇔q(z,z)= lim
n→∞q(z,xn)= lim

n,m→∞q(xn,xn) (23)

: و

G(z)=q(z,Tz)=q(z,z)≤ liminf
n→∞ q(xn,Txn)

= liminf
n→∞ G(xn)

(24)
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: ا ام ا x اري −T G أن ا و
،إذن xn= Txn→ z و x اري −T G أن ض

0≤q(z,Tz)=G(z)≤ liminf
n→∞ G(xn)

= liminf
n→∞ q(Tnx,Tn+1x)

= liminf
n→∞ q(xn,xn+1)

=q(z,z)= 0

.(2) ن ا و z= Tz و
(3) ن •

20 ا ل
(25)

q(x,Tnx)≤q(x,Tx)+q(Tx,T 2x)+ · · ·+q(Tn−1x,Tnx)

≤ [φ(Rx)−φ(RTx)]+[φ(TRx)−φ(RT 2x)]+ · · · [φ(Tn−1Rx)−φ(RTnx)]

=φ(Rx)−φ(RTnx)

≤φ(Rx)

(4) ن •
q(x,z) = limn→∞q(x,Tnx) ≤ : (25) ا n → ∞ ا ب

m>n (20) ا و limn→∞φ(Rx)=φ(Rx)

q(xn,xn)≤
n−1∑
k=n

q(Tkx,Tk+1x)

≤
n−1∑
k=n

φ(RTkx)−φ(RTk+1x)

=φ(RTnx)−φ(RTmx)

≤φ(RTnx)

(26)
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ة ا ا ءات ا ا ا .3 36ا

m→∞ ا
q(xn,z)= lim

m→∞q(xn,xm)

≤φ(RTnx)

■

(3) ا ت ا ا
1

أن ض φ : X→ R+ و T : X→ X ـ و م ي ء (X,q)

∃x ∈X

∀x ∈O(x) ,q(x,Tx)≤φ(x)−φ(Tx) (27)

ا ن
∃z ∈X : limn→∞Tnx= z .1

اري −T G(x)=q(x,Tx) إذا و إذا Tz= z .2
(qx,Tnx)≤φ(x) .3

z ∈O(x) أ ة y→q(z,y) ا ا إذا .4
q(Tnx,z)≤φ(Tnx) و q(x,z)≤φ(x) ن

■ (3) ا c= 1 و R= Id و y= x ن.

2
T :X→X ا أن ض 0 < k < 1 و م ي ء (X,q)
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ن x ∈X وا

∀x ∈O(x) :q(Tx,T 2x)≤Kq(x,Tx) (28)

ا إذن
limn→∞Tnx= z .1

اري −T G(x)=q(x,Tx) إذا و إذا Tz= z .2
q(x,Tnx)≤ 1

1−K
q(x,Tx) .3

■ x ∈O(x) أ φ(x)= 1
1−K

q(x,Tx) ن.
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ـــــ
ي ا ا ء ا ا ا ا م إ ا ن

. ا ا ا ع ا ا إذ ، ا ي ا ء وا ا
و ي ا ء ا ا ر ا اض إ و

ا ي ا ء ا ة ا ا ءات ا ا و
ءات، ا ه ا ا ا ور ا ي ا ا ء وا

ءات. ا ه ا ة ا ت ا أ
، ؤ ـ أ وأ ا ا و

وو ءات ا ه ا ا ءات ا أ أ
. دة" "ا و

ل ـ ا إ ا ى ا ل ا إن
ا زت و دو ب ا وا إ ص ا ا

وام ا ا إ ، أ ا و ا
ا م ا ام ـ ا ء وا ة ا إ د ا ا و

و ت ا اء وأ ن ا ر ا ا ا
ا. ا ا م ا
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 ملخص: ال
 الهدف من هذا العمل هو إيجاد نقاط ثابتة مشتركة التي تحقق شروطا معينة في الفضاء الشبه المتري الجزئي

والفضاء المتري الجزئي، تم عرض بعض نتائج نظرية النقطة الثابتة لبناخ، وانتهينا من التعميمات حول  

 ة الجديد وجود نقطة "ثابتة" في الفضاءات 

المتري   لفضاءا،  لفضاء الشبه المتري الجزئيا،  يالفضاء الشبه المتر، ثابتة  ةط نقال: الكلمات المفتاحية

 ناخ ب  نظرية، الجزئي

 

Abstract: 
The goal of this work is to find common fixed points that satisfy certain conditions 

in the quasi-metric space and the partial metric space. Some results of Banach's 

fixed point theorem were presented, and we finished with generalizations about the 

existence of a fixed point in the new spaces. 

Keywords: Fixed point, quasi-metric space, partial metric space, partial quasi-

metric space, Banach theorem. 

 

Résumé : 
Le but de ce travail est de trouver des points fixes communs qui satisfont certaines 

conditions dans l'espace quasi-métrique et l'espace métrique partiel. Quelques 

résultats du théorème du point fixe de Banach ont été présentés, et nous avons 

terminé par des généralisations sur l'existence d'un point « fixe » dans les 

nouveaux espaces. 

Mot clés : Point fixe, espace quasi-métrique, espace métrique partiel, espace quasi-

métrique partiel, théorème de Banach. 




