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وّگڎߌߵ ୍ଲނ
أًި رواه "Մ៰Ղا ୍ଲ૰૏ ቕረ اܳٷ؇س ୍ଲ૰૏ ቕረ ݆݁" وݿ޺޾ ༟ܹ٭۬ Մ៰Ղا আॻݬ Մ៰Ղا رݿިل ڢ؇ل

اࠍ੅ڎري. ݿأ٭ڎ
ᄩᄟ ๤ཇ৖৑ل۹ و༡ڎه Մ៰Ղا ৖৑إ ᄩᄟإ৖৑ أن وዝ๑ฺڎ وᎂ݁ٺٷ؇َ۬ ّިڣ٭گ۬ আॻ༟ Մ៰Ղ ୍ଲواܳލ إۋފ؇َ۬ আॻ༟ Մ៰Ղ ا৵৥ৠڎ
ّިڣ٭گ۬ আॻ༟ ሌᇿ؇وّأ َ۬؇༲ݿٴ Մ៰Ղا ୍ଲނ ًأڎ ᄩᄟިورݿ ؜ٴڎه ᆇ୚୘ڎ وཹྟ٭ٷ؇ ݿ٭ڎَ؇ أن وዝ๑ฺڎ ܳލ؊َ۬ ّأޙ٭݄؇
ඔ൹݁৙৑ا ᆇ୚୘ڎ ሒᇚوزو દઊ߳اܳأݞߌ દઊᄴᄟاܳިا ሌᇿإ ୍ଲاܳލ لܭ ෠ຳݞ أّگڎم اৎ৊ٺިاݪؕ اܳٴۜت ۱ڍا ஓ஄৕৑؇م ܳٷ؇
݁ފଫଃة ሒᇭ ሒᇃڎو༟؇ݿ દઊᄳᄟا ا৙৑ݬڎڢ؇ء ႟၍ ሌᇿᎂو اಣಕᕬ৕৑ݠار আॻ༟ ሒᇃިأ෠ஙو ሒᇃިَ؇༟أ દઊᄳᄟا ݁ٷݱިري
๤ཇ؆࿓اڣ۬ มฃڣ๤ཇ ݆݁ ሌᇿإ لܭ اࠍ੊ݞ ୍ଲܳލ؇ً ۬༥ިّأ პაႰ واܳٴۜت اࠍ੊؇݁أ٭۰ اᄴᄟراݿ۰ وპაႰᎂل واܳٷ༶؇ح اܳأ޺޾
ଫଃاܳـܝٴ ًݱଫଊه ۋگ۬ لڰ؇ف۬ ؆࿓ اܳٴۜت ۱ڍا රඞوف ّܝࠕࠫ ݆ܳ اᄳᄟي ሒᇭڢݠ ᆇᅦ؇رة اᄴᄟ܋ٺިر มจොຳ আॻ༟
ਵਦً؇ح ڢ؇ݬڎي ࠍ੊؇݁أ۰ ݁ިݬިل ୍ଲواܳލ اܳٴۜت ۱ڍا ܳٺگ٭ࡗࡲ اৎ৊ٷ؇ڢލ۰ ࠯࠵࠾ٷ۰ ݁ިݬިل ୍ଲواܳލ ،ঌॻ༟
ೞಱڢݠ ݆݁ ሒᇃڎ༟؇ݿ ݆݁ ႟၍ ሌᇿإ واܳٺگڎߌߵ ୍ଲاܳލ ෛຳ؇ܳݧ ۬༥ިਐ಻ პაႰ ل؇ݪ٭؇ت ීෂا ྾ཏڢ أݿ؇ࣁࣕة ႟ၽܳو

اܳأ݄ܭ. ۱ڍا وஓ஄ᎂ؇م إ෠ຶ؇ز আॻ༟ وًأ٭ڎ



ا۱৕৑ڎاء
ாணࣕك ࢻ ৖৑إ ا࠯࠵࠺ޙ؇ت و৖৑ّޚ٭ص ًޚ؇؜ٺ۹ ৖৑إ اዛዊܳ؇ر و৖৑لޚ٭ص ଲ૰૖୍ك ৖৑إ اይዧ٭ܭ لޚ٭ص ৖৑ إ୒ୖ޶
ᄭᄟ؇ීݿෂا ًܹؐ ݆݁ ሌᇿإ "ᄩᄟఈః༥ ༥ܭ Մ៰Ղا" ۹ਐಱߓߵؤ ৖৑إ اࠍ੊ٷ۰ ّޚ٭ص ৖৑و ًأڰިك ৖৑إ اරඝ৚৑ة و৖৑ّޚ٭ص
ሌᇿإ وݿ޺޾" ༟ܹ٭۬ Մ៰Ղا আॻݬ ᆇ୚୘ڎ "ݿ٭ڎَ؇ ඔ൹ৎ৊؇اܳأ وَިر ۰ᆇᅵීෂا ॷॖर ሌᇿإ ۰݁৙৑ا وَݱں ۰َ؇݁৙৑ا وأدى
ሒᆞఈః݁ ሌᇿإ اܳأݞߌ߳" "واᄴᄟي ሌᇿإ إਐ಻ޙ؇ر ࢻࣖون اܳأޚ؇ء มฃగఒ༟ ݆݁ ሌᇿإ واܳިڢ؇ر ً؇୒ୖ٭ٴ۰ Մ៰Ղا ᄩᄥၯ၍ ݆݁
؜݆ ّأٴଫଃا اৎ৊ٺިاݪؕ اܳٴۜت ۱ڍا أ۱ڎي اࠍ੆ٴ྘ٴ۰" ሒᇧأ" اࠍ੆ٷ؇ن ปฃ݁أ ሌᇿإ اࠍ੆ص ปฃ݁أ ሌᇿإ اࠍ੆٭؇ة ሒᇭ
ሒᇆڎ༥ اࠍ੆٭؇ة ሒᇭ มฆرڣ٭گ ሌᇿإ "ሒᇿ؇اܳ؞ ሒᇚزو" اܳأగఒ޶ ሒᇖި݄ޗ أۋگݑ ሒᆞ ॷॖर؇༥ ሌᇿإ ܳިڢިڣ۬ ᄩᄟ ނଲ୍ي

ᆇᅦݠك. ሒᇭ Մ៰Ղا أޗ؇ل اܳ؞؇ܳ٭۰
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݁گڎ۰݁
ل۰ ଫଐৎ৊ا اܳڰݯ؇ءات ᆇᆅ৙৑٭۰ َޙݠا 1906 ۬૰૏ڣݠ ๴๎ฺاܳڰݠ ๴ཚ؇ل ීෂا ቕረ؇اܳأ ሌᇿإ اଫଐৎ৊ي اܳڰݯ؇ء لژ ّأݠ لأިد
ل۰ ଫଐৎ৊ا اܳڰݯ؇ءات ݁ټܭ "اࠍ੊ڎࢴࣖة" ل۰ ଫଐৎ৊ا اܳڰݯ؇ءات ݆݁ اܳأڎࢴࣖ ඔ൹واܳٴ؇ۋټ اܳأగఒ؇ء ݆݁ اܳأڎࢴࣖ وݪؕ ڣگڎ
اܳڰݯ؇ءات ሌᇿإ ل۰ ଫଐৎ৊ا اܳڰݯ؇ءات ݆݁ ً؇َ؇خ اპაჂَ৖৑ش ݁ٴڎأ ووݿؕ 1990 ༟؇م ݁؇ਃುިن ڢڎ݁۬ ڢڎ มฆܳا ۰ਃಮݞ੊اࠍ
ዻዧᄔცو (Quasi-Metric Space) اଫଐৎ৊ي ނٴ۬ اܳڰݯ؇ء ዻዧᄔცو (Partial Metric Space) ۰ਃಮݞ੊اࠍ ل۰ ଫଐৎ৊ا
ሒሃو ๤དྷ؜ اܳٺ؇ݿؕ اܳگݠن රඝآ ሒᇭ ޖ۳ݠت มฆܳا ۰ਐಸ؇اܳټ اܳٷگޚ۰ ل۰ َޙݠ ቕሹّگڎ ቕ቉، (Quasi Partial Metric)

اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰. اৎ৊أ؇د৖৑ت ሒᇭ ༠؇ݬ۰ وۋ٭ڎ ༡ܭ ووۏިد اৎ৊ٺگ؇ر۰ً اࠍ੆ߺࠊل আॻ༟ ይዧأټިر ૭૜ٺ༱ڎم
۰ਃ಻ڎا༡و وۏިد ොູگ٭ݑ ݆݁ Banach ஓ஄ܝ݆ ، 1922 ༟؇م ሒᇭ (Banach) أᆇᅦ؇ل ఈః༠ل ݆݁ ۬ෛຬر؇ّ ࢻࣖأ
ّأ݄٭݄؇ت ّأݠف มฆܳا ۰ਐಸ؇اܳټ اܳٷگ؇ط ݆݁ රඝآ َިع و۱ٷ؇ك ،ᄭᄥ݁Ⴄ၍ ଫଐ݁ي ڣݯ؇ء ሒᇭ პაჂَఇዳዧش ۰ਐಸ؇اܳټ اܳٷگޚ۰
إ૰૙؇ء أ༥ܭ ݆݁ ༟؇م ႟ၽ૰૖ اܳٺޚٴ٭گ؇ت ݆݁ ۰ਃಮ؇਍ು ᄎცଫଐ݁ލ ۰ਐಸ؇ٔ َگޚ۰ ް݄૭૏؇݁ و۱ި اଫଐৎ৊ي ނٴ۬ اܳڰݯ؇ء

ل۰. واಣಕᕬ৖৑ݠار اৎ৊ڎروݿ۰ اܳٺޚٴ٭گ؇ت ඔ൹ً ਊಾ؇دܳ٭۰ ఈః༟ڢ۰ আॻ༟ ᄎცଫଐ݁ލ ل۰ ଫଐ݁ ۰ਐಸ؇ٔ َگޚ۰
اܳٷگޚ۰ ألݯ؇ وࢾࣖرس ل۰ ଫଐৎ৊ا اܳڰݯ؇ءات ݆݁ اৎ৊أ۰݄݄ اࠍ੊ڎࢴࣖة اܳڰݯ؇ءات دراݿ۰ ި۱ ᄭᄟ؇ීݿෂا ۱ڍه ሒᇭ ۱ڎڣٷ؇

ܳٴٷ؇خ. ۰ਐಸ؇اܳټ اܳٷگޚ۰ ل۰ َޙݠ وّأ݄ࡗࡲ اࠍ੊ڎࢴࣖة اܳڰݯ؇ءات ሒᇭ ۰ਐಸ؇اܳټ
ڣݱިل: ۰ٔఈఃٔ ሌᇿإ اৎ৊ڍாணة ۱ڍه ྾ཏگ਍ಾو

ሌᇿإ ً؇৕৑ݪ؇ڣ۰ اܳأ݄ܭ ۱ڍا ሒᇭ ༟؇૭૜ڎَ؇ มฆܳا ༇຀؇واܳٷٺ واৎ৊ڰ؇۱ࡗࡲ لڰ؇ت ይዧٺأݠ ෛ੼ݱݧ ا৙৑ول، اܳڰݱܭ •
.۰ਐಸ؇اܳټ اܳٷگޚ۰ ل؇ت َޙݠ وًأݥ ل۰ ଫଐৎ৊ا اܳڰݯ؇ءات

ሒᆶݞ੊اࠍ اଫଐৎ৊ي اܳڰݯ؇ء ݁ټܭ اࠍ੊ڎࢴࣖة ل۰ ଫଐৎ৊ا اܳڰݯ؇ءات ًأݥ আॻ༟ ይዧٺأݠف ෛ੼ݱݧ ،ሒᇃ؇اܳټ اܳڰݱܭ •
.ሒᆶݞ੊اࠍ اܳލٴ۬ اଫଐৎ৊ي واܳڰݯ؇ء اଫଐৎ৊ي اܳލٴ۬ واܳڰݯ؇ء

اଫଐৎ৊ي اܳލٴ۬ واܳڰݯ؇ء ሒᆶݞ੊اࠍ اଫଐৎ৊ي اܳڰݯ؇ء ሒᇭ ۰ਐಸ؇اܳټ اܳٷگޚ۰ ل۰ َޙݠ ྲྀྟٷ؇ء ᆇᅪٷ؇ اܳټ؇ܳت، اܳڰݱܭ •
.ሒᆶݞ੊اࠍ



اॊूول اڤءۢڞ
; ؓץڪמ١ ڲո֔رف <
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ڢٴܹ٭۰ ݁أ؇رف .1 2اܳڰݱܭ

ᆇᅦܹٷ؇. ا෠ຶ؇ز ሒᇭ ༟؇૭૜ڎَ؇ มฆܳا ۰݄۳ৎ৊ا ๤ཛྷ؇واܳأٷ اܳٺأ؇رلژ ًأݥ ᄴᄟراݿ۰ اܳڰݱܭ ۱ڍا ෛຬݱݧ

اજઁिऻي اڤءո۠ء 1 .1
1 .1 .1 ؉ֵ ׂ֔ۑ

݆݁ ොຬگݑ d :X×X→ R+ ݆݁ ّޚٴ٭ݑ ႟၍ X আॻ༟ ݁ފ؇ڣ۰ و૭૙݄޶ ༠؇ܳ٭۰، ଫଃ༚ ۰༟ިᆇ୞୘ X ܳٺܝ݆
ا๤དྷܳوط[1] x,y,z ∈X ᆇᅹ٭ؕ

d(x,y)= 0 ⇐⇒ x=y .1
(݁ٺٷ؇ޖݠة) d(x,y)=d(y,x) .2

݁ټܹټ٭۰) (ఈః༟ڢ۰ d(x,y)≤d(x,z)+d(z,y) .3

1 .1 .2 ؉ֵ ׂ֔ۑ
[1]X ሒᇭ ݁ފ؇ڣ۰ d ۋ٭ت (X,d) زوج ႟၍ ل؇ ଫଐ݁ ڣݠاغ ް݄૭૏ ༠؇ܳ٭۰، ଫଃ༚ ۰༟ިᆇ୞୘ X ܳٺܝ݆

1 .1 .1 ڲ׭ոل
d(x,y)= |x−y| و x,y ∈R ܳ٭ܝ݆

d(x,y)= 0⇔d(x,y)= |x−y|= 0⇔ x−y= 0⇔ x=y .1
d(x,y)= |x−y|= |−(y−x)|= |−1||y−x|= |y−x|=d(y,x) .2

d(x,y)= |x−y|= |x−z+z−y|≤ |x−z|+ |z−y|≤d(x,y)+d(y,z) .3

2



ڢٴܹ٭3۰ ݁أ؇رف .1 اܳڰݱܭ

1 .1 .2 ڲ׭ոل

d(x,y)=

 0 x=y,

1 x 6=y.
ܳ٭ܝ݆

(ො੼گگ۰) d(x,y)= 0 ⇐⇒ x=y .1
.2 x 6=y⇒d(x,y)= 1=d(y,x) (ො੼گگ۰)

x=y⇒d(x,y)= 0=d(y,x) (ො੼گگ۰)
x=y= z (ا) .3

(ො੼گگ۰) d(x,y)≤d(x,z)+d(z,y)

0≤ 0+0

x=y 6= z (ب)
(ො੼گگ۰) 0≤ 1+1⇒ 0≤ 2

x 6=y= z (ج)
(ො੼گگ۰) 1≤ 1+0⇒ 1≤ 1

x 6=y 6= z (د)
(ො੼گگ۰) 1≤ 1+1⇒ 1≤ 2

1 .1 .3 ڲ׭ոل
:؇਍ಱᄴᄟ d(x,y)= |1

x
− 1

y
| ∀x,y ∈R∗ ܳٺܝ݆

d(x,y)= 0⇔ |1
x
− 1

y
|= 0⇔ 1

x
= 1

y
⇔ x=y .1

d(x,y)= |1
x
− 1

y
|= |(−1)(1

x
− 1

y
)|= |−1| | 1

y
− 1

x
|= | 1

y
− 1

x
|=d(y,x) .2

d(x,y)= |1
x
− 1

y
|= |1

x
− 1

z
+ 1

z
− 1

y
|≤ |1

x
− 1

z
|+|1

z
− 1

y
|=d(x,z)+d(z,y) .3
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ڢٴܹ٭۰ ݁أ؇رف .1 4اܳڰݱܭ

1 .1 .4 ڲ׭ոل
إذن: X আॻ༟ ݁ފ؇ڣ۰ d ೑಻Ⴄ၍ إذا R ሌᇿا X ݆݁ ݁أݠڣ۰ σ(x,y)= ln(1+d(x,y)) ܳٺܝ݆

σ(x,y)= 0⇔ ln(1+d(x,y))= 0⇔ 1+d(x,y)= 1⇔d(x,y)= 0⇔ .1
x=y

σ(x,y)= ln(1+d(x,y))= ln(1+d(x,y))=σ(x,y) .2
إذا: ݁ފ؇ڣ۰ ሒሃ d أن ؇ஓ୾ .3

d(x,z)≤d(x,y)+d(y,z)

⇔ 1+d(x,z)≤ 1+d(x,y)+d(x,z)

⇔ 1+d(x,z)≤ 1+d(x,y)+d(x,z)+d(x,y)d(x,z)

⇔ 1+d(x,z)≤ (1+d(x,y))+(1+d(y,z))

⇔ ln(1+d(x,z))≤ ln(1+d(x,y))+ ln(1+d(y,z))

⇔σ(x,z)≤σ(x,y)+σ(y,z)

݁ފ؇ڣ۰. σ و݁ٷ۬

اिऻۻոؔոت ပ࿮ׂؔ܎ 2 .1
2 .1 .1 ؉ֵ ׂ֔ۑ

݁ٺႤၽڣ٪ٺ؇ن، d2 و d1 اৎ৊ފ؇ڣ۰ أن لگ؇ل ، X ۰༟ި݄௵௯௫ا َڰݴ আॻ༟ ඔ൹݁أݠڣٺ ඔ൹݁ފ؇ڣٺ d2 و d1 ܳٺܝ݆
:[1]۰࿩ਜ਼اଫଐৎ৊ا x,y ∈X દઊ๤ཡ؜ٷ ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ ොຬگگ؇ن R∗

+ ݆݁ β و α ༟ڎدان و༥ڎ إذا

αd1(x,y)≤d2(x,y)≤βd1(x,y) (1)
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ڢٴܹ٭5۰ ݁أ؇رف .1 اܳڰݱܭ

1 .2 .1 ڲ׭ոل
:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ d2وd1 ඔ൹ފ؇ڣٺৎ৊ا X=]0,1[ ۰༟ި݄௵௯௫ا আॻ༟ َأݠف

d1(x,y)= |x−y| x,y ∈X •
d2(x,y)= |1

x
− 1

y
| x,y ∈X •

لܝިن: ඔ൹ފ؇ڣٺৎ৊ا لژ ّأݠ ݆݁ X1(x,d2) و X1(x,d1) َݯؕ
d1(x,y)= |x−y|≤ |x−y|

xy
= |1

x
− 1

y
|=d2(x,y)

اڤ׫ؠոرب :2 .1 .2 ؉ֵ ׂ֔ۑ
إذا X ݆݁ x ިොຶ ݁ٺگ؇ر۰ً X ๤ཛྷ؇؜ٷ ݆݁ (xn)n≥1 اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ إن لگ؇ل ل؇، ଫଐ݁ ؇༚ڣݠا (x,d) ܳ٭ܝ݆

[1]limn→∞d(xn,x)= 0 ೑಻Ⴄ၍
∀ϵ> 0,∃nϵ ≥ 1/∀n≥nϵ→d(xn,x)< ϵ

lim
n→∞xn= x وَܝٺص:

1 .2 .1 ڲ୹୴ؼ܊١
ො੼ڎودة. ڣ۳޶ ਐಾگ؇رب ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ ႟၍

اఔఆᓝॆूۑار 1 .2 .1
2 .1 .3 ؉ֵ ׂ֔ۑ

ሒᇭ ݁ފٺ݄ݠ f اܳٺޚٴ٭ݑ أن لگ؇ل Y ሒᇭ X ݆݁ ّޚٴ٭ݑ f و ඔ൹ل ଫଐ݁ ඔ൹༚ڣݠا (Y,dY) ،(X,dx) ܳ٭ܝ݆
اܳݱ٭؞۰:[1] ොູگگب إذا X ݆݁ x0 اܳٷگޚ۰

∀ϵ> 0 ∃σ> 0/(∀x ∈X/dX(x,x0)<σ)⇒dY(f(x),f(x0))< ϵ (2)
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ڢٴܹ٭۰ ݁أ؇رف .1 6اܳڰݱܭ

ػܙاص
f(a) ިොຶ ݁ٺگ؇ر۰ً f(xn)n∈N ڣ؆ن a ިොຶ ݁ٺگ؇ر۰ً (xn)n≥1 ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ ႟၍ •

బշངঁ܊ոم اఔఆᓝेूۑار 2 .2 .1
ਐ಻؆࿓ޙ؇م ݁ފٺ݄ݠ f اܳٺޚٴ٭ݑ ان لگ؇ل Y ሒᇭ X ݆݁ ّޚٴ٭ݑ f و ඔ൹ل ଫଐ݁ ඔ൹༚ڣݠا (Y,dY) و (X,dX) ܳ٭ܝ݆

اܳݱ٭؞۰: ොູگگب إذا X আॻ༟

∀ϵ> 0∃σ> 0/(∀x ′,x ′′ ∈X/dx(x
′,x ′′)<σ)⇒dY(f(x

′),f(x ′′))< ϵ (3)

1 .2 .2 ڲ׭ոل
ਐ಻؆࿓ޙ؇م. ݁ފٺ݄ݠة ଫଃ༚ ؇ዛዊوܳـܝ R ሒᇭ ݁ފٺ݄ݠة ሒሃ .f(x)= x2 ᄭᄟاᄴᄟا ܳٺܝ݆

෥ຸټܙ ڲ׫׫ոڤמ١ :2 .1 .4 ؉ֵ ׂ֔ۑ
Ⴄ၍ن:[1] إذا ๴ཇިܳـܝ X ๤ཛྷ؇؜ٷ ݆݁ (xn)n≥1 اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ أن لگ؇ل ଫଐ݁ي، ڣݯ؇ء (X,d) ܳ٭ܝ݆

∀ϵ> 0∃nϵ ≥ 1/∀n≥nϵ,∀m≥nϵ→d(xn,xm)< ϵ (4)

1 .2 .3 ڲ׭ոل
(xn)n≥1 اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ َأݠف ]0,1[ আॻ༟ dϵ اৎ৊ފ؇ڣ۰ إڢٺݱ؇ر dx و X=]0,1] ۋ٭ت (X,d) اܳڰݯ؇ء

xn=
1
n
,n≥ 1 :ሒᇿ؇ܳٺႤ၍

d(xn,xm)= |
1

n
−

1

m
|
n,m→∞→ 0

৙৑ن: ڣ٭۬ ሒᇭ ݁ٺگ؇ر۰ً ྘ܳފب ܳـܝ݆ (X,d) ሒᆶݞ੊اࠍ اܳڰݠاغ ሒᇭ ๴ཇިܳـܝ (xn) اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ أن أي

lim
n→∞xn= 0 ∉]0,1[
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ڢٴܹ٭7۰ ݁أ؇رف .1 اܳڰݱܭ

1 .2 .2 ڲ୹୴ؼ܊١
๴ཇިܳـܝ ڣ۳޶ ଫଐ݁ي ڣݯ؇ء ሒᇭ ਐಾگ؇رب ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ ႟၍

اڤר܊מڵܧ اڤءո۠ء 3 .2 .1
2 .1 .5 ؉ֵ ׂ֔ۑ

∥ . ∥ و K اࠍ੆گܭ আॻ༟ ሒᇼ؇ނأ ڣݠاغ X ۋ٭ت (X,∥ . ∥) زوج ႟၍ َޙ٭݄٭؇ ނأ؇؜٭؇ ؇༚ڣݠا ް݄૭૏
[1]:ঌॻل؇݁ X ݆݁ x,y ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ ොຬگݑ R+ ሒᇭ X ݆݁ ّޚٴ٭ݑ

∀x ∈X,∥ x ∥= 0⇔ x= 0 .1
(۰૭૙؇༶݁ٺ) ∀x ∈X,∀λ ∈K ∥ (λx) ∥= |λ| ∥ x ∥ .2

݁ټܹټ٭۰) (ఈః༟ڢ۰ ∀(x,y) ∈X ∥ (x+y) ∥≤∥ x ∥+ ∥y ∥ .3

1 .2 .4 ڲ׭ոل
C([0,1],R) :ঌॻل პაႰ اৎ৊أݠف ڣݯ؇ء

∥ f ∥∞= supx∈[0,1]|f|

∥ f ∥1=
∫1
0
|f(t)|dt

∥ f ∥2=
√∫1

0
|f(t)dt

:ঌॻل؇݁ R ሒᇭ R ݆݁ ∥ . ∥ اܳٺޚٴ٭ݑ ݁ټ؇ل

∥ x ∥=
√
x2
1
+x2

2
+ · · ·+x2n

اڤ׫ຣ׿ب 4 .2 .1
أو: [x,y]⊂U و ∀x,y ∈U ؇ৎ৊ ො੼ڎ۰ً ؇ዛኡأ U⊂R ۰༟ި݄௵௯௫ا أن َگިل

∀x,y ∈U,∀t ∈ [0,1]→ tx+(1−t)y ∈U (5)
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ڢٴܹ٭۰ ݁أ؇رف .1 8اܳڰݱܭ

1 .2 .5 ڲ׭ոل

C= x1,x2,t=
1

2
,z=

x1+x2

2
∈C

(convexe) اୠଡ଼ୢ׿١ּ ႞႐اႥ႐ا :2 .1 .6 ؉ֵ ׂ֔ۑ
[1]:ሒᇿ؇اܳٺ ا๤དྷܳط ොູگݑ إذا ො੼ڎ۰ً ᄭᄟدا f :R→R ّܝިن .۰༟ިᆇ୞୘ U ∈R ܳٺܝ݆

f(tx+(1−t)y)≤ tf(x)+(1−t)f(y) ∀x,y ∈U,t ∈ [0,1] (6)

1 .2 .6 ڲ׭ոل f(x)= ex

f(x)= x ا༡ިܳڎة ᄭᄟدا

ոׂم ո۠ؔء 3 .1
3 .1 .1 ؉ֵ ׂ֔ۑ

݁ٺگ؇ر۰ً ݁ٷ۬ ๴ཇި܋ ݁ٺ؇ܳ٭۰ ႟၍ ೑಻Ⴄ၍ إذا ّ؇م (X,d) اܳڰݠاغ أن لگ؇ل ل؇، ଫଐ݁ ؇༚ڣݠا (X,d) ܳ٭ܝ݆
ڣ٭۬.[1]

1 .3 .1 ڲ׭ոل
ّ؇م (R,d) اܳأ؇دي اܳڰݠاغ .1

ّ؇م ڣݠاغ d(x,y)=√∑n
i=1(xi−yi)2 ۋ٭ت (Rn,d) اܳڰݠاغ .2
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ڢٴܹ٭9۰ ݁أ؇رف .1 اܳڰݱܭ

ոॾ఩خ ո۠ؔء 4 .1
4 .1 .1 ؉ֵ ׂ֔ۑ

๴ཇިܳـܝ أݿ؇ݿ٭۰ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ ႟၍ ೑಻Ⴄ၍ إذا ਍ಸ؇خ، ڣݠاغ X إن لگ؇ل ނأ؇؜٭۰، ڣݯ؇ء (X,∥ . ∥) ܳ٭ܝ݆
ڣ٭۬ ݁ٺگ؇ر۰ً

1 ١ວמ༖໪
ّ؇م ଫଐ݁ي ڣݠاغ ި۱ ਍ಸ؇خ ڣݠاغ ႟၍

1 .4 .1 ڲ׭ոل
਍ಸ؇خ ڣݯ؇ء (R,∥ . ∥) .1

਍ಸ؇خ. ڣݠاغ ྘ܳݴ Lp[a,b] اܳڰݠاغ أي (C[a,b],∥ . ∥) اܳڰݠاغ .2
ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ اৎ৊أݠڣ۰ اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ Lp[a,b] اܳڰݠاغ ሒᇭ ఈః݁ټ

fn(x)=


−1 x ∈ [−1, −1

n
]

nn x ∈ [−1
n
, 1
n
]

1 x ∈ [ 1
n
,1]

Lp[a,b] اܳڰݠاغ ሒᇭ ݁ٺگ؇ر۰ً ྘ܳފب ؇ዛዊܳـܝ ๴ཇިܳـܝ

اिऻؠڪۘ اڤ׫܋ץמۂ ڲץ׿أ 5 .1
ڤ༐۾ચੴي ׂ܋ץמۂ 1 .5 .1
5 .1 .1 ؉ֵ ׂ֔ۑ

أ༥ܭ ݆݁ ܳ٭ྟލ଩ଃي y ሒᇭ X ݆݁ f اܳٺޚٴ٭ݑ أن َگިل .ඔ൹ل ଫଐ݁ ඔ൹༚ڣݠا (y,dy) و (X,dX) ܳ٭ܝ݆
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ڢٴܹ٭۰ ݁أ؇رف .1 10اܳڰݱܭ
ا๤དྷܳط:[1] ොູگݑ إذا (K ∈R∗

+)

∀x,∀y ∈X→dy(f(x),f(y))≤Kdx(x,y) (7)

1 .5 .1 ڲ׭ոل
|f(x)−f(y)|= |

x

1+x
−

y

1+y
|

= |
x(1+x)−y(1+x)

(1+x)(1+y)
|

= |
x+xy−y+yx

(1+x)(1+y)
|=

|x−y|

(1+x)(1+y)
≤ |x−y|

R আॻ༟ ܳ٭ྟލ଩ଃي f إذن

ڲؠڪۘ ׂ܋ץמۂ 2 .5 .1
5 .1 .2 ؉ֵ ׂ֔ۑ

0< k< 1 Ⴄ၍ن اذا ܳྟލ଩ଃي f Ⴄ၍ن إذا ݁گܹݧ[1] f اܳٺޚٴ٭ݑ أن َگިل

1 .5 .2 ڲ׭ոل
f(x)= 3x+1 ل༥ިڎ E=R ܳ٭ܝ݆

∀x,y ∈E |f(x)−f(y)|= |3x+1−3y−1|= |3x−3y|= 3|x−y|

K= 3 ૭૙ྟٺ۬ ৙৑ن ݁گܹݧ ྘ܳݴ f إذن

2 ١ວמ༖໪
ܳྟލ଩ଃي f ⇐ ݁گܹݧ f
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ڢٴܹ٭11۰ ݁أ؇رف .1 اܳڰݱܭ

١ঁ఩ոاڤ׭ اڤרؠ܋١ 3 .5 .1
(ڲ༐ۻ܅) :5 .1 .3 ؉ֵ ׂ֔ۑ

f(x0)= x0 [1]:ঌॻل؇݁ ොູگݑ إذا f :X→X,f و f ܳـ ۰ਐಸ؇ٔ َگޚ۰ x اܳٷگޚ۰ أن َگިل

1 .5 .3 ڲ׭ոل
0 و f(0) = 2×0= 0 ڣ؆ن f ܳـ ۰ਐಸ؇ٔ َگޚ۰ x= 0 و x→ f(x) = 2x و f :R→R ܳ٭ܝ݆

۰ਐಸ؇ٔ َگޚ۰

1 .5 .1 ڲ୹୴ؼ܊١
݁ފٺ݄ݠ ި۱ ݁گܹݧ ّޚٴ٭ݑ ႟၍

١ঁ఩ոاڤ׭ اڤרؠ܋١ ոֵت ֿ܊ۑ 6 .1
Banach :1 ١ֵ ֿ܊ۑ

:ঌॻل؇݁ ොຬگݑ ∀x1,x2 ∈X ۋ٭ت T :X→X ݆݁ ّޚٴ٭ݑ T و ّ؇م ଫଐ݁ي ڣݯ؇ء (X,d) ܳ٭ܝ݆

d(Tx1,Tx2)≤ kd(x1,x2)∀x1,x2 ∈X (8)

و
0≤ k< 1

ووۋ٭ڎة. ۰ਐಸ؇ٔ َگޚ۰ ّگٴܭ f إذن
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ڢٴܹ٭۰ ݁أ؇رف .1 12اܳڰݱܭ

(xn)n≥1, xn+1= Txnn≥ 0 ߓߵ۱؇ن.
(xn)n≥0 ๴ཇި܋ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰

d(x1,x2)=d(Tx0,Tx1)≤ kd(x0,x1) •
d(x1,x2)≤ kd(x3,x1) •
d(x2,x3)≤ kd(x0,x1) •

d(x1,xn+1)≤ knd(x0,x1) •
•

d(x1,xn+p)≤d(xn,xn+1)+d(xn+1,xn+2)+ · · ·+d(xn+p+1,xn+p)

≤ (kn+kn+1+ · · ·kp+1)d(x0,x1)

≤ kn(1+k+k2+ · · ·kp+1)d(x0,x1)

≤ kn(
1−kp

1−k
)d(x0,x1)xn+1= Txn

و݁ٷ۬:
limxn+1= limTxn

T(limx1)= Tx0x∗
n= Tx∗

n

x∗
2 = Tx∗

2/d(x∗
1 ,x

∗
2)=d(Tx∗

1 ,Tx
∗
2)

≤ kd(x∗
1 ,x

∗
2)⇒ (1−k)d(x∗

1 ,x
∗
2)≤ 0⇒ x∗

1 = x∗
2

(9)

■

Brower :2 ١ֵ ֿ܊ۑ
َگޚ۰ ا৙৑ڢܭ ༟ܭ ّگٴܭ f إذن ݁ފٺ݄ݠ f :M→M ݆݁ ّޚٴ٭ݑ f ؇਍ಱᄴᄟ وො੼ڎ۰ً ଫଐ݁اݬ۰ ۰༟ިᆇ୞୘ M

.۰ਐಸ؇ٔ

12



ڢٴܹ٭13۰ ݁أ؇رف .1 اܳڰݱܭ

(Mai-keeler) :3 ١ֵ ֿ܊ۑ
ڣ؆ن: ݁ފٺ݄ݠ ّޚٴ٭ݑ T :X→X ّ؇م ଫଐ݁ي ڣݯ؇ء (X,d) أن َگިل

∀ϵ> 0 ∃σ> 0 : ϵ≤d(x,y)< ϵ+σ⇒d(T(x),T(y))< ϵ (10)

ووۋ٭ڎة. ۰ਐಸ؇ٔ َگޚ۰ T إذن
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اࠍ੊ڎࢴࣖة ل۰ ଫଐৎ৊ا اܳڰݯ؇ءات .2 16اܳڰݱܭ

.؇ዝཡوۊݱ؇ف ل۰ ଫଐৎ৊ا اܳڰݯ؇ءات ًأݥ আॻ༟ لژ ܳٺأݠ اܳڰݱܭ ۱ڍا ዛኗڎف

اજઁिऻي اڤ۾ץٝ اڤءո۠ء 1 .2

1 .2 .1 ؉ֵ ׂ֔ۑ
R+ ) d :X×X→R+ ᄭᄟدا ሒሃ d ۋ٭ت ଫଐ݁ي ނٴ۬ ڣݯ؇ء (X,d) أن َگިل .X 6=ϕ ܳٺܝ݆

اܳٺ؇ܳ٭۰:[13] ا๤དྷܳوط ොູگݑ d اذا ݿ؇ܳٴ۰) ଫଃ༚ اࠍ੆گ٭گ٭۰ ا༟৙৑ڎاد ۰༟ިᆇ୞୘ ሌᇿإ ଫଃ૰૜ ۋ٭ت
d(x,x)= 0 .1

d(x,y)≤d(x,z)+d(z,y) x,y,z ∈X .2

2 .1 .1 ڲ׭ոل
اଫଐৎ৊ي اܳލٴ۬ (R,d) ۋ٭ت ∃d(x,y)= |x2−y2| d :R×R→R+ ܳٺܝ݆ ܳٺܝ݆

d(x,x)= |x2−x2|= 0 .1

d(x,y)= |x2−z2+z2−y2| ≤ |x2−z2|+ |z2−y2|

≤d(x,z)+d(z,y)
.2

ଫଐ݁ي ނٴ۬ ڣݯ؇ء ܳـܝ݆ ଫଐ݁ي ڣݯ؇ء ྘ܳݴ x 6=y Ⴄ၍ن إذا اܳݱڰݠ ૭૏؇وي d(x,y) •

d(x,y)= |X2−y2|= 0⇒ x2−y2= 0⇒ x2=y2

 x=−1 َ؊༠ڍ x=±y
y= 1 إذن x 6=y
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اࠍ੊ڎࢴࣖة17 ل۰ ଫଐৎ৊ا اܳڰݯ؇ءات .2 اܳڰݱܭ

2 .1 .1 ڲ୹୴ؼ܊١
౫౜దگݑ َ۬৙৑) ؇༲٭ොේ ྘ܳݴ اܳأܝݴ وܳـܝ݆ ଫଐ݁ي ނٴ۬ ڣݯ؇ء ި۱ ଫଐ݁ي ڣݯ؇ء أي أن ༃اܳިاࡵ ݆݁

(d(x,y)= 0⇔ x 6=y 1 اܳـ ا๤དྷܳط ݁؇༟ڎا ا๤དྷܳوط ႟၍

2 .1 .2 ڲ׭ոل
إذن: X ሒᇭ d ᄭᄟاᄴᄟا আॻ༟ ݁أݠڣ۰ X=N∪O ܳٺܝ݆

d(0,n)= 1
n

n ∈N •
d(n,x)=n nو ∈N nو 6= x •

d(n,n)= 0 و x ∈X •
༃اܳިاࡵ ݆݁ ଫଐ݁ي ނٴ۬ ڣݯ؇ء ؇ዛዊوܳـܝ d(0,2) 6= d(2,0) ৙৑ن ଫଐ݁ي ڣݯ؇ء ྘ܳݴ (x,d) إذن

۰࿩ਜ਼اଫଐৎ৊ا ݆݁ ౫౜రگݑ ݿިف ዻዧᄳᄟ ොູگݑ ڢڎ ا৙৑ول ا๤དྷܳط أن
y 6= z و x 6= y أن َڰݠض ۰࿩ਜ਼اଫଐৎ৊ا ڣ؆ن z= y و x= z d(x,y)≥d(x,z)+d(z,y)و

إذا y 6= 0 و x= 0 Ⴄ၍ن إذا

2 .1 .3 ڲ׭ոل
و ଫଐ݁ي ނٴ۬ اܳڰݯ؇ء إذن ۰ਃಮ؜ލިا ᄭᄟدا ّܝިن f : X → [0,1] f ᄭᄟاᄴᄟوا ۰༟ިᆇ୞୘ X ܳٺܝ݆

q(x,y)=max {f(y)−f(x),0} x,y ∈X

1.
(ΦM1)d(x,x)= 0⇔q(x,x) =max {f(x)−f(x)}= 0

=max {0,0}= 0

17



اࠍ੊ڎࢴࣖة ل۰ ଫଐৎ৊ا اܳڰݯ؇ءات .2 18اܳڰݱܭ

2.
(ΦM2)d(x,y)≤d(x,z)+d(z,y)

q(x,y)=max {f(y)−f(z)+f(z)−f(y),0}

≤max {f(y)−f(z),0}+max {f(z)−f(y),0}

≤q(y,z)+q(z,x)

max (a+b)≤max (a)+max (b) ৙৑ن:

1 .2 .2 ؉ֵ ׂ֔ۑ
[13] Ⴄ၍ن: اذا x ∈X و x ިොຶ ਐಾگ؇رب ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ xn أن َگިل ଫଐ݁ي. ނٴ۬ ڣݯ؇ء (X,d) ܳٺܝ݆

lim
n→∞ d(xn,x)= lim

n→∞ (x,xn)= 0 (1)

1 .2 .3 ؉ֵ ׂ֔ۑ
ϵ > 0 Ⴄ၍ن إذا X ۰༟ިᆇ୞୘ ሒᇭ ๴ཇި܋ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ (xn) أن وَگިل ଫଐ݁ي ނٴ۬ ڣݯ؇ء (X,d) ܳٺܝ݆

ڣ؆ن:[13] ∀n≥m>N(ϵ) ොຳ٭ت N=N(ϵ) ل༥ިڎ
d(xn,xm)< ϵ ∀n≥m>N

d(xn,xm)< ϵ ∀m>n>N

d(xn,xm)< ϵ ∀n>N

(2)

ᆃᄧۏ঻اݾ اજઁिऻي اڤءո۠ء 2 .2
2 .2 .1 ؉ֵ ׂ֔ۑ

[11]:ঌॻل؇݁ Ⴄ၍ن إذا P :X×X→R+ ۋ٭ت ሒᆶඹජ ଫଐ݁ي ڣݯ؇ء (X,P) أَ۬ َگިل X 6=ϕ ܳٺܝ݆

18



اࠍ੊ڎࢴࣖة19 ل۰ ଫଐৎ৊ا اܳڰݯ؇ءات .2 اܳڰݱܭ
P(x,y)=p(y,x) (݁ٺٷ؇ޖݠة) .1

0≤P(x,x)=P(x,y)=P(y,y) إذا .2
x=yڣ؆ن

P(x,x)≤P(x,y) .3
P(x,z)+P(y,y)≤P(x,y)+P(y,z) ݁ټܹټ٭۰) ۰࿩ਜ਼اଫଐ݁) .4

2 .2 .1 ڲ׭ոل
(R, |.|) اܳڰݯ؇ء ݆݁ ሒᆶඹජ ଫଐ݁ي ڣݯ؇ء ި۱ ([0,1], |.|) اܳڰݯ؇ء

2 .2 .2 ڲ׭ոل
ۋ٭ت ሒᆶඹජ ଫଐ݁ي ڣݯ؇ء P(x,y)=max {x,y} و (R+,P) ۰ਃಮ؇اܳټٷ ܳٺܝ݆

dP(x,y)= |x−y|

dP(x,y)= |x−y|= |(−1)(y−x)|= |−1||y−x|=dP(y,x) .1
dP(x,y)=dP(y,x) إذن

dP(x,x)= |x−x|= 0⇒dP(x,y)= |x−y|= 0 .2
x=y إذن

dP(x,y)= |x−y|≥ 0→P(x,x) .3
dP(x,x)=dP(x,y) إذن

P(x,z)+P(y,y)≤P(x,y)+P(y,z) .4
dP(x,y)= |x−y|= |x−y+y−z|≤ |x−y|+ |y−z|

dP(x,z)≤dP(x,y)+dP(y,z)

.ሒᆶඹජ ଫଐ݁ي ڣݯ؇ء و݁ٷ۬
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اࠍ੊ڎࢴࣖة ل۰ ଫଐৎ৊ا اܳڰݯ؇ءات .2 20اܳڰݱܭ

2 .2 .2 ؉ֵ ׂ֔ۑ
x ∈X و x ިොຶ ݁ٺگ؇ر۰ً xn اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ أن ،َگިل (X,P) ሒᆶඹජ ଫଐ݁ي ڣݯ؇ء ሒᇭ (xn) اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ ܳٺܝ݆

[13] إذا وڣگޔ إذا

P(x,x)= lim
n→∞ P(x,xn) (3)

2 .2 .3 ؉ֵ ׂ֔ۑ
݁ިۏިدة اዛዊܳ؇ل۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا ๴ཇިܳـܝ اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ أن ،َگިل (X,P) ଫଐ݁ي ڣݯ؇ء ሒᇭ (xn) اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ ܳٺܝ݆

lim
n,m→∞ P(xn,xm) (4)

2 .2 .4 ؉ֵ ׂ֔ۑ
x ިොຶ ਐಾگ؇رب xn ๴ཇި܋ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ ႟၍ ೑಻Ⴄ၍ إذا ّ؇م ሒᆶඹජ ଫଐ݁ي ڣݯ؇ء (X,P) أن َگިل

P(x,x)= lim
n,m→∞ P(xn,xm) (5)

ᆃᄧۏ঻اݾ اજઁिऻي اڤ۾ץٝ اڤءո۠ء 3 .2
3 .2 .1 ؉ֵ ׂ֔ۑ

:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ q :X×X→R+ ۋ٭ت: ᄭᄟدا q و X 6=; ۰༟ިᆇ୞୘ ؜݆ ؜ٴ؇رة ި۱
1. x=y ڣ؆ن 0≤q(x,x)=q(x,y)=q(y,y) إذا (݁ٺٷ؇ޖݠة)
2. q(x,x)≤q(y,x)

3. q(x,x)≤q(x,y)
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اࠍ੊ڎࢴࣖة21 ل۰ ଫଐৎ৊ا اܳڰݯ؇ءات .2 اܳڰݱܭ
4. q(x,z)+q(y,y)≤q(x,y)+q(y,z) و x,y,z ∈X ݁ټܹټ٭۰) ۰࿩ਜ਼اଫଐ݁)

3 .2 .2 ؉ֵ ׂ֔ۑ
إذا x ∈Xx ިොຶ ਐಾگ؇رب xn اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ أن وَگިل (QPM) ሒᆶඹජ ނٴ۬ ଫଐ݁ي ڣݯ؇ء (X,q) ܳ٭ܝ݆

إذا وڣگޔ

q(x,x)= lim
n→∞q(x,xn)= lim

n→∞q(xn,x) (6)

و
3 .2 .3 ؉ֵ ׂ֔ۑ

و xm ⊂X و x ިොຶ ਐಾگ؇رب xn ๴ཇި܋ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ ႟၍ اذا Ⴄ၍݁ܭ ሒᆶඹජ ଫଐ݁ي ނٴ۬ ڣݯ؇ء (X,q)

q(x,x)= lim
n,m→∞q(xn,xm)= lim

n,m→∞q(xm,xn) (7)

21





اڤ׭ոڤ֛ اڤءۢڞ
; اݾ঻׿ࠥࡇة ١ֵ જઁिऻا اڤءո۠ءات ᆃᅞ ١ঁ఩ոاڤ׭ اڤרؠ܋١ <

9: BC

8
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اࠍ੊ڎࢴࣖة ل۰ ଫଐৎ৊ا اܳڰݯ؇ءات ሒᇭ ۰ਐಸ؇اܳټ اܳٷگޚ۰ .3 24اܳڰݱܭ

ዛኡࡤࡲ و୒ୖڍا اଫଐৎ৊ي، اܳڰݯ؇ء لژ ّأݠ ݆݁ اৎ৊أ۰݄݄ اࠍ੊ڎࢴࣖة اܳڰݯ؇ءات ًأݥ اܳފ؇ًݑ اܳڰݱܭ ሒᇭ درݿٷ؇
أ۱ܾ وأ༡ڎ اࠍ੊ڎࢴࣖة، اܳڰݯ؇ءات ۱ڍه ިොຶ اଫଐৎ৊ي ً؇ܳڰݯ؇ء اࠍ੅؇ݬ۰ ༇຀؇اܳٷٺ ًأݥ ّأ݄ࡗࡲ ً؇Ⴄၽ݁৕৑ن Ⴄ၍ن إذا
اܳڰݯ؇ءات ሒᇭ ۰ਐಸ؇اܳټ اܳٷگޚ۰ ل؇ت َޙݠ اܳڰݱܭ ۱ڍا ሒᇭ ࢾࣖرس ݿިف إذا .۰ਐಸ؇اܳټ اܳٷگޚ۰ ل؇ت َޙݠ ሒሃ ༇຀؇اܳٷٺ

ݿ؇ًگ؇. اৎ৊أݠڣ۰

ᆃᄧۏ঻اݾ اજઁिऻي اڤءո۠ء 1 .3

ᆃᄧۏ঻اݾ اજઁिऻي اڤءո۠ء ᆃᅞ ڤץרոخ ١ঁ఩ոاڤ׭ اڤרؠ܋١ ١ֵ ֿ܊ۑ :1 ١ֵ ֿ܊ۑ
X اܳڰݯ؇ء ሒᇭ 0≤ k< 1 ೑ಸ؇ܳټ؇ً ݁گܹݱ۰ ᄭᄟدا f وܳٺܝ݆ ّ؇م، ሒᆶඹජ ڣݯ؇ء (X,p) اܳڰݯ؇ء ܳ٭ܝ݆

أي:

∀x,y ∈X : p(f(x),f(y))≤ kp(x,y) (1)

:؇਍ಱᄴᄟ لܝިن ڣ؆َ۬
f(α)=α α وۋ٭ڎة ۰ਐಸ؇ٔ َگޚ۰ ጥ጑ٺஓ஄ f ᄭᄟاᄴᄟا .1

p(α,α)= 0 .2

:؇਍ಱᄴᄟ َ۬৙৑ ߓߵ۱؇ن.

∀x,y ∈X : p(x,y)=p(y,x) (2)

(X,p) اܳڰݯ؇ء ሒᇭ ๴ཇި܋ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ ሒሃ (fnx)n∈N اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ أن ਊು৕৑؇ت n >m ᄭᄟ؇༡ ࢻࣖراݿ۰ َܝٺࠕࠫ
ොຳ٭ت

fn(x)=

 x n= 0

f(fn−1(x)) n> 0
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اࠍ੊ڎࢴࣖة25 ل۰ ଫଐৎ৊ا اܳڰݯ؇ءات ሒᇭ ۰ਐಸ؇اܳټ اܳٷگޚ۰ .3 اܳڰݱܭ

ඔ൹ޗٴ٭أ٭ દઊڎد༟ n>m وܳ٭ܝ݆ ، X ݆݁ ๤ཡ؜ٷ x ܳ٭ܝ݆
p(fn(x),fm(x)) ≤ p(fn(x),fn−1(x))+

+p(fn−1(x),fm(x))−p(fn−1(x),fn−1(x))
(3)

اܳأఈఃڢ۰ ૭૙ྥٷٺھ أن ஓ୷ܝ݆ ۰݁؇༟ ًݱڰ۰ أَ۬ ఈఃَۋޓ ሒᆶݞ੊اࠍ اଫଐৎ৊ي ً؇ܳڰݯ؇ء اࠍ੅؇ݬ۰ اৎ৊ټܹټ٭۰ اܳأఈఃڢ۰ ࿓؆ݿٺأ݄؇ل
اܳٺ؇ܳ٭۰:

p(fj(x),fj(x))≤ kp(fj−1(x),fj−1(x)) · · ·
≤ kjp(x,y)

(4)

:؇਍ಱᄴᄟ لܝިن إذن

p(f(x),fn−1(x))=p(fn−1(f(x)),fn−1(x))≤ kn−1p(f(x),x) (5)

:আॻ༟ ౫౜రݱܭ (1) ݆݁ إَޚఈఃڢ؇ ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

p(fn−1(x),fm(x))≤ kn−1p(f(x),x)

+p(fn−1(x),fm(x))−p(fn−1(x),fn−1(x))

≤ kn−1p(f(x),x)+p(fn−1(x),fm(x))

(6)

৙৑ن

(p(fn−1(x),fn−1(x)))≥ 0

෠ຶڎ: ᄭᄥٔ؇ᆙᆘ لگ۰ وًޚݠ

p(fn−1(x),fm(x))≤ kn−2p(f(x),x)+p(fn−2(x),fm(x))
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اࠍ੊ڎࢴࣖة ل۰ ଫଐৎ৊ا اܳڰݯ؇ءات ሒᇭ ۰ਐಸ؇اܳټ اܳٷگޚ۰ .3 26اܳڰݱܭ

: ۰݁؇༟ ًݱڰ۰ أو

p(fn−j(x),fm(x))≤ kn−j−1p(f(x),x)+p(fn−j−1(x),fm(x)) (7)

:আॻ༟ ౫౜రݱܭ 2 اܳأఈఃڢ۰ ݆݁ اَޚఈఃڢ؇ ሒᇿ؇وً؇ܳٺ n− j>m ۋ٭ت

p(fn(x),fm(x))≤ kn−1p(f(x),x)+kn−2p(f(x),x)+ · · ·
· · ·+kmp(f(x),x)+p(fm(x),fm(x))

≤ (kn−1+kn−2+ · · ·+km)p(f(x),x)+p(fm(x),fm(x))

≤ km(kn−m−1+kn−m−2+ · · ·+1)p(f(x),x)+kmp(x,x)

≤ km(1+k+k2+ · · ·)p(f(x),x)+kmp(x,x)

ا୒ୖٷڎݿ٭۰) ᄭᄥاܳފܹފ ᆇ୞୘ިع ஓ୷ټܭ اᄳᄟي 1+k+k2+ · · ·= 1
1−k

ڣ؆ن 0≤ k< 1 أن ؇ஓ୾)

≤ kn(
1

1−k
)p(f(x),x)+p(x,x)) (8)

و݁ٷ۬: kn→ 0 ڣ؆ن n,m→+∞ ؇ৎ৊

lim
n,m→0

p(fn(x),fm(x))≤ 0⇒ lim
n,m→0

p(fn(x),fm(x))= 0 (9)

(X,p) اܳٺ؇م اܳڰݯ؇ء ሒᇭ ๴ཇި܋ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ ሒሃ (fn(x))n∈N اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
و݁ٷ۬:

∃α ∈X : lim
n→∞fn(x)=α (10)

ألݯ؇ ؇਍ಱᄴᄟ لܝިن و
p(α,α)=p( lim

n→∞fn(x), lim
m→∞fm(x))

= lim
n,m→∞p(fn(x),fm(x))= 0

(11)
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اࠍ੊ڎࢴࣖة27 ل۰ ଫଐৎ৊ا اܳڰݯ؇ءات ሒᇭ ۰ਐಸ؇اܳټ اܳٷگޚ۰ .3 اܳڰݱܭ

ො੼گݑ ل۰ اܳٷޙݠ ݆݁ ب اࠍ੊ݞء إذن
f(α)=α أن ܳٷྦྷٴب

p(f(α),f(α))≤ kp(α,α)= 0⇒p(f(α),f(α))= 0

p(f(α),α)≤p(f(α),fn(α))+p(fn(α),α)−p(fn(α),fm(α))

≤ kp(α,fn−1(α))+p(fn(α),α)

૭૙ྥٷٺھ و݁ٷ۬
p(f(α),α)≤ lim

n→∞kp(α,fn−1(α))+p(fn(α),α)

= kp(α,α)+p(α,α)

= 0

p(f(α),α)= 0 أي:
p(f(α),α)=p(α,α)=p(f(α),f(α)) إذن:

f(α)=α اଫଐৎ৊ي: ሒᆶݞ੊اࠍ ይዧڰݯ؇ء ا৙৑ول ا๤དྷܳط ۋފص و݁ٷ۬
■

ᆃᄧۏ঻اݾ اજઁिऻي اڤ۾ץٝ اڤءո۠ء 2 .3
:ሒᇿ؇اܳٺ لژ اܳٺأݠ َݯؕ

ڤ׫܋ץמۂ ոּڤ༓ۻץ١ ֿؠ܋١ ڲ׿ار :2 .3 .1 ؉ֵ ׂ֔ۑ
اܳٷگޚ۰ ݁ڎار ૭૙݄޶ T :X→X اܳٺޚٴ٭ݑ وܳ٭ܝ݆ x ∈X واܳٷگޚ۰ ܋٭ڰ٭۰ ۰༟ިᆇ୞୘ X ܳٺܝ݆ [13]
O(x) = (Tnx)n∈N : n ∈N اܳٺ؇ܳ٭۰ ۰༟ި݄௵௯௫ا O(x) ًـ ؇ୖ୒ ਲ਼ਦߖߵ มฆܳا T ይዧٺޚٴ٭ݑ ً؇ܳྡྷފٴ۰ x

ۋ٭ت:

Tn(x)=

 x n= 0

T(Tn−1(x)) n> 0
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اࠍ੊ڎࢴࣖة ل۰ ଫଐৎ৊ا اܳڰݯ؇ءات ሒᇭ ۰ਐಸ؇اܳټ اܳٷگޚ۰ .3 28اܳڰݱܭ

اܳٺ؇ܳ٭۰: ل۰ اܳٷޙݠ ݆۱ଫଊܳٷ
١ֵ ֿ܊ۑ اڤרؠ܋١ ١ঁ఩ոاڤ׭ :2 ١ֵ ֿ܊ۑ

اܳٺႤၽڣޝات ؜ٷڎَ؇ لܝިن ،إذن T : X→X واܳٺޚٴ٭ݑ ሒᆶݞ੊اࠍ اଫଐৎ৊ي اܳލٴ۬ اܳڰݯ؇ء (X,q) ܳ٭ܝ݆
اܳٺ؇ܳ٭۰:

ොຳ٭ت φ : X→R+ ّޚٴ٭ݑ ل༥ިڎ .1
ਐಾگ؇رب x ∈X ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ إذا وڣگޔ إذا q(x,Tx)≤φ(x)−φ(Tx) , ∀x ∈X

اܳٺ؇ܳ٭۰: ∑∞اܳފܹފ۰
n=0

q(Tnx,Tn+1x)

q(x,Tx)≤φ(x)−φ(Tx) , ∀x ∈O(x) ොຳ٭ت: φ : X→R+ ّޚٴ٭ݑ ل༥ިڎ .2
اܳٺ؇ܳ٭۰: ᄭᄥاܳފܹފ ਐಾگ؇رب x ∈O(x) ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ وڣگޔ إذا

∞∑
n=0

q(Tnx,Tn+1x)

(1) ً؇ܳٺႤၽڣޝ ਊ಻ڎأ ߓߵ۱؇ن.
:๤ཇ؇ٴৎ৊ا ا৕৑ݿٺܹݞام •

(xn)n∈N اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ َأݠف q(x,Tx)≤φ(x)−φ(Tx) أن وܳٷڰݠض x ∈X ܳ٭ܝ݆
: ሒᇆ৚৑Ⴄ၍

x0= x ,xn+1= Txn= Tn+1x= Tn+1x0 (12)

َݯؕ:

Sn=
∞∑
n=0

q(xn,xn+1)=
∞∑
n=0

q(Tkx0,T
k−1x0) (13)

؇਍ಱᄴᄟ لܝިن إذن
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Sn+1−Sn=q(xn+1,xn+2)≥ 0 (14)

ألݯ؇ ෠ຶڎ პაႰ ଩ଐ݁اࢴࣖة ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ (Sn)n∈N و݁ٷ۬

Sn=
∞∑
n=0

q(Tkx0,T
k−1x0)

≤
∞∑
n=0

φ(Tkx0)−φ(Tk+1x0)

= [φ(x0)−φ(Tx0)]+[φ(Tx0)−φ(T 2x0)]+ · · ·+[φ(Tnx0)−φ(Tn+1x0)]

=φ(x0)−φ(Tn+1x0)

≤φ(x0)

:ᄭᄥاܳފܹފ أن ሐᇭႤၽل واᄳᄟي ݁ٺگ؇ر۰ً، (Sn)n∈N اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ أن أي ،আॻ༟৙৑ا ݆݁ ො੼ڎودة (Sn) و݁ٷ۬

݁ٺگ؇ر۰ً
∞∑
n=0

q(Tnx,Tn+1x) (15)

๴ཏاܳأܝ ا৕৑ݿٺܹݞام •
݁ٺگ؇ر۰ً. ∑∞

n=0q(T
nx,Tn+1x) ොຳ٭ت x ∈X ܳ٭ܝ݆

َأݠف

φ(x)=
∞∑
n=0

q(Tnx,Tn+1x), Sn(x)=
∞∑
n=0

q(Tkx,Tk+1x)

(Tx)=
∞∑
n=0

q(Tn+1x,Tn+2x), Sn(Tx)=
∞∑
n=0

q(Tk+1x,Tk+2x)
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෠ຶڎ: اܳފ؇ًگ۰ لڰ؇ت اܳٺأݠ ࿓؆ݿٺأ݄؇ل

Sn(x)−Sn(Tx)=
∞∑
n=0

q(Tkx,Tk+1x)−
∞∑
n=0

q(Tk+1x,Tk+2x)

=q(x,Tx)−q(Tk+1x,Tk+2x)

(16)

أن: ෠ຶڎ ݁ٺگ؇ر۰ً ∑∞
n=0q(T

nx,Tn+1x) أن ؇ஓ୾و

lim
n→∞q(Tnx,Tn+1x)= 0 و lim

n→∞Sn(x)=φ(x)

(16) اܳأఈఃڢ۰ ሒᇭ →∞ ؇ৎ৊ اዛዊܳ؇ل۰ ොຳފ؇ب

lim
n→∞Sn(x)−Sn(Tx)= lim

n→∞q(x,Tx)−q(Tn+1x,Tn+2x)

أي:

φ(x)−φ(Tx)=q(x,Tx) (17)

اܳٺႤၽڣޝ إਊು؇ت لܝިن ᄭᄥٔ؇ᆙᆘ لگ۰ وًޚݠ (1) اܳٺႤၽڣޝ أن أཿྟٺٷ؇ ݿٴݑ ؇ᆙᆘ ො੼گݑ ๴ཏاܳأܝ ا৕৑ݿٺܹݞام أن أي
(2)

■

3 .2 .1 ڲ׭ոل
اܳڰݯ؇ء ๤ཇوط ොຬگݑ (X,q) أن ᄕც؊اܳٺ ஓ୷ܝ݆ q(x,y)= |x−y|+ |x| و X= [0,1] ܳ٭ܝ݆

q(0,1)= 1 6= 2=q(1,0) ଫଐ݁ي: ሒᆶඹජ ڣݯ؇ء ྘ܳݴ أَ۬ ଫଃ༚ اଫଐৎ৊ي، ނٴ۬ ሒᆶݞ੊اࠍ
:ሒᇆ৚৑Ⴄ၍ T : X → X اܳٺޚٴ٭ݑ َأݠف q(1,1) = 1 6= 0 ଫଐ݁ي: ނٴ۬ ڣݯ؇ء ྘ܳݴ أَ۬ პაႰ

: ෠ຶڎ ً؇ܳڰأܭ ݁ٺگ؇ر۰ً. ∑∞
n=0q(T

nx,Tn+1x) ᄭᄥاܳފܹފ إذن T(x)= 1
2
x
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∞∑
n=0

q(Tnx,Tn+1x)=
∞∑
n=0

q(
x

2n
,

x

2n+1
)

=
∞∑
n=0

|
x

2n
−

x

2n+1
|+ |

x

2n
|

=
∞∑
n=0

x

2n+1
+

x

2n

=
∞∑
n=0

3x

2n+1

= 3x

∞∑
n=0

1

2n+1

= 3x
1

2

1

1− 1
2

ොຳ٭ت φ : X→R∗ ل༥ިڎ أَ۬ أي ො੼گگ۰ (2) ل۰ اܳٷޙݠ ๤ཇوط و݁ٷ۬
φ(x)= 3x ሒሃ φ و؜ٴ؇رة q(x,Tx)≤φ(x)−φ(Tx)

:ሒᇿ؇اܳٺ لژ اܳٺأݠ َݯؕ
2 .3 .2 ؉ֵ ׂ֔ۑ

اܳٷگޚ۰ ؜ٷڎ ঌॻݿڰ ݁ފٺ݄ݠ َݱژ ݁ڎاري −T ި۱ G أن َگިل G : X→R+ اܳٺޚٴ٭ݑ ܳ٭ܝ݆ [13]
౫౜ళگݑ: O(x) ݆݁ (xn)n∈N ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ Ⴄ၍ن إذا ، x

lim
n→∞xn= z⇒G(z)≤ liminf

n→∞ G(xn) (18)

T : X→X ይዧٺޚٴ٭ݑ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ݁ڎار ஓ୷ټܭ O(x) ۋ٭ت

ل۰ ଫଐৎ৊ا ނٴ۬ ۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات ሒᇭ ይዧٺޚٴ٭گ؇ت ۰ਐಸ؇اܳټ اܳٷگ؇ط ܳިۏިد ๤ཇوط َگڎم اܳٺ؇ܳ٭۰ ل۰ اܳٷޙݠ ሒᇭ
3 ١ֵ ֿ܊ۑ

و R : X→ Y و T : X→X وܳٺܝ݆ ۰݁؇ّ ل۰ ଫଐ݁ ۰ਃಮඹජ ނٴ۬ ڣݯ؇ءات (T,q) و (X,q) ܳ٭ܝ݆
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ොຳ٭ت c> 0 و x ∈X و༥ڎ إذا φ : R(X)→R+

max{q(x,Tx),cq(Rx,RTx)}≤φ(Rx)−φ(RTx) (19)

ො੼گگ۰: اܳٺ؇ܳ٭۰ ༇຀؇اܳٷٺ ڣ؆ن x ∈O(x) ႟၍ أ༥ܭ ݆݁
∃z ∈X : limn→∞Tnx= z .1

ঌॻݿڰ ݁ފٺ݄ݠ َݱژ ݁ڎاري −T ّޚٴ٭ݑ G(x)=q(x,Tx) Ⴄ၍ن إذا وڣگޔ إذا Tz= z .2
x اܳٷگޚ۰ ؜ٷڎ

q(x,Tnx)≤φ(Rx) .3
q(x,z)≤φ(Rx) إذن ، z ∈O(x) أ༥ܭ ݆݁ ݁ފٺ݄ݠة x→q(z,x) ᄭᄟاᄴᄟا ೑಻Ⴄ၍ إذا .4

q(Tnx,z)≤φ(RTnx) و

(1) ߓߵ۱؇ن • ߓߵ۱؇ن.
أن ݆۱ଫଊَ x0= x,xn+1= Txn= Tn+1x0 :ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ (xn)n∈N اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ َأݠف x ∈X ܳٺܝ݆

q ܳـ اৎ৊ټܹټ٭۰ اܳأఈఃڢ۰ ࿓؆ݿٺأ݄؇ل ๴ཇި܋ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ x ∈X

q(xn,xn+2)≤q(xn,xn+1)+q(xn+1,xn+2)−q(xn+1,xn+2)

≤q(xn,xn+1)+q(xn+1,xn+2)

ᄭᄥٔ؇ᆙᆘ لگ۰ وًޚݠ
q(xn,xn+3)≤q(xn,xn+1)+q(xn+2,xn+3)−q(xn+2,xn+3)

≤q(xn,xn+1)+q(xn+2,xn+3)

≤q(xn,xn+1)+q(xn+1,xn+2)+q(xn+2,xn+3)
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اࠍ੊ڎࢴࣖة33 ل۰ ଫଐৎ৊ا اܳڰݯ؇ءات ሒᇭ ۰ਐಸ؇اܳټ اܳٷگޚ۰ .3 اܳڰݱܭ

:আॻ༟ ౫౜రݱܭ وً؇ܳٺأ݄ࡗࡲ
(20)

q(xn,xm)≤q(xn,xn+1)+q(xn+2,xn+3)+ · · ·+q(xm−1,xm)

=q(Tnx,Tn+1x)+q(Tn+1x,xTn+2)+ · · ·+q(Tm−1x,Tmx)

=
m−1∑
k=n

q(Tk,Tn+1x)

෠ຶڎ: 19 ݆݁ Sn(x)=∑n
k=0q(T

kx,Tk+1x) َݯؕ m>n ۋ٭ت

q(Tkx,Tk+1x)≤max{q(Tkx,Tk+1x),cq(RTkx,RTk+1x)}

≤φ(RTkx)φ(RTk+1x), ∀k ∈N
(21)

૭૏ٺܹݞم و۱ڍا

Sn(x)≤
n∑

k=0

φ(RTkx)φ(RTk+1x)

= [φ(Rx)−φ(RTx)]+[φ(TRx)−φ(RT 2x)]+ · · ·+[φ(RTnx)−φ(RTn+1x)]

=φ(Rx)−φ(RTn+1x)

≤φ(Rx)

ً؇ܳڰأܭ ଩ଐ݁اࢴࣖة، ألݯ؇ ሒሃو আॻ༟৙৑ا ݆݁ ො੼ڎودة (Sn)n∈N إذن

Sn+1(x)−Sn(x)=
n+1∑
k=0

q(Tk,Tk+1x)−
n∑

k=0

q(Tk,Tk+1x)

=q(Tn+1,Tn+2x)≥ 0

؇ৎ৊ اዛዊܳ؇ل۰ ً؊༠ڍ ݁ٺگ؇ر۰ً ∑∞
0 q(Tn,Tn+1x) มฃلأ ࢻࣖوره واᄳᄟي ݁ٺگ؇ر۰ً (Sn)n∈N و݁ٷ۬
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(20) اܳأఈఃڢ۰ ሒᇭ n,m→∞
lim

n,m→∞q(xn,xm)≤ lim
n,m→∞

m−1∑
k=n

q(Tkx,Tk+1x)

= lim
n,m→∞Sm−1(x)−Sn(x)

= 0

݁ٺٺ؇ܳ٭۰ ሒሃ (xn)n∈N اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ أن มฃلأ ؇ᆙᆘ limn,m→∞q(xm,xn) = 0 ෠ຶڎ: ᄭᄥٔ؇ᆙᆘ لگ۰ وًޚݠ
(X,dq) ڣ؇ܳڰݯ؇ء ቕቆ (X,q) أن ؇ஓ୷و (X,q) اܳڰݯ؇ء ሒᇭ ๴ཇި܋

لأޚ٭ٷ؇ ؇ᆙᆘ ّ؇م ڣݯ؇ء ألݯ؇

∃z ∈X lim
n→∞dq(T

nx,z)= 0⇔ ∃z ∈X lim
n→∞Tnx= z (22)

(1) ا۱ଫଊܳ؇ن კაჂل و۱ڍا
q(Tnx,Tn+1x)= 0 ෠ຶڎ ዻዧذ ሌᇿإ ً؇৕৑ݪ؇ڣ۰

:มฃلأ ؇ᆙᆘ
lim
n→∞q(Tnx,Tn+1x)=q(z,z)= 0

๤ཇ؇ٴৎ৊ا ا৕৑ݿٺܹݞام (2) ߓߵ۱؇ن •
xn→ z ොຳ٭ت (xn)n∈N ⊂O(x) و z= Tz أن َڰݠض

෠ຶڎ:

dp(z,xn)= 0⇔q(z,z)= lim
n→∞q(z,xn)= lim

n,m→∞q(xn,xn) (23)

:ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

G(z)=q(z,Tz)=q(z,z)≤ liminf
n→∞ q(xn,Txn)

= liminf
n→∞ G(xn)

(24)
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:๴ཏاܳأܝ ا৕৑ݿٺܹݞام x ؜ٷڎ ঌॻݿڰ ݁ފٺ݄ݠ َݱژ ݁ڎاري −T ި۱ G أن มฃلأ و۱ڍا
،إذن xn= Txn→ z و x ؜ٷڎ ঌॻݿڰ ݁ފٺ݄ݠ َݱژ ݁ڎاري −T ّޚٴ٭ݑ G أن َڰݠض

0≤q(z,Tz)=G(z)≤ liminf
n→∞ G(xn)

= liminf
n→∞ q(Tnx,Tn+1x)

= liminf
n→∞ q(xn,xn+1)

=q(z,z)= 0

.(2) ߓߵ۱؇ن კაჂل و۱ڍا z= Tz ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
(3) ߓߵ۱؇ن •

෠ຶڎ 20 اܳأఈఃڢ۰ ࿓؆ݿٺأ݄؇ل
(25)

q(x,Tnx)≤q(x,Tx)+q(Tx,T 2x)+ · · ·+q(Tn−1x,Tnx)

≤ [φ(Rx)−φ(RTx)]+[φ(TRx)−φ(RT 2x)]+ · · · [φ(Tn−1Rx)−φ(RTnx)]

=φ(Rx)−φ(RTnx)

≤φ(Rx)

(4) ߓߵ۱؇ن •
q(x,z) = limn→∞q(x,Tnx) ≤ ෠ຶڎ: (25) اܳأఈఃڢ۰ ሒᇭ n → ∞ ؇ৎ৊ اዛዊܳ؇ل۰ ොຳފ؇ب

m>n ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ (20) اܳأఈఃڢ۰ و݆݁ limn→∞φ(Rx)=φ(Rx)

q(xn,xn)≤
n−1∑
k=n

q(Tkx,Tk+1x)

≤
n−1∑
k=n

φ(RTkx)−φ(RTk+1x)

=φ(RTnx)−φ(RTmx)

≤φ(RTnx)

(26)
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m→∞ ؜ٷڎ݁؇ اዛዊܳ؇ل۰ ොຶފص
q(xn,z)= lim

m→∞q(xn,xm)

≤φ(RTnx)

■

(3) ل۰ اܳٷޙݠ ݆݁ ༠؇ݬ۰ ৖৑؇༡ت ሒሃ اܳٺ؇ܳ٭۰ ༇຀؇اܳٷٺ
1 ١ວמ༖໪

أن َڰݠض φ : X→ R+ و T : X→ X وܳـܝ݆ ّ؇م ଫଐ݁ي ሒᆶඹජ ނٴ۬ ڣݯ؇ء (X,q) ܳ٭ܝ݆
ොຳ٭ت ∃x ∈X

∀x ∈O(x) ,q(x,Tx)≤φ(x)−φ(Tx) (27)

ො੼گݑ ሒᇿ؇اܳٺ ڣ؆ن
∃z ∈X : limn→∞Tnx= z .1

ঌॻݿڰ ݁ފٺ݄ݠ َݱژ ݁ڎاري −T ّޚٴ٭ݑ G(x)=q(x,Tx) إذا وڣگޔ إذا Tz= z .2
(qx,Tnx)≤φ(x) .3

z ∈O(x) أ༥ܭ ݆݁ ݁ފٺ݄ݠة y→q(z,y) ᄭᄟاᄴᄟا إذا .4
q(Tnx,z)≤φ(Tnx) و q(x,z)≤φ(x) ڣ؆ن

■ (3) ل۰ اܳٷޙݠ ሒᇭ c= 1 و R= Id و y= x َ؊༠ڍ ߓߵ۱؇ن.

2 ١ວמ༖໪
T :X→X اܳٺޚٴ٭ݑ أن َڰݠض 0 < k < 1 وܳ٭ܝ݆ ّ؇م ଫଐ݁ي ሒᆶඹජ ނٴ۬ ڣݯ؇ء (X,q) ܳ٭ܝ݆
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ොຬگگ؇ن x ∈X واܳٷگޚ۰

∀x ∈O(x) :q(Tx,T 2x)≤Kq(x,Tx) (28)

ො੼گݑ ሒᇿ؇اܳٺ إذن
limn→∞Tnx= z .1

ঌॻݿڰ ݁ފٺ݄ݠ َݱژ ݁ڎاري −T ّޚٴ٭ݑ G(x)=q(x,Tx) إذا وڣگޔ إذا Tz= z .2
q(x,Tnx)≤ 1

1−K
q(x,Tx) .3

■ x ∈O(x) أ༥ܭ ݆݁ φ(x)= 1
1−K

q(x,Tx) َݯؕ ߓߵ۱؇ن.
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۰ஓ஄؇ۊـــــ
اଫଐৎ৊ي اܳލٴ۬ اܳڰݯ؇ء ሒᇭ ۰ਐಸ؇اܳټ اܳٷگޚ۰ ሒᇭ اৎ৊ٺ݄ټܭ ොຳت إஓ஄؇م Մ៰Ղا ًأިن ቕቆ

.۰݁؇ୖ୒ا اৎ৊ިاݪ٭ؕ ݆݁ اৎ৊ިݪިع ۱ڍا ଫଊلأٺ إذ ،ሒᆶݞ੊اࠍ اଫଐৎ৊ي واܳڰݯ؇ء ሒᆶݞ੊اࠍ
وۊݱ؇فݱ۬ اଫଐৎ৊ي اܳڰݯ؇ء ૰૜݄ܭ มฆܳا لژ اܳٺأ؇ر ًأݥ إݿٺأݠاض ༡؇وܳٷ؇ ܳگڎ
ሒᆶݞ੊اࠍ اଫଐৎ৊ي اܳڰݯ؇ء ݁ټܭ اࠍ੊ڎࢴࣖة ل۰ ଫଐৎ৊ا ً؇ܳڰݯ؇ءات اৎ৊ٺأܹگ۰ اৎ৊گ؇۱ࡗࡲ وᆇ୞୘ܭ
اܳڰݯ؇ءات، ۱ڍه ሒᇭ ۰ਐಸ؇اܳټ اܳٷگޚ۰ আॻ༟ ଫଃ༠৙৑ا ሒᇭ ؇َ஼ணور ሒᆶݞ੊اࠍ اଫଐৎ৊ي اܳލٴ۬ واܳڰݯ؇ء

اܳڰݯ؇ءات. ۱ڍه ሒᇭ ۰ਐಸ؇اܳټ اܳٷگޚ۰ة আॻ༟ ل؇ت اܳٷޙݠ أ۱ܾ ࠍ੅ݱٷ؇
،؇਍ಾ৖৑ؤ؇૭૜ ݆݁ ଫଃܳـܝټ أۏ۰ًި وأ؜ޚ؇َ؇ ؇਍ಾ؇݁݁أߺࠊ ّިݿ٭ؕ আॻ༟ اܳٴۜت ۱ڍا ݿ؇༟ڎَ؇ وڢڎ
ሒᇭ ووݪأٷ؇۱؇ اܳڰݯ؇ءات ୒ୖڍه ۰ਐಸ؇اܳټ اܳٷگޚ۰ আॻ༟ اܳڰݯ؇ءات أ۱ܾ ࠍ੅ݱٷ؇ ؇਍಻أ ปฃറണ೷

.ఈః݁ފٺگٴ ؇ዛዊ݁ "ا৕৑ݿٺڰ؇دة" ஓ୷ܝ݆ وਃುگ۰
؇݄ዛᔻ اܳـპაჂل ሌᇿإ ሌᇬߙߵ৖৑ ๤དྷྟܳا ᄴᄟى ؇ዛዊ݁ اܳأగఒ٭۰ ؇ಣಈᕬ৖৑ اᆇᅦ৙৑؇ل ޗٴ٭أ۰ ݆݁ إن
اܳٷݱ྘ص আॻ༟ و༡؇زت ؇ዛኡدو ا৙৑ݿٴ؇ب ႟၍ واۏٺ݄أب ؇ዛኡ؇إّگ আॻ༟ اࠍ੆ݠص اނٺڎ
اᄴᄟوام আॻ༟ ؇ዛዊ݁ ೞ಻ۏިا ሒᇼٺڎ૭૜ َ؇ڢݱ۰ ّޙܭ ؇ዛኡإ ،؇ዛኞ؇ොේأ ቕሶاਲ਼؜ ݆݁ ا৙৑وڣݠ
ዛኞڍا ا۱৕৑ٺ݄؇م اܳـଲ୍ام واఈః݁ෑෂء ا৙৑ݿ؇ࣁࣕة ႟၍ ሌᇿإ ؇਍ಾިد؜ ۬༥ިَ ᄳᄟا و਍ಾިߌߵا ࣁࣖڢ٭گ؇
ଫଃ༠و ܾୖ୒ દઊாண؇ނ ؇ୖ୒ިۋ اఈఃৎ৊ۋޙ؇ت وأࢻࣖاء اႤၽ݁৕৑ن ڢڎر اৎ৊ٺިاݪؕ اܳٴۜت

܋ټଫଃا. ᆇᅵڎا ᄩፁዧڎ৵৥ৠا اࠍ੅ٺ؇م
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 ملخص: ال
 الهدف من هذا العمل هو إيجاد نقاط ثابتة مشتركة التي تحقق شروطا معينة في الفضاء الشبه المتري الجزئي

والفضاء المتري الجزئي، تم عرض بعض نتائج نظرية النقطة الثابتة لبناخ، وانتهينا من التعميمات حول  

 ة الجديد وجود نقطة "ثابتة" في الفضاءات 

المتري   لفضاءا،  لفضاء الشبه المتري الجزئيا،  يالفضاء الشبه المتر، ثابتة  ةط نقال: الكلمات المفتاحية

 ناخ ب  نظرية، الجزئي

 

Abstract: 
The goal of this work is to find common fixed points that satisfy certain conditions 

in the quasi-metric space and the partial metric space. Some results of Banach's 

fixed point theorem were presented, and we finished with generalizations about the 

existence of a fixed point in the new spaces. 

Keywords: Fixed point, quasi-metric space, partial metric space, partial quasi-

metric space, Banach theorem. 

 

Résumé : 
Le but de ce travail est de trouver des points fixes communs qui satisfont certaines 

conditions dans l'espace quasi-métrique et l'espace métrique partiel. Quelques 

résultats du théorème du point fixe de Banach ont été présentés, et nous avons 

terminé par des généralisations sur l'existence d'un point « fixe » dans les 

nouveaux espaces. 

Mot clés : Point fixe, espace quasi-métrique, espace métrique partiel, espace quasi-

métrique partiel, théorème de Banach. 




